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SLR LES ZÉROS DE CERTAINES FONCTIONS. /jo3 

Sur les zéros de certaines fonctions ; 

PAH A. ANGELESCO. 

Dans ce travail, nous nous proposons de démontrer une proposition 
générale, en ce qui concerne les zéros de certaines fonctions continues. 
Nous utiliserons cette proposition pour déterminer une classe de fonc-
tions biorthogonales, et ensuite nous indiquerons des exemples et des 
applications. 

1. Soit φ(#, λ) une fonction de χ et du paramètre λ satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

Toute équation en χ de la forme 

(0 φ (.2?, λ„) + A, ο (λ?, λχ) + .. .+ A,©(#, λ,) = ο, 

où Α,, Α2, ...,Ά, sont des constantes et les nombres de la suite 

(») ''0» 'm < · · · > ^/M ' · · 

étant tous différents et compris dans un intervalle (α, β), ne peut avoir 
plus de ^ racines dans un intervalle (a, />);' et de plus, si l'équation (i) 
a s racines distinctes dans cet intervalle, son premier membre change 
de signe quand χ passe par la valeur d'une de ces racines. 

Nous appellerons ces conditions les conditions L. 
Il résulte, en particulier, de ces conditions, que l'équation 

φ(Λΐ, λο) = 0 

n'a aucune racine dans l'intervalle (a, b). 
Désignons alors par Κ (a:) une fonction positive pour# dans l'inter-

valle (a, b) et démontrons que ; 
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Si une fonction f(x), continue dans V intervalle (a, b), satisfait 
aux η conditions 

(3) J K(^) <o(x, f(x) dx — ο (ί = ο,ι,...,Λ — ι), 
a 

l'équation f{x) = ο a au moins η racines réelles et distinctes dans 
l'intervalle («, h) (' ). 

En effet, φ(#,'λ0) gardant un signe constant dans l'intervalle d'in-
tégration, il résulte de la condition (3), pour i = o, que f(x) change 
de signe dans l'intervalle (a,&); f(x) a donc une racine que nous 
désignons par r

t
. Déterminons alors la constante C de manière que 

l'équation 
φ(χ, λ0) -f- Οφ(Λΐ, λ,) = ο 

ait pour racine rt. Gomme 

f Κ(*0[φ(^> ^o) ·+" Co (λ?, —0, 

il résulte des conditions L que f(x) doit changer de signe au voisi-
nage d'une autre racine r.,. De proche en proche, on établit la propo-
sition énoncée (2). 

îi. Considérons l'équation intégrale de première espèce 

f Κ(#)φ(Λ·, y)X{x)dx = <b(y), 
a 

la fonction φ(#, y) satisfaisant aux conditions L. Il résulte de notre 
proposition que, si la fonction Φ (y) a η zéros dans l'intervalle (α, β), 
la fonction X(x) aura au moins η zéros dans l'intervalle (a, b). 

5. Fonctions biorthogonales. — Soit ψ(.£, f*) une autre fonction 

(') Nous avons démontré cette proposition quand φ(Λ7, λ) = &,λ dans une Note 
des Comptes rendus, t. 174·, 1922, p. 273. 

(2) Le principe de celte démonstration est le même que celui employé par 
Legendre pour prouver la réalité des racines de ses polynômes. 
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satisfaisant aux conditions L pour χ dans le même intervalle (a, b) et 
pour les valeurs distinctes 

Ko1 ' · ' ' »yn1 
du paramètre p.. 

On peut déterminer les η constantes a
n
 a

21
 ..., a

n>
 et d'une seule 

manière, telles que si 

(4) Pn = Y(x,μ») -F- «i Ψ(Λ.', Μ
Λ
~ι) -H. . . + Λ«Ψ(Λ, μ

0
) 

on ait 

(5) Ι Κ (λ?) ο (.ν, λ,·) P
/t
 dx = ο ( i — ο, ι, ·. . ) n — ι). 

V(I 

En effet, il ne peut y avoir indétermination, en ce qui concerne la 
détermination des constantes an

a
2

, car si l'on avait deux 
fonctions de la forme (4) satisfaisant aux conditions (5), on déduirait 
qu'une fonction de la forme 

R — Ci ψ (λ?, μη-ι) 4- 02ψ(#, μ,ι-ί) 4- .·· 4- C,
t
'|i(a·', μ0 ) 

y satisfait aussi. Donc, d'après notre proposition, l'équation R = ο 
aurait η racines dans l'intervalle (α, ό), ce qui est impossible d'après 
les conditions L. 

Déterminons de même la fonction de la forme 

Q« — φ (λ?, λ«) 4- £,©(#, 4-. . .4- δ«φ(Λ?, λ0) 

par les η conditions 

I K(ic) ψ(#, μ,·) Q„ dx—o (« = ο, ι, —i). 

On voit alors immédiatement que 

J' K(a?) P
m

Q
a

dx — ο 
Ί 

si m est différent de η et que l'intégrale 

Γ K(.tf) Ρ m Q,„ dx 
**a 

est différènte de zéro. 
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Exemples des fonctions satisfaisant aux conditions 1.· 

4. Premier exemple. — Soit φ(&') une fonclion continue, positive 
et monotone pour χ dans l'intervalle (#, b). Alors la fonction 

[φ(Λ?)]λ 

satisfait aux conditions L, quel que soit l'intervalle (α, β). 
En effet, l'équation (i) est dans ce cas de la forme 

[<Ρ(Λ?)]*·-4- A, [0 (#)]'·« + ... +Α,[φ(Λ?)]^= ο 

et devient, en posant φ (a?) = w, 

u'o -h À, + . . . + A.S- II'" =: O. 

Mais cette dernière équation ne peut avoir plus de 5 racines positives 
et, si elle a s racines positives distinctes, son premier membre change 
de signe quand χ traverse une racine. On le voit pour 5 = 1. Sup-
posons-le pour s—p et démontrons-le pour s = ρ -l· 1. 

En divisant le premier membre de l'équation considérée c (l'équa-
tion précédente où s = ρ -h 1) par uλ'"Μ et en dérivant ensuite, on 
obtient une équation qui ne peut avoir que ρ racines positives, donc 
ô ne peut avoir tout au plus que ρ -H 1 racines positives. Si C a ρ -+-1 
racines positives distinctes, son premier membre change de signe 
quand χ traverse une de ces racines ; car si, pour la racine r, il n'y 
avait pas de changement de signe, le premier membre de c est un 
maximum ou un minimum pour χ = /·, et par conséquent £' devrait 
avoir ρ 4- ι racines positives, ce qui est impossible. 

5. Deuxième exemple. — Soit 

O ( X ) — îïq Ctι X —|— -f- . . . 

une série entière en χ dans laquelle tous les coefficients sont positifs 
ou nuls, a

0
 étant différent de zéro. Soit R le rayon de convergence de 

cette série. Nous prendrons <z>o et o; pour l'intervalle (α, β), 

l'intervalle ^o, 5 ̂  · 
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Dans ces conditions, la fonction φ (λα·) satisfait aux conditions L. 
En effet, les équations de la forme 

(6) 9 ( ?>o ·* ) A- A1 ο ( /, 1 χ ) 4-... -+- A
 Λ

· ο ( χ ) — ο 

ont été étudiées par Laguerre (') et il résulte de son étude que l'équa-
tion (6) a au plus s racines positives. Si cette équation a s racines 
positives distinctes, comme son premier membre est une série entière 
en χ, on a les mêmes changements de signes que pour un polynome 
qui admet le nombre maximum de racines positives dislinctes. 

Remarque. — La fonction simple (λ — α?)', où t est un nombre 
négatif, satisfait aux conditions L pour χ positif et inférieur à un 
nombre /, l'intervalle (α, β) étant l'intervalle (/, l-(- m), m étant un 

nombre positif. On le voit en posant λ = ^ ; on est ainsi ramené aux 

fonctions précédentes. 
On voit de même que la fonction (χ Η-λ)'" satisfait aux condi-

tions L, pour m entier positif, χ et λ étant positifs. 

6. Applications. — Soient l'intégrale 

I (y)—( χ>'~ιλ(χ) clx, 

oùy>o, et 
A (χ ) — a0 χ4- a ι χ'·\ H- α„ α.·Α«, 

les nombres λ„, λ,, ..., λ
Λ
 étant tous positifs. On voit immédiatement 

que 
I(y) = a0 + a1 + ....+ an 

y ~+~ Ao y -+- λι y -κ λ„ 

d'où la proposition suivante : * 

Les nombres λ
0
, λ,, ..., λ„ étant, tous positifs, si Γ équation 

*0 <*\ , a» _ Q 
X 4- λο X 4~ X λ7( 

(') 'Œuvres, t. I, p. 26. 

Jouvn. de Math., tome II. — Faso. IV, 1923. 53 
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a ρ racines positives distinctes, Γ équation 

an x\-h a, j?· 14-... 4- an χ'·< — ο 

aura au moins ρ racines distinctes dans l'intervalle (ο, i). 

7. Partons de l'intégrale 

I ( y ) = Ç xx~1 ( ι — χ )P- 1 x>' A ( x ) dx, 

où α>ο, β>ο, y>o et 

A.(x) —a0 4- α,χ ·+-... + a
n
 x". 

Le terme contenant dans I(JK)
 ESL 

Γ(α-ΐ-.)· + {)Γ((3) 
α'Ί>4-β + 74-ί4-Γ)' 

donc 

If y) —Γ V (q+,r)(«+y + i)...(i»+j+i-1) ] 
1(α4-β4-/) ' (a ·+· β -h j) (a 4- β 4- τ'4-ι )... (a 4-β 4-y H- i) J 

Par suite, la proposition suivante : 

α et β étant deux nombres positifs, si l'équation 
i — η 

Σ · (■*' 4~ <x) {x + ̂ + l)...(og+C! + i — j) _0 
/' = 0 

α ρ racines positives distinctes, l'équation 

a0 -+· a, χ + .. . 4- a„ χ" = ο 

aura au moins ρ racines distinctes dans l'intervalle (ο, i). 
h 

8. Considérons l'intégrale 

(7) I ( )·)— f e /l -1 A.(x) dx, 

°ù y > o, k un nombre positif et 

A( χ) = α„ + α, χ +... + χη
 x". 
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Changeons dans·l'intégrale (η) a? en kx. Alors, à l'aide de l'intégrale 
qui définit la fonction Γ, on trouve 

l( y) — k
y

 f(j·) ^ ̂  k
f

*if(y -h i).. .(y 4- i— i) J . 
Et par suite : 

k étant un nombre positif, si Véquation 

/»·"«„x(x -t- ι). . .(λ.·-Γ- n — ι) 4- k"~l «
λ

_,λ·(λ? 4- r).. .{:c 4- n— 2)+... 4-a
0
=o 

a ρ racines positives distinctes, l'équation 

û(q 4- ocj .t' .. . 4- an n" — ο 

aura au moins ρ racines positives distinctes. 

9. Considérons encore l'intégrale 

(8) 1(λ·) = j* /.·(//) {.v — a )"f(u) du, 

où b^> a, k[u) restant positif dans l'intervalle d'intégration et f{u) 
étant une fonction continue dans l'intervalle (a, h), n étant un entier 
positif. Démontrons que : 

Si Γ équation I(a?) = ο a ρ racines réelles et distinctes toutes 
supérieures à b, ou toutes inférieures à a, la fonction f(u) aura 
ρ zéros dans l'intervalle (a, b) ('). 

Soient /·,, r.,, ..., rp les ρ racines de I(a?) = o supposées toutes 
supérieures à b. Faisons dans l'intégrale (8) le changement u—b — cq 
on aura alors 

I(x)/h —a 
k(b — r) (x — b 4- r )"/(b — v) dv. 

En posant λ, = /·,· — b, il résulte que 

f k(b — e) {!,+v)nf(b — v) ο {i =1, 2, .. p). 

(') Nous avons démontre une proposition analogue dans les Comptes rendus, 
t. 172, 1921, p. 1153. 
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Mais b— ο et les nombres A, sont tous positifs. Nous avons vu 
(.remarque, n° o) que, dans ces conditions, la fonction (r-t-λ)" 
satisfait, dans l'intervalle d'intégration, aux conditions L. 

Par suite, f{b — v) a n zéros dans l'intervalle (o, b — a). Donc 
notre proposition est démontrée dans le cas des racines toutes supé-
rieures à b. 

Pour le cas des racines /·,, ;·
2

, /y, toutes inférieures à a, la 
démonstration se fait de même, en faisant le changement u — a-hc. 

10. Exemple de fondions biorthogonales. — Proposons-nous de 
déterminer le polynome P

re 

(9) P"= «1 + A' + Ai (^ZTjyr + · ■ · + A» 

par les η conditions 

(10) ( e~kx P„ dx — ο ( b — ι, , . . ., η). 
«'o 

En tenant compte que 

Ι e~ kx xi' dx — ( η \ ρ !, 

les n conditions (ίο) nous conduisent aux n relations 

(11 ) 17" ) ^1 V 7 ) \7' ) Τ ~ 0 ( A' — 2,..., /t). 

On aura donc 

(12) xtl A ] xn 1 -f-, . . -H À
/4
 — — ι ) ( χ — ·— j · · · — —y > 

d'où les valeurs des coefficients A,, Aa, ..., A,
r
 On trouve ainsi : 

P, = χ — I , 

P.>= χ + -> 2 2 2 
... X3 Λ·2 I 

6 12 0 
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Cherchons une relation entre deux polynômes consécutifs P
rt 

et Ρ/n-i · En multipliant la relation (12) par (x — ^ ^ J > on déduit 
que 

PM+l (/1+1)! \ 1 n-\-\)n\ 

+ (
Al

--!-A
1
)r2ii

Î
+...+ (--^-y 

de sorte que 

ρ
-=Γ

 ρ
·
ώ

-^ΐ· 

Le polynome P„ peut être représenté à l'aide d'un déterminant que 
l'on déduit des relations (9) et (11). Indiquons une expression par 
intégrale de ce polynome. Ecrivons, pour cela, la relation (9) sous la 
forme 

Pn = 1 / 2Ri / ez / z [ (x/z)n + A1(x/z) ] dz 

l'intégrale étant prise suivant un cercle C entourant l'origine. 
Si nous posons 

Hn(x) = (x-1) (x-1/2) ...(x-1/n) 

il résulte que 

p"=4l7U«©''*· 

Déterminons à présent une fonction de la forme 

(.3) Qn— B0 e-" M- B, e~iJ! h- . . . + B,t e-(« + 'K 

par les η conditions 

(«4) I JC* Qn = Ο (i — ft · · · f — 1)· 

Il résulte de ce que nous avons vu antérieurement que ces condi-
tions déterminent la fonction Q„, à un facteur constant près. Mais il 
est facile de voir que l'on satisfait aux conditions (i4) en prenant 

(i5) Ο =( —e-AT+l 
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et cette expression est bien de la forme (i3), car 

(— ")* 1 ~ C'H 1 t!
~

X
~

 2"+,C"+l ' ~ (
,l + 1) n + 1 e - (n+1)x 

Alors, avec la valeur (i5) de Q„, 

Î P/ii Q« d* -- ο 
"0 

si m est différent de n. 
L'intégrale 

1 = f l\« Q/« (te, 

qui se réduit à 

l~,{ d V' 
d'après les conditions (14)? se calcule immédiatement en rem-
plaçant Q,„ par son expression (id) et l'on trouve I = i. 

Gomme application, on vérifie sans difficulté que l'on a 

e
-,

=
ytiii-i>„. s· ,. 

où P0 = I . ; ; > 


