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SOMMABILITÉ DES SERIES ULTRASPIIERIQUES. ΙΟΊ 

l ila somma bi lite des series ultraspheriques 
■ i par la yp&hode des moyennes arithmétiques ; 

PARÂERVAND KOGBETLIANTZ. 

INTRODUCTION. 

La méthode de sommation des séries divergentes par les moyennes 
arithmétiques des sommes partielles .ç„, δ,, δ

2
, ..., δ„, bref, la 

méthode (C, δ) — consiste dans la formation de la suite δ'*', δ·',01, ..., 
4', . ..,011 

n 
,,S)_ „ . V

 /R/«-0(/*-2)...(/I-A- + 0
 — 

' " L) AU ( η 4- <5 ) ( η ■+■ δ — ι )... ( η — Λ-

 4- <5 4- ι ) K ' 
A = 1 

δ);'1 est la moyenne ni(,mo d'ordre δ. Par ^définition, la série 
//„ 4- ii, 4- u., -+-... -h u

n
 4- ... est dite sommable (C, δ) avec la somme δ, 

s'il existe lim .s^°' = s. 
n-

La convergence n'est qu'un cas particulier pour δ = ο de la somma· 
hililé (C, δ) et la condition nécessaire lim//

7t
= ο de la convergence 

/i = » 

d'une série Σα
η
 n'est que le cas particulier (pour δ = o) de la condi-

tion nécessaire 

1 i in — ο ( è > — ι ) 
η = ο. n° 

de la sommabilité (C, δ > — ι ). 
Les deux Mémoires de M. L. Féjèr sur la sommation (C, i) des 

séries trigonométriques (') et sur la sommation (C, 2) des séries de 

(') Mathem. Annale η, t. 58, 190/4, p. 01-69. 
Journ. de Math., tome III. — Fasc. II, i()«4. 10 
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Laplace (') ont provoqué toute une série de recherches dans la même 
direction et les résultats de M. L. Féjèr ont été beaucoup approfondis 
dans les deux cas. M. L. Féjèr a démontré la sommabilité (G, i) des 
séries trigonométriques et la sommabilité ((1, 2) des séries de Laplace 
en un point de continuité de la fonction développée et la différence 
essentielle entre les valeurs de l'index δ de sommabilité (L, 0) dans 
les deux cas n'a été qu'approuvée par les résultats des recherches pos-
térieures. 

A présent on sait (2) que la série trigonométrique d une fonction 
partout continue est uniformément sommable (G, S) pour chaque S > 0 
dans tout intervalle (0,2-). Au contraire, il ν a des fonctions continues 
sur toute la sphère S les séries de Laplace desquelles ne sont pas som-

mables ^G, o = (
3
). Si l'on se rappelle encore que la série de Laplace 

d'une fonction continue partout sur S est uniformément sommable 

(G, δ) pour chaque δ > l- sur toute la sphère S ( *) et que d'un autre 

coté il existe des fonctions continues dans (o, 2-) dont les séries 
trigonométriques divergent, c'est-à-dire ne sont pas sommables 
(G, δ = ο), on voit que pour la série de Laplace d'une fonction 
continue l'index 0 de sa sommabilité (G, 0) dépasse celui de la série 
trigonométrique d'une fonction continue d'un demi. On retrouve la 
même différence d'uirdemi, en comparant les autres propriétés ana-
logues de la série de Laplace et des séries trigonométriques. On 

démontre, par exemple, que la sommabilité ^G, δ = ^ de la série de 

Laplace d'une fonction F(Q, 0) en un point. (0
o

, o0) ne dépend 
que de l'allure de F(0, 9) au voisinage de.ee point (0o, φ0), 
si F(0, φ) ne devient infinie au point (- — 0

o
, τ. h- o

0
), diamétralement 

opposé au point (Q
0

, o0) sur la sphère, que d'ordre inférieur à 

Au contraire, la sommabilité ( G, δ < ̂  de la série de Laplace dépend 

(1) Mat hem. Α/ι/ialen, t. (»7, 1909, p. 76-109. 

(2) M. HIKSZ, Comptes rendus du 11 novembre 1909, t. lit), p. 911. el CHAPMAN, 

Proceed. L. Math. Soc., 2'' série, t. 0, p. 069. 

(3) GRONWAU, Mulhem. Annalen, l. 75, 1914, p. 321-075. 

( '*) GRONWALL, /hid. 
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de l'allure de la fonction développée sur toute la sphère, ainsi que 

la sonimabilité (( 1, ο << ο) de la série trigonométrique en un point de 

l'intervalle (o, 27c) dépend de l'allure de la fonction développée dans 

tout intervalle (0, 2-). 

Bref, on peut dire qu'en général les moyennes arithmétiques 

d'ordre S l- de la série de Laplace jouissent des mêmes propriétés 

que celles de la série trigonométrique d'ordre o. Il est intéressant 
d'expliquer ce fait. 

On trouve cette explication, en étudiant la sommabililé (G, 0) des 

séries ultraspliériques qui comprennent les séries trigonométriques 

et les séries de Laplace comme cas particuliers. 
Le système orthogonal des polynômes ultraspliériques 

oh-o, »το·), irM, .··, piw, ·.· a>o) 

se réduit pour λ = l- au système des polynômes de Legendre. 

On définit les polynômes P^(.r) par leur fonction génératrice : 

se 

(0 7 ~~r=2>|,*V). 
/1=0 

et 1 on a 

f _1 (1_x2) Y_1/2 T n (x) P Y m (x) dx=o (n=/m): 

(■>■) 

f _1_i (1_x2) Y _1/2 |P n (x) ] 2 dx = r (1/2) r (1/2+§Y) r (n+2Y) (n+Y)(T (Y) T (n+1); 

D'un autre coté le système trigonométrique 1, cosO, cossO, ..., 
cos/iO, ..., orthogonal dans l'intervalle (o, ~) n'est qu'un cas limite 
pour λ > o du système ultrasphérique, puisqu'on a 

0) liin ^ 1>^'(COS^)=--COSM0 («-0· λ = 0 ^ 

On verra dans la suite que la différence d'un demi entre les 

valeurs λ = - et λ = o du paramètre λ du système ultrasphérique 



I ΙΟ ERVAND KOGBETLIANTZ. 

pour ces deux cas particuliers est la seule cause du fait, signalé plus 

haut, que les moyennes d'ordre δ -h ^ de la série de Laplace jouissent 

en général des mêmes propriétés que les moyennes d'ordre ο de la 
série trigonométrique. 

Il existe des développements ultrasphériques de trois espèces. 
Les formules (2) conduisent au développement (') 

m /'( νV (« + λ)Γ(λ) ■Π/>·_±_1)_Γ(2λ) 

n=o 1/2 +Y r (1/2 o r (n+2) 

Χ V ],■(.,:)[ (.-<»)' */(') Ρ'ιί'(') 
<·-1 

qui généralise la série de Legendre et se réduit à elle pour λ = En 

posant a? = cosO et en faisant tendre λ vers zéro, nous réduisons (I) 
au développement trigonométrique de la fonction /'(cos0) dans l'in-
tervalle (ο, κ) en série des cosinus. 

De même que la série de Legendre est le cas particulier de la série 
de Laplace, le développement (I) n'est qu'un cas particulier du déve-
loppement ultrasphérique sur la sphère (2) suivant : 

(il) Ρ(9,φ)~2^(Λ·ι-Χ)/Ύ (*>„). 
>1-0 1 s (' sin-θ' sin-(ο—ο')]4 

où γ est la dislance sphérique des points (0, φ) et (0', ç/), 

cosy cos 0 cos0'+ sin θ sin 0' cos (φ — ο'). 

La série (II) généralise la série de Laplace et se réduit à elle 

pour λ = D'un autre côté, pour 

F(0, o) = /(cos0) =/(#), 

(1) Cf. N. NIELSEN, Théorie des fonctions mélasphériques, p. 198. Paris, 
Gauthier-Villars, 1911. 

(2) E. IVOGBEΓΙΛΑΝΤΖ, Comptes rendus du 23 avril 1917, L. TCV, p. 626-628. 
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la série (II) se transforme en (I) grace à la relation 

r (1/2 + Y f rsin w 2y -1 p (x) cos y r (n+1) T (2Y) p(y) cos P(y) cos O' 

Γ(λ)Γ^\Λ 1U+-A) (·'») 

[cosy =r cos 0 cos 'J -+■ sin U sin 'j cos ω J, 

qui n'est qu'une simple conséquence du théorème d'addition pour les 
polynômes P'J;1 (cosy) ('). 

Il est facile de prouver qu'en supposant l'existence de la dérivée/' (a?) 
et en dérivant terme à terme le développement (I), on retombe sur le 
développement ultrasphérique de / "<»> pour lequel la valeur du 
paramètre λ est augmentée d'une unité. Cette remarque permet 
d'étudier en même temps la sommabilité (C, S) de la série (I) et de 
toutes ses séries dérivées telles que 

E n=k (n+Y) T (Y) r (n,+1) R (2Y) dk P (y) +1 f(l) dt n=k 1/2 +y T 1/2 T (n+2y) dxk -1 (1-l2)2-y 

;/,· = ο, ι, ..co) 

qui n'en diffèrent, sous la supposition de l'existence des dérivées/lAl(.'t·), 
que par la valeur λ -h k du paramètre λ. On le démontre de proche 
en proche en s'appuyanl sur l'équation différentielle 

(μ P;'AW r\ 
( » - ) " -J'J ' ~ ( « λ + . ) .r ±l

+tt
{n + 2l) P-(.r) = ο 

et sur la relation 
dPih(.v) 
~~ί{} =aXP«-i'('r)· 

La série ultrasphérique de troisième espèce 

f(0) T (y) T (1/2) T (1/2 +y) n=o n+Y 2r f(q) [cos(o_q)] [sin2 (0_q)] dq, (III) 

( ο ί θ 5 2 π ) 

(') Ν. NIELSEN, loc. cit., form. (6), p. i83. 
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provient du développement en série de l'intégrale de M. Angelesco (■) 

(6) I(r, O) = r (1/2 ) r (y) Y(i_r2) 2r f(q) [sin2 (O _q)] Y dq r(1/2 +Y) 2r v [ 1_2 rcos (o_q)+ r2]Y+1 

qui généralise l'intégrale de Poisson et se réduit à elle pour λ ν ο. 
La série (HI) se réduit à son tour à la série trigonométrique, si l'on y 
fait tendre λ vers zéro. 

On développe l'intégrale (6) en série (III), en utilisant la relation 

(7) Y (12-r2) (1_2cosy + r2) Y+1 = En=p (n+Y)rn P n (cosy); 

qu'on déduit facilement de la formule (i). 
Dans ce Mémoire nous étudions la série (II) au point de vue de sa 

sommabilité (C, δ), en supposant ο>λ. Celte élude permet aussi 
d'étudier la série (III) au même point de vue; quant à la série (I) nos 
résultats ne lui sont applicables que pour χ = ± i, parce que l'étude 
directe de la sommabilité (C, δ) de la série (I) en points inté-
rieurs — Ι<Λ?<-Ρ-Ι permet d'obtenir des résultats beaucoup plus 
précis ( 2). 

Le problème de la sommation (C, S) de la série (I) fut posé en 1911 
par M. N. Nielsen dans la Préface à son Livre : Théo fie des fondions 
mëtasphériques. 

La convergence de (I) à l'intérieur de l'intervalle (—1, + 1) fut 
établie sous les conditions que la fonction développée f(x) satisfasse 
aux conditions de Diriehlet à l'intérieur de (—1,-1-1) et qu'elle 
devienne infinie aux points frontières χ = ± 1 d'ordres moindres 

que ™-^·> en 1878, par M. G. Darboux (:t), qui a aussi démontré que 

la série (1) diverge partout à l'intérieur de ( — 1, +1), si aux points 

frontières f(x) devient infinie d'ordres plus grands que —C'est le 

(l) Thèse, p. 4i-44. Paris, Gauthier-Villars, 1916. 
('-) 15. KoGiiRTUAXTz, Comptes rendus du i4 mai 1917, t.. 164, p· 778-780. 
(a) Sur l'approximation, etc. { Journal de Liouville, 3e série, t. 4). 
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seul résultat général qui ail lieu pour chaque λ > ο ; les autres résultats 

connus ne se rapportent qu'aux cas particuliers λ = ο et λ = cor-

respondant aux séries trigonométriques et aux séries de Laplace. 

Dans le cas λ = -, le récent résultat du à M. Gronwall (' ), consiste 
2 x 1 

en ce que la série de Laplace d'une fonction absolument intégrable sur 
la sphère S est sommable (C, i) en tout point (0, φ) de S, où existe 
la valeur moyenne delà fonction développée. M. Gronwall a étudié 
aussi la sommabilité (C, δ < i) de la série de Laplace d'une fonction 

absolument intégrable sur la sphère pour δ > ~· Il a établi (2) que la 

sommabilité (C, δ < ι) de la série de Laplace en un point (0, φ) dépend 
de l'allure de la fonction développée au voisinage du point (τ: — 0, 
τ: φ) diamétralement opposé sur la sphère au point considéré (0, ©). 

Les résultats de M. Gronwall relatifs au cas λ = - sont basés sur 
2 

les propriétés suivantes des constantes de Lebesgue p^01 d'ordre δ de la 

série de Laplace : lim p^ = -t- =o, si δ^ -, mais pour δ> - toutes ces 
Il =x 2 2 

constantes sont bornées : pJ
t

0,<R(5), quel que soit η = ο, ι, 2, ..., ao. 
Dans la recherche de la sommabilité (C, δ > λ) de la série (II), le 

même role est joué par les constantes de Lebesgue ρ),0,λ' d'ordre δ de la 
scrie (0) 

1 ίλ + 2) _ Γ Γ I s^-"(co^Y ) 1 <1σ' _ r+11 yp'Qr) 1 il χ 21 ( 1 (^) * [sin2#'sin2(:p—ψ')]* (ι — .x>2)" (*) 

(o>- i), 

où (a?) dénote la moyenne arithmétique d'ordre δ de la série 
ultraspbérique divergente 

(<)) 2 (" + ~

l
) 

n= 0 

Les constantes p1*1, envisagées par M. Gronwall, ne sont qu'un cas 

(') Mathem. Annalen, l. 7k, 1913, §7, p. 25i. 
(2) Mathem. Annalen, t. 75, 19G? p· 321-375. 
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particulier pour λ = - des constantes " 

0
I δ)

 Q
(6·) /tt — r/ί 

et les résultats de M. Gronwall, concernant ces constantes p[*\ sont les 

cas particuliers pour λ = λ- de nos résultats, qu'on peut formuler (§ 2) 

ainsi : lim ρ^,λ1 = -t- oo et par conséquent lim p'„0^ = 4-ac pour δ<λ. 
η—λ η —χ 

mais toutes les constantes p^,A) sont bornées dans leur ensemble 
pour δ> λ, c'est-à-dire 

pn (yny) < R(b, k) (b> Y,): 

quel que soit η =o, 1,2, ..., ac et λ>0, si δ>λ. 
On démontre ces propriétés des ρ^'Αι, en s'appuyant sur les inéga-

lités fondamentales pour les moyennes Sn'
U

(&) de la série (9), qu'on 
obtient (§1) par la méthode de Slieltjes. Ces inégalités nous per-
mettent aussi de résoudre facilement (§ 2) le problème de la somma-
tion (Ο,δ) de la série (9), dont les deux cas particuliers 

(9α) ~ cos!9 4- cos29 -h cos3(5 4-... 4- cos/< 0 -+-... (λ ->o). 

ï + \ p.(·®) + + \ P.(·'·) +...+ (« + j) P«(.'.·) +· · · 
(94) H) 
sont bien connus. On obtient le résultat suivant : la série (9), essen-
tiellement divergente (lim s

n
 = 00 ) pour χ = -h 1, n'est pas sommable 

η = oo 

(0,δ = λ) à l'intérieur de l'intervalle ( — 1,4-1) et n'est pas som-
mable (Ο,δ = 2λ) pour χ — — 1, mais elle est sommable (Ο,δ > λ) 
à l'intérieur de (—1,4-1) et Test (C,δ> 2λ) pour χ == — ι ; sa 
somme est égale à zéro. La sommabilité (Ο,δ >λ) de la série (9) est 
uniforme pour |a?| <1 — ε (ε > ο) et la sommabilité (Ο,δ > 2λ) l'est 
dans l'intervalle — ι<λ··<ι — ε. 

Ces propriétés de la série (9) se réduisent pour λ -> 0 aux propriétés 
bien connues de la série divergente (9«), dont la sommabilité (C, δ >> ο) 
pour2~ > 0 )> 0 fut établie par M. Chapman^). Quant à la série (9^), 

(') Quarterly Journal, t. M, 1912, p. 1 —53. 
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dont la sommabilité (C, 2) fut établie par M. Féjèr ('), sa somma-

bilité ^ aux points intérieurs el (C,o > 1) pour χ — — ι a été 

démontrée aussi par M. Chapman (a). 
En nous appuyant sur les propriétés des ρ «°'λ>, nous pouvons énoncer 

et démontrer (§ le théorème fondamental, que voici (3) : 

Π · . ) — -
THÉORÈME I. — Soil le produit | sin2

0'sin2
(P — f)\ 2

 F(Q',©') 

absolument intëgrable sur la sphère S; s'il existe la valeur moyenne 
généralisée (0, ©) de la fonction F (0', f) au point (0', ©') alors 
la série (11) est sommable (C, 0 = 2λ) en ce point (0, φ) et a pour 
somme F'I'(0, O); si la fonction F(Ô', ©') est continue dans un 
domaine Τ sur S, la sommabilité (C, 2Λ) avec la somme F (0, Φ) cle 
la série (II) est uniforme dans chaque domaine Δ, compris tout 
entier ci Γ intérieur du domaine Τ de continuité cle F (0, ©). 

Nous généralisons la valeur moyenne au point (0, ©), en la définis-
sant ainsi : 

(10) F(0y (O, q)= r (1/2 T (1/2 +Y t (U) 

xlim i=+o (sin l) 2r _uY y= i F (O' q' ) ds' [si20' sin(2 q_q') 2/-y (y>o), 

où l'intégrale curviligne est étendue au cercle de centre (0, ©) et de 
rayon sphérique t, ds' désignant l'élément d'arc de ce cercle. Pour 

λ = F4^1 (θ, ©) se réduit à la valeur moyenne ordinaire. Le cas parti-

culier de ce théorème pour λ = ^ nous donne le résultat de 

M. Gronwall, relatif à la série de Laplace. 
Désignons maintenant par 5 l'ordre d'infinitude de la fonc-

tion F(0', ©') au point (~— 0,- H-ο) diamétralement opposé sur la 

(') Malhem. Annalcn, t. 07, toc. cit., p. 76-109. 
(*) Malhem. Annalen, t. 72, 1912, p. 211-227. 
(3) Comptes ren tus du 23 avril 1917, t. ICi, p. 627.. th. B. 

Journ. de Math., Ionic lit . — Kasi:. II, 1,2/,. ib 
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sphère au point (0,ο), la fonction (£ s ^ js·· F (0', ©') étant holomorphe 

pour γ>π— ε. La sommabilité (C, δ<2λ) de la série (II) en un 
poiut (0, o) dépend de s et nous avons le théorème (§ o) suivant : 

THKORÈ3IIÎ II. — Soit le produit 
• _ I 

[sin2#'. sin2(ç>— φ')]' - F(#', o') 

absolument intégral/le sur la sphère S ; la série (II) n'est pas som-
mable (C, o) en un point (0, φ) pourvus — i, mais elle Pest (C, δ) 
pour chaque ο ]> λ, si s = λ -+- ι, et l'est (C, S )> .y — i) pour s λ -f- ι ; 
sa somme est égale à F

o
A)(0, φ). La sommabilité (C, δ>λ), si 

si, ou la sommabilité (C, o^> s — i), si sf>\-H ι est uni-
forme dans chaque domaine A, entièrement compris dans le 
domaine Τ de continuité de F ( 0', o'), pour lequel Γ ordre d'infini-
tude de F(Q', <p') aux différents points du domaine A,, diamétra-
lement opposé sur la sphère S au domaine A, ne dépasse pas s. 

On démontre aussi (§ 5) le théorème plus général suivant : 

THÉORÈME 111. — Soit le produit 

cos y 2 b_2Y [sin 20' sin2 (q_q') Y -1/2 F (0', q'), 

absolument i nié g rable'sur S, alors la série (11) est sommable (C, δ >·λ) 
avec la somme F^*1 (0, o). La sommabilité (C, ο>λ) est uniforme 
dans chaque domaine A entièrement compris dans le domaine Τ de 
continuité de F(0', ©'), si la condition d'in lé grab/li lé absolue du 
produit 

cos ~ [sin2#' sin2(ο — φ')]" 2F(#', ο') 

est remplie pour tout point du domaine A. 

Le cas particulier λ = ^ de ce théorème complète l'étude de la som-

mabilité (C, ^ £ <C i) de la série de Laplace, restée jusqu'ici ina-

chevée. Il importe <de préciser le lien qui existe entre les ordres d'infi-
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nitude de la fonction F(0', φ') en des points isolés de la sphère S et 
l'intégrabilité absolue du produit 

. _ 1 
| sin2£5' sin2(φ — φ')]' 2?') 

sur la sphère. Désignons une fois pour toutes par Θ(φ) ce produit 

[sin20' siη2(cp — φ')] 21 F(0',.?') I = ®(?) 

et supposons que F(Q', φ') devient infinie au point (0
o

, φ„) d'ordre s, 
c'est-à-dire 

F( 0', ?') ~ (si-n 0)Il ( 0\ φ') (οίω>
:
ε), 

où ω désigne la distance sphérique de deux poinis (0', φ') et (0
o

, a,,), 
et où 

lim 11(0', ?') — 11 (0O. o
0

) = ll
0

pé o, ce. 
ίι) =0 

Four la série de Laplace, c'est-à-dire pour λ = ^ ®(?) ne dépend 

pas de φ et par conséquent la condition d'intégrabilité de Θ (φ) pour 
une valeur donnée de φ est en même temps la condition d'intégrabilité 
de Θ (φ) pour φ quelconque. 

D'un autre côté, si l'on peut développer F (0', φ') en série de 
Laplace sur le grand cercle K? de la sphère, composé de deux méri-
diens et φ 4-π, on peut la développer sur toute la sphère. 

Pour les circonstances sont plus compliquées. Soit d'abord 

λ>^· Envisageons le développement (II) sur le grand cercle Κ
φ

. Si 

0
o
 φ ο, τ. et φ φ, ο -1- π, c'est-à-dire si le point (0

o
, φ

0
) ne se trouve 

pas sur K
5

, il faut que s <2, autrement, d'un côté Θ (φ) ne sera pas 
intégrable sur S et d'un autre côté les intégrales en (II) n'auront pas 
de sens. 

Si 0
o
 = oou0

()
 = ~, c'est-à-dire si le point (Ο,,,φ,,) se trouve au 

pôle, s peut dépasser 2, s >2, mais il faut que s<2À + i et de 

même pour φ
α
 = ο ou o„ = ο H- τ:. Donc, dans le cas λ le déve-

loppement ultrasphérique de F (0, φ) n'est possible sur toule la 
sphère que si l'ordre d'infinitude de F (0,o) aux pôles est inférieur 
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à 2λ + ι et aux autres points inférieur à 2, auquel cas le produit 
Θ(ο) est intert able sur S pour 9 quelconque. S'il y a sur la sphère S 
(les poles exclus) au moins deux points, où F(0, 9) devient infinie 
d'ordre .v>2 et qui se trouvent sur les différents grands cercles K?, ou 
si la fonction F (0,9) devient infinie en un point quelconque de S 
d'ordre s >2λ -4- ι, le développement (II) n'existe nulle part sur la 
sphère et Θ (φ) n'est pas intégrable sur S, quel que soit 9. Enfin si la 
fonction F(0, 9) ne devient infinie d'ordre.v, où 2A+1 > 2, qu'aux 
points du même grand cercle K~, la série (II) existe sur ce grand 
cercle Kç et n'existe nulle part hors de lui et d'un autre coté Θ(9) 

n'est intégrable sur S que si le point (0, 9) se trouve sur K
0

. 

Examinons maintenant le cas *]>λ>ο. Le développement (II) 

n'existe nulle part et 0(φ) n'est pas intégrable, s'il y a sur S des points 
où F(0, 9) devient infinie d'ordre s>2. La série (il) existe sur 
toute la sphère S et 0(9) est intégrable qu?l que soit 9, si tous les s 
sont inférieurs à 2λ + ι. 

Enfin, s'il n'y a sur la sphère S des points singuliers qu'avec 
2>s^2A+i, on peut former la série (11) partout et 0(9) est inté-
grable partout, à l'exception des grands cercles K

5
, qui portent sur 

eux les points singuliers avec -9^2X4- 1. 

Quant à la sommabilité (G, 2λ) et (G,o>X) de la série (II), nous 
voyons qu'elle suppose l'intégrabilité du produit 0(9) pour Oq'So'So, 
(0^90,9,^7:), si le domaine Δ de la sommabilité uniforme est compris 
entre les grands cercles K

5e
 et K

3i
. 

On voit que la série (11) (Vu ne fonction continue sur toute la sphère 
S est uniformément sommable (G, 0) pour chaque sur toute la 
sphère vers la fonction développée F(0,9). L'exemple du para-
graphe 5 complète celte proposition en montrant que l'inéga-
lité c > λ ne peut pas y être remplacée par l'égalité ο = λ. 

L'étude de la sommabilité (C,o^X) de la série (II) fera l'objet d'un 
autre Mémoire; quant aux moyennes d'ordres ο>2λ, celles d'ordres 
0 > 1 + 2Asont particulièrement intéressantes : on démontre (§6) que ces 
moyennes restent toujours comprises, quels que soient η—ο, 1,2,...,cc 

et le point (O/9), où l'on considère la sommabilité (C, 0 > 1 ·+· 2λ) de 
la série (II), entre les bornes inférieure et supérieure de la fonction 
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développée sur la sphère. La preuve est basée sur le fait suivant : 
les moyennes du même ordre δ>ι-+-2λ de la série (9) ne 
sont jamais négatives ('). Il faut observer que M. L. Féjèr, en consi-

dérant les cas particuliers λ == ο et λ = ^, c'est-à-dire les séries (9a) et 

(9/*), a établi le même fait pour les moyennes de ces séries d'ordres 

δ = ι+ 2.ο= ι et δ — i+2.i = 2 respectivement. 

Le paragraphe \ contient aussi la preuve d'un résultat de M. Ange-
lesco qui a démontré que l'intégrale (6), où la fonction pério-
dique /'(0) est bornée dans l'intervalle (o,2it), tend pour r—> 1 

vers x- ;/(0 - o) + /(0 + o)| partout où celle expression existe. Il 

n'est pas nécessaire de supposer /(0) bornée dans (0,2π) et il suffit 
que le produit Ο (M) 

?(") ~ î /{0 — II) u) ! (sin u)îl 

soit absolument intégrable dans l'intervalle (Ο,ΤΓ) pour qu'on ait 

lim I0)=1 \/{6 -o)+f(f) + o)\. 
/•=1 — 0 3 

On le démontre en remarquant que 
AO 

lim \u
n

r" = s, 
r= 1—0 

0 
oo 

si la série V u
n
 est sornmable (C, δ) pour une valeur quelconque 

(I 

de δ (δ> — ι) et a pour somme s. 
Dans la suite, nous désignons partout par le coefficient de z'1 

de la série de Maclaurin de la fonction ( 1 — z) ~(S + 1donc 

Λ15) — Γ(μ + 3η-Ι) 
a Γ(<5 + ι) Γ(« + ι) 

La définition de la moyenne arithmétique s{f d'ordre δ de la 

(') Cf. la fin de noire Noie aux Comptes rendus du 20 novembre 1916 
(t. 163, p. 6o3). 
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oo η 

série ̂  a
n
 donne, en posant ef — ̂  u„

t
 : 

ο W/=0 
η % 

sn (s= 1 A(n eo An(mn=don'= o (o) A(nu=:! 
/// = ο 

Si l'on a la fonction génératrice 

(".(;) =y«»=", jêmd 

on obtient 

W ·.... 

-- " " (i -- -·)5" 
0 

J. Dans ce paragraphe, nous allons déduire les formules approxima-
tives pour la moyenne arithmétique s'*' " (cosy) d'ordre ο de la série 

χ 

(9) («
 +

 },) P'Aycosy) ('/><»), 
tt 0 

qui diverge et représente zéro, en ce sens que la méthode de somma-
tion par les moyennes arithmétiques ne peut lui attribuer que la 
somme égale à zéro pour τ: > γ > ο, puisque l'on a pour γ > ο 

Λ 

lim z=1_0 E o (n+y) zn P (y) n (cosy) = lim z=1-0 (1-z cosy + z2!) y+1=o z(1-+); 

Nous employons, pour trouver les formules approximatives, la mé-
thode de Stieltjes En divisant (7) par ( 1 — r)~(;5 1 l}, on a 

ac 

(7') E o' m (cosy) rm= y(1+r) (1-r)b (1-2rcosy + r2) y+1; 
m = 0 

où 
111 

σ».'λι(c°sy) = Ύ
ί
 λ»>-ι<(/ι' + λ

)
 Ρ

λ
Α
 (

C0S
V) —

 s»,' '"(cosy). 
A=0 

(') Sur les polynômes de Le gendre (Annales de Toulouse, il'u série, t. 4, 
1890, p. G. i-Cr. 17). 
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En posant r = x- et en multipliant par zn~\ nous en déduisons 

o u ' (cos y) zn-m-1 = y (1+z) ezn+b+2§Y (z-1) v (1/-2zcosy_cosy+z2)y+1=q(z), 
III — 0 

Par conséquent 

(12) bn (cosy) = y 2ri f c (1+z) zn +z +2 dz (z-1)b (I-2zcosy+z2)y+1= 1 2ri f q (z) c in, 

où le chemin d'intégration C entoure tous les trois points singuliers 
=.· r-'ï, ζ., = r, ζ.Λ = e

+
'
Y de la fonction intégrée et se réduit à trois 

lacets consécutifs L,, L
2 et L.t ayant leur entrée à l'origine et pour 

centres de leurs cercles les points critiques. 

L3 ei y L i e-i Y L2 

L'intégration se commence au point ζ = — ε sur Taxe réel 
négatif, et les branches des fonctions multiformes (ζ—ι)δ et 
Τλ= (ι —2 jcosy-l-z'1)1 sont définies par la condition que la fonction 
sous le signe d'intégration devient réelle au point 5 = 1 -+- ε (ε> ο), 
c'est-à-dire après le parcours d'un demi de C. Donc nous devons 
commencer l'intégration avec la branche cr>7t' 9(3). Nous supposons 

de plus γ = —7-ety<T:. Soit d'abord λ< ι, S étant quelconque, 

mais o>o. Pour calculer l'intégrale prise suivant le lacet Ln nous 
employons l'identité 

(13) d dz zq+b + 2Y +1 (z-1 +1 YT+ Y (1+z) zn+b +2y (z-1) T Y+1 

=(n+y) zn+b+xy (z-1) b 1 TY_ (b+1) zn +b +2y (z-1 _)dsTy, 
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En intégrant cette identité, multipliée provisoirement par <?2λπ<", le 
long du lacet L

(
, nous obtenons 

(14) I 2ri fq L1q (z) = n+Y) sinYt r eYtri f e-1ro zn+b +2ydz (z-1) d+1TY 

e-iy din 
_

(ο + ι)
__«^ (λ<0· 

Pour calculer l'intégrale suivant le lacet L
2

, nous envisageons 
l'identité 

d zn+b +2t+1 zn+d+2 1 

^^ cf'z j ô(z — ι)δΤλ+1 i + (ζ — ι)δ+-ι T',+ 1 

_ /I -+- Ô + Λ Ζ"' Δ + 2"Λ Λ -4- I I -«+Δ + 2Λ+1 -Ί-Ι-Δ-T 2/. ι 
= 5 (3 — Ϊ)

Δ
Ύ

Λ+1
 Ô~~ J ( - _ ! )Δ-1 ΧΛ^-S + ( - _ j)0-1

T

A
+

2 

On a 

1 2t q l2 (dz) = din+1 (y) + Vn (b, n (y); 

OÙ 

i (n,y=)= Y 2ri L2 zn+b+2Y dz (z-1) b Ty+1, 

Or, en intégrant l'identité (i5) le long du lacet L2, on obtient 

(,
6)

 ,JS
+

., »
(Γ)

 _ ""
|
-°

 + Λ

 ,-Ί ■>·(-
/

) - I [/*-'.W«'(Y) 4- &}*«>(·,)]. 

Il est facile de prouver qu'on a, pour — ι < ι et ο^γ^ττ, 

('?) i'Î?''(-/)is λ|Α1? Ί
t
 (-■<«<■,o<-/<it). 

("'2) 

On voit que pour ο < | δ |< 1 

Ysin yr 1 u1+b+2Y du 
" t. J

Q
 (1 — //)δ (ι — 2 // cosy -+· //ί)"/·+-1 

Or 

Τ — Ι — 2 // COSY -H (Ι — //)COS^J ■+- £(1 +//) SIN -

Ϊ (Ι + TT)'1 SIN - ^ R. SIN2 

2 " 2 
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clone 

|in , i (y) = Y(sindr] r I (sinY a) d10 (1-u) uu+b-1 du= Y A u di_i sin Y a 2Y +2 

fVun autre colé, pout' ο = ο et ο = ι, on a 

i (y) =o et iv n (y) y ; è_ dnsin Y 3);:! 

Par conséquent, l'inégalité ( 17 ) est établie pour — 1 <! 0 7 r. 

lin s'appuvant sur (ti>), on en déduit pour ι<ογ2εΙγ
 = /ί

 ^ 

l'inégalité 

(17') |i u y (u| en sin 7 diY (1) (y=1+n+1 yr/21). 

Il est clair que (17') a lieu pour <>.02. Supposons qu'elle soit 
satisfaite pour o^o^N, où Ν = E(i\) ;. 2, et soit .0'= 0 4-1, où 
Ν — 1 < ο Ν ; donc Ν < V \ 4- ι. En appliquant (16), on voit que 

(17') est satisfaite aussi pour Ν < ο; \ 4- 1, puisque pour 7=^777 -

(il I } sin - _ - · Ο ~ \ 

Par conséquent, (17') a lieu quel que soit 0^0, si —77 -y ce qui 

nous permet de conclure que l'on a aussi 

(18) | 2ri q (z) = zic sin 7 /2 y(one+1+2+ o,; 

En intégrant (10) le long du lacet L
3

, on obtient 

(19) 1 /2r qu (z) =mù e sin y y e iy en + b+2y (z-1) b1,T 

-(b-1= ei risin Y r r f o zn+bodz io(z-1) do12+-/*/dT, 

(') Dans la suite nous désignons toutes les constantes positives, qui ne 
dépendent pas de n, par c0, cr c2. c:t 

Journ. de Math., tome Ul. — Kase. II. 19^ t. Τ 7 
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Donc (12), (14) et ( 19) nous montrent que l'on a pour λ < ι 

(12') b(b,yn) = 2 sin Ty r r { R ein (1-y) f no en +b didz (z-1) ei+ Tsyu, 

-(b+1 f zn + y + 2dz (z-1) b-2Te2[ 

+ 1 2ri klk q(z) dz, 

Envisageons l'intégrale 

f(b, u(y) = rtdin eu t g y ezn +b2y dz (z-1=)de 6Tb,n 

En posant s — (ι — u) 6>_,γ, nous avons 

1 
| c. — ι |3 >.iii ^ +-'- C tnng

2
 - 1.2 ^ 1 — 11 sin ^ ·ί(ι — «)sin^ 

et 
| Τ | — I c — e 'ï J | c- — c'Y | =z a1 2 i si 11 y -ι- it e ~ ' Y | ^ it ( 1 — it ) si 11y ; 

done 

|jn (o,y) (y) |= sinY r r f 1/20 u_u (y-u) (2sint /2 d'iny_y b-+siny d)y, 

ce qui nous donne pour λ< ι, o>o el ^ ^ ^? eu égard à (18s) : 

oi w'y) <= 2yAn d(2siny2) q+1 (siny)y + 2(1+y)An_d (12i(+ c12_p(2sinY 2d2y+1);: 
(20) 

(o > Y <= b=y=> 1+ c1 An b-_p (2sinb2/*-+ 

L'inégalité (20) a lieu aussi pour λ = ι puisque alors (i3) nous 
permet de conclure que l'on a 

1/2ri q(z) l1 dz+ 1 zri f q(z) dz = _ n+1) cos (n+b+3+2 y)= bnd 2 sin 7 2 a+1 sin y d 

+ (1+b) cos (n+b+2 /2 y _b+1 r 2 2 sin y 2 d+3 siny 
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En nous appuyant sur les inégalités 

(21) A',{° < c.
2
(n 4- r)/\ (/1 -+· i)/»< t'sAif1 (/»>—1) 

et 

(n+1) sin 7 2-/2 

dont la dernière est la conséquence de la restriction —-—-> 
1 1 ~ « + I 2 

nous déduisons de l'inégalité (20) le corollaire 

sin y )y a (b , n (y) = c4 A ind+ c5 A(nu_1 

(-SR (-■9 sin 7/2 sinei 
C") 

(1>= o, r>= i n+1 r 2, b>= o, 

Pour ο 5 λ 4- ι, l'inégalité (22) peut être écrite ainsi : 

(22,) (siny)'· | σν?-λ,(·>') à>o, τ:>y> -i— I+1+ (sin y ldo)=:! 

vsini) 
puisque pour + i on a 

(ι, + ι) si" ( 1 ;(-) ; 

donc 

c2 A(n -n c5(n+1)y +n,;/- An (onc' A(Y) 

(si,, ~ f^n^r>7i« (si..ι)*"*
<

 · 

Soit maintenant ^ = γ = o. Nous aurons besoin de l'inégalité 

(23) |Pr(co
S
y)|;fr""'; α>ο,ο<

7
<π). 

\SI" y ) 

Pour la démontrer, supposons d'abord λ < ι et appliquons la 
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méthode de Slielljes à (i). Nous obtenons 

P(Y) cosy) I 2ri, f c (1-zn +2 y -1 dz (i-2 z cos + y = 1 rt f di+ 1 erti len,v; 

e2y ri_ 1 2ri v y o z, +2y 1 dz ty + 1_ e 2iuy 2rui fx' n+212 1 dz T2, 

-- /" 1 ;",!λ ' ·/:·ι. 
- ι ·!, τ' 1 

Or, pour 3 = ( ι — //) r 'γ, on «ι |ΊΊΐ//;ΐ — // ) sin γ ; donc, pour 

λ < ι, 

| P',)'(cosy) Ι / <(->·(\ — n)" ' '·-> du . ' . (λ<0. 
"■ τ: (sin y )'■ J

0
 (siny)'· 

L'inégalité (23) a lieu aussi pour λ = ι, puisque 

||iV'(«o,r)l= !si"1" 4",)vl- ; '<~ ■ cosy sin(1/-+ 

Supposons maintenant que (20) a lieu pour 

λ \ Κ(Λ) I, 

et soit λ' — λ H- 1, où Ν — ι < λ y Ν, el Ν < λ 1 Ν + ι. 
On a 

n 

P^^t'osy) Ρ',' 1 11 ( rosy ) — 'Ν IV:,„ Ρ',Ρ ( rus y ). 

m = 0 

Par conséquent, pour Ν < λ' -■ Ν 4- ι, on a 

I^WR:^.,2I>*<.--/>I .,^ΛΪ- -«G* 

//i~U ///:-() 

et l'on voit que ( 20) est établie pour λ quelconque positif. 

A l aide de (23), on démontre l'inégalité 

(24) |s n , k (cosy) | e (n-+1) (siny) Y_i (o rY > i, > _1;: 
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On a en effet 

η 

(sin·/)* I ^pHcosy) I < V Λ(δΑ,„(/>ί -ρ λ) (sin·/)'··! Ι",},1(cosy) { 

/// =0 
η 

-ay A* ""· λ\> · 

/// = « 

η 

= 2Y m=o A (a) n-m A(y) m= 2y A (b+Y+n,;=l 

d'où découle l'inégalité (2/1). 

Pour Γ5 ^ ̂  ^ on a (n -H J )sin^^ < 1 et l'inégalité précédente 

nous donne 

(sin)y [o n (cosy)| < 2y A n (b+y+1) (sin 7/2 (n+1) e+1 < c' A(y) (siny 2/b+1,; 

(y >o, b , > _ _1<= u <= 1/ n+1 r2, 

ce qui prouve que l'inégalité (22,) est valable aussi pour γ = —^ q ■ 

Kile est donc démontrée pour ο<γ<ζ, οίο^λ + ι,ο<λ^ι. 
Pour lever la restriction λΐι, nous observons que l'on a 

x. 

o n b y+1 (ocs y) zn= 1+z (1_z)zT Y+1 Ty, 
0 

~ * -1 ρ 50 

= 0· + «) 2
<T

M
,ll

(
coR

y)
3
" 2

r
'" i

,i
'i
(
(
cos

y)
 1 

_ » ..Lu 

d'où 
II 

σ',δ·λ+11 (cos-,/) = (). + ff«-»«(fOSV) P/h'(cos·/)· 
/// = 0 

Par conséquent on obtient pour ο £2, en s'appuyant sur (22,) 
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Ct (23), 

(siny )' "11 I σ'°·λ 1 ' ( cos y ) | 
η 

<(λ + ι) V si.r/l ( cosy ) | ( si η y )>· | ( cos y ) | 
tu cr: 0 

••.α-,-·) V»\0;-*>= *(λ- + (*ι)~ (*|)- sin y _o2 jb +1 sin (y+1) (b=2);, e+1 m=p;,o 

ce qui prouve que (22,) a lieu pour λ> ι quelconque, si Ton suppose 
qu'elle esl valable pour ι. Or nous l'avons élablie pour o< λ5 1 
etoSofi. Donc (22,) est vraie pour λ quelconque positif et ο^ c^ 1, 
ο^γ^τ:. Mais on a aussi 

E zn=o n(b+ Ly + n'cosy); 
II 

_ λ(ι + ζ) ι 
~~ λ (ι— ί)δτλ+ι (1 — J)T 

- * χ cos cos I // H— ι y 

= '--ι-:- Σ——e—. 
0 0 ·.! sui s ι η y 

L '2 ' 

ce qui nous donne 

σΐδ+Ι.λ ■« «'(oOSy) - y-'- V ( CO s y ) "· - -J— cos + 32/17 

»<=o ·.> sinsin y 

et, par conséquent, on obtient l'inégalité 

Ν 

(sin y 1 | ffjf-M-u"(cosy) | 5; —V (siny)' | σ%·h ( cosy ) |. 
λ SUI ~ |,J

 =
 Q 

Supposons maintenant que l'on ail démontré (22,) pour ο < Ν 
et ο = δ = λ-t-i = N-l· ι. L'inégalité précédente permet d'établir 
qu'alors (22,) est valable pour Ν <λ£Ν -+-1 ct ι = δ5λ -f- 1 -h 2. 
Or (22,) est établie aussi pour o^oli quel que soit λ > ο; donc (22,) 
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est valable pour ο = δ 5 λ 4- ι £ ÎN 4- 2, si elle l'est pour 

ο 1 (5 ^ λ 4-1 i Ν -+· ι. 

Mais plus haut l'inégalité (22,) était établie pour 2^ X 4- ι=δ^ο; doue 
elle a lieu pour λ + uoio, quel que soit λ > ο. On en déduit 
l'inégalité 

(■.>/,,) ( si 11 y )' J ·ν„°·( rosy ) | ..-y -^·Ρ- (λ>ο. À -ι- ι ,0 O. π). 

(si"'0 
Passons maintenant au cas δ > X 4- 1. La même inégalité 

η 

(sin y)'·''1 | c',7 * IA4"(cosy) —-1 ( si 11 y )λ | (cosy ) | 

λ sin ^ 
2 

prouve que l'existence de (22) pour X£ L et 0 > Χ 4- ι l'entraîne aussi 
poor L < X£ 1 etδ>λ 4-1, ce qui démontre que (22) a lieu pour λ 

quelconque, pourvu que l'on ait 

b> y+1 et y+1 n+1 r/, 2 

On s'affranchit de la restriction γ =
 /t
 ^

 {
 en s'appuyant sur 

l'inégalité (2/|), et définitivement on obtient pour δ ]> λ 4- 1 l'inégalité 

(sin y) y | s n (b, y) (cos y) | <= e'n (n+1 ) y-b +c' sin y /2 (n+1) (sin 7 /2 ),; 
(si,, η („ + ,)(«»§) U-ίΟ 

(λ > ο, ο > λ 4- 1, Ο ί y ί π) 

qui, combinée avec (M,), donne 

(sin y)>. | 4P (cosy) | < C"(" + 4- 7"— 
isinlj (η-hi) (sin ~ ) (25) 

(λ>ο, δ 2 ο, ο i y π). 

Dans le cas δ = X nous aurons besoin de l'expression explicite du 
premier terme dans la formule approximative pour .^ (cosy). On le 
déduit de (12). 
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Envisageons l'intégrale 

b, µ, y) = 1 zn+ e+µ + Y dz, 
" "· ~i « V, ( - — · )δ ^1 ( y )μ( - — '·' )'■ 

Ρθίΐι·λ< ι la substitution r = c '?(ι — it) nous fournit 

.
ν

3.μ,λ>/
v)

_ e'^sin/- /·" ' z"-^^''>dz _ 
" K" T. ,/, [Z-^{

--c'y)\>-{z~c 'yy-

= e_i | n+µ e+ 1 /2 _ µ +b +1 (2 siny µ (2 sin y 2 ) b+1; 

sinXrr u Ό— // )" j~rj'' μ '"Λ du 
~ I ι / - / \ ο+1 

·° ,— 1. » — //. τ ( y ) |μ 

où 

z(u= e' r 2 _ y) 2 sin y= 1/2 + i /2 cos y,; 

Désignons le dénominateur de la différentielle par Ψ(//) : 

/ V i ■ l 

»Γ(//)-= i —//.-ri é) 11 — //.r(y) f.J·. 

On a 

|i _u, r (y) |= [(1-u /2 + u24 cot2 y ] 1/2 1-u_12 -1/2 = 1/2,; 

donc 
j 4-''( u ) ) ^ 2~;μ+0+" 

1 u_ 1/ u (o) |= | fn o u(u) du yu (u), 

= f μ·"(ν^
 +

 (a

 '^'G) du __ 

I_ u, r )(u) 1-uzn (z) ,2 (yud| 

<= 2µ + b+1 * 2din y + b 2din 7/2 findu < d12u 1sin (oz21< einu=y=;: 
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Or Ψ(ο) = ι ; donc pour λ < ι 

xn u;µ(y) _ e -i 'n+µ+ b+1b/*2b-µ dsin y r T r T (I_Y) o (n-b)=+µ y +1 T (n+b+µ+2); 

<= (2sin )µ (2 siny2) b+1 sinY r r (Y (2_ Y t (n+B +µ +Y +1 T (n+b+µ +3). c12 

On a 

ΓΓ/.) Γ(ι — λ) = (ο < λ < r) 

et 
T (n+x+z +b +1); 
Γ(α -ι-ι)Γ(«-ί-β4-ι) ··' <ctA,i + I) ' 

donc 

b (__(y) _A(n__e_ | (n +µ B+1/2 _ µ+b+1 2 r| ej,(n+1 ) Y -2;: 

(2b) ( a si 11 y )μ Λλ S in (si ny)^1 (s\n -Λ°+' 

(è > — ι, μ r! ο, ο < λ ι ; η =n ο, ι, ■>, . . ., οο). 

Pour s'aliranchir de la restriction ι — pour λ = ι l'inégalité (26) 
a lieu, puisque alors son premier membre s'annule, — nous supposons 
dans la suite 

1 τ: ι π 
7Γ — .7 - > 

/H- 1 ' /< -+- I 2 
ce qui entraine 

·) 

(// -I- I ) sin y 1: (η -I- 1 ) y ., ι. 
τ: 

En intégrant l'identité 

(27) d dz { (z_1) din (z_ey) µ (z-eiy)àY;: 

-«-t-o-t μ-ι-λ+ι 
= (j — ΐ)δ< 1 (Ζ — C'Y")V(.3 — C'Y)'· 

X [ n+1 _ç b +1 z-1 µ ei y z_ziy _ Y ei-ç_iy z_ z_iy,; 

Journ. de Math., lu me 111. — Kiisc. Il, lH 
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le long du lacet L,, nous obtenons la relation 

(28) ^·ν··>·+»(
7

) = ; („ + ,) .yStf.>0(y) 

- (Ô-+-1- μβ'Ύ (y) 

Supposons maintenant que (26) soit remplie pour X<L = (I-), 
alors (28) démontre qu'elle est remplie aussi pour L < λ 2 b 1 < 

r_ 1+ n+1 r 2 + 1 n+1 r 312 

donc (2G) est remplie pour chaque λ > ο. 
Pour u. = λ, (26) se réduit à 

(29) I 2ri zn +b +2y dz (z-1) b+1 Ty _ An _v _v _i n+Y + Y d/*- Y y+b+1 23 (2sin y)= (2sin(7 )/-

cVt(n-\- i)A 2 

(siny)'·
4
-' ^sin — 

et l'inégalité (29) est valable pour 

I - n π 
A > ο, 0 > — 1, ! - — y ! -

Le même raisonnement, fondé sur l'inégalité (27), où l'on a changé 
les roles de p. et λ entre eux, s'applique aussi à l'intégrale prise suivant 

le lacet L., et fournit, toujours sous l'hypothèse 

| r /2_ n r n+1 2, 

l'inégalité 

(30) 1 / 2rti zn +v +2y dz (z-1) zi+1T Y - Aj e- |`\\^^ y -= d (2sin y) (2siny ,nd)eb-+1: 

^ Cli (" ~t~ 1 )'" " 

(sin y )
AH_1

 ^sin ̂  

Mais en intégrant la fonction (-) le long des lacets L, et L
3
 et 
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en employant l'identité (i l), nous voyons que 

f <p(s)nfe-t- ——f <p(z)ds 
37Γ/Λ, a ~'Λ

;1 

= (n+y) i zn+b (z_1) d2k dz d1+2ri zn+b +2y d(z-1) e+1 T2; 

_ (b+1) I 2 ri zn + 2 ri + 1 rion'( zn+b +y dz (z- 1) b + 2Tdu=deui 

d'où, pour ^ — γ < T'
 nous déduisons à l'aide de (29) et (3o) 

l'inégalité 

I 2 = I dz + 1 2 ri Q' (z) _dz aA cos (nY+d+1 y y + I 2 y (usin y )y (2sin y q)=eo,+1, 

< c15 (n+1) y+1 (siny)y+1 (sin y nd:;ol)=: 

et enfin, eu égard à (18), 

(S.)
 S

<p(cosy) -= / + ( + f ?(')Λ 

?

λ Λ <;·' Κ" '-
λ

 '-'-ί Ο?-' »*~1 

A (e) n (2 siny )y (2 sin y/*-2 b+1; 

... Q'P'W" + , V,F"(-/)
 ( 

(siny)
A+l ί sin ( /i -l·- 1 ) ^ si η — ̂  

OÙ 
|0ΐ·λ,(*/)1<<?«· et |<->0(y)l<cn 

pour 

| r 2 _ y <= n n+1 r /2 , e>1, y>o, et n=o, 1,2,..,oo, 

Le cas particulier δ = Χ de (3ι) est plus simple : 

(32) sn(cosy) = 2ysin(n+3 y+1 /2 y-yr) en(y) d 

(a sin y)'· ^2 sin («4- j) ί sin ^ sin y^ 
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OÙ 

I ε//' ("/ ) I < cis 
pour 

. π η -
A > ο. — ν j. — el ti — ο, ι so. 

2 ' ~ η -t- ι 2 

L'inégalité (2/1,) se réduit pour δ = λ à l'inégalité 

(a-'ij) ("'"3) I·',;'"(ens-/) I < - . {»
 =

 γ:,π, I >o). 

(Η) 

11 est très instructif de comparer cette inégalité (2/1,,) avec l'inégalité 

(33) ^sin | s\y-
h

(c os y) | < <·,„ (ο ; y
 =

 π, λ > ο) 

que nous allons démontrer tout à l'heure. L'influence du point γ = π 
sur la moyenne s{„°'l) (cosy), à laquelle est due la présence du facteur 

^cos ̂  dans le second membre de (24;,), est complètement éliminée 

dans (33) grace à l'accroissement de l'ordre δ de la moyenne 
si,0-''' (cosy) de S = λ jusqu'à δ = i\. 

11 est facile de déduire (33) pour γ S ^ de l'inégalité évidente 

(3^) \sfyh(co$y) | < Cj,(/< -Μ)->λ+1 (λ>ο, <5>—r, o^y^T:) ' 

qui n'est que la conséquence de l'inégalité bien connue (') 

| P^(cosy) | Λ(ο
 7=

;-, λ>ο), 

η ^ 

| sf-
h

 ( cos y) I = V ^JLg» (
 m +

 λ ) Ρ';/
1 ( cos y ) 

U 
/// = 0 

η 

|s(nYè, cos y) = E A(b) n_m (m+Y) P (y) m (cosy), 
/// = 0 

= 2Y A(b) n m+A m+2Y A(b) n-m A(b) m < 2Y (b+2y+1) A(b) n c21 (n+1)127+1, 

(') Cf. Ν. NIELSEN, loc. cit., p. 194, formule (10), d'où l'on déduit facilement 
l'inégalité en question. 



SOMMABILITÉ DES SERIES ULTRASPHERIQUES. 135 

Si γ < —, alors 1 - // 4- 2 λ ' 

c221 [(n+1) sin y /2 b+1 <=n+1 n+2y 2 b+1 c21 < c22, 

donc 

(34,, 1^(^)1,^"^;· («>_,, s (i, y) cos =< c22 (n+1 2Y csin Y b+1 f_1, 

Soit maintenant v> —τ· Supposons λ5 -J- et — ι < δ5 aX 4-· ι. 

lin reprenant (12') et l'intégrale 

·7"' n
 t

/ ( - _ ,)δ+ιτ>·' 

nous avons pour :? = c ,γ (1 — //) 

— I|_2siuZ(I — u) et |T| = w. Y/4(I — M) sin iy4-M
Â
=F/

2
; 

donc 

Ι/',ρ,(ν)|ί *"'
λπ

 ■ f «-=>(. A"'"" . ■ 

7ïÎ2sin^J 0 2 οοβλπ ( 2 sin ^ J 

Par conséquent (12') nous donne, eu égard à (17) et à 18 : 

o n( ) (y) =< (n+1 ) A(nY_ç1 (2sin y )= + cosYr +(b +1) A (2Y -1 n-1 + c'1 |A n(b=1| (2 sin Y/2 cosYr (2sin Y/2 cos dsinY/2,;!: 

= 2Y An(2) n + µY (B +1) A(2Y) (2 sin Y/2 ) e+1 1/2 2 sin Y/2 1/2; 

+ c'1 | A (n_1 (n+2Y) 2Y +1 -Y (sin y /2 (n+Y) sin y /2 2Y +1 -Y; 

puisque, pour ο < λ< 7, cosX-rr^cosy = ~-
4 4 y 2 
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Or, pour γ > ^ et 2 λ -+-1 > S, on a 

Γ - . ν12)+1-δ, 
(/I -+- 2 Λ) SILL ~ I , 

done 

(35) ,**(„>,<^EL (ο<λ,;, v.: - .<ί
 =

 ·Λλ + .). 

Η) 

Il s'agit maintenant de lever la restriction accidentelle λ < -, ■ Suppo-
M 

Ν 
sons que l'inégalité (35) soit établie pour λ< où Ν = Ε (Ν). Nous 

Ν - Ν 1 
allons démontrer qu'alors elle est remplie aussi pour <λ =—^— 

L'inégalité (35) est démontrée pour — 1 < δς ι et ο < λ< et l'on 

vérifie d'abord qu'elle est valable pour λ quelconque positif, si δ£ι, 

en employant le raisonnement suivant. Soit λ > ^ et posons 

Y= 1 /Z +µ; 

où p. o. On a pour — 1 0=1 : 

oo o zn on (b, y)(y) = y(1+z) (1-z) = 4 y 1/4 (1+z) (1+z) b Tµ; 

/· \ / 00 

= 4xj2'.
3
*«i°'

tt
'7) '""(cos·/) , 

\ 0 / \ 0 ) 
d'où il vient 

η 

Σ
(0, Λ, (

 V
 ) 4

 Λ
 2 ( Y ) P)£> (COSY) (L = ,Α + 0 . 

/;/ = 0 

Mais |P^'(COSY)|< 11 et, en appliquant (35), nous voyons que 
l'on a pour λ quelconque positif, pourvu que δ<ι : 

ι*.»'(7)ΐί4λ f*$bi o>«). 

sin2 m=o sin y /2 
# > 

Nous avons donc établi l'inégalité (35) pour — ι < o^i et λ > ο. 
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Soient maintenant 

Y' = 1 /4 + y > 1/4 et b' = b+1/2; 
on a 

(36) e o zn on(by) = Y' T (Y(1+z) (1-z) TY+1 (1-z) 1/2 eiT, 

= Y' Y E' zn on (b-1) E(zn (1/2) (y);: 

en posant 

Z oo o zn= n rn(1/2) (y)= 1-z 1/2z cosy +z2 = 1(1_z) 1/2 Tein 

En appliquant la méthode de Stieltjes, nous obtenons la formule 

"i/V/) = f
 +

Rl±-Y""^
î

. 

La substitution ζ = c ΙΊ(ι — u) nous fournit 

|tv j. \/(t et —il ̂ 4/sin-; 

donc on a 
R 1+ i v i zn dz < V2 fe_iy 

r· \/z -1 ττ π I 

>= 2 r siny 1/2 (1-u) n-1/2 du = V2A n (1/2) siny 2; 

1 /r 1 /0 nn du V1-uT 1/2 = 1 rsin y-2 1/2 u n( 1-u du =< An 1/2 sin y/2, 

et enhn 

l#(y)h
(v/2 + l)A

T H)' 
Supposons que σ),°·λ,(γ) remplit l'inégalité (35), alors (36) nous 
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fournit, pour 8' = 8 Η- λ- et λ' = λ -f- 7» 

η 

I <'■'■'(-/) Iί J 21 11''(■/)! 
/// 0 

η 
c'2 3 an Am = c' 2 3 Au Zun 

(si,.-V)
 !

 · (
S
'"{) 

et l'on voit que (35) est satisfaite pour 8' = 8 -t- l-, λ' = λ -h si elle 

l'est pour les valeurs données 8 et λ. 
Supposons maintenant que (35) a lieu pour 

. Ν 
ο <λ^τ et —ι <022/ -+-1; Λ' — Κ(.\ ).. ι. 

4 

Alors (35) est remplie aussi pour 

1 /4 < Y >= N+1 4 et -1 /2 < o 2 Y+1,; 

Or, plus haut, on a établi que (35) est valable pour λ quelconque 
positif, si 0^1, et que d'un autre côté (35) a lieu pour 

o < Y <= 1/4 et -1 <b=>2 Y +1; 

Donc cette inégalité a lieu pour 

-1 <b <= 2y+1 et o<Y<=n+1 4, 

si elle est remplie pour 

-1 <o<= 2Y+1 et o <Y<= N-4; 
ι 

Puisqu'elle est établie pour 

— 1 <C 0 2λ -f i et ο < λ - ! , 
4 

on voit qu'elle a lieu pour λ quelconque positif, pourvu que l'on ait 

-1 <o <=2Y+1 et Y= r n+2Y, 
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En divisant σ^·λ)(γ) par A„0' on obtient, eu égard à (21), (34,) 
et(35): 

sn (b,y) (cosy) >= c2 4 (n+1) 2Y _i sin y 2 b+1, (3;) 

(o 2 y 1 π, λ > ο; η — ο, ι, 2, .. ., oo ; — ι < ô ^ 2λ -+- 1). 

La restriction δ<2λ-μ ι est essentielle comme on le voit sur l'exemple 

suivant : soient λ = ^ et γ = τ:; l'inégalité (3y) se réduit à l'inégalité 

14°'
 2)

(- ο I >: ^
24

s

..
t
 (-1 < 0 < 2), 

(n -f-1)° 1 

et nous allons démontrer qu'elle n'est plus valable, si 0 — 2 
Il s'agit de prouver que la quantité 

(/< + I)'+?I4/^
2)

(-i)I (ρ > O) 

augmente indétiniment pour η->π. Or 

Λ·ί'
+Γ

"
?)
(- I) = ν Λ«+Ρ) (m + j)(-i)"= "" Α»^)

π)

' 
m = 0 

σ
 (*+ ?■£) t

T
\ 

et la question revient à démontrer que la quantité ———^ > 011 

σ^·«=2(-.)-(«»+;)
Α

'ϋί' (ρ > °)> 
0 

tend vers l'infini pour n—>?o. On a 

zn(on) (2+p.1/2) 1/2 1+z 1 1 

Τ (l_;)'+?(,+ ·2; + ;>)* 2(1 -> "<' + -> 

et en appliquant la méthode de Darboux on a le droit de rejeter le 
point singulier s = ι puisque son ordre 2 est plus petit que l'ordre 
2-+-p(p>o) de l'autre point singulier s = — 1. Donc, pour trouver 

le premier membre de la formule approximative de σ*~ + ? ί\ il suffit 

Joum. de Math., loine III. — Kasc. Il, 19J4 '9 
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de développer en série de Taylor la fonction auxiliaire 

D(z) = 1/8 1/ (1-z) 2+p = e An (1+p dn89, 
0 

ce qui nous donne 

on (2+p.1/2) = (r) A(1+p n 1/8 + en] (en, o, noo), 

On voit que Ton a 

(2+p.1/2 n+1. 

ΤΐΤ- = 8ΓθΓ^ν, + °(,)' (p>,,)" 

ce qui prouve notre assertion et montre clairement que la restric-
tion δ<2λ -h ι dans l'inégalité (37) est indispensable. 

L'inégalité (37) se réduit pour 0 = 2λ à l'inégalité (33). 

2. Dans l'étude des constantes ullrasphériques de Lebesgue 
d'ordre δ > — ι, 

(8) ρ\ϊ·'·>= I (ι— .r2)' 3|.ν·®·λ,(.Γ)|ί/.ι·= j |.vHs-'-(cosy) | 
» — I 1 l> 

il suffît de considérer l'intervalle λ<δ^:2λ + ι de variation de δ, 
puisque, les moyennes s(,

t

0/!(.i) n'étant jamais négatives pour 
δ^2λ+ ι (·), on a pour δ^2λ-+- t tout simplement 

pi >==^£(„,+χ, Λt,„r dn(m+Y A d(inem-n=:! -1 (1-x2) 1/2 _u 

= Y f+1 -1 dx (1-x2) 1/2 -Y = T (1/2 Y (1/2 + Y) T(Y), 

D'un autre côté, l'inégalité 

(38) p,;/ }■-j max. ρ*·'·> (o'>ô). 
ο ^ /M Ί 

(') On le démontre dan-> le. paragraphe 6. 
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rapprochée du résultat 

(3g) lim pt·h - -h oo (υ λ > ο), 
n~ oo 

démontre immédiatement qu'on a pour chaque valeur de b>Y, 

(/Jo) lim —-h oo (0<λ). 
η = » 

Pour prouver (38), il suffit d'observer qu'on a, pour ο' > δ, 

η 

°'P'(y) =2 Apt" </''(7) ('>' > «)s 
ni — 0 

or 
σίΚ'··'(ν) = A'®) «!?■>''(co«y); 

donc 
n 

A p | ,*· >·'(cos·/) | ̂ 2 A frj-» A ;5' | rj >·> (cos ·/ ) |, 
m=o 

d'où 

An(po =<= A (z' n-mip d<=,p^=;:m^d pn s3 A (n-m dA'm = A' max o<=<m<2<n:; 

Le résultat (3q) n'est que la conséquence de la formule approxima-
tive suivante : 

,0

 " ' '
 =

 f 2^7
 +

 ° ^
 1
 Φ°

δ
 ^
 + 1

 ̂  
ou bien 

(41) lim n=oo log (n+1) =4 Y 2Yr (y>o), 

On démontre (41) à l'aide de (32), d'où l'on déduit 

(42) |s(n Y, T (cos y) = 2 sin n+ 3Y +1 2 y_Yr (2sin y_2 y+1 (2siny )Y + n(y) Y): 

avec 

l Ol / \ ι ^ 18 ® ^ -** ® ^ 
1 ' '1 / . V . \λ+ /i + l 2 ~ /< 4- ! 2 

(rt 4- ι) I sin ^ sinyj 

Vu que 
1s$>λ) ( cos y ) | < c2, ( λ 4- ι )ΐλ+1, 
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on a 

fo 1n+1 r o |sn(y,Y cos y|sin2Y y dy=o o (n+1 à)2Y r n+1 y2y dy=OI(1), 

ainsi que 

r_1 n+1 , cosy \2Y dy=o (I), 

A l'aide de (4^), on a aussi 

__ _i π 

/ /ι + Ι S* 
|i^L(cosy)|sinAyi/y 

ι π 
/ί+1 2 

= fjr_1 n+2 2Y sin (n+3Y) uy_Yr 2Y sinY2 (sin y)Y + (noi); 

puisque 

_i τ: 

/ /i + l 2 
|n^(y)|sins>-y dy 

/1 + 1 2 

< c18 n+1 r-1 /n+1 sion 2Y dy =O 1/ n+1 Fdy y2 =O, n+1 2 n+12 
» +12 V 2 J L // + 12 _I 

D'ailleurs, en posant pour abréger Ω„ = ( η —— λπ, 

r 1/ n+1 1 n+1 r , |sinQn | cosy2 sin 7 2 dy_r 1/n+112 n+1 uy-_ 3 Y sinS cosY dy, 

7
_

as
i
n

2 

<π/ Ti ^<π = 0(ι) 
ί 
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et 

r_/n+1 r 2 |sin Zny_ frr/2si cosy /2 Ydy y, 

< fo r1 _ cos §§Y 2 Y y dy =O(1); 

donc 

pn (O, n= f ro s n(cosu) |sin2Y dy =2Y 2Y 1 n+61 r sin Z dy y + O (1); 

On vérifie aisément que l'on a 

f ,
Λπ

 1 Si
"

si
"
 {i

V ''°
8
 ( ι

+
 ά τϊγ) | =

 û(,) 

a M -4- 3 Λ -+-1 

ainsi que 
λ-m π τ π 

-, 2 // + 3 λ Η- 1 , 

/ |βΐ,.Ω
Λ

|Ώ' =0(ι); 
* I τζ ι 

π // + 12 

donc 
Λ 4- 1 π τ π 

ρ«
λ,λ,

= /
 }

 I ®'
ηΩ

» I "y
 +

 °(
1

)· 

2 //+3 λ -+- 1 

La substitution γ = 2
 2
 ̂

t
 transforme l'expression de ρ

 λ)
 en 

P (Y, Y) = HJ, Wr + °<"'+ O ,;: 

et vu que 
n r |sinO do nr |sinO do d 
J

0
 λπ. 4-0 J

0
 π4-0 ^ " 
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on trouve définitivement 

p n(Y,Y) 2Y + O (1) 2Y dein f u+1 r+4 + O (I=d, 

= 2Y 2Y k=1 sinu du u+dki+O = 2Y 2Y 2 kr +O ] + O d,; 

/I 

= x2 Y 12 1/k + O (1) = 4 log (n+1) + O(1), 
k = l 

Dans le cas particulier λ = nous avons le résultat qui précise 

celui de de M. Gronwall (*) 

(i4)
=

^|o
g
(,

i + 1
)
 +

 0(.). 
77 

En divisant la série (9) par ί\ et en faisant λ tendre vers zéro, nous 
obtenons la série 

(9 a) ^4- cosy 4- cos2 y H- cos3y 4-.. . 4- cos «y 4-... ; 

donc 

pu =² lim Y=o f 1/2 + Z cos my dy= f ro sin (n+ 1/2) =d 2sin 2; 
V O. 

et (41 ), divisée par 2λ, donne à la limite pour λ = ο : 

pn= sin(n+1/2 y dy 2sin y/2 2 log (n+1) + O(I); 

ce qui est le résultat de M. L. Féjèr, concernant la constante de 
Lebesgue p

rt
 d'ardre 0 = ο de la série trigonométrique de Fourier (2). 

(1) T. GRONWALL, Math. Annale η, t. 75, 191/4? P· 345, form. (69). 

(2) L. Ffjfen, Journal fur Matht. 138, 1910, p. 22-53; T. GRONWALL, Math. 
Annaten, t. 72, 1912, p. 244-261. 
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Il est facile d'établir, qu'au contraire, toutes les constantes pl°,X)sont 

bornées dans leur ensemble si δ > λ. 

L'inégalité (3^) donne, quel que soit δ > — ι, 

— Γ — 1 „ιι + 1 I <->«-+· 1 I 

J | s
1
,?·

A1
 ( cos y ) | si n

 iA
 y dy = Ο ( η -f- ι )

2λ+1
J y"

1
^ dy | = Ο ( ι ), 

ainsi que 

( | s',?'A) ( cos y) | si n2A y dy — () ( ι ). 
d π π : η +1 

Ln appliquant dans l'intervalle π
 — /Γ+^τ) ̂ )> 

valable pour δ -h ι, on a, en supposant λ + ι >δ > λ : 

- π 

 ·'* « + I 
I 1 sfj' A,

(cosy) | sin
2A

y dy 

II +7 

< c3 (n+1)e_Y n+1 sin§Y 2 n+1 (1 d dy udn+1 du =O d(1) 

Par conséquent, il vient pour \ -f-1 >δ > λ 

"' = / lilf-"A,(cosy)lsin^yi/y = 0(i)<R = K(ô, λ). 
do 

Il est clair que (38) nous affranchit de la restriction δ<λ -+-1, et il 
est démontré que l'on a pour δ > λ 

(/jS) Ρη
,Λ)

< H = K(o, λ) (d> λ > ο; η — ο, ι, 2, .. oo), 

où la constante R ne dépend pas de η = ο, ι, 2,..., oo. 
11 est à observer que les inégalités (25) et (37) résolvent le problème 

de la sommation (C, δ) de la série ultrasphérique 

(9) + (j·' — cosy). 

' 0 

L'inégalité (37) nous montre qu'elle est sommable (C, δ>2λ) 
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pour 0^2X4- ι — donc a jorliori pour chaque o> 2 λ — et a zéro 
pour somme partout dans l'intervalle (— i, -f-i), sauf le point 
ί»=ι(γ = ο), la sommabilité (0,δ>2λ) étant uniforme pour 
— ι SxS: ι —ε (ε > ο). Si χ — -+- ι, la série (9) devient essentielle-
ment divergente et ses sommes partielles s„ tendent vers l'infini comme 
rrl+i pour η co. Pour χ = — ι son Lermc général (η -h λ)Ρ),λ)( — ι) 
est égal à (— 1 )" (η H- λ) Α),ΐλ~"; donc en ce point χ = — ι 
n'est pas remplie la condition nécessaire u

n
 = ο (n2>) de la sommabilité 

(C,.δ = 2λ), ce qui prouve que l'ordre δ>2λ de la sornmabililé 
(G, S) dans — 1 Sx <S 1 ne peut être diminué jusqu'à δ = i\. Mais, si 

l'on n'envisage que les points intérieurs | x\ < 1 de l'intervalle 

( —■ 1, -H 1 ), cet ordre 0 peut être diminué jusqu'à ο>λ, puisque 
l'inégalité (20) nous montre que la série (9) est sommable (C, δ>λ) 
pour chaque δ> λ et a zéro pour somme dans ( — 1, -+- 1 ), sauf les 
points frontières χ — ± 1, la sommabilité (C, S > λ) étant uni-
forme pour — ε

(
ε
>

0
)· Enfin la formule approximative (3a) 

démontre que la série (9) n'est nulle part sommable (G, δ = λ). 

5. Le développement ultrasphérique(l l) d'une fonction F(6, ^conti-
nue sur toute la sphère S étant uniformément sommable (G, δ>λ), 
sur S avec la somme F(Q,ç), il est important de montrer sur un 
exemple particulier qu'il y a des fonctions continues sur toute la 
sphère, dont le développement (II) néanmoins n'est pas sommable 
(C, S = λ) en un point de S. Nous choisissons l'exemple suivant (' ) : 
pour F(Θ, <p) = /(cos0) lâ série (II) se réduit à la série(l)qui s'écrit 
ainsi pour 0 = ο : 

(44) /(')~ ,
 N

 1 ̂  + /(cosy) Ρ;;·'(cosy) sin2"'-/dy, 

T (1/2) T(1/2+Y) n=o; 

et nous allons démontrer que pour la fonction particulière 

χ __ ^ ^ 
(45) F(0, φ) =/(cos0) =2 ^T

sin
 ~ ''

π
 ' 

Ht— I 

(L) KOGBETLIANTZ, Comptes rendus, 1917, t· Iti-V, p. 627. 
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la série l n'est pas sommablè (C, § = λ) en un point 0 = o, quoique 
cette fonction soit partout continue. Il s'agit de montrer que la moyenne 
arithmétique d'ordre ο = λ de la série (44 ),où f (cos γ) est définie par 

(4 >), ne peut tendre pour η -> x> vers une limite déterminée, lin dési-
gnant celte moyenne par S|.YI, nous avons, grâce à la convergence 
absolue de la série (45), 

S (z) p= T(Y)à T (1/2) R 1/3+Y)= Z m=1 S'(p^ùmn 

où la moyenne est égale à 

Su.;·— f sin -μ y—λ- s'/-A,(cosy) sin2*y r/y, 

(cosγ) désignant comme toujours la moyenne arithmétique 
d'ordre δ = λ de la série (9) et u = 0.(^/2) étant égal à 2,n\ Or on 
établit facilement, à l'aide des inégalités (34) et (3a), que l'on a 

S u µ = Y 2y r-2Y _ r= sin (µ+3 µ d+1 2 y _sin [r+3y +0 2) _dR=);: 

(V) 
χ (h -f- O(i). 

• y .Mil -;) 

lin décomposant le produit des sinus en une différence des cosinus, on 

obtient 
-t * ^ 

(/,6) S,Î.V= J'- f cos[(y. — /)y] ('eus V (//

:
 X O(i), 

c' 1 Ξ h 11 -
/■ M 2 ■> 

puisqu'on a 

f(un r== cos[(r+ µ + 3 +1)y_2Yr] cos Y 2 sin y/2 dy = O (1);: 1/r+1 r/2 

On le prouve, en décomposant l'intervalle d'intégration en q 1 
Joum. de Mathtome III. — Faso. II, 192/1. 20 
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intervalles partielles 

(,^τγ·"')· (ν-/ H ν-;)» ('/·ι· ,; r'op,s .. M=)d/*d-+ 

où cos I ( ;· -h α 4- 3 λ 4-1) γ—2 ATC | est alternativement positif ou 

négatif. La fonction ^cos^J ^sin^j est décroissante et parconsé-

'/-> 

quent la somme Ν plus le dernier terme dans le second membre de 
/. " 0 

f (u) d= fr _ 1 r+1 e 21+2 = Dyo 1/ 1+r2 + q-1 k=1 + dine sr,; 

est inférieure en valeur absolue à son premier terme et il vient 

ί /;-»·.'/· I ( + ( = '· ( -- " '"g ~(
/
'~

1_ι
^/ι · 

1 r+1 2 yuo 1 r do+12d 

Or en posant 

e= e (1 - doY + 1/23 µ +3 re+1)=:! 

on a 
• \ /. C —1~ ?, h \ 7! 

^ /· -h μ -I- 3 λ H- ι 2 1 

d'où 
re+1 < 3rd 

/· -t- μ + Λ /. -Η- ι π ' 

4 λ —4— "ΐ <? —4— ο Ο ( /' -4- I ) Η- μ -+- 3 λ 
/' Η- μ -4- ο Λ -4- ι /' + μ + ο Λ 1 

donc 
Ι./μ.'/ Ι — Ο (l). 

Ln appliquant pour r^z= μ. le môme raisonnement à l'intégrale 

µ = r- 1/+ cos [cosr _ µ'y cosUisin dy (er=^)d$=/*- sine 
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on établit que l'on a pour 

τ^=
0(

.>· 

ii'!r — O [loi; — j— — Ο ( I ). 

Soit donc 

I r-μΐ °(,); 

alors (4b) nous fournit pour a 

SÎ;'
;
.= Ο(Ι) (Ζ·^Μ). 

Soit {A = r; alors, eu égard à 

r1 r+1 cos y 2 dy sin y d=o;, 
2 

et 

F r+1 cos Y 2 dy 2 sin y2 = f e dy 1+1 dy y+O (,ù^=: 

on en déduit 

S(r,r= Y Y dy y + O (1)= Y 2Y logr + O (1) (r=µ), 

Or p. = ί"'
λ et en posant r = -ini on voit que la condition 

/· + ι = 0(! /· — μ |) pour V^L· μ 

est remplie; donc 

s(Y) t (1/ R (1/2 + Y Z( 1/2 +Y n2 S(Y) dnµ=/*r 

=O (E m2 /1 + Y T 5y) 2Y F(1/2) 1/2 +Y n2:ù! 

= log 2 T (Y+1),+O (1) n+O, 2Y(1/2) T (Y+1/2)= 
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c'est-à-dire 

S(y) 2n = log 2t (y+1) 2Y(1/2) r (1+2+Y)j (n+1) +O (1) (n=o, 1, 2, ..,oo); 

Par conséqucnt, la suite S'J', S";', S ';', .. , S'J.1, ... diverse. 

Luvisageons la série (II) en un point (0,o) de la sphère S et for-
mons la fonction auxiliaire, définie par rapport à ce point (Ο,ο) : 

r ι r 1' (O'.o')tfs' 

2 r (siny) 2Y [sin2 y('(q_q') 1/2_y, 

on l'intégrale de ligne est étendue à la circonférence du cercle Cy de 
centre (Ο,φ) et de rayon sphérique égale à y, ds' étant l'élément d'arc 
de ce cercle. 

La moyenne arithmétique λ) (φ, 0) de la série 

(H) F(o, q) eindi Z(n+1) ff F ei (n+1) inçà F(0', q' dien =Pe(cos dz' sin2 O sin (Qà) di_y (y>o); 

s'cxprime maintenant ainsi : 

ι·γ;··'·'(9· φ) = I'V'· = / /(y)*,P>(«»y)*»'
,
V'7. 

1 U 

où (cosy) désigne, comme toujours, la moyenne de la série (9). 
Ln transportant le pôle de S au point (0,φ), nous désignons les nou-
velles coordonnées sphériques par y et ψ, ψ étant comptée à partir du 
méridien 0 du point (0,çp). Le triangle sphérique fournil la relation 

sin 6' siu ( φ — 9' ) — siirp sin ψ, 

et, vu que du' = sinyr/ψ, 011 obtient 

f(y) = 1 2r f2r o F(O') (sin2uo_Y =1 2t 2t d o(y sin2 u 1/2 d-/+ 

où #(ψ, y) est la fonction Κ(Ο',ο') exprimée en nouvelles coordon-
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nées γ, ψ. Si F(0',ç') est continue au point (Ο,φ), on a 

F(y) 

Γ(ϊ)Γ(ϊ+λ) 
Si la fonction Κ(Ο',φ') éprouve au point (Ο,φ) une discontinuité, 
analogue à un saut fini de la fonction d'une seule variable, nous intro-
duisons la valeur moyenne généralisée 1^,ΑΙ(0,φ) de F(0,<p) au 
point (Ο,φ) : 

t (1 ) (1+u): 

(·») Ηΐί·=ΚΤ(9.9)= --'Vilj "/( + ») 

r (1/2 +Y ) f2 r (y, yu du) 

■'=":< Ι'(') Γ(>.) (κίη!ψ)! ' 

qui se réduit pour F(0,©) ne dépendant pas de© — F(0, φ) ψ(0) — 

à la valeur moyenne ordinaire^ |ψ(0 -h o) -t- ψ(0 — o)|. 

Ceci posé nous admettons l'existence au point considéré (Ο,φ) de la 
valeur moyenne F[,x', c'est-à-dire l'existence de /(-+- o) et l'inlégra-
bililé absolue sur S du produit 

V (0', o') [sin -0' si η2 (φ — φ')]
λ s

> 

ce qui entraîne, en vertu de la définition de /(γ), l'intégrabilité dans 
l'intervalle (ο,π) du produit |/(γ) | sin2*y. 

Ayant établi au paragraphe 2 pour l'existence de la borne 
supérieure II de toutes les constantes 

Pu' ''■>= f ! *,f(cosy) | siir' y tty, 
Ά 

nous pouvons toujours choisir ε = ε(0·"(α)> o suffisamment petit 
pour satisfaire à l'inégalité 

07) Ι/(7)-/(-Ηο)ί<3°|
ί
 (">7ÎO, 

où α est fixe, mais aussi petit qu'on veut. Alors, en décompo-
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saill F/A) pour S > λ en somme des trois intégrales 

F"5 h ^y ^ ,ν',δ λ) ^cosy^si n"λ y ch// ~ +^ +·i'"' 

nous avons, vu que δ > Λ, 

I ι ./'( -ho) / «£·'■ (cosy) sill2' y dy Ι < * ρ/'" < * (ο > λ). 
I Λ ι ol* ι> 

D'ailleurs 

(48) /(-Ho) f ·ν;,
δλ (cosy) si n2'· y f/y— /( + ο) f .v/ λ' (cosy) sin2)y dy j 

Λ Λ ι 

< I /( -Η ο) I f I .ν},5·'· (cosy) ; sin2' y dy 

et, en observant que l'on a, eu égard à (2), 

j\ -V- o) j*' .v/
A)
 (cosy) si11

2
' y dy 

« 0 

^ .
 r

uVu
 + >

·) 
= >« /( Ή «O / si.H'y dy = - ' - ' /( -j- ο) = F/, 

on obtient pour chaque δ>λ, en appliquant à l'intégrale du second 
membre de (/|8), l'inégalité (26) : 

Ci!)) 11'.-H" I < 1 + «.■»! Fi· 1 i f "/-//■, +
 (

" i <*> >·)· 
| (si"l) (si";ï) ί 

La même inégalité (25) nous fournit pour chaque 0 > λ 

[Vun'< c 2 6 (sin e)2 (n+1)Y-o dsin(2 + (n+1) -1 sin, e2*/- fF (-j udyx 

Donc, vu que le produit /(γ)βΐη2λγ est supposé absolument inté-
grable dans (o,~), on obtient 

(50) |vn' < c27 (sine) (n+1)y d (sine 2 + (n+1) -1 (sine 2 (b>Y,) 
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Il ne nous reste que l'intégrale I™. Soit d'abord S = 2 λ(2λ>λ>θ). 
Alors nous pouvons appliquer à l'intégrale l^ l'inégalité (33), et il 
vient pour ε suffisamment petit 

(5|) !b;!<7 _<;2° ,
)ti

 ί 1/(γ)\^Η-'·γ(/γ< ί (ο —·>./.), 
sin 2, 

quelque petit que soil α, grâce à l'intégrabililé du produit 
| /"(γ ) 1 sina)'Y dans (o,~). Par conséquent, en choisissant ε assez 
petit pour satisfaire en même temps aux inégalités (/17) et (5i), et en 
additionnant (â(.))? (;>o) et (5i), nous obtenons pour 0 = 2 λ 

(5·>. ) I — |.'Γ/.ι i < _ι_ _ 2SJ. υ L 1 '. + ... ' " 3 (sius)'-'·11 < | . êΙΛ , . . s > 

Soit maintenant //^N, où Ν = Ν(ε,α ) est suffisamment grand pour 
assigner au second terme du second membre dans (02) une valeur 

plus petite que ~ On voit que l'on a pour «ςΝ 

P«'· " — P»' : < * {0 — a λ, /<, Ν ). 

Donc nous avons démontré la convergence de la suite des moyennes 
arithmétiques d'ordre 0 — 2λ de la série (II) vers la valeur moyenne 
généralisée F

u

Ai(0, φ) de la fonction développée F(Q, φ) en tout 
point (0, <p), où existe cette valeur moyenne sous la seule hypo-
thèse de l'intégrabililé absolue sur S de la fonction 

(·)? - - ("^(7', 9') LsiirO'' sin'-(φ — φ')] 2 ^(Ο'. ο') 

pour la valeur donnée de φ. Supposons maintenant (pie F(Q', o') soit 
continue dans un domaine Τ sur S. Si la condition d'intégrabilité 
absolue de Θφ est remplie pour toutes les valeurs de o, correspondant 
aux points (0, φ) d'un certain domaine D sur la sphère S, qui se trouve 
entièrement à l'intérieur du domaine T, la sommabililé (C, G = 2λ) 
de la série (II) est uniforme dans ce domaine D, c'est-à-dire qu'on a 
uniformément dans D : 

liin Iqp·'·) (0, 9) — l'(0, 9). 
H — » 
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Nous pouvons appliquer la même méthode à la recherche de la som-
mabilité (C, δ=2λ) de la série ultrasphérique (ill), qu'on peut 
mettre sous la forme 

(HP) T(y) (1/2) dn+Y dq(u) P (cos u) sin 2K a du 2R T-(1/2+Y= n=o; 

où 
·> cρ (//)=/( 0 — /, ) + JX 0 -+-//). 

puisque/(0) est une fonction périodique. La moyenne arithmétique 
d'ordre δ de la série (Ul) a la forme 

TR (Y) 1/2 2rt (1/2 +t f ei q')u( s'n , cosu)sin2 ud du,v 

et toute l'analyse de ce paragraphe lui est applicable sous la seule sup-
position de l'existence de 

φ(+°) = ^!/(0 — ο) H-/($ + o) ; 

et de l'intégιabilité absolue du produit o(u)si\\-lu dans (o, û), ce qui 
revient à supposer l'intégrabililé de [siirYO — 9) 1λ· |./*(9)| dans(0,2-). 

On obtient ainsi le résultat : 

La série (111) est sommable (C, 0 = 2λ) avec la somme 

ΐ|/(*-«)+/<0 + ο)ί 

en tout point 0, où existe cette expression, si le produit 

i/(o)| |>iu2(tf — 9)]'■ 

est intégrable dans l'intervalle (o, 12ûV 

χ 

La sommabilité (C, δ) d'une série ̂  un avec ^a somme s entraîne 
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l'existence de 
oo 

liiri Vi/„/·" = .? 
/• = 1 — 0 0 

et par conséquent nous avons aussi le corollaire suivant : 

Vintégrale de M. Angelesco 

T (1/2 µY (Y+1) dirn (di[sin2(O d_q)dq 
(b) 1

 '
 Γ

(

λ

+

1

)

 5π

 *
 + 

tend pour r-> ι vers ^ )/(0 — ο) Η-/(0 + ο) J en tout point 0, où 
relie expression existe, si le produit | /(φ) |. [sin-(0 — φ) |λ est inlé-
grable dans (ο, ) ('). 

On voit que le résultat de M. Angelesco subsiste aussi quand /(0) 
devient infinie dans (o, 2ir) pourvu que le produit 

|/(0')|.[sin»(0-0')]x 

reste intégrable dans (o, 2-). 
Il est à observer que le développement (III) diffère essentiellement 

du développement (II) de la fonction /,(0)= /(cosO)= f(x) dans 
Tintervalle (— ι, +1), suivant les polynômes ultrasphériques ortho-

gonaux P^0(.r). Par exemple, dans le cas particulier λ = (III') se 
réduit au développement 

(
1M

UI) /(■
R

>~ÎÉ("
 +

 0/*'< (>-<·)] 

« = o — 1 

+ f[xt + v/(! #*) (l — '*)] I Pn(t)dt, 

qui n'a rien de commun, sauf le cas |.r| = i, avec la série de Legendre 
00 4-1 

/(■o~ 2 ("
+
 /

 /(ί) ι>
"
(ί)Λ

· 
n=0 _ 1 

(L) Ë. KOGBETLIANÎZ, Sur l'intégrale de M. Angelesco (Comptes rendus, 
t. 1G9, 1919, p. 226). 

Journ. de Math., TOME III. — FASC. IL, 192/). 



LF>6 . ΕΗΥΛΝ1) KOGRETLIANTZ. 

La série (in;
 =
 ^ est sommable (C, i) avec la somme 

;)[/(.*- 0)+/(.P + 0)l 

partout où cette expression existe, si |/(a:)| est intégrable dans 
(— i, H- r). Le môme raisonnement appliqué à la série 

1 2 r (n+1) rn (ff F(o', q') P(y) cosy) ds' n=o [sin2 O'sin2 (q_q') 1/2,;:, 

— — r'2) Γ Γ 
? 7Γ if * . — - λ . 

's'y |sin2(5' sur (ο — [' — '■*·r cosy -Η 

nous fournit le corollaire suivant de la sommabililé (C, e.X) de la 
série (11) : 

. X _ i 
Si le produit F (0', s/) | sin2 0' sin2 (ο —- ç/) | - est absolument 

m té grab le sur la sphère S, on a que! que soit λ > O 

Ι·ΐ(ί.ο)= lim λ<'-·'*>/· /"[si"i0'5i"'(? —?')]'' _2tdcos'" d d(t{][}-*/+ d,eo,s 

cos γ = cos 0 cos 0' -f- sin 0 sin 0' cos (o — o'), el Fl

0
AI (0 o) es/ la 

i^aleur moyenne généralisée de F (Ο',ο') au point (0, ο). 

ο. Dans le paragraphe précédent nous avons vu que des trois 
intégrales 1^, et l'J, formant l'expression de la moyenne F,? A1 (0, ç) 

^^•'■'(0, ο) — I«4- hi— f ■+■ / ' f 

= i /(y)·?«,λΗεο*ϊ) si'>a),y<t'p 
V 0 

les deux premières Y
n
 et I", tendent pour chaque ο > λ vers les limites 

déterminées, comme le montrent (4q) et (oo) 

lim h, = Ι'^Ο, φ) el liml",= o (ο>λ), 
η m » η ~ χ 

et c'est la troisième intégrale 1™, qui peut empêcher de diminuer l'ordre 
ο = 2λ dans l'énoncé de théorème démontré au paragraphe précédent. 
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Nous avons vu que cetle intégrale 

( 53 ) ï jj·λι = f /( y ) 5(i·λι ( cos y ) si 11ίλ y dy 
ε 

pour ο tend uniformément en (θ, o) vers zéro, si δ = sX. 
Dans ce paragraphe, nous allons préciser les conditions sous les-

quelles 1<*,Α} tend vers zéro pour λ < δ < 2λ et n-■> . Ces conditions 
sont en même temps les conditions suffisantes de la sommabilité (C,o) 
de la série (II) pour λ < δ < i\. L'exemple du paragraphe 3 montre 
qu'il n'y a pas lieu de discuter la sommabilité (C, δ< λ) puisqu'il existe 
des fonctions partout continues, pour lesquelles les séries (II) ne sont 
pas sommables (C, ο < λ) en des points isolés de la sphère S. L'étude 
de l'intégrale l^·'·'montre que la sommabilité (C, δ<2λ) delà 
série (II) d'une fonction F (0', o') en un point M (0, 9) de S dépeud en 
général de l'allure de F(0',ç/) autour du point W (π — Ο,π-t-o), 
diamétralement opposé au point iVI sur S. Nous supposons d'abord 
qu'au point \VF(G/, o') devient infinie d'ordre .ν < aX-f-i, c'est-à-
dire qu'elle est de la forme 

(5.i) F(0', φ') == (cos ? J F,(0', φ') (π — s y i τ:) 

dans le voisinage de ce point W (γ > π — ε), que de plus F, (0', φ') 
est holomorphe pour ~ :ι γ > ~ — cet que 

F, (π— 0, ïï + <p) = o. 

Il est facile de démontrer que Ι'
η

0,γι -> ο avec τι -> oo pour chaque 
δ > λ, si l'ordre s d'infinitude de F (0', φ') au point W est plus petit 
que λ -h i. Soit donc s = λ + ι — ε, où ε > ο; alors la définition de 
/(γ) montre que, pour 

F(0', 9) = 0[(si..y)*->-i], 

on a aussi 
/( y ) — Ο [ ( si n y p-'·-' ], 

et par conséquent, en s'appuyant sur l'inégalité (20), 

i λ π ) 
1?·

λ

 — Ο j j I λ> (cosy ) I (siny )'·+< dy j = 0(1) (Ô > λ). 
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Par conséquent, pour s < λ 4- ι et δ > λ, on a toujours 

lim ο (ô > λ, j < λ 4-ι). 
7f s= oo 

Soit maintenant «vj λ + i. Désignons Κ (s — λ — ι) par 
e = 15 (A· — λ - ι), ce qui entraîne s — e--1 < λ h- I 7«? — c, 
et substituons dans (54) le développement de la fonction 

(x
y
 y) ~ F, (()', o')

y
 ou χ et y sont les coordonnées de la projec-

tion (x,y) du point (0', ç/), sur le plan de l'équateur, le pôle étant 
au point (0, φ); donc 

w — sin y cosif et y — sin φ sin ψ. 

En arrêtant le développement au (e 4- terme, nous avons 

F(f/, ©')== (cosj) *F,(0', φ') 

= f eos J ·\ „ 4- s i n γ [ α, eo^ ψ 4- /·>, si n ψ | 

4- siiry[a
2
 οοβ2ψ 4- ô2

 sin ψ cost]; 4- C
2 si η2 ψ J 

4-

4- sincy [ cos' ψ 4-. . .4- Λ*
β
 si η^'ψ ] ■ 4-F

2
(0',<p'), 

où la fonction Ε
2
(0',φ') ne devient infinie au point W(y = ~) que 

d'ordre s, plus petit que λ 4- ι ; s, < A4- i. Donc il vient, selon la 
définition de la fonction /'(γ), 

(y) = Ao r(y) r(1/2) r(1/2+ Y) cos y/2 + E ido= sinh'cos +q (y); 

= r(y) R(1/2) r E Ak cos y i + o (yu); 

où ψ (γ) ne devient infinie au point γ = π que d'ordre s, plus petit 
que λ4-ι;ΐ,<λ + ι. Maintenant nous obtenons 

(55) u = r (1/2 T (1+,k;:cos sin dy+ due,, 

X s'^,A|(cosy ) si n2/ y dy 4- ψ'^'Λ\ 
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où l'on a 

lim ψ*δ·λΓ—— ii
m

 Γ ψ(/)
 A)(cosy ) sin2Ay dy — ο * (ό>λ) 

rz oo « = βο t/ ^ g 

pour chaque δ]>λ puisque ψ(γ) = Ο[(sinγ)1 λ 1 ], r élanl positif. 
Pour étudier 1',°λ|, il suffit de trouver la formule approximative, 

représentant pour /1-+ oo l'intégrale 

i
u

=: C f cos-V s!|,A1(cosy) sin2)y dy. 
νπ — e\ ' 

Or, pour δ > λ, on a 

I i m j ^cos ^ ^ sj°-'·' ( co* y ) si ιι
2λ

 y dy — ο ( ô > λ ) 

puisque, pour n->zc, ^"(cosy)-> ο uniformément dans (ε, π — ε), 
si ο>λ. Quant à l'intégrale de la même différentielle, mais prise de 
zéro jusqu'à ε, elle n'est que l'intégrale Γ„ du paragraphe précédent 

avec/(γ) = fcos^ J donc nous avons pour chaque δ>λ 

lim e cos y k-s = cosy) sin2 usy=R(1/2 rt(+Yà) 
n = *> Jq \ 2 / 1 1 '0 

vu que dans ce cas /(ο) = ι. Par conséquent, 

R (1/2) R(1/2+Y), 
i„ = j (cos ί-J ,ν^>A1 (cosy) sin^y c/y o(i), 

et la question est ramenée à la recherche de la formule approximative 
pour l'intégrale 

j 'nx) = d o n (co) sin 2 cosy 2)= dy = 2dxo din -/*- dnron d (1-u)e(1-2d,msàç)*ù 

Or, grâce à la convergence uniforme de la série (7'), nous avons, 
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en calculant la fonction génératrice Φ (ζ) de la suite j1*', 

Φ( s ) =2
 c

·" —
 2
*j

 (

'(r- l)* j 2
 5

"
 σ

"'
 : rt

 ) (
 du 

/ - ·'· 
2X λ( ι-t-3) /"4 1 (l II') 2 (Λί 

— (1 — 3 )r; J_, (l — //)* ( ι H · 2 If s 4- «s )'·v ■ ' 

lin employant la substitution ι 4- u == a τ et en posant 

*=*(=)=-
(Τ
^, 

nous calculons explicitement Φ(~) : 

22 Y (I+z) d is_17)=:;d! 
(|_;)0+ίΑ+ϊ^ (| _α·-)/>-! 

2 di'*ù$"/- *- = 2 Λ('.+ ;) Λ-j£A··* I Ι··( Λ4- ,, λ +1, λΛ, d___dççàe 

où F est le signe de la fonction hypergéométrique. 
La fonction Φ(-) n'a que deux points singuliers = ι (.ç = ac) 

et -
2
= — ι (x = -4- i) et les deux se trouvent sur la circonférence du 

cercle de convergence de la fonction Φ(^). Fn nous appuyant sur 
les propriétés élémentaires de la fonction hypergéométrique, nous 
obtenons les expressions suivantes de la fonction Φ(~) : 

22ie (dien(y+122 ) r (r+1/ d_dzo) ( +dd25e =d)ç 
Γ(·2/.Η-1 — α) (l — -)2-ι·2/·+δ 

χ F (λ —α, λ 4- -> 2 λ Η- ι — Λ, —-—) \ 2 Χ — ί ) 

Τ.Ο) _2!λλΓ(λ + ?)Τ"ί-") . 
(| — 3)5+'1 Γ(2/-Γ-1 OC) 

(ι +z)--lF λ — α, λ 4- - , 2/. 4" I — α. . ° 1 
χ

 L 2 ('+^)2J 

(ι-;)δ+1 
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OÙ 
t t (y+1/2 T 'onds 

?'<'>= V Γ(2λ + i — a ) F(λ-«,λ+Ι,
2

λ + ι-
α>

 ι) 

v(L) rf- + λ) 

-- Γ(Γ) 

puisque les paramètres a = \ — a, ù=^-t-^etc=2X-i-i — a satis-

font à la condition a -h b — c < o. De même, on a 

22 Y T(Y+1/2) T -Y+1/2_d) (i+z)(i_x) -1/2)=é 
" Γ(*.îλ +- ι — οε) (, _ c)ΐλ+2+δ 

Χ Ι?ίλ — α, λ — oc -b ^ι 2 λ -b ι — α, .*■ j 

q2 (z) 22Y (y_q) _ a+ 1/2 , 2y+1_ done,x 
(ι -b s)2a Γ(2>. -b ι — α) 

(ΐ — -)·2α-2λ-ο-ι ρ _
 α

, λ — 0C 2λ -b 1 — 3ί, — - L·-] 

(. + =)« 
OÙ 

Γ

(ί
 + α

)
Γ

(
λ +

 ϊ~
α
) 

?i( 0— 2
8+ι

""Γ(λ) 

Ces expressions facilitent l'application de la méthode de Darboux 
et, en suivant cette méthode, nous n'avons que développé en série 
de Maclaurin la fonction auxiliaire 

D
(3)

= ?l('l -b-g^-
(I_z)+1 (1+2); 

pour obtenir la formule approximative cherchée. 
Or 

Γ>(;) =2 l>V,/?,(.) + (- ι)" Λ<«-" <?,(-.)]
 s

», 
ϋ 
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et il vient par conséquent 

'Τ
1
 = A[f1J φ, ( ι ) -h ( — 1 )B --pp φj (— 1 ) [ 1 4- ο( ι )] 4- ο( ι ) j, 

d'où la formule cherchée pour l'intégrale i
n 

,,_
JA
 r(Mr( '. + ).) 

ÂfJ" " Γ(λ) +o(,) 

= (_I)nT (1/2) T (z+1) d)= T(1+k _s) 2b T(Y) T (s_k) 2 (n+1 )s_k_1+I o (1) + o dine; 

Knlin (55) nous fournit pour lf' le résultat suivant : 

T- (b+1) T (Y+ 1_s n,k)=: 
1« λ>— (— ')" rr—77\— A

0
(« ι)^-ι-δ[, 0(1)] + 0(1). 

2b T (Y+ 1/2 ) T (s2); 

Cette formule approximative nous fournit la condition nécessaire 
et suffisante de la sommabilité (C, S) de la série (II) pour λ < δ < 2λ 
dans le cas considéré. On a le résultat 

1ίηι1^·λ1=ο si d > s—i, 
n=oo 

mais If" oscille sans tendre vers une limite déterminée, si o<s — 1, 
les bornes d'oscillation étant finies pour 0 = 5 — 1 et infinies pour 
&<^s — 1. Donc le théorème II, concernant la sommabilité (C, 0) 
de la série ( II) pour 1 < 0 < 2 λ et énoncé dans l'introduction, se 
trouve établi. 

Pour étudier le cas général nous supposons que non seulement le 
produit 

[ si 112 Θ' si η2 (φ 4- φ')] ' 21 F( G', ο') |, 

mais aussi le produit 

^co
5
 [sin

2
G'sin

2
(φ— <?')]

 4
 | F(©') |. 



SOMMABILITÉ DES SERIES ULTRASPHÈRIQUES. l63 

où γ désigne comme toujours la distance sphérique des points (θ, <p) 
et (0', φ') et où ο a une valeur déterminée comprise entre λ et 
2λ(λ < S < 2λ), est intégrable sur S, ce qui assure l'intégrabilité du 
premier produit. Sous l'hypothèse faite, il est facile de démontrer la 
sommabilité (C, δ>λ) de la série (II) au point (0, φ) considéré. Il 
suffit d'étudier l'intégrale I(y, définie par (53) et dans laquelle 
cette fois-ci la fonction /(γ) est telle que le produit 

/(V)(
s
 in0

2
'(

c
°sï) 

est absolument intégrable dans (ο, π). 
En effet on a 

22λ
Χ ι^Ή) (sin2)dy 

i
 „2* iJOlfcos^ (

2sin
£) (*in2y)2 λ 

"π^Υ=° ψ-° (sin2y sin2v];)2 

!
 c

 /»lF(0/'?')l(cos^ άσ' 

2 r s [sin20 sin2 (q_q') 1/2 =g, 
Nous avons donc 

b,y = f r_= r-r/2 + n+1+ fr = din+ in,( 
2 η+ 1 

En appliquant à l'intégrale i'
H
 l'inégalité (25), nous obtenons 

in'=O (n+1) Y-3 (cos e_2) d+2 _c |f(y) | sin y dy + O 1 n+ 1 I cos e /2 2+2 

/ _ π \ 

= o)j |/(y)|^sin^ |"(/i+ i)cos^ (cos·^) 1 + Ο · 

Or pour 
π — ε^γίπ— ~—-— et λ<δ<2λ, 

a η + ι 

Journ. de Math., tome III. — Faso. II, 1924« 22 
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on a 

[n+1) cos y_2 Y_b <= [(n+1) cos (r/2 - I n+1) ] y_n,; 

= [(n+1) sin [Y_4 I_n+1 )] Y_b, 

<= [(n+1) 2 r y 4 1 n+1 ] y-b = 2b_Y <2Y, 
donc on obtient 

=°lx_
t

 y(y) 1 (sin >)'λ (cos^)°dyI+°(^) ■ 
D'un autre coté en nous appuyant sur l'inégalité (37), nous avons 

' ' -- r
 C'fr:Y^

r
f\ , l/(r)lsin'!7f/r 

4 n+1 v 

= °j Γ 1-Ay) 1 (sîn2) (C0So) [(« + 0cos| cos (n+1) doy 2/*+ dyn, 

Or pour 

n_r /2 1/ n+1 <= y<= r et 2Y >b>y 

on a 

{(.-ni™·;] : [(»*Ί··.(Ϊ-^^-;)] 

= [ n+1) sin (U4)= +12 +I 2T_b 

>= [(n+1) r/4 1 n+12 2Y d_ 

=(r<" 
donc on obtient 

*=°J/ ^ l/(y)l(
sin

£) (
co

^2)
 rfy

|· 

Il vient, en additionnant les résultats acquis, 

l
"'

h=
 °|Χ_

ε

 l/(y) 1
 (

Sin
 a)"

A
 (

C0S
 a)

6 dy
 i
 + 0

 (^) ' 
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et la supposition de l'intégrabilité absolue du produit 

/(•/)(sÎ"!)rt(c°s£)S 

dans l'intervalle (o, Û) assure que le premier terme du second membre 
de cette inégalité puisse ctre rendu aussi petit qu'on veut par le choix 
convenable d'un assez petit ε. Donc il est démontré que l'on a pour 
la valeur déterminée de δ, laquelle assure l'intégrabilité du produit 

l/(y)l (
sin

a) (
cos

|) 

dans l'intervalle (o, -) 

I
 Fi

«,
(9

,
 ?)

 _
 F

a, | < «
 +

 Ο [
(
_L^]

 +
 Ο(^), 

ou ε est assez petit pour satisiaire aux inégalités (47)7 (5i) et a 

l'inégalité 

I<p-0 |/(y)|(sin^ (
cos

^)
 d

y 

+O (1n+1) < b 6 +O (I n+1); 

quelque petit que soit a. Maintenant, après avoir fixé ε, nous pouvons 
choisir un assez grand Ν = Ν (ε, α) tel que Ton a pour n> Ν 

|F(o,>-.(0
)C
p)_F^)|<a. 

Nous avons démontré le second théorème, concernant la sommabi-
lité (C, λ <| δ< 2λ) de la série (II) et énoncé dans l'introduction, à 
savoir le-lhéorème : 

La série (II) d'une fonction F (G', φ') est sommable ( C, λ < δ < 2 λ) 
en un point M de S, où existe la valeur moyenne F'

0
A>, si pour la 

valeur considérée de S le produit 

^cos^ [sin2 0' si il2 (o— <p')] *F(0', φ') 

est absolument intè grable sur S, γ désignant la distance sphérique 
des points (G', o') et M(Q, 9). 
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A l'aide de ce théorème général, il est facile d'établir qu'il n'est 
pas nécessaire de supposer dans le cas particulier traité au commen-
cement de ce paragraphe la fonction 

F,(0', φ') — ^cos F(0', <?') 

holomorphe dans le voisinage — ε du point W (γ = ~) sur S 

pour assurer la sommabilité ^C, ^e S(
^
r

^
e
 00· 

Soient en effet le produit 

| sin20'sin2(©— cp' )]A 2 F(0', φ') 

absolument inlégrable sur S, et la fonction 

F, (0', ©') = ^cos ̂  F(0', o') 

bornée pour γ> π — ε, ainsi que 

F] (π — 0, π -+- φ) = A
0
^ ο. 

On a pour S > s — ι 

ir(«w)i(M.y w cos y 2 b-2 do' 

[sin20' sin2(φ — φ')]2 '' ν'/π_ε γ"π-χ sf 

= 0
( ff_MiU*LJ

+

 JF,(^
?

')'(oo
S

zy- -'rf,' 

j ν_
π

_ε Lsin20'sin2(o—φ')]2 ) ιΊ~-ί (sin2y sin2ψ)2 

— 0(ι) + 0 ^cos·^ (sin y)
2

'· dy 

— Ο (I) H- Ο J*'^
C0S ω

 S'
n ot 

= 0(1)4-0 jf =0(1)4-0 ΖΖΓ(7ΖΓ7) =
0(,)

 (
0

>
s
-0, 

ce qui permet d'appliquer à la série (II) le théorème général, où 

ο > s — ι (δ>λ). ' 
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Néanmoins l'étude de l'intégrale Ι(°,λ\ faite au commencement de ce 
paragraphe, n'est pas inutile : nous avons établi que la condition 
§^>s — 1 est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour la 
sommabilité (C, S > λ) de la série (II) dans le cas particulier 

F(0', φ') = (cos F ! ( 0', cp'), 

où la fonction F,(0', φ') est holomorphe pour γ>π— ε, et l'on voit, 
par conséquent, que l'on ne peut pas diminuer davantage la valeur 
0 s — 1 dans l'énoncé du théorème II. 

On remarque que la sommabilité (C, <>), établie dans le théorème 
général, est uniforme dans tout domaine Δ, qui est entièrement com-
pris dans le domaine Τ de continuité de F(0', ©'), si la condition de 
Fintégrabilité absolue sur S du produit 

ί cos - j [sin20' sin2(φ — φ')] "F(Ô', φ') 

est remplie pour tous les points de ce domaine Δ. 

Le cas particulier λ = ^ complète la théorie de la sommabilité 

^C, 0 > ^ de la série de Laplace. Envisageons le point M(0, φ) sur 

la sphère, où existe la valeur moyenne de la fonction F(Q', φ') 

F(1/2) = lim l=o 1 2 r sinl F0',q') ds'= lim y=o 1/2r ff(y, un) du, 

On a le corollaire : 

La série de Laplace d'une fond ion F(0', o') absolument inlé-

grable sur S est sommable ^ C, ο ^ au point M si l'ordre s («? <C
 2

) 
d'infinitude de la fonction développée au point W, diamétralement 

*) 3 opposée sur S au point M, ne dépasse pas pour s > - la série de 
Laplace n'est sommable (C, o<i) que pour δ > .ν — i. Si l'on 

suppose L intégral) dité absolue sur S du produit ^cos^ . F(0',<p'), 

alors la série de Laplace est sommable au point M (C, δ> [)· La 
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somme de la série esl égale toujours à la valeur moyenne de F(0', s') 
au point M considéré. 

Nous voyons que la série fil) d'une fonction continue sur toute la 
sphère y est uniformément sotnrnable (0, 8) pour chaque 8>λ et a 
pour somme F(0, 9). 

Dans le cas particulier 

W ?)=/(cos0) -/(·*'), 

la série (II) se réduit à la série ( I), Finlégrabilité absolue du produit 

λ-- , 
[sin2#' sin2(cp — φ')] 2l· (#', o') 

- sur S n'est que l'intégrabilité dans (— 1, + 1) de (1 —x2) 2 |/(a;)| 
et en plaçant le point (0, o) au pôle de la sphère S, nous avons le cor-
rollaire suivant de nos théorèmes généraux : 

Le développement ullrasphérique 

(!) /(*)—TVTtI V 0^^ H*(.r) ['"ί^ΙΪΑϊψ 

2 2 + 1- y 

d'une fonction f(x)est sommable (C,o — 2 λ) en un point frontière 
χ — + τ [&· = — 1] de l'intervalle (—1, +1) avec la somme 

f( 1 — o) [/(— 1 H- o)], si le produit (1 —x'2) 8 f{oo) est absolu-
ment intégrable dans (— 1, -t- 1). Si la fonction f(x) en un point 

frontière opposé χ — — ι | χ — -Η ι | devient in finie d'ordre s "S 

|.ç<X-+-| en vertu de l'intégrabilité supposée du produit 
A-A 

(1 — x'2) 2 .|y(x·) |), la série (I ) pour χ = h- 11 = — 1 | est som-

mable (C, 0 <g 2λ) pour chaque ο > λ, mais pour s f> ——- elle ne 

l'est que pour 0 > 2s — 1, ses moyennes d'ordre o = 2s — 1 oscillant 
sans tendre vers une limite déterminée pour /i~>oc. En général, 
l'intégrabilité du produit 

(l — X)' 2(l +Λ7) 2 |/(Λ7)| 
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dans l'intervalle ( — τ , -+- i) est la condition suffisante de la som-
mabilité (C, δς;2λ) de la série (I) pour χ — -t-i et de même l'intè-
grabililë du produit 

I O — l 
I /(œ) | ( 1 -H x) 2 ( 1 — x) 2 pour χ = — ι. 

Le cas particulier λ = ^ donne pour la série de Legendre le corro-

laire : 

La série de Legendre d'une fonction f(x) est sommable (C, τ) 
en un point frontière χ = ι [ c = — i j avec la somme [/(i —o)] 
[/(ο -- 1 )], si f(x) est absolument inlégrable dans (— i, i). 
Si le produit 

(»+·*) 2 1/(^)1 \resp.( \ — x) 2 |/(ar)|i 

est inlégrable dans (— ι, h- ι), alors la série de Legendre est 

sommable δ ^ j ^ en un point χ — -h ι [x —- — ι |. 

Quant à la sommabilité (C, δ) de la série (I) en points intérieurs 

(|&'|<C 1), l'étude directe de la série montre (') qu'elle est sommable 
(C, δ — λ) en tout point intérieur x, où existe la valeur moyenne 

1 /2 f (x_o) + f(x0)=d; 

vers cette valeur moyenne sous la seule hypothèse d'intégrabilité 
λ—— 

absolue de ( ι — χa) 2 f(oc) dans (— ι, -H ι ). 

β. Les moyennes ^'(cosy) de la série (9) ne sont jamais négatives, 

si δ ^ 2X 1. M. L. Féjèr l'a déjà établi dans les cas particuliers λ = i 

etX->o, c'est-à-dire pour les séries (9«) et (9 6). Dans le cas λ = o 
il a déduit ce résultat 

n 

1 /2 E n-m n+1 cos mq>=o (n = o,1,2,..,oo,; o <=q<q2r,; 
m — 1 

(*) \l. KOGBETLIAMZ, Comptes rendus du \[\ mai 1917, théorème C. 
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de l'inégalité évidente 

η 

2 sin 4- ̂  φ > ο (// = ο, ι, 2, ...,οο;ο^φ<2π). 
m =0 

Il est intéressant d'observer que ce résultat de M. Féjèr, qui cons-
titue la base de lout son Mémoire célèbre sur la sommabilité (C, 1) 
des séries trigonomélriques de Fourier, est très facile à déduire des 
raisonnements de d'Alembert, qui déjà au milieu du xvme siècle, a 
rigoureusement démontré (') que la série 

coscp 4- cos 20 + cos3 φ H-.. . -i-cos/2 φ 4-..., 

c'est-à-dire la série (9«) sans son premier terme, eslsommable (C, 1) 

et a pour somme s = — l~· Cependant d'Alembert n'a pas tiré toutes 

les conséquences de ce fait. 
Quant à la série (9 h), M. L. Féjèr démontre d'abord que l'on a 

(56a) T^-\y) = ̂ P„/2\coscp)>o (η = ο, i, 2, .. ., oc; ο£*/<π) 
m — 0 

et puis en déduit l'inégalité 

(56 4) „
(
-'>(co,

y
) = 2

{

"~
m +

 '!!" ~
 +

 *\"·
+

 0
 l

'-
<

* W>î°-
//i = 0 

En formant 

σ
(2λ+ι.>)(

CO
sy) A

1
^

11
— λ et ^(δλ-Η,λ;(cosy) — 4λ(λ 4- ι) cos*^> 

on voit immédiatement qu'elles ne sont jamais négatives. Soit donc 
n^. 2. Nous allons d'abord démontrer l'inégalité 

(56) a',f+'i>l,(cosy) = ο, 1, 2, . .., 00; ο ^y ^ π, ^ cos do<=< l 

pour 0<C^<^ et, dans ce but, nous subdivisons l'intervalle (ο, π) 

(') Opuscules mathém., t. 4-, p. 156, 
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en trois intervalles partiels 

. _ f 1 + λ π\ . / ι 4- λ π __ ι + λ πλ 

'
1
 \° ' η -4- λ 2/ ' '

2
 \.·ί + 2λ 2 ' y" η -\- 2 λ 2 / 

et 

l3 = r_I+ Y n+2Y U done; 

Soit d'abord γ compris dans l'intervalle i
2 

I+ Y n+q22 =< r d_d <= I+ Y n+2Y r_2, 
On a 

» 

Φ(α) (cos-/) s. = + Y (+21 coys (I_z) 2Y + 1 TY+1; 
I) 

OU 

Τ = ι — 2 3 cos y 4- 32 ( 1 — 3 e'ï) ( 1 — 3 e~'V ). 

La fonction Φ(^) n'a sur son cercle de convergence |s| = i que les 
trois points singuliers = e~'\ z.

2
 = ι et ζ

Ά
 = β'γ el en appliquant la 

méthode de Darboux, nous devons développer en série de Maclaurin 
la fonction 

D(z) = [q(I) _q'(1) (1_z) 1 (1-z) (+2R (I-zeiy)Y+1 Ui (d-iu_ 

où 
/ \ λ ( Γ + 3 ) ι λ ( I -h 3 ) 

TM-1 lV ' (,_;)Λ+1(ι_;
β

ΐγ)λ+Ι 

La faute commise dans l'application de la formule approximative, 
déduite par la méthode de Darboux, est inférieure au premier terme 
rejeté et l'on obtient, en négligeant les premiers termes, correspon-
dant aux points singuliers e'Y et et le second terme correspondant 
au point == ι : 

(cosy) = Λ',?·>ο(«) 4- OuAf-" I ?'(·) I + A* I Β[ψ(6'-'η6'<«η | ; 

les fonctions 0
Μ
 = 0„(γ) et 0^— 0'

Μ
(γ) sont en valeur absolue inférieures 

à l'unité. 
Or 

q(1) = 2Y q'(I)_Y(2Y) + 1;: 

ν"" l) [2*'η·>) 
Journ. de Math., tome III. — Faso. II, ig-.>/(. 23 
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et 

I Κ[ψ(β-'ϊ) «'"ϊ] | ; | ψ^-'ί) «'-τ | = | ψ(
(
.-Ύ) | = - -JL 

( ·.>. siu^J (·.». sin y γ· 

Par conséquent on a ,
;?

„>,(cosy); _HÛ+VgZ 
(Y sin lJM U sin (Y sin Ζ) (a siny^ 

3λ··M,8" |
 t
 _ > Ολ + r) j 

~(
4SILL

Z)
,U,

I "
 + aX (■.îsi..-

/
)> A',f'·' Γ 

Il s'ensuit que 

σ\Ρ H ·λ> ( cos y ) _ ο pou r - - y
0

y , y
(
„ 

OU 

yo= y qn (y)(u_2Y)=d 

en posant 

,0 m— ί" + ^-)^Ά
;
;-' 

A n(2U d(n,+Y) _2Yd 
puisque alors 

(a siny)'<-. (l)\(^Y' Λ1,λ'(» + ·0·) , 

ce qui entraine 

λ
 _ λ («λ_■+ ο _ AL . o 

/i 4- 2 λ ( 'j si η y )'λ A ;(

2 /J -

Or on démontre aisément l'inégalité 

(5;) V9/«(
Λ

) = ^(» -4->) ^Λ:2,Λ< IM-

posons 

f„ ( λ) - log j ̂ ±ii^ j _ ( λ +■ 1 ) log ( 1+ ) 

+ log (I_ y n+2 y+1 + log (1+ I n+1+Y _2Y2 
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d'où 

/;(λ) - |0KT+ n~hâ)- lnTTo]iÎi^TTT) 
ft + ι ι — f{ λ 

( ft -+- λ Η- 1 ) ( tl -f- 2 λ -+- 1 ) ( ft -+- 1 — 2 λ* ) ( ft -+- I ·+· λ — 2 λ" ) 

Or 
log· f ι _1 —y) < ' >- » 

donc 

fn' (y)<o (n>=2,o Y<= 1/, 

puisque le second membre de l'inégalité précédente est négatif, 

comme on le vérilie facilement. On a donc, pour n> ± etX< 

fn (y) fn(o) = log qn+1 qn(o) = log A(n) An(o) =log 1=o; (n>2; Y<1/2); 

d'où 

Qnh qn +1 5Y) d(Y) = e ((k) <co =1, 
c est-a-dire 

φ«+ι(λ) < ο„(?.) < 9„-ι(λ) <. . .< φ
;ι
(λ) < φ·»(λ). 

Or, pour λί: 

.... (·>. -h 2λ)Μ-1 ΑΥλ> 

'"V ' Af(2 -Η λ — :>.λ2) 

= [ 2 ( 1 + λ ) I'· -
(
 '±

 X)À\+.ÏL· < [ 2 ( I Η- λ ) f. 
1 ν ,Λ (ι 4- 2λ) [2 4- λ(ι — ·?.!) Ι L ν ,Λ 

d'où découle l'inégalité (07) et l'on voit que l'inégalité (;>(>) est 
démontrée dans l'intervalle /

a
, c'est-à-dire pour 

1 4- λ r. ι -hi r. 
η -f- 2 λ 2 ' ~ η -h 2 λ 2 

Passons maintenant à l'intervalle in lequel est défini par 

o= y 1+ Y n+2µY 2d 
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L'identité 

>■(■ ■+· 3) 1 + ζ t 

(1 — 3 )2)li·1 Τλ+| ~~ ' ( I — 3 ) ( I — '.i 3 cosy -t- 3s ) (I ζ)·'· Τλ ' 

qu'on peut transcrire 

2^''"(co,
V
)
3
»=>.rv;i Î-^OV

5

.1 2^^)/, 
« L 0 _ L ι' 

011 l'on a posé 
η 

-/■'(oosy) = ̂  Vf'»," P£<««7). 
Ill — 0 

nous iournit la relation 

σ
(ΐλ+α, (COSy) — ι V p„_.M(c osy) t'A ( cosy), 

m :=. η 
OÙ 

sin n+1 yd 
p„(cosy)=-| I .<0 (<>.■/._-; «= o, 1, a, ...,cc). 

"\ siA / 

On voit qu'il suflit de démontrer l'inégalité 

(58) T'A (cosy): ο 

1 12+Y r ou 1+Y rdi<rdc 
V "" ·.». ~ /1 -h a a a /> H- a λ a " ' " / 

pour vérifier que l'inégalité (06) est aussi valable dans les intervalles 
/, et i

;l
. Lu appliquant la méthodede Stieltjes, nous avons l'expression 

suivante de la fonction τ,' (cosy) : 

- ,- / tt" ^ "' (ι — tt) -'du 
asin/- ' ' / (1 — a acosy-1-a-)λ 

+ QR Vc _si n+2 riy d_3yuid f(1-u) (une+Udopj 

( 11 (i/ c_ /V — e'Ty-\e 2 — f/c '-) j 
Mais 

(c_i y2 _ue -ie2 ) d= (1-2ucosy +u2 )dhjd[donz'-té/-+ 
et 

λ ,« \ I 1-p// 1 ί 
/ ... ... - , - /λ ,τ:-hare lang langv 
(Mc~'i— cn-y·— (1 — au cos2y -+- //'-)'- e '■ Ll~" ·J1. 
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Donc on obtient pour le second terme du second membre de l'ex-
pression précédente de la fonction rf\cosy) la forme suivante : 

y·1
 M"

- 1 + ;

*COS[&(u, Y)] du 
Ι " τ 

«Λ (ι — uYil — 2//cosy -+- m·2) (ι — 2ί/cosay 4- m2)* 
ou 

cos[i2( f/, y)] cosSi mcos | (n -f- 2 X)y — 2λπ 4- a λ arc tang ~~~~
 lail

8^ 

4- λ arc tang ~~ ta»8y | | > 

donc le second terme — et avec lui la fonction -'^(cosy) — est 

positif, si cos Ω ς ο. Pour o<y<^ et o<u<i
y
 on a 

o <= arc tang[ 1+ u tang y 1-u ] <= r_2; 

ainsi que 

o <= arc tang 1+ u tang 1-u > tyedàç_, 

donc, en supposant on obtient 

— ^ i — 2 λπ5 Ω ( u, y ) 5 ( η 4- a λ ) y — λ ̂  

et l'on voit que, pour o<yS J^^ ^ et on a cosii^o, puisque 

alors |Ω|^j quels que soient et n = ο, i, 2, . ..,x. Soit 

maintenant γ = π — φ. Si γ est dans l'intervalle f3, on a 

p< q, 1+y n+2Y yd y pour n>2: 

Pour γ = π — ο, on trouve I 4 ' 

Ω(ί/,*/) = Ω(«,π -φ) 

= ηπ — £( /t 4- 2 λ) φ -t- λ a r c t a η g 1a η
 8 — a λ a rc t a η g ~

 c01
 ' 
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Il vient donc pour γ = τ: — φ, en posant 

S2,— (/} H- 2λ)φ 

-j-^arctangYj"*"" lango^— 2 λ arc tang col ̂  ΕΞ (/1 +2 λ) ο-t-λ ω (ο) : 

cos£2 = (—1)" cos Ω,. 

Or il est facile d'établir que, pour ο< 3 ;£ J^ ^ ^ Ω, est compris 

dans l'intervalle λ-, On a 

/V /' I -f- // \ /1 +- U CP \ 
ω (φ) — arc tang I tango I — 2arc tang I-- -- rot I ; 

donc 
(/m 1 — ni \ — it- ^ t < < \ 
do 1 — 2 κ cos 2 ο -t- u* ι 4- 2 it cos ο + a'1 ~ -

et, par conséquent, 

_ 7- = ω(ο)^ω(φ)^ω (jj — ψ(κ) = — ̂  

où 
U(u) = w (r) arc tang (1+u) aerc tang (I+u 3r): 

VI/ " \i — it / ' \i — « ' / 
Or, on a 

ψ(θ) -ψ(|)— — 

ψ\ο)<ο, ψ'(ι)>ο et ψ"(ί/)>ο, d'où l'on déduit 

Y(u) <= _ra_2, 

Définitivement il vient, pour ο "So i 1 + \ -> 

— λττ ."i Ι., — ( η 2 λ ) ? -t- λ ω ( © ).: ( t -l·· λ ) ~ — λ ^ ^ > 

et l'on voit que cosQ,^.o, si o£cp< J+ ̂  Or, pour η pair 

(n= 2, 4> b, ...), cosU = cosD,; donc il est démontré que l'on a 

^(COSY)^O dans l'intervalle /, pour η = 2n
{
 et -J-· Pour compléter 

4 
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le cas ο j il nous reste à étudier le signe de la fonction τ1** (cosy) 

dans l'intervalle i.
A pour n impaire; n — 2/i

t
 4-1. Ce dernier cas se 

laisse traiter par une méthode directe. La formule 

ρ,>·>/
Γον

Λ-3'"λΑ^~')Γ(Ώλ) Γcos[('" + >-)5->-π 
t2 (Y) sin 2Y _u y cosy_ cos o 1-y, 

permet de ramener la question à l'étude du signe de la somme Irigo-
nomé trique 

P'n {'5) = 2
 A

« - ««'"
Λ

»<
λ

~"
 cos

[(
m +

 λ)S — lr.] (y<5<T.). 

m = 0 

Pour r= do u _1+Y n+2Y , varie ausi de r _1+Y n+2 U jusqu'à r 

et, en posant.b — ~ — ψ, on a ο^ψ^τ ■; quand γ se trouve dans 

l'intervalle /
;t

. Vu que 

eos[(//i 4- λ) (π — ψ) — λπ] = (— i)'"cos[(//i 4- λ)ψ], 
on a 

n 

. Plî·' (Ξτ) = 5ί·' (ψ) = 2 ί— 1 AS-~" " coe (m+Y) Kj; 
m =0 

Soil maintenant n. = 2/· 4- 1 (/· — ι, 2, m); on a 

2/--M r 2/·-Ι-I 

ίί·(ψ)=Σ=Σ+Σ 
//J ~ 0 iH Tr. 0 Γ + l 

/· 

— 2 sin ^/· 4- λ 4- ^ V (_ γ)sin j'f^r 4- ^ dn_m dIue; 
ιιι=ζ 0 

et il suffit d'étudier le signe de la somme 

r 

"2 ( ~ sin ^/· - m 4- 0 
m = 0 

pour ο<ψ< 1 +\· -> où n = 2/· 4- 1. Or pour (/· 4- ί)ψ = - d'un côté 
/I "T™ 2 A 2 2 
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on a, quel que soit mSr, 

sin [(,■ - m + 1) ψ] i sin [(,· _ m - i) ψ] (ψ i ϊ) 

el de l'autre coté 

Am(2Y) _ dA 'n1- <wA die/d-s+" sù*ùd*se (o, m>= ro; eondi1/2 

Par conséquent, le signe de la somme en question est celui de son 

premier terme et l'on a pour ψ< —-— -ι /■ ν η 

E((y) 5ui<=o (n=2r+1 o,; dorfd 

ce qui entraîne l'inégalité 

r^(cosy)>o (« = ar-H, ο<λ;'j, \ Îj =7 =
 π

) 

et ainsi complète l'élude du signe de cette fonction dans les inter-

valles /, eU;, pour ο <λ<τ· 

L'identité 
1 = ! Γ, 

(I-z) T en(I+ds 

c'est-à-dire l'identité 

x Γ x ( - \ Ί2 

V -« ( cos y) — 2
 c

"
 T

" (
 cos

7 ) > 
0 L 0 

nous fournit la relation 

n (cosy) = Zn (u e cos y ) zu(Und^csoy 
»J = 0 

et l'on voit que la restriction λ se trouve remplacée par la condi-

tion L'inégalité (58) est donc démontrée. Eu égard à (56/>), on 

voit que l'inégalité (56) est établie en toute rigueur. Pour l'affranchir 
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de la rcstriclion accidentelle X<-nous envisageons l'identité — ο 

(
λ
+;)(' +

5
>
 + 1

 i
(1 + 3)

 , 

(, -
 3
)«W-Î " "<'-■· j5lHTXH"' (>-0 v* 

qu'on peut transcrire ainsi, en posant p. = λ -f- ^ : 

V 2="-i
5)

(cos·/)L 
Ο (0 i/o ) 

Kile nous fournit la relation 

η 

λ. σ'^-Η · !χ' ( cos y ) = μ 2
 σ

'« '
+

' '
λ>
 (

cos
 7 )'1- ί (

cos
 7 ) (μ —

 λ
 + \ ) ' 

m — (» 

l^n s'appuyant sur cette relation et sur les inégalités (56 a) et (5(>), 
on démontre par l'induction complète que l'inégalité (56) est valable 
quel que soit X >> o. On a donc démontré pour δ — 2λ -h ι le résultat 

(59) .^•'■'(cosy'Ço -t- 1, λ > ο; η = ο, ι, ..., oc; ο 1 y i π). 

Ce résultat est a fortiori valable pour δ> aX -t- ι, puisqu'on a 
pour δ' > c 

η 

o'n ,y (cosy= =SDAn _fi(cosy);,: 
m = 0 

Observons, pour compléter ce résultat, que la méthode de Darboux 
nous fournit pour δ < aX H- ι l'expression suivante de la moyenne 

s'p-] (COST:) =R sfh (- 1), 

c'est-à-dire, pour γ = -, 
oc 

^ ζ" σ1,?·/Λ ( — ι ) = ;— ( ô < ·.> λ -+- ι ), 
η X 

η(ί) = ϊ-2λ2(-<)"λ'„Λ'-»; 
ο 

Journ. de Math., tome III — Fasc. II, 192'). ^4 
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(1 OÙ 

sn(_I)= o(E_1= A -142 + o(ni) done 

ce qui nous montre que l'incgalilô (5q) n'est pas satisfaite pour γ — -τ: 
cl η — ι ν -+- ι, si ο < 2λ -h ι. Par conséquent on ne peut pas dimi-
nuer l'ordre δ = 2λ+ ι de la moyenne s*'h (cosy) dans l'énoncé 
du théorème exprimé par l'inégalité (5q), si on laisse γ varier dans 
tout intervalle (Ο,Τ:). AU contraire, si l'on suppose que γ reste com-
pris dans l'intervalle (ε, - — ε), où ε est aussi petit qu'on veut mais 
fixe (ε > ο), on démontre, en employant la méthode de Darboux, que 
l'inégalité (cosy) >o a lieu déjà pour ι, si l'on a soin 
de choisir η suffisamment grand, η )> Ν (ε). 

En nous appuyant sur le théorème établi, nous allons démontrer 
que les moyennes arithmétiques d'ordre ος 2λ ι de la série (II) 

(II) + f f
l
'
{0

''
 ?,)Ρΐ'ί'100-5-^^'

λ
 (λ > ο) 

1 o s [sin'26' sin2(φ — φ')]2 

restent toujours comprises, quels que soient n = o, 1,2, 00 et le 
point (0,ç>) sur la sphère S, où l'on considère ces moyennes, entre les 
bornes supérieure et inférieure de la fonction développée sur la sphère. 
Soit donc 0 > 2 Λ. -f- 1 et désignons par M et ni les bornes supérieure et 
inférieure de la fonction F(0,<p) que nous supposons bornée sur la 
sphère 

m 1r ( Q, φ ) 1 M (o _ 0 "S. π, ο ί φ 1- 2τ.). 

La moyenne arithmétique F^· λ1(0,ο) d'ordre δ de la série (II) s'ex-
prime par l'intégrale 

e'(O. q'(=1/2 F (o' sin ddl'nzsq"éç)'z=g/*-*-v+ 

d'où, pour ο>2λ+ ι, l'on conclut en s'appuyant sur (5p) : 

'"Tiff 9) 
>>[sin26i|'sin2(ç> — o')]2 

< M — f f ^h(cosy)ib' ^ 
s [sin

2
0' sin-(φ — ψ')]

2
 ' 
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Or, en prenant F (0,o)~ i, ce qui entraîne aussi F«· λ,(0, φ) = i, 
on a 

, _ J_ f f λ'( cos y) da' 

s [sin2O' (q-q'} 1/2 _du, 
donc 

m φ) ^ M (δ ^ 2 λ -4- ι). 

U est cette importante propriété qui distingue les moyennes d ordre 
δ = 2λ H- ι de la série (H) des moyennes d'ordre δ < 2 λ -4- ι. 

Une autre application du théorème (09) de ce paragraphe est la 
preuve du fait,que le système orthogonal ultrasphérique est complet. 
Il s'agit de prouver que l'on a toujours 

(60) (λ>ο)

· n=0 ' (l—Λ'2)'-

où est le coefficient de Fourier dans le système ultrasphérique 
normé, c'est-à-dire 

Λ><=Ί
 ;Ν

Ϊ(" + ·)Γ(2Α)Η- f+'/(i)p0\t)dt 

r (1/2) r (1/2+Y) c+2) -1 (1-kjt2à))d 
(n = «», 1,2,.. .). 

Il est bien connu (■) qu'il suffit de prouver (Go) pour les fonc-
tions /(χ) continues. Soit donc f(.v) continue dans (- 1,+ 1). 

La série, qui figure dans le premier membre de (Go), ne peut être 
que convergente ou essentiellement divergente. Donc, elle n'est som-
mable(C,S) que si elle converge et ayant prouvé sa sommabilité (C,o) 
pour une valeur quelconque de δ > — ι, nous établirons par là même 
sa convergence et trouverons la valeur de sa somme. Appliquons à la 
série (Go) la méthode de sommation (C,o) avec δ> 2 λ -f- 1 ; on a 

[f(y) n]2 = T (y) (n+Y) F (n+1 T(2Y); 
\ 2 / \2 /' 

χ
 Γ"1 Γ*'/(")/(») Ρ£'(«) Pft'(0Λ»<*'· 

-1 -1 [(I-u2)(1-v2)] 1/2 -v 

(') STKKLOFF, Sur la théorie de fermeture, etc. {Comm. de l'Acad. des 
Sciences à Petrograd, 8e sérié, t. 30, 1911, théorèmes Y-VII)-



l82 ERVAND KOGCETLIANTZ. 

et la moyenne sif de la série (Go) se trouve exprimée par l'intégrale 
double 

sn = d+1 dinsn f(xu) f (v) du'v du duv (fuisds/s*-d-/d* 

où Sf·λι (ti, v) dénote la moyenne arithmétique d'ordre S de la série 
ullrasphérique 

r(Y) dr(1/2 di Z d(n+12 R (n+1) T d T(n+2Y )dp (u) Pen (v); 

En s'appuyant sur la relation (4) 

,, ,'<A' Ι'1,λ|(»)'Ύ(") = ^: /' (Sinor-'I'J/^COS'/Irf?, 

W \a / 

OÙ 
cosy — u ν -)- cos ο \J{ \ — u'') (1 — <'2), 

011 trouve 
I f* . 

S^-A) (//, v) = - / (si 11 φ)2Λ-1 .*'* A,(cosy) <-/φ, 
π «Ai 

où .y|(

û Al(C0ST) désigne comme toujours la moyenne de la série (9). 
Nous avons la conclusion 

r) . ο (— i5 //, r 5-f-i; y/ ~ ο. 1, 2, . . ., co ; <5 > 2 λ + ι) dfen'/*-d+ 

pour δ^λ+ι, quels que soient 11 = o, 1,2, ..., χ et m, c dans l'in-
tervalle (— 1, 4-1), et puis, pour o> 2λ et u ψ ν, 

(6ι) litn S,f-A1(«, r) = ο (α zz=. ν, ô > 2λ), 
?/ — oo 

et (61) a lieu uniformément en m et ρ pour \ u— ρ| = ε > o. 
Eu égard à (61), on obtient pour 2 λ 

ιίιη=
,im | r1 /0* ri 1 

*' 1 (1 — e2)* λ '-s (1— u-)2 A ) 

Or, pour 5 = 2)-+1 et ε suflisamment petit, on a, quelque petit que 
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soit η (η > ο), 

r>,+tA")&S*{u,v)du rl'+tsp(a^>)du
 <yj

 r+l&pj(u,t>)fiu 

Λ-s -—s (,_„4)5-λ 

puisqu'on a, eu égard à (2), 

Γ+1 S$'h("> {')du — λΓ(λ) Γ+1 da _
 f 

-1 (1-u2) 1/2_Y T (1/2) T (*-+-_1(1_u2);,: 

Donc on trouve, pouro
 =

 2X-t-r : 

lim n=oo f+1 d(on[f(v) d'à_è-ç)ç_)=às_}{}]/**--+ 

_u.n r+'[/(")]-^ rH sr>(^»orf«
=
 r+1 [/(")?^' 

-1(1-v2) _1 (1-/ d,;=)d}]d 

d'où la conclusion cherchée 

V [/rtl]«= lim lin, >/('·)?<<> Q_ 
o -1 (1_v2) d 

Pour conclure, appliquons les théorèmes des paragraphes 4 et «5 à 

l'exemple particulier suivant :soit f (x) = (2 1___x) ; en la développant 
en série (l), on obtient 

2 1-x w dk oo wcn 'ytm c(c) (w< Y +1/2:;d; 
0 

oil 

f
>. 2"Ί'(λ) «+λ /"+l P'>-'(«)rf« _ 

Γ(;)'Γ(ΐ+λ) Α'" - (.-")ω(>-«!Γλ 

La relation (1 ) 

P(y) T(1/2) 1 A,(n,; _n= +1 Pn(u) 5I-u2) dj= 2i dT' (2) 2n d(+Y+ 1/2 -1 f+1 d(n++124/d 

(') Ν. ÎNirlsen, /oc. cil., p. io2, formule (6). 
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nous fournit, eu égard à 

<**[(1- ")-WJ _Γ(Λ + 6>),
 M 

du" ~~ Γ(ω) K ' 

et, en employant la substitution ·ιτ = ι + a, 

cn(= 2T (2Tn,; T (w) n+Y n+w n+2 T(n+Y+1/2 done (1/*-+ -i,;d: dx,; 

donc, grâce à la restriction ω < λ -+- on trouve 

2w 22y T (Y) (Y+1/2 _cs) T(n+2);:, 
( }

 r(l)r
(u) τ

 '»(« + »>■ + .-«) 

La série (Gi>) généralise le développement de la fonction 2(,>(i— x)~M 

en série de Legcndre, dont parle Slieltjes dans sa lettre(') à Γ1 ermite 
et qu'on rencontre chez F. Neumann (2). Ce cas particulier de la 

série (62) pour λ = été envisagé aussi par M. L. Féjèr (3). Fn 

posant dans (62) χ = cosy et en passant à la limite pour λ = ο, on 
obtient un autre cas particulier 

2T (21/2_w) Teix 

I ,)
 Γ^\Γ(ι_ω)

}> ^Κ«+.-ω) ') I » ) 
En posant dans ((ά) χ = — ι, on a la série 

a"· Γ (λ)(λ+ ί-<,>") 
(63) 1 v-i-i L 

Γ^Γ(ω)Γ(2λ) 

X E (_) n (n+Y) T (n+w) T(n+2) T(n+1+2)Y_w) T (n+1) (w<1+2/ 
0 

(l) Correspondance délier mile et de Stielt/es, t. 2, 1906, p. 46, lettre 
n° 2i9. 

('-) Beitràge zur Théorie der Kugelfunctionen, 1878, p. j33. 

(3) Mathem. Annalen, t. 67, 1909, p. ioo-io3, § 6. 
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dont nous allons étudier la sommabilité (C, δ) par une méthode 
directe. Cette série peut être transcrite ainsi : 

2w T ('y) E (n+Y) dp,P(up)= (_sudu); 
W-J Γ (- -f-'Aj 0 J-* (l — ,/)«"(i -!/')* 

ce qui donne, pour sa moyenne d'ordre δ — l'expression 

s
(S)_ 2ΜΓ(λ) I Γ+1 σ(°·λ)(— (i)du 

t (1/2 T (1/2 +Y ) d(1/-+u)(41-u)2 d 

Or nous avons établi au paragraphe 5 la formule approximative pour 
l'intégrale /',f du même type et, en l'appliquant, nous obtenons : 

ι8ι=

 rqy . JT
 =

 m) 

T( 1/2) T (1/2 +Ty_ dlsone*-+d 

T (1) T (-

-|ατργ-2+(-°*^Γ 

T (1+wjndT) 

2 e+1-2 xTujnc [ 1+-(10)= +]àd 

c'est-à-dire 

(64 ) «ί?1 = I + (— I )n — J 4 (n + 1 [I + o( I -+- ο ( I ) Γ λ J Γ( ω) 

La formule obtenue nous montre clairement que la série (63) tVesl 
pas sommable (C, δ<2ω--ι) et Vest (C, δ>2ω—ι) avec la 

somme égale à Vunité, quel que soit ο < ω < Λ 4 Donc, pour 

chaque ω < λ -h 4 elle est sommable (C, aX), puisque 2ω - ι< 2λ, 

et, pour ω>λ + 4 la série (63) n'existe pas, puisque les intégrales 

qui entrent dansc^,w) n'ont plus de sens. Ce résultat illustre très bien 
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nos lliéorèmes : Sur la sphère S, 

/(cos 0) =/(.r) = ( = ^-A— 
81,1 ; 

devient infinie au pole nord 0 = ο de S d'ordre s — 2ω < 2λ -h ι ; 
donc, selon nos théorèmes, son développement (il) au point 0 = tû 
doit être sommable (G, 2λ) avec la somme/( — 1 ) = 1 quel que soit 

ω <( λ + sommable (G, δ > s — 1 = 2ω— ι ) si s = 2 to > —~ et 

sommable (C, δ > λ) si s = 2(0^'"^" 1 · D'un autre coté, soit δ fixe et 

compris entre λ et 2λ : λ <[ δ < ί\. On a 

δ -+- ι « ι 
<λ+ 

2 2 

Ο Ι j 
donc nous pouvons toujours former la série (63) avec 1-, et la 

fonction ( _ ) = ί sin-J nous fournit l'exemple d'une fonction 

F(0,®) continue partout sur S, sauf le pole nord de la sphère, pour 
laquelle le produit 

[si 11 *20' sin2(φ — 2 11;(#\ ο') | 

est intégrable sur S et dont le développement ultrasphérique (II) n'est 
pas néanmoins sommable (C, S) pour la valeur indiquée de δ < 2 λ en 
un point 0 = π de continuité de la fonction développée. Il esta observer 
que notre théorème ne permet de rien conclure sur la sommabilité 

(C, δ< λ) de la série (63), sia><~^^-> tandis que l'étude directe, qui 

nous a fourni la formule (6/j), donne la conclusion précise : si 

ω <C~~' il suffit de prendre δ plus grand que 2ω — ι pour pouvoir 

sommer (C, o) la série (63) et il n'est nullement nécessaire de le 
supposer plus grand que λ, comme on est forcé de faire, en appliquant 
le théorème démontré, qui ne concerne que la sommabilité (C, δ> λ) 
et laisse inétudiées les conditions de la sommabilité (C, δ<λ) des 
séries ultrasphériques. Notre étude directe de la sommabilité (C, δ) 
de la série (63) donne pour λ = le corollaire suivant : 
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La série de Sliel/jes-Neumann 

(I _ ^)0> ̂
 Γ(ω) 2 \

n +
 2) Γ(/ι 4-2 — ω)

 (ω<ΐ) 

ο 

au point χ = — ι η est pas so minable (C, ό^2ω — ι) et Vest (C, δ) 
pour δ^> 2ω — ι, quel que soit ω < ι ; donc pour χ = — ι elle 

diverge si ω > - > et converge si ω <" - · 

Journ. de Math., tome III. — Fasc. II, 1924. 25 


