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Sur les (ntégrales multiples des wariétés algébriques;

Par S. LEFSCHETZ.

INTRODUCTION.

I.'objet de ce travail est d’étendre aux intégrales de seconde espéce
demultiplicité quelconque d’une variété algébrique & ddimensions V,,
un théoréme fondamental que j'ai démoniré récemment pour les
intégrales doubles des surfaces (*).

Soit d'abord I*(., y, 3)= o une surface algébrique V,. On sait, et
c’est la une découverte importante duc & M. Picard, que dans la
théorie des intégrales doubles de V,, celles de type (*) )

C U 9 ,
(I) '/ f&(_)-r -4- ();’) (I.I.v d‘) N

U, V, fonctions rationnelles, jouent un role analogue & celui des
fonctions rationnelles pour les intégrales abéliennes. Leur propriété
capitale est de préserver leur forme dans les transformations biration-
nelles ; de plus, elles se conduisent de facon relativement simple par
rapport aux courbes de singularités. Je les ai nommées intégrales
impropres de seconde espéce.

(1) Voir mon Mémoire des Transactions of the dmerican Math. Soc.,
vol. XXII, 1921, 1™ Partie, Chap. |, ainsi que ma MHonographie dela Collection
Bovel : L'« dnalysis Situs » et la Géomdétrie algébrique, 1924, Note 1.

(%) lei comme dans la suite 3 sont les dérivées partielles prises en tenant

compte du fait que s (plus tard ¢ pour les V,) est une fonction des autres
coordonnées donnée par F=o0. Au contrairve. U, ... désigne les dérivées par-
tielles prises en supposant toutes les variables indépendantes,

L

*
Journ. de Math., tome 11, — Fasc. 11, 192}, /ll



320 : S. LEFSCHETZ.

D’une facon générale, une intégrale de seconde cspéce se conduil
par définition comme une intégrale (1) au voisinage de ses cotrbes
singuliéres. Elle est propre de seconde espéce si elle ne peut étre mise
sous forme (1). Des intégrales de seconde espéce sont linéairement
indépendantes s’il n’en existe pas de combinaison linéaire impropre.

|.e nombre maximum g, de lelles intégrales est un invariant numdé-
rique fort important. Un résultat classique dit a M. Picard consiste
précisément en une relation entre g, et d’autres invariants numériques
de V, (nombre 3, connexion linéaire, invariant de Zeuthen-Segre).

Soit maintenant une V, d’équation F(x,, @,, ..., ry, é) =o0. Les
définitions précédentes s'étendent aisément & ses inlégrales d-uples.
Mais on sait qu'il y a aussi lieu de considérer les intégrales de multi-
plicité A < d, soient

(2) j. / .. .. / E Ao ade deooodey,

olt les A sont vationnelles el satisfont aux « conditions d’'intégralité de
Poincaré »

‘()"\i.l._.
().I""“

A
oy T i
F(—1) i, Jdor,,

f)-'\i;‘i; ey

== 0

(les signes alternent pour A impair). 1l est entendu que Uon change
le signe de A quand on effectue un nombre impair de transpositions
des indices.

Les intégrales impropres de multiplicité A + 1 sont obtenues ainsi :
Désignons par B,  les premiers membres des relations (3). Les
intégrales impropres en question ont la forme générale

/ / f? Bio o, drvide oo deg
d (R +1 1 * 1

Par exemple, les conditions d’intégralité de

)

, S A I (IJ‘/,

sont
CRVIRCAY
Ly Jday,

©

=0,
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d’oti, pour 'intégrale double impropre de seconde espéce, la forme
y 8 P )

générale
/ ‘)‘,\“’5 . L’é dur;dey,.
e i dx h

Dc méme les conditions d'intégralite de

/ / 2“\,7(/.:'((/.1'1

ONip O OAur

day, oy or;

s cerivent

Par conséquent les intégrales triples impropres de seconde espece ont
la forme générale

C N /05\1‘./‘ , ();\J-h ()A/“
b/_/ ;/ '\d ( ().'l'/, EE ()‘I‘i -+ d«Lj)d‘ ldl,dl/,

On vérilie aisément que toutes ces intégrales satisfont aux condi-
tions d'intégralité qui leur correspondent. Une fois la forme des
inlégrales impropres (sous-entendu de deuxiéme espéce) définie, tout
ce que P'on a dit pour & = d = 2 s’étend de soi-méme.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme fonda-
mental sutvant :

Tukoreme roxnameNtar. — Sotent r le nonibre maxinaan de cycles
@ k dimensions indépendants, ne rencontrant pas un groupe donné
d’hypersurfaces (V) de Ny, g8 le minimum de 1 quand on envisage

lous les groupes possibles. Le nombre d'intégrales k-uples de

seconde espéce linéairement indépendantes est précisément of.
Ceci est vrai méme pour A =1, car alors s est fixe et égal & R,

indice de connexion linéaire, de sorte que le théoréme se réduit & un

résultat maintenant classique (Picard, Castelnuovo-Enriques). Lnfin,
pour une courbe algébrique de genre p,

o= R, =ap

(') On nomme ainsi les V, , de V,,
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et 'on retombe sur le théoréme bien connu relatif aux intégrales
abéliennes de seconde espece.

I.’analyse qui suit se rattache étroitement & la Note | de ma Mono-
zraphie (') et nous n’y reprendrons aucun théoréme dont la démons-
tralion est une extention immédiate de celle pour les surfaces. On
fera donc Pétude des intégrales doubles d’une V,, puis d'une
V., (e > 3), enlin des intégrales triples d’une V,. Chacun de ces cas
sera l'occasion d’introduire quelques difficultés nouvelles que P'on
apprendra en méme temps & surmonter. Aprés cela, comme le cas
général ne présenterail plus rien de ncuf, nous n’avons pas cru utile
de le discuter.

Norarioxs vrixcrearts, — Ce sont les mémes que dans la Monogra-
phie. 1l convient de les rappeler pour la commodité du lecteur.

H = section hyperplane de V.

H, = section par @ = const., de méme pour H,, ....

'y, M, = respectivement cvcle, multiplicité & & dimensions. On les
suppose toujours sommes d’éléments analytiques en nombre fini ct
bilatéres. On écrira avec Poincaré Uéquivalence M, - M,_, pour
indiquer que M, a pour frontiére compléte M,_,.Les deux ¢étant plon-
gées dans une M,, on écrit aussi I'homologie M,_, ~ o (mod M,)
(quand on ne tient pas & mentionner M, ; enfin lorsqu’il n’v a aucun
doute quant a M, on omet souvent le « modM, ».

R, = indicc de connexion & A dimensions de V,,.

M, M, = intersection de M, avec M,. On écrit cependant pour abre-
ger H,, au lieu de H H,, etc.

l. — Rappel de certaines propriétés topologiques.

1. Jemprunte ces propriétés a la Monographic ou elles sont expo-
sées avec plus de détails.

I. Tout I'(A < d)de \, est réductible & une H et y constitue un
cycle invariant.

(1) Xn particulier, on suppose ici aussi que V, n'a que des singularités ordi-
) PI q Y

naires.
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Il. Soient«,, ay, ..., a, les valeurs critiques de @, (). Il existe un
1 . . . N ne
I, , de H, évanouissant en a;, soit o, Tracons des coupures aa; et
soit A, le lieu de &, quand ., décrit aa,. Pour tout I'; on peul ¢erive

(1) l"’NE A4+ My, (M, est dans H,.).

Le cycle i droite sera fini en méme temps que M,. Quand les A sont
tous nuls, le T, est contenu dans H, . Le nombre de tels cycles
distincts est R,_,. Tout I’y combiné¢ avec I'un d’eux convenablement
choisi conduit & un cycle fini. Il y aura ainsi R, — R, cycles U, linis
distincts.

2. 1¢noncé du théoréme fondamental est la pour nous imposer
Pétude de Uintersection des eyeles et des hypersur faces de 'V, dont
nous allons mainlenant nous occuper. ‘ o

De la discussion de la Monographie (Chap. V,§1) on tire sans
peinc que la réduction d’un U, (A < d) & une V,_,, soit H,, peul se
faire au moyen d'une déformation durant laquelle I'; ne rencontre
jamais un ensemble donné d’hypersurfaces, soient C,, Gy, ..., C,. Par
conséquent, quant i ces cycles, on peut remplacer V,, par une \,_, et
tl suffit de considérer les I',,.

U'ne remarque analogue s’applique & la réduction des ', au type (1)
(loc. eit.). Toutefois le cycle réduit, ou plus particuliérement son M,,
rencontre la V,, ,, base du faisceau } H, | (faisceau des H,.), soit A.
Celte circonstance peul cependant étre évitée comme ceci : soit | H,.i
un faisceau linéaire de sections hyperplanes voisin du précédent (&' est
lc paramétre dont elles dépendent), de variété-base A’ voisine de A
dans H,. Soient A! les éléments analogues aux A; pour (H, !. On
réduira X, & un cycle A, A; + M, ot M, est dans H,, el ne rencontre
pas A. On fera ensuite tendre A’ vers A, donc P . Cvers L 1 sans
changer M, et en évitant que durant leur déformation les A’ ne ren-
contrent les (3. On voit facilement que ces conditions peuvent étre
satisfaites en remarquant que 3; peut &tre remplacé par le lieu de

(*) Ce sont les valeurs correspondant a des singuiarités nouvelles de U'hyper-
surface.
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5, située dans une M qui pactirait de H, pour aboutiv & H, en restant
durant son déplacement toujours voisine d'une W, dont e, est suv
aa,. On obtiendra ainsi en définitive un I’y ne rencontrant pas non
plus un certain nombre de 11, .

Si certaines des G passaient par les points de contact des hyperplans
€, = a,, on raisonnerait comme daus la Monographie (Note 1, n° 10,
Remarque), et on arriverail loujours au méme rvésultat, a laide de
multiplicités A convenablement choisies.

a. A\ partir de ce moment, nous pouvons donc supposer nos 1,
véduits au type (1).

Convenons de comprendre Phypersurface & Uinfini parmi les C. Les
cvcles ne les rencontrant pas sont alors finis.

Prenons 'cnsemble des €0 suftisamment ample pour que le nombre
de cycles distincts ne les rencontrant pas (il ne peut croitre quand on
lui ajoute de nouvelles hypersurfaces) atleigne son minimum g
Soient Di(7 =1, 2, ..., s¢) des cycles distincts correspondants, sup-
posés réduits au type (1). Observons que leurs systémes d’entiers A
sont Lous distincts. En effet, autrement il y aurait un cycle de ce type
aux A tous nuls, c’est-a-dire réduit a son M,. Orun 'y dans H, coupe
A suivant un I'y_, qui ne forme pas fronti¢re dans H, (Monogra-
phiey loe. ¢it.) et un tel cycle ne peut éire fini.

Outre les eycles précédents il y en aura en général d’autrves aux
mémes proprié¢tés ct aux systemes de A indépendants des leurs. Toute-
fois un tel cycle pourra toujours étre combiné avee les 'y de maniére
a en fournivr un ~o(mod V,). Soit I’y le cycle ainsi obtenu.
y aura une M, =1, et cette My, sera caractérisée par le [ail de
couper 'hypersurface a Uinfini suivant un I'; | ne rencontrant pas les
autres C,. D’ailleurs (loc. ¢it. n®5) on pourra remplacer 'y par un
cycle différant tvés pen d'un T, dans 'hypersurface & Uinfini, plus
pacticuliérement méme par le licu d'un 1y de H,, quand H, décrit
un cercle de grand rayon. Encore une fois ce I'y , ne rencontrera pas
les antres (. .

A coté des cyeles que nous venons de considérer il y en a d’autres
de type (1), soient U;(j = 1, 2, ..., n) etils auront cette propriété :
Soit I, une combinaison quelconque d’entre eux. Nous sommes assurés
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Gl wexiste pas de systéme de multiplicités MYy, telles que
ML 1,G,, se trowee dans G, et ne rencontre ni les autres Conila
variclé singuliére accidentelle (VY que G, pourrait possider. Lftec-
tivement, si I, ne possédail pas cetle propriété, on pourrait, en
élaborant le vaisonnement (foc. c¢it., n® 1), le réduire & un cycle
ne vencontrant plus les C.

1. — Un lemme préliminaire.

A. Avant de passer aux intégrales il sera commode de démontrer
un certain lemme,

Soit f(x, ¥) = o équation d’une courbe algébrique €, les coeffi-
cienlsde £élants rationnels en certains paramétres £, £y, ..., ¢,. Sur G
soient A, Ay, ..., A, des pointx définis rvationnellement dans leur
ensemble en fonction des ¢. Soitenfin J une inlégrale abélienne de C,
mfinicaux seuls points A, et complétement déterminable par sa facon
de s’y comporter et parses 2 p périodes cycliques (p : genre de C)
Quand les ¢ varient, cycles et infinis peuvent changer. Notre lemme
consisle cn ceci : Lorsque le comportement de V par rapport awe
nouveane éléments (eycles et inlinis) est le méme que par rapport
ane anciens, elle est de forme

() ,l{(.z‘, Yo oy bay oo os £ e,
ot R est rationnelle en tous ses arguments.

Suivons un argument de M. Picard (*). Les A seront découpés par
une certaine courbe D, o(.x, )= o, les cocflicients de o étant rvation-
nels aux /. D coupera en général C suivant d’autres points que les A,.
Pour ne pas avoir & nous en préoccuper, convenons de les regarder

(') Accidentelle en ce sens qu'elle ne provient pas des singularités de V. On
peut d’ailleurs la remplacer dans 'énonceé par la variété des points non ordinaires
(au sens de Plnwwoduction) de G,. Par exemple pour o =3 il s'agirait d'ue
nombre fini de points singuliers isolés,

(3) Pwanwn et Swuawr, Traité des fonctions algébriques de dewr variubles,
vol. I, p. 1o, :
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comme des poles d’ovdre zéro de J ct de les comprendre ainsi parmi
les A,

lin laissant de coté tout d’abord les périodes cveliques, on trouve
que J est une combinaison linéaire d'un certain nombre d’intégrales
(1), sotent d,J,,... en nombre fini. La détermination des «,, telle
qued =X, J, possede les périodes voulues, conduit alors & un systéme
d’¢quations lincaires invariantes dans leur ensemble quand les 7 varient
d’une fagon arbitraive. On en conelut que les «, sont des lonctions
uniformes des ¢, |l est facile de veir qu’elles sont sans singularités
essentiellex. Par suite, les «, sont rationnelles et J a hien la forme
voulue.

Remarque. — 11 est i peine hesoin d’insister sur les extensions
aux surfaces et aux varictés. Dorénavant il sera entendu, sauf avis
contraire, qu’en discutant une V, toutes les fonctions sont rationnelles
aux coordonnées du point courant sur la varicté. Le doute, s'il en
subsiste, pourra toujours ¢tre levé & Paide Pune discussion de la
nature précédente.

11, — Intégrales doubles d'une \,; ().

#. Lus trois points essentiels pour démontrer le théoréme fonda-
mental suivant la vole qui nous a réussi pour les surfaces ( Monogra-
phie, Note 1) sont ceux-ei :

1 Détermination des condilions nécessaives ¢t suflisantes pour
qu’une intégrale de scconde espéce soil impropre.

2* Réduction des intégrales de seconde espéce & une certaine forme
simple.

3° Formation d'une intégrale réduite & périodes données velative-
ment & un cerlain groupe de cycles.

(") La plupart des théorcmes des sections HE, IV ont déji été donnés dans
un Mémoive des dnnali i Matematica. 3 série, vol, NXVI 1g150 Jen ai
cependanl notablement simplitié les démonstrations en les adaptant, en outre,
au but de ce travail,
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Uue foix que ces points sont solidement établis, la démonstration
s'achéve dc suite.

6. INTEGRALES IMPROPRES DE SECONDE EspRcE. — Il sera commode de
prendre I'équation de V, sous la forme F(u, y, 5, 1) = o.
Ses intégrales doubles seront de type

() / /,\, dvds =B dsde + Cdedy

avee la condition d'intégralité

(2) E)_"\...Q_’)Ij_‘_()__(_}——o
N d.e Jy dz

el il s’agit de savoir dans quclles conditions (1) est de la forme

o oV 9w e W gl JU oV e
(3) L/ / ((); — W) dy ds 4- ('[)_;- — ():—> dzda 4 (0)— — 0.‘1‘) dady,

Bien entendu, loutes les fonctions écrites sont rationnelles aux. coor-
donnécs courantes sur V,.

7. Soit Gy, C,. ..., G, un systéme de surfaces de V, auxquelles cor-
respondent déja des cycles distincts, an nombre minimuw de o}, ne les
rencontrant pas. Nous pouvons supposer cescycles I'y, '}, ..., T% con-
tenus dans H, (n° 2),

{{ est possible qu’en amplifiant le systéme des courbes G H, de la
surface H,, par certaines courbes d,, d., ..., d;, on soit conduit & un

‘nombre différent de cycles distincts (mod ) ne rencontrant ni les
CH, niles d. Je dis ccpendant que Uon pewt s’arranger pour que nos
cycles ne rencontrent pas non plus les d. L effet, soit D, une surface
quelconque passant par d, et amplifions le systéme des C en y ajoutant
les D. Le nombre de cycles distincts ne rencontrant pas le systéwme
amplilié est toujours p}, résultat immédiat de la définition de cet entier.
Il y a donc encore ¢} cycles distincts ne rencontrant ni les C ni les D.
“n choisissant de tels cycles pour les 1", ils auront bien la propriété
voulue.

8. ConotLame. — Pour que (1), de seconde espéce, soit de lu
. q 1) ’

X

Al
Journ. de Math., towme 1, - Fasc. 1, 1924, . 1
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Sorme

PN _\ S 08 Jr  or
f{<(’y 7)-:>{) ds -+ <-)~:+ > dzd.r (;)‘;‘l‘—)—) >(’l dy.

il faut et il suffit qu'elle v’ ait que des périodes nulles par rapport
a towt Uy ne rencontrant pas wn groupe suffisamment ample de
surfaces.,

Il suffit appliquer le théoréme I, n* 7, Note | de ma Monogra-
phie, par exemple a

(%) //\ dy ds

pour voir que la condition est bien nécessaire.

lille est tout aussi bien suftisante. Car d’abord (4) ¢tant de seconde
espéce se conduit au voisinage de toute surface d'infini comme une
intégrale impropre. On en counclut de suite que (5) est de seconde
espéce’pom‘ H.. Soit I'; quelconque dans H, et n’y rencontrant pas
les traces des surfaces C,, D, 5 donc ni les C;11,, niles d,. La période
correspondante de (1) est nulle par hypothise, par suite aussi celle
de (5). Cette intégrale doit C¢tre alors impropre de scconde espéce
pour H,(loc. cit., n® 14), et A a bien la forme annoncée. De méme
pour Bet C. CoQu v D

9. Tueonine. — Les intégrales impropres de seconde espéce sont
de forme incariante par rapport awr (ransformalions biration-
nelles.

Soient en effet &', ... les nouvelles varviables. (3) est la somme de
trois intégrales semblables dont 'unc est

//_‘)__U({ do - 2——(1'1(1)
dy

.

l)(1 U) |)(1,L)
_..[J l)(\.. dsde ~l:’—(——~——)—(lz dy

D (e, U) D, U) RLIENY)
/[n(' dyds + Jis oy e+ mrgn )
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Or cetle derniére intégrale a pour transformée (')

‘ L U) I)(r, L))
() f B s+ b s e S St dy,

cl comme on peut écrive avee M. Picard
D) 9 ¢ 9UN 0 ou
DY, ) T ay ( Js' ) 9d d) ) ’

(6) a bien la forme voulue. Enfin une somme d'intégrales (3) esl
toujours de cette forme; donc la transformée de (3) est une intégrale

scmblable. : €. Q. F. b
L0 Tuionine. — Toute intégrale (4) est impropre de seconde
espece.

Pour qu'une intégrale soit de forme (4) il faut et il suffit que cer-
taines de ses périodes soient nulles. Donc elle conserve son type,
comme les tatégrales i impropres, quand on transforme V, homogra-
phiquement. Faisons-le de maniére & rendre la nouvelle mlegmle tinie
sur toute H,, y compris la surface & l'inlini, et écrivons-la sous la
forme simpliliée

' )
(7) / | (3"‘ -+ ‘«(»'—‘-) dy ds - Sds de + Tdudy.
De (7) soustrayons I'intégrale impropre

IJR dl\ ()I\ on’ ‘
/ (()‘ s d ds — d‘ doe — e d dy.

ll suftira alors de démontrer le théoréme pour l'intégrale restante,
linie elle aussi sur toute H, et de forme

(2) [ [Sdsde+vdrayr,

.

S ce—— e e e 2

(") Poir Preanp et Sinarr, vol. 1, p.1d
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avec la condition d'intégrabilité

g At

e i LN
71% ds

lou vertu de cette condition,

(9) /.S(lrw Tdy

est une intégrale simple attachée & H,. Sa période par rapport & un
I', quelconque de I, est une fonction rationnelle 7 (). En ellet inteé-
grale est linie & 'infini, tout comme (8). Prenons done 1', dans la
courbe a 'ufint de 11, (courbe fixe de la surface). La période est alors
évidemment uniforme, & nombre fini de poles, done rationnelle.

Je dis de plus que

rer) = / rie)de

est rationnelle aussi. lin effet, soit  un circuit entourant . = ., dans
le plan . On aura

/ll' () de =o,

“

car le premicr membre n'est autre que le vésidu de (8) par vapport i

un tube Iy dont Pare est la position de U, dans 11, . Or (8), finte sur

toute 11, ne pourra posséder un vésidu pareil. Ainsi 7, (), intégrale

de fonction rationnelle sans points logarithmiques. est bien rationnelle.
Nous pouvons maintenant former une intégrale simple allachée

a H,, aux périodes 7 (.2). soit

7AY JW

syt IO
s oy

/\\' dz - \Y d}'.

11 est clair que
‘// ':)\‘,\. dsde - :;: dedy
est impropre de seconde espéce. Retranchons-la de (8). 1l restera une
intégrale, toujours semblable & (8), mais cette fois & intégrale (¢)
sans périodes, par laquelle on peut remplacer (8) clle-méme. Cela
revienl & admettre que (9 ) elle-méme n’a pas de périodes. Mais alors
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cette intégrale esl une fonction rationnelle — U, sur ll,, que l'on
urtontre en réalité ’étre aussi sur V,. On aura enfin

U w . OU
o’ 1

S = !
UAY

el (8) prend la forme

LY ol
/’ = s dsda - oy dady.

qui est bien de forme (3). Notre théoréme est done démontré.
Covovaee. — Powr qu’une intégrale soit impropre, il faut et

il saffic quelle 2ait que des périodes nulles par rapport @ tout U,
ne rencontrant pas un groupe suffisamment ample de surfaces.

L. REprarioN DES INTEGRALES DE SECONDE ESPECE. INTEGRALES REDUITES

espece pour Y, (5) lest pour H .. Iy auraalors deux fonctions ration-
nelles VoY, telles que
\ N7AY J\W ) . Plecy, 5,00
A =losr 7o )5 Sl
ot I et 7 sont des polynomes, le premier adjoint & V,. Soustrayant
alors de (1) Pintégrale tmpropre

Yt aN dW OW A
f ’ < oy \ dy s - Do dszde — ) lv;—(/.l oy,

Jz

on la réduira & la lorme

{10) { / Pee, v, 3. t)(()'c/; 4 B dae 4- Cdady,

L)l

qui répond au second desideratum du u® 8.

12. V, posséde au moins un T, infini. Telle est, par excmple, la
courbe infinie de H,. Tout comme pour V,, on démontre (ue tout ',
combiné avec celui-la conduit & un eycle fini. 1l suffit, par exemple,
de réduire le cycle a H, et dappliquer le résultat relatif d V.. On en
conclut que le variété posséde Ry 1 cycles U, finis, distincts.



R $. LEFSCHETZ.

Soient I', ..., I";™" un tel systéme de cycles, supposés réduils a H,.
Il sagit d'établir Lewistence d'une intégrale de seconde espéce (10)
a periodes arbitraires données par rapport a ces T,

Or les I, évanouissants de H, sont distincts des cycles précédents
(mod H,), puisque les uns sont ~ o (mod V,) et les autres non, el
que toule homologie vraie(mod H,) I'est certes(mod V).

Lmposons donc & une intégrale double

/'fl—(;)'%.i—;—)rl)'d:
o I 7

d’avoir des périodes constantes données par rapport aux 1% ct des
périodes nulles par rapportaux cycles évanouissants. Daprésle lemme,
on pourra le faire avec un polynome P rationnel en .v. C'est dire qu'il
y a une intégrale double

COP (e s, )
(1) I/ 9(‘;‘“:,; dy ds.

ot I’ el 5 ont toujours le méme sens, & périodes conslantes données
par rapport aux ', Alors
d [
- LAy ds
,).,.t/'/ oF 'y dd

'
est sans périodes, d'olt (n® 17)

L R N ¢
i dae o, 7 dy S
et, par suite,

D e e
(12) f/ !—('?';(!:r-i—l%({:d(z'—*—(]d.z'dy

est une intégrale double attachée a V,. On voit de suite qu'elle se
conduit comme une intégrale de seconde espéce au voisinage v
toute surface autre qu’une Hy relative a une racine i de o(r); il
faut peut-&tre aussi exclure la surface a I'infini. Effectivement C étant
une surface autre que celles-ci, (12)n’a pasde résidus correspondants,
car ils devraient ¢tre des résidus de (11). En se servant d’une modifi-
cation du résultat que nous allons obtenir au numéro suivant, et en
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raisonnant alors & peu prés comme pour V, (Monographie, Note 1,
n°® 7, théoréme 1'V), on arrivera au résultat cherché.

Observons en tout casque (12) n’a pas de résidus & I'infini, car de
tels vésidus appartiendraient aussi & (11).

13. La discussion plus ou moins simple ui va suivre a pour but
de nous débarrasser des vésidus de (12). Je dis d’abord que cewc
relatifs a W, sont les périodes d’une intégrale simple de cette sur-
JSace. En ellet, écrivons (12) sous la forme
(13) // Hdyds = Ndzde+Ldedy

-+ -
(v —a;)8 (x — @)Y
l.orsque y =1, 3 ==0 ou 1. il n’y a qu'a imiter un raisonnement de

M. l‘lcmd pour le voir (*). Soit donc 8 > 1. Ajoutons & (13) 'inté-
grale impropl‘e

L d [N
/—lj/[ 0z 1—1,)“‘+0)'(z—1)7“ dyd"

N L
4).1; (b )i —dsde — %(l___“)\_aldzd)

(Comme toute intégrale impropre, celle derni¢re n’a pas de résidus,
car ils devraient appartenir & une intégrale impropre évidente atta-
chée d unc des surfaces H,, H,, 11,.)

L’intégrale obtenue sera semblable a (13), aux mémes résidus,
mais avec v — 1 au licu de y. En continuant, on arrivera 4 une inté-
grale avec y==1, auquel cas la condition d’intégrabilité¢ donne de
stile B = o, et l'on se trouve ramené au type de M. Picard.

14. L’intégrale simple J attachée & H,, ne peut avoir de périodes
logarithmiques que par rapport a la courbe a l'infini de la surface.
Comme V, est en position générale par rapport aux axes, la courbe
en question est irréductible. Or une combinaison linéaire, a coefficients
entiers non nuls des périodes logarithmiques de J relativement & ses
diverses courbes d'infini irréductibles, est égale & zéro. Donc, si de

(') Prcaro et Swarr, vol. 1, p. 476,
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telles courbes existent, il y en a au moins deux (Picard). On en
conclut que J est de seconde espéce.

Puisque les I', d'une H, sont invariants, que toutes les surfaces ont
méme connexion linéaire (elles ne perdent ni ne gagnent de I', méme
aux points critiques), il existe une intégrale simple attachée & H

/ Y dy + Weds
aux mémes périodes (égales 4 des constantes) que J par rapporl

aux I, correspondants. Ces périodes, rappelons-le, sont des résidus
de (12) relativement & H. . Mais nous avons

A
dz T h?
par suite
d N d W
S Uty (—)3, ;—:'l-l\
Donc
(14) j’ [\‘ ds d.I;—— \1\" da dy

vérilie la condition d’intégrabilité. Ses résidus relativement & 11 sont
-les mémes que ceux de (12) puisqu’ils sont les mémes que ceux de

/‘/.B ds du, //(‘ drdy.

De vésidu par rapport aux surfaces H, (j # 1, «; fini), elle ne peul en
avoir, car tlsdevraient étre proportionnelsaux périodes logarithmiques
de

Enlin, comme elle manque de terme en dydz, (14) n'a pas de résidus
par rapport aux surfaces qui ne sont pas des H,. Soustrayons done
(14) de (12). Le vésultal sera une intégrale semblable, sans résidus
par rapport & H .. En continuant on arrivera ainsi & une intégrale (12)
sans résidus & distance finie. Mais étant de la forme (12), cette inté-
grale est sans résidus a P'infini. Cette intégrale, nécessairement de
seconde espéce, est celle que nous cherchions.
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15. Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments
de la démonstration du théoréme fondamental pour les intégrales
doubles de V,. Les détails omis sc Lraitent exactement comme pourV,
et il est inutile de s’y arvéter.

I1 n’y a aucune difliculté i identitier 3 = R, — ¢z} avec le nombre de
de M. Picard de V,. lci encore nous passons outre, car il ne se présente
rien de neuf.

I\, — Intégrales doubles d’une V, («/>3).

16. Soit F(w,, vy ooy 2y 0):= 0 Péquation de V. Seule la forma-
tion d'une intégrale & périodes donnces présente des difficultés sé-
rieuses. lXxaminouns donc ce point.

Ou commence par construire

I Pl oy s )

1) Ande de,, N R TIT TS

( // [ Y (NN O

(I, polynome adjoint; 2, polynome), & périodes données par
rapport aax I', de la surface H, ... .v,. Nous savons alors former des
fonctions rationuelles A,; =\, telles que, en tenant toujours compte
deceque A, — Ay,

o

() / / Apdeydes+ Agideydeg - N dogdey,

soit de seconde espéce pour H ..o @y, ooy, On aura done les
relations

dN, Oy N O,

(3) o, “+ e, 4= o (f=3, 4... .d).

ey

el I'on se rappellera que

(4) [ ' /".-\.,. dy doty. j / Ay oty oty

sonl de seconde espéce pour certaines surfaces taciles & spécilier.
lin combinant les relations (3 ) relatives & ¢, J, on trouve de suite

9 (05\,,- 0:5\11-)_ 9 (d»\g,- oA,j)_O

Jda,

orj o dx \ d; o

Journ. de Math., tome ILL. — Fasc. 111, 1924 I
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Par conséquent,

I L) PR
est une mtégrale simple de la suvface H, . ... w0 Soitr(ay, @y, ..oy)
une quelconque de ses périodes. On montre sans peine qu'elle est
rationnelle.

Non seulement cela, mais

vy

(6) Py / rdue;

¥

I'est ausst, car si elle avait des points logarithmiques,

(%) / (c)l.tl,-' c'))\'lllljd\:f:da';:.: 0(37’ / Ajpdae, doeg - ’ ’ ')\..'-! doy do;
aurait des résidus, et ne serait pas de seconde espéee. Or {a seconde
wntégrale & droite Pest évidemment. Quant & la premidre, c'est ha
dérivée d'une des intégrales de scconde espéce (4). Ces dernieres
n'ont pas de résidus, done leurs dérivées en manguent aussi et sont
de seconde espéce. Ainsi (7) est de seconde espice et (6) est
bien rationnelle.

17. Formons done une intégrale simple attachée ot la méme
surface que (5), aux périodes . sont

! - dx 3
~/1 dovy -+ 3 dag, D o,
Alors
Ik
(8) / ‘(}-(/ 4 - —)J (Iu
. e

attachiée A la mémg surface, aura les mémes périodes que (O). La
différence entre (3) et (8) sera done une fonction rationnelle sur
cette surface, ct en fait sur V,. Soit — A;; cette fonction.

Ou aura

.
—_——— ——— —_— Ty

e, () v; T,
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Grace & la velation satisfaite par «, 3, on peut remplacer A, ; par
Ayj+x et \,; par A,; + B3, sans modifier les rvelations (3). Ceci
étant fait, employons toujours les mémes nolations qu'avant. Les
nouvelles fonctions A, ;, A,;, A;; satisfont au systéme

():\,‘j ()\,‘ ()\ ,“ .
(9) .‘ e e T o, =
[ (h=1,2:0, /=3, 4 ...ody 1 =2y =2k, «

(qui est plus général que (3).

I8. 1l s'agit maintenant de montrer que les relations (9) sont
vraies pour toutes les valeurs de A.
Or de ces relations on tire aisément

dEN\y, , PBA : Q":\ ki
de,dey o degdey o dey Dy

=0 (4, k23),

(ui montre que

(o) [ ())\‘ " ’)‘*) A = %‘L duy

est une intégrale simple attachée a une certaine surface aisément
décrite. De la nature du coefficient de dv, on déduit que (10) est
sans périodes. Clest donc une fonction rationuelle sur sa surface
ct le méme coeflicient permet d’afllirmer que cette fonction rationnelle
est égale & — Ay plus une fouction des & autres que .c,, ¢;. Par stite

0Ny O\ O\
().l‘k i ().!‘i - ()‘I‘j

ce qui montre que () cst vérifiée pour A > .

19. Puisque les A satisfont aux conditions d’intégrabilité |les
relations (9) pour toutes les combinaisons ¢, j, k, £ j k],

N
/ f }-‘ Ayjde-de;

est une intégrale double attachée & V,, inlégrale aux périodes
voulues. Je n’insiste pas sur I'élimination de ses vésidus qui n’offre
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aucune difticulté et T'on aura linalement une intégrate de seconde
espéce aux mémes périodes.

On peut done consideérer le théoréme fondamental comme établi
pour les intégrales doubles d’une N g quelcongue.

V. — Intégraleés triple d’une V,.

20. Nous allons reprendre la \, de la section LI, nous limitant
a traiter des seuls points qui présentent des difficultés nouvelles.
La véduction d’une intégrale de seconde espéee au type
Py s 0

LS

esl facile. 1l s’agit d’¢tudier ses périodes.
Nous nous donnons d’abord un I', fini ¢t nous le supposons réduit
a laforme de la section |

(l) l‘;; NE )\,‘A,’*F 1\];‘\

le faisceau [H. 1, aux valeurs critiques C;, jouant ici le méme rvole
que jH, ! de la seclion |I.

M, qui est dans . (e est le point de départ des coupures dans
le plan 3) est finie puisque I'; et les A le sent. Je dis que Lon peut
sarranger pour que My ne rencontre  pus les courbes 1, .
(Hyz pour = =¢), ot y, est une racine de (v, c¢)=o. Pour le
voir, examinous la nature de M,. Les 3, ¢tanl maintenant dans 1.
on aura

Or les ¢ sonl eux-mémes des I', finis de la surface H,, du type
réduit habituel, et tout comme dans ma Monographie, Note 1
(n° 10, Remarque), on peut les remplacer par certains cycles, leur
faisant éviter H |, quand v, est critique. Reste i considérer le cas
geénéral ot v, ne Pest pas.

Soit R la région du plan )~ correspondant aux valeurs de ) pour
lesquelles H,. rencontre M,. Puisque M, est finic, R D'est aussi.
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Quand y est sur la frontiére de R, I, coupe M, suivant des points
isolés ct il est clair que 'on peut déformer cette (rontiére & loisiv
pourvu que U'on ne lui fasse pas traverser les ) critiques. lin
pacticulier, on peut faire traverser & cette frontiére les y, non
critiques, donc s’arranger pour u'clles n’appactiennent plus & R.
Alors M, ne vencontrera plus les . .. C. Q. F. D,

21. Les théorémes (n° 9, 10, loc. ¢it.) s’ensuivront ct tout aussi
bien la véduction des intégrales de seconde espéce au type
P (el 3t
(2) / / / - _ﬁ___v_,.?,_‘;____‘_‘__) dv oy ds.
S k¥ ’

De méme pour les théorémes U et 1V (loe. cit., n° 7). n vertu du
deenter notamment, une intégrale sans résidus est de seconde
espeee. Mais sa réciproque n'est plus veaie. Soit en elfet une intégrale
impropre atlachée a I, infinic uniquement sur des H,

e ANV | CEAY
3 R vz, ) daedy o / ot 0NN
(") / ’ (I 1 dady t/ l (().v | ')).) dedy

0

a périodes constantes non toutes nulles, telle que celles déja données
(foc. ety n® 12); elle existe & coup sir si le nombre ¢ de H, dépasse
Panité. Tel serait par exemple le cas pour une V, quelconque &
nombre o> 1, voire pour une V, cubique, quoique son nombre
soit ¢gal a Munité, Llintégrale triple impropre

() / /\ ’3 H . dedvds - ///‘l(;—); ] il-__ -+ % “:%T daedyds

ol

a pour vésidus les périodes de (3) multipliées par 2w (.

Cependant. une intégrale de seconde espéce manque de résidus
par rapport awxe ¥y de la seetion H dont la caractéristique est de
ne pas rencontrer un. groupe suffisamment ample de surfaces
de V. On le démontre comme pour le théoréme HH (loc. cit., u® 7).

22, Avedtons-nous encore aux résidus de (2), supposée de seconde
espéee. De L discussion de la section HI on conclut sans peine que
toul résidu est une somme de ceux relatifs aux I'y lieux de 1', de 1,
quand = déerit un cercle de grand rayon. ‘Mais ces I, nc sont pas
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quelconques. En effet, d’aprés la remarque & la fin du numéro
précédent, il laudra toujours qu'ils rencontrent certaines surfaces
de V,. Ce sont done des cycles dépendant des - 1 linis distincls
qui ne rencontrent pas toute surface de V, en un nombre algébrique
nul de points.

‘n couplant ceci avec la discussion du n® 21 on arrive 4 la
conclusion (u’il y a une intégrale impropre J, somme d’intégrales (3),
aux mémes vésidus que (2). La dilférence J’ entee (2) et J est de
méme forme que celte dernicre et Uon aura ainsi réduit (2) & I,
Soit J” de type (2), aun mdémes périodes que Vo7 — 1" estosans
peériodes, donc impropre. Par conséquent J', et enfin J, aura ¢é
rédutte o’ Dlou s .

Tukonine, — Towte intégrale de seconde expéce est réductible
une tégrale (2) sans résidus.,

25. Les cycles ', de. H, ne rencontrant pas toutes ses courhes en

un nombre algébriquement nul de points sont homologues a des
courbes de la surface. Les cycles finis parmi eux sont du type

CimomCy— mHH

oli (i, est une courbe d'ordre m; de U, et m est Fordre de \,
(Monographie, loc. cit., n* &),

Supposons  C; invarianl, en ce sens que quand s décrit un
chemin fermé quelconque, le cycle est toujours ramené¢ & un autre
homologue (mod ;). La période correspondante de

YA SN S
[0 dedy

o t

(0

est uniforme, finie pour s finte, régulicre & linfini, donc égale a
un polynome. Lie vésidu de (2) par rapport au I'y déduit de € est
égal au résidu & Dinfini de ce polygone multiplié par 2w/, donc
nul également. Ainsi (2) ne peut acoir de résidus que par rap-
port aur Uy déduits des C; non invariants.

Remarquons que si (; est invariant, m(; l'est aussi. On en
conclurait facilement i Pinvariance de (3;, mais peu importe. Il est
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surtout ulile pour nous de savoir qu’il existe alors une courbe (;
de H., trace d’une surface de V,, telle que (V)

CjmvomCy+ ptlll; (mod 11y).

Ou voit de suite qu'il est possible de remplacer partoul C, par C;.
Réservant ¢ pour le nombre de Picard de \,, soit g celui des 1.
Disons en passant que ¢ est le nombre maximum de surfaces non
homologues en tant que U, de la variété (loc. cit.). De plus les traces
de telles surfaces sur une 1l donnent lieu a4 des courbes non

homologues (mod H). On en conclut que le nombre de C; distinctes
(mod1l.) est précisément g, Done enlin {e nombre de cyeles G non
invariants, distinets (mod 1) est égal @ 3 — z. Ce nombre est
ausst celui des résidus distinets de (2).

Je rappelle encore cette proposition fort importante que jai
démonteée (foe. eit., 1. 356) 1 Lorsque le 33 des sections hyperplanes
dépasse celur de N, 2 est égal a z. Un corollaire immédiat en est ce
résultat tees ntéressant @ Lorsque 1o gy des sections hyperplanes
dépasse celut de N, les inté grales de seconde espéce (2) 0'onl pas
de résidus. )

24. Pour achever la démonstration du théoréme fondamentatl
comme dans la Monographic, la seule difficulté possible se présente
(quand on veut démontrer ce théoréme :

Tucovene. — AL cwiste une intégrale tmpropre wayant que
des Y pour surfaces d'infini, a périodes arbitraires données par

rapport aux cycles U de la section 1.

Dans ses grandes lignes, ce théoréme a déjd été démontré dans
mon Mémoire des Transactions of the Am. Math. Soc., p. 33.
Je vais y vevenir pour préciser certains détails qui n’y avaienl é1é
qu'effleurés. ‘

Considérons d’abord 'intégrale double la plus générale attachce

(*) Voir mon Mémoive des Transactions of the American Mathematical

Society, p. 332, b
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all: )
(") / /\\’(.r. s O dedy,

infinie uniquement sur les courbes (:; . & distance finie. Jai étudic
jadis ces intégrales ('), et de mon travail on tire celte conclusion :
Les résidus relatifs & une des courbes en question sont les périodes
cycliques ct logarithmiques de Pintégrale abélienne la plus générale,
inlinie anx points €, 1., ainsi qud Pinfini (on ne considére
pour linstant que les C autres que la surface & linfini), avec
celte resiriction : Les résidus par rapporl & un point quelconque
(intersection de deux C sur H, ou point multiple de 'une) doivent
satisfaire & un certain nombre de relations lin¢aires et homogenes 2
coeflicients entiers.

Fin se vappelant la propriété caractéristique des 1,. on arrive &
celte conclusion : Il existe une intégrale (5) ayant par rapport @
chacun des eycles lindaives 17 C; (ou plutot par rapport & des tubes
de I, dout ces cycles sont les axes) un vésidu arbitraire donné. De
livon conclut a Pexistence d’une intégrale (5) a vésidu égal &+

—

. N T . N P .
relativement ,\_,‘il ’,’ C;, et au contraire & résidu nul relativement

aux cycles semblables correspondant aux autres valeurs de /.
Dans ces conditions
Jd ('
W dy
dz ‘/ ‘/ .

esl de seconde cspeéce a distance finie sur I, On peut appliquer &
une lelle intégrale le raisonnement du n® 11, Note I, de la
Monographic, qui exige sculement qu'elle se conduise comme unc
intégrale de scconde espéce A distance hi

Penistence de U, V, telles que

b, = / /fnu, ), 5 z)‘{'f:-{l-l;f'f~/-°
kY (% !
O O oWy
S G y  eares

\

nie. On en conclura &

oli R est infinie uniquement sur des H..

(") Quarterly Journal, vol. XLIX, 1917, p. 333-353.
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. ey . e YA I~/ .
Soit T la fronti¢re du voisinage de }.4' I C; sur . Puisque
s=o surles I'},

‘/. /‘ H_dl_;l\_)’_(fi: /" ‘ Wdady =,
'

iy

l J
/‘/‘f:.-o (k= 1),

Iintégrale T, ), est infinie uniquement sur des H; et a les o, pour
périodes relativement aux 1. Cecl démontre notre théoréme.

25. Co~cruston. — Ce qui précéde nous donne tous les éléments
de la déwmonstration du théoréme fondamental. L’extension aunx
intégrales A-uples d’une V, quelconque n’offre pas de difficultés
nouvelles.

Journ. de Math., tome UL, — Pasc. 111, 1924. 49



