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LE THÉORÈME DE M. PICARD. 34*1 

Le théorème de M. Picard, suites de fonctions holomorphes, 

fonctions méromorphes et fonctions entières. 

PAR H. MILLOUX. 

Les théorèmes que M. Picard a découverts en 1879, le premier sur 
les valeurs d'une fonction entière, le second sur l'indétermination 
d'une fonction uniforme dans le voisinage d'un point essentiel, ont fait 
naître une foule de travaux. 

M. Borel a donné, en 1896, une démonstration élémentaire du 
premier théorème. Une méthode analogue a été employée par 
M. Schotlky, en 1904, pour démontrer le second théorème. De nom-
breux travaux se sont groupés autour de la propriété que M. Landau 
a établie en 1904, et qui complète le premier théorème de M. Picard. 

La théorie des familles normales de fonctions, édifiée par M. Montel, 
a permis de faire une étude d'ensemble des fonctions analytiques à 
valeurs exceptionnelles, et elle s'est montrée très féconde. MM. Montel 
et Julia en ont déduit, entre autres, de nombreuses propriétés des 
fonctions uniformes au voisinage d'un point essentiel ; ils remplacent 
le domaine qui entoure ce point par une infinité de domaines partiels 
qui s'en rapprochent peu à peu, et substituent, à la fonction étudiée, 
la famille des fonctions obtenues en faisant la représentation conforme 
de ces domaines partiels sur un domaine fixe. 

Ces domaines partiels sont de forme connue ά priori ; ils ne dépen-
dent pas de la fonction considérée. Ce sont, par exemple, les cercles 
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homothétiques, par rapport λ l'origine, d'un cercle fixe, les rapports 
d'homothétic étant σ, σ4,..., σ\..., et σ un nombre li\e supérieur il 
l'unité. Il y a intérêt il réduire les dimensions de ces domaines partiels; 
la théorie des familles normales.de fonctions n'a pas permis jusqu'à 
présent de le faire. 

Dans le Chapitre II, j'applique directement le théorème de 
M. Schottky il l'étude, dans un domaine partiel D, d'une fonction 
méromorphe φ (s) il valeur asymptotique. Les dimensions du domaine 
partiel D sont plus petites que celles des domaines envisagés par 
MM. Montel et Julia, et elles dépendent de la fonction 9(3). J'obtiens 
des propriétés de la fonction 9(5) dans certains domaines D, au lieu 
de propriétés valables dans un ensemble de domaines partiels se rap-
prochant indéfiniment du point essentiel. Ces propriétés de la fonction, 
et les dimensions du domaine D, dépendent simplement de la manière 
dont la fonction 9(5^ tend vers sa valeur asymptotique sur le chemin 
de détermination, et, dans le cas d'une fonction entière, du maximum 
M (/*) du module de la fonction sur le cercle de centre origine et de 
rayon r. Les théorèmes de M. Julia, qui présentent un caractère 
qualitatif, se déduisent en particulier des résultats quantitatifs 
auxquels j'aboutis. 

Une inégalité découverte par M. Carloman m'a été particulièrement 
précieuse. Je l'applique, en outre, dans le premier Chapitre, à l'étude 
de certaines suites de fonctions holomorphes non bornées. 

Dans le troisième Chapitre, je m'occupe plus particulièrement des 
fonctions entières d'ordre fini. J'établis une propriété nouvelle de la 
croissance de ces fonctions dans des angles. Je retrouve et précise un 
important complément apporté récemment par M. llieberbach au 
théorème de M. Picard. J'applique brièvement ces diverses proposi-
tions il quelques fonctions particulières. 

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans deux 
Notes insérées aux Compte rendus de VAcadèmie des Sciences, le 
5 mars et le 28 mai 192'L 

Je tiens il remercier particulièrement ici M. tforel, qui a contribué 
pour une large part h l'orientation de mes recherches, et M. Montel, 
qui a bien voulu s'intéresser il ce travail et près de qui j'ai toujours 
trouvé le plus bienveillant accueil et une aide constante. Qu'il me soit 
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permis d'exprimer toute la reconnaissance que j'ai contractée envers 
MM. les professeurs de l'Université de Lille, pendant et après la dure 
occupation allemande, et envers MM. les professeurs de l'Université 
de Paris, qui, en réservant une bourse t\ un étudiant venu d'une autre 
université, lui ont permis de réaliser son but. 

CHAMTUK I. 

CONVKKGKNCK tt'UNK SUITK l)R FONCTIONS IIOI.OMOUIMIKS NON RORN&BS. 

I. Je rappelle d'abord une inégalité établie par M. Carleman : 

Soit un domaine limité par deicv segments de droite A Β el AC, 
faisant en/re etuv l'angle απ, et un arc de courbe de Jordan BC, dont 
tous les points sont situés à une distance de Λ inférieure à R. Soit, 
d'autre part * f\z) une fonction holomorphe dans ce domaine, continue 
sur la frontière du domaine, et dont le module est inférieur à M 
sur Λ Β et AC, et à m sur l'arc de courbe BC. En un point ζ de la 
bissectrice de l'angle A, intérieur au domaine, et situé à laι distance 
r de A, la fonction f {s) vèri/ie l'inégalité 

ι 

|f (c) < M t_(r/R ) m (rR 

2. Signalons deux applications de cette inégalité, que nous utilise-
rons souvent : 

i° Soit une fonction/^) bolomorpbe dans un cercle Γ de centre Ο 
et de rayon ι, et dont le module est inférieur à une quantité M supé-
rieure à ι dans le cercle, et à une quantité m inférieure à ι dans un 
cercle Γ' tangent intérieurement au premier, et passant par le point O. 
En appliquant l'inégalité de M. Carleman à un triangle ayant un 
sommet sur la circonférence Γ et les deux autres sur Γ', on obtient 
l'inégalité 

(1) | f(z) <M1 _ei meis 

valable dans le cercle de centre Ο et de rayon ^ ('). 

(l) Ou peut préciser le raisonnement de M, Carleman dans le cas où l'arc de 
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2° Soit uue fonction/(V) holomorphe dans un cercle de centre Ο et 
de rayon t, et dont le module est inférieur à une quantité M supérieure 
à ι dans le cercle, et à une quantité m inférieure à ι sur un arc de 
courbe continu, intérieur à la circonférence, et joignant le point Ο à 
un point Β de cette circonférence. Quitte à remplacer m par 2m, nous 
pouvons supposer, en raison de la continuité de la fonction /(V) dans 
le cercle, que cet arc de courbe est une ligne brisée sans point double. 
Choisissons les deux axes de coordonnées O# et Oy de façon que le 
point Β ait pour affixe ;=i. Parcourons la ligne BO dans le même 

sens à partir de B, et désignons par C le premier point d'abscisse 7 

rencontré sur cette ligne. Nous pouvons supposer que son ordonnée 
est positive ou nulle. 

Soient ζ un point quelconque du cercle de centre — ~ cl de rayon 

et A un point situé sur la circonférence de centre — - et de rayon - > r a * 2 

choisi de façon que Λ ζ soit la bissectrice de l'angle BAC. Appliquons 
l'inégalité de M, Carleman : la fonction f(s) vérifie, au point ζ, 
l'inégalité C? 

f(e) | <M e _s(inm si c 

Kn utilisant de nouveau l'inégalité de M. Carleman on obtient, pour 
le module de la fonction/(5) à l'intérieur du cercle de centre Ο el de 

ravon -> la limitation a 
(a) |/(5)1 < M» 

5. Je vais appliquer l'inégalité de M. Carleman à l'élude de cer-
taines suites de fonctions holomorphes non bornées. 

Soit /(s) une fonction holomorphe dans un domaine connexe 
borné D, et dont le module est inférieur à une quantité M supérieure 

courbe BG est un arc de cercle tangent aux deux. céués AB et AC, cl tournant sa 
convexité vers le point A; l'inégalité de M. Carleman est encore vériliée lorsqu'on 
désigne par H non plus la distance maxima, mais la distance minima de l'arc de 
cercle BC au point A. l'.n partant de cette propriété, on obtient l'inégalité 

|/(c)j<M>—s'st m—, 

valable dans les mêmes conditions que l'inégalité (1), et plus avantageuse. 
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à ι dans D, et à une quantité m inférieure à ι sur un arc de courbe 
continu C intérieur au domaine D. Traçons une circonférence inté-
rieure à ce domaine, et dont le centre est un point de Tare de courbe C. 
L'inégalité (2) est vérifiée dans la circonférence concentrique et de 
rayon moitié; en appliquant l'inégalité de M. Carleman, nous voyons 
que dans tout domaine fermé D'intérieur au domaine D, le module de 
f(z) est inférieur à λ ne dépend que de la configuration des 
domaines 1) et D', et de l'arc de courbe C. 

On déduil de ce qui précède le théorème suivant : 

Soitf\(z>)J\ (3) .../„("), ... une suite infinie de fonctions holo-
morphes dans un domaine connexe borne D, et qui converge uni-
formément,, sur un arc de courbe continu Ο intérieur au domaine D, 
vers une fonction f(z) boîomorpbe dans IL On pose 

I/O)—/»(3)1 <W« 

sur /'arc de courbe C. Soit M„ la borne supérieure de |/(r) — f
n
(z) 

dans D. Si, quelque petit, que soit le nombre positif ε, /'inégalité 
Mn< m-2est vérifiée ά partir- dé une certaine valeur de n, la suite 
de fonctions considérées converge uniformément dans le domaine 
ouvert D. 

Dans tout domaine ferme D' intérieur au domaine D, l'inégalité 

I/O)— /»(:■) \<f»l 

est vérifiée à partir d'une certaine valeur de //; λ ne dépend que de 
la configuration des domaines D et D' et de l'arc de courbe C. 

On peut supposer que l'arc de courbe C est un morceau de la fron-
tière du domaine D, à condition que les fonctions considérées soient 
continues sur cette partie de la frontière. 

Ce théorème généralise un théorème récent de M. Ostrowski ('), 
dont on obtient l'énoncé en remplaçant, dans l'énoncé précédent 
« arc de courbe C » par « domaine intérieur à D ». 

(') ÀI.KXANDKU OSTUOWSKI, Ueber vollstà'ndige Gebiete gleichmdssiger 
Koncergcnzvon Folgen analj'tischer l· anktionen (Abhandlangcn ans dem 
Math. Seminar dec Hcimburgischcn U/uversitdt, 13a η d 1, Hefl 3*4. 1022, 
p. 3-). 
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Λ. Dans le théorème précédent, nous avons supposé que la suite des 
fonctions/, (3),/*(3), ...,/,(3), ... converge sur un arc depourbe. 
Nous allons voir que la convergence uniforme est assurée dans le 
domaine D, lorsque la suite de fonctions considérée converge en une 
suite discontinue de points, satisfaisant à certaines conditions simples. 
M. Mon tel considérait comme probable l'existence d'un résultat de 
cette nature. 

Soit une suite de points 3,. 3*, ..., s*, ... rangés par ordre de 
modules décroissants. Une telle suite sera dite e.eponentiellemenf 
compacte, ιΓordre supérieur à 2, autour de son point limite O, si 
Ton a 

(3) loglog i . ** . ι " κΤΓΓΤχ » 
; —-A ΙΛ!»Α|) 

où F(M) est une fonction du même signe que u
i
 tendant vers zéro 

avec M, de même que!-^· Nous désignerons par Φ(Γ) la fonction 

inverse de F(«), considérée pour ν petit. C'est une fonction du même 

signe que e, tendant vers zéro avec t\ de même que ψ^· 

Nous allons établir une propriété simple delà suite de points consi-
dérée. 

D'après l'égalité (3), tend vers zéro avec 3*. Les points 

de la suite sont assez rapprochés et se succèdent régulièrement. Quitte 
à supprimer un nombre fini de ces points, nous pouvons supposer 13*| 
supérieur à la moitié de | 3*_, | à partir de k = ι. 

Proposons-nous de rechercher jusqu'à quelle distance du point 

limite Ο l'expression est supérieure ou égale à une quantité 

positive assez grande u.. En d'autres termes, recherchons le minimum 
i de k satisfaisant à l'inégalité 

(4) | zk zk-+1 xc%$ 

Cette inégalité n'est plus vérifiée pour k■ = ί — ι, de sorte que 

i I< 
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En utilisant l'égalité (3), on obtient 

:Ï | 5
(
 | > | 5,_, | > Φ ( Ï 1 ) \loglogp/ 

Oil 

(5) |zi| < (µ) log log µ 

La fonction ψ(μ) croît indéfiniment avec u, plus lentement que 
log log μ. Elle est déterminée lorsque la fonction F(«) est déter-
minée. 

En resume, l'inégalité 
' Ο 

i 
zk+1 _ zk=µ 

est vérifiée pour tous les points zk de la suite considérée, distants du 
point limite Ο de moins de 

ψ(,^ . 
loji Ιομ,α 

;>. Soit maintenant /(s) une fonction holomorphe dans un domaine 
connexe borné D, et dont le module est limité par M dans ce domaine. 
Soit z-

0
 un point intérieur à D, et situé à une distance de la frontière 

de ce domaine supérieure à d. Par application de l'intégrale de 
d Cauchy, on sait que si 3 est un point distant de 5,, de moins de - > 

on a l'inégalité 

(6) I/O) -/U>|< ^1 = — =.!· 

Supposons le module de la fonction /'(3) inférieur à m en une suite 
de points s,, z

21
 ..., sA., ..., exponentiellement compacte, d'ordre 

supérieur à 2, autour d'un point limite Ο intérieur au domaine D ou 
situé sur la frontière de ce domaine ; dans ce dernier cas, supposons 
en outre que la suite de points considérée est comprise dans un angle A 
intérieur à un angle A' intérieur au domaine D. En désignant par dk 

la distance du point zk à la frontière de D, nous ayons 

h étant une constante dépendant des angles A et A'. 
D'après les conditions imposées à la suite de points, le cercle de 
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centre ζΑ. et de rayon ^ contient à son intérieur le point 

Cette propriété est du moins vérifiée lorsque k est assez grand. En 
supprimant un nombre fini de points de la suite, nous pouvons la sup-
poser vérifiée à partir de k = ι. 

Appliquons l'inégalité (G") en prenant pour point le point et 
pour point r. un point quelconque du segment de droite Nous 
obtenons l'inégalité 

1/(0-/(=*)~ · -A· 

Par hypothèse | /*(3λ. ) | est inférieur à m. Si l'inégalité 

, ν z/, Α Μ Λ 
(7) τ Γ" > -ττ = ίΑ 

-•ki-ι—-λ· w< 

est vérifiée, le module de f(z) est inférieur à ·ιηι sur tout le segment 
de droite zA. r

A+1
. D'après le résultat obtenu au paragraphe précédent, 

Γ inégalité (7) a lieu pour tous les points z
A

. situés à une distance du 

point limite Ο inférieure à lot>JL' ^
0lt 5
'Ρ°*

η
* 1

e
 P^

us éloigné de O, 

pour lequel l'inégalité (7) est vérifiée. Traçons un cercle de centre :?,· 

et de rayon i—· Ce cercle est intérieur au domaine D. Sur une ligne 

brisée partant du centre r7 et aboutissant à la circonférence, le module 
de ,/(s) est inférieur à 2m. En vertu de la deuxième application du 
théorème de M. Carleman, que nous avons faite au n° 2, nous avons, 

dans le cercle de centre et de rayon l'inégalité 

|/(0 1 < M M'· 

dès que M dépasse une certaine valeur numérique. 
Traçons, dans le domaine D, un domaine convexe D, contenant à 

son intérieur tous les cercles de centres zA. et de rayons--·; supposons 

ce domaine D, assez petit pour que ses dimensions soient inférieures 
à 1, et construisons, à l'intérieur de D,, une circonférence fixe C; ce 
sera par exemple la circonférence concentrique à la plus grande cir-
conférence contenue dans D,, et de rayon moitié. |/(s)| est inférieur 
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à M dans D, et à Mm' M dans la circonférence de centre 3, et de 

rayon En appliquant l'inégalité de M. Carleman, nous voyons 

que l'inégalité 

|f(z) < M m e _eon-_dzi, 

est vérifiée à l'intérieur de la circonférence C; a est une constante ne 
dépendant que de la configuration du domaine D,, et par suite du 
domaine D et de la suite de points. 

De la circonférence C, on passe aisément à un domaine fermé D' 
intérieur au domaine D. Dans un tel domaine, la fonction /(s) vérifie 
l'inégalité 

1/(5)1 <M ,;'' 

où λ ne dépend que de la configuration des domaines D et D'. 
D'après les résultats du numéro précédent, | z,\ est supérieur à 

µ (*) log logµ lgo log 2M j m 2M h m 

Dans le domaine D', on a donc l'inégalité 

_Y log log M m llod 

tog |/( - ) | < log M e ' ^ log m. 

Supposons maintenant que la borne supérieure M de la fonction /(s) 
dans le domaine D ne soit pas trop grande par rapport à — · Plus pré-
cisément, supposons qu'entre ces deux quantités nous ayons l'iné-
galité 

logM<[*Uïg~J » 

α étant une constante positive. 
Dans le domaine D', la fonction /(s) vérifie l'inégalité 

log|/(;)|<[log-] 1/- dmgond_dozn 
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3Λ "| Η. ΜΙΙ.Ι.ΟΙ'Χ. 

ou 
il 

log |fz) donjY' Log 1 m ud (ons 

Pourvu que m soit assez grand, la fonction f(s) est très petite en 
module dans le domaine D\ 

(>. Du résultat précédent, on déduit le théorème suivant : 

Soit fgz) ffz) ... f„(z)... une suite infinie de fonctions holomor-
phes dans un domaine connexe borne D, et qui converge unifor-
mément rers une fonction f(z), holomorphe dans D, en une suite de 
points exponent tellement compacte, ιΓ ordre supérieur à 2, autour 
d'un point Ο intérieur à. D, ou situé sur la frontière de ce domaine: 
dans ce cas, on suppose en outre que les points de la suite sont com-
pris dans fut angle intérieur à un angle intérieur au domaine D. 
En ces points 

i/(5)—/»(-) I < "V 

Soit M„ la borne supérieure de | /'( 3) — /„( z) j dans le domaine D. 
«S/ l'on a 

log Mn log 1/mn 12-c; 

α étant une constante positive, la suite de fonctions considérées con-
verge uniformément vers f(z) datis le domaine ouvert D. 

Dans un domaine fermé D' intérieur au domaine D, on a. l'iné-
galité 

log |f(z) _ fn (z) | <log 1 m n ao] dm 

oit λ ne dépend que de la configuration des domainesX) et D' ; ifn
n
) 

est une fonction tendant vers zéro avec m„ ; elle est déterminée par 
la suite de points exponentielletncnf compacte, d'ordre supérieur à 2, 

autour du point limite O. 

Ce théorème donne une extension du théorème suivant de 
M. Yitali (·) : 

(J) Remarquons que le théorème de M. Vitali ne suppose pas la limite/(:·) 
holomorphe dans te domaine D. 
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Si une suite de fonctions holomorphes bornées dans un#dotnaine con-
nexe D converge en une infinité de points ayant au moins un point 
limite A intérieur au domaine D, elle converge uniformément dans 
tout domaine fermé D'intérieur au domaine D. 

M. Blaschke a montré que ce résultat subsiste si le point limite A 
est situé sur (a frontière du domaine D, sous certaines conditions que 
doit remplir la suite de points. Par exemple, si le domaine D est un 
cercle de rayon ι, en désignant par s,, 5

9
, ..s,,, ... les poinls où la 

Χ 

suite de fonctions converge a priori, le produit infini II | z„ | doit 
/I = l 

diverger ('). 
V 

CHAPITUK II. 

LES FONCTIONS MÎÎROMOKIMIKS A VA1.EIR ASYMPTOTIQUR, LES FONCTIONS ENTIERES 
HT U; ΤΗΚΟηίΐΜΚ DE M. IMC.VUl). 

7. J'utiliserai dans la suite le théorème suivant, dû à M. Scholtky : 
Soit /(s) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs ο et 1, 

dans le cercle de centre Ο et de rayon 1, et dont la valeur en Ο est an. 
Soit y le plus petit des nombres 

| log(i — Î7
0

) |Iog(?
0

|, log^i— Aj , 

les logarithmes étant pris avec leur valeur réduite Dans le cercle 
de centre Ο et de rayon la fonction/(s) vérifie l'inégalité 

log'l/(v)|<^ (»). 

M. Landau a démontré qu'une fonction holomorphe, ne prenant 

(') W. BLASCIIKF, lune Frweilcrang des Sa!zr< ro/i I itn/ί iiher Folgcn 
anafvdscher Fun/ctionen ( lie rich te dur Mathl*hys. Fiasse der Sdchstschen 
Gesel/sehaft der H iss, Xu Leipzig, Bd IAVII, 1910, p. 194). 

(2) C'est-à-dire avec une partie imaginaire comprise entre —υ et + ττ. 
(S) SCHOTTKY, Uaber den Picard\schen Sa tu; u/td die Boreischcn Unglei-

chungen (Sitz. der Kg. Âkadcmie der Wissensckaftetr Berlin, 190/1, p. ra44). 
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pas les valeurs ο et ι dans le cercle de centre Ο et de rayon ι, et dont 
la valeur «„ en Ο est inférieure en module à a, est, dans le cercle de 

centre Ο et de rayon limitée en module par un nombre fonction 

seulement de a. Cette propriété résulte aussi de la théorie bien connue 
des familles normales de fonctions, due à M. Montel ('). 

En rapprochant le théorème de M. Landau de celui de M. SchottUy, 
on obtient la proposition suivante : 

Soit/(s) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs ο 
et ι, dans le cercle de centre Ο et de rayon 1, et dont la valeur a

(
, en Ο 

est inférieure en module à un nombre α qui dépasse une certaine 

constante k. Dans le cercle de centre Ο et de rayon la fonction /(s) 
vérifie l'inégalité 

(S) log | /(-·)! < — 

v/|los(,_ï) 
et a fortiori 

log|/(~) I < ^ Va-

On peut prendre i65 comme valeur de la constante k. 
Donnons de brèves indications sur une méthode de démonstration 

qui conduit au calcul de k. L'inégalité (8) est évidemment vérifiée 

lorsque le nombre χ est égal à log^ 1 — ; il suffit donc de consi-

dérer les valeurs de «
0
 pour lesquelles y est égal soit à | log(i — a

{)
) | 

soit à |loga
0

|, donc inférieur à log^i — · U
n calcul simple 

établit que ces valeurs de sont situées dans le cercle de centre ^ et 

de rayon-· Considérons par exemple le domaine ci des valeurs de a
0 

pour lesquelles χ est égal à | log( 1 — a
0
) |. Ce domaine d entoure l'ori-

gine. Posons 
g'z) 1+ f (z); 

2 

(') Voir 1*. MONTKL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent 
des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Annales de l'Ecole Nor-
male^ 1912, p. 487 5 voir p. 5oo el 517). 
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Cette fonction est holomorphe et ne prend pas les valeurs ο et ι 
dans le cercle de centre Ο et de rayon ι. Il est aisé de voir que le 
domaine d'des valeurs g (o) correspondant au domaine d laisse à son 
extérieur les points ο et ι. Il est donc possible d'appliquer l'inégalité 
de M. Schottky à la fonction g(-), et l'on en déduit une limitation 
pour le module de /(*). 

Un calcul analogue est encore valable si y est égal à | log«
0

1. 

8. Soit/(3) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs α 
et b, dans le cercle C de centre Ο et de rayon ι, et dont la valeur en Ο 

est a0. La fonction g(z) = J'> égale à " au point O, ne 

prend, dans le cercle C, ni la valeur o ni la valeur i. 

Si les modules de«
n

, a, b et-r-^—sont inférieurs à un nombre A ' υ — a 
qui dépasse 10, on a, d'après les résultats du numéro précèdent, l'iné-
galité 

1/(01 < A-H i/VsA, 

et a fortiori l'inégalité 

(<>) l°81/(0 1 <aS8>5À, 

valable dans le cercle C de centre 0 de rayon 1*2 
On déduit de l'inégalité (9) le théorème suivant : 

Soil Ζ =/(s) une fonction holomorphe dans le cercle C de 
centre O et de rayon 1, et dont la valeur en O est inférieure en 
module à une quantité A qui dépasse 10. Si, dans le cercle C con-
centrique au cercle C et de rayon moitié, le maximum de log|/(-) 
dépasse 22S 3 A, on peut affirmer que la fonction f(~) prend dans le 
cercle C toutes les valeurs inférieures en module à A, sauf peut-être 
celles placées dans le voisinage d'une valeur a \ ce voisinage est cer-

tainement intérieur au cercle | Ζ a | = 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, la fonction f(z) aurait deux valeurs 
exceptionnelles, réalisant les conditions requises pour que l'inéga-
lité (9) s'applique, et cette inégalité est contraire à l'hypothèse. 
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9. Considérons, d'une manière plus générale, une fonction 
méromorplie dans le cercle C de centre Ο et de rayon i, ne prenant 
pas, dans ce cercle, deux valeurs a et b satisfaisant aux inégalités 

| a. ( < A, | b | < A. | a b — > ~ > 

et dont la valeur 9(0) = a0 au point Ο est inférieure en module à 

Supposons encore que A dépasse 10. Représentons, dans le plan 
des Z, les valeurs de 9(3;) et traçons deux cercles de centres a et h 

et de rayon -^· Ces cercles sont extérieurs l'un à l'autre. Suppo-
^ 

sons < 1 ; en d'autres termes, a est plus éloigné que h du a «0 

point a
0

. La distance de a à a9 est donc supérieure à > et le module 

de a est supérieur à ~. 

Si la fonction 9(3) a, dans le cercle C, une troisième valeur excep-
tionnelle c extérieure aux petits cercles de centres a et b, celte 

fonction vérifie, dans le cercle C'de centre Ο et de rayon l'iné-

galité 

1 1 2·» Λ ( I Ο ) ; —-f" — (■' ο [ζ) — αα 

En eilet, la fonction 

f(z) = 1 q(z)à _ a+1/2 _ b (a(b_a) : b_c (c_a)(b-a)= q(z) q(z) c; c; -ncldikdkj 

holomorphe dans le cercle C, ne prend, dans ce cercle, ni la valeur o, 

ni la valeur 1. Sa valeur en Ο est égale à -—— · -—dont le module 0 a — αύ c — b 
I ^ 

est inférieur à I T Faisons varier c extérieurement aux cercles de 
I c — b 

centres a et b et de rayon-^· Le maximum de ^ ^|» obtenu lorsque c est 

situé sur la droite joignant a et est égal à 1 -t- A | b — «| et par 
conséquent inférieur à 1 -t- 2 A2, quantité supérieure à iG5 (puisque A 
dépasse 10). La fonction /(3) vérifie donc, dans le cercle C', l'iné-
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gai ilé 
|f (z) < e2 1+ 2eco: 

Par su île : 

1 I H (' — H I A* —— - ç 
o{z ) -· a a ^ α( Λ — a ) c — ο \ l> — a \ ' 

D'après les conditions imposées à a, h et e, le maximum de
 a

^[_
a

^ 
, , 5 . ι · j c — b ι ^ , . , ι ■+■ \ (b — a) . est égal a-A; celui de . est égal a ; et par 5 2 7 c — a ο — α ° υ — a r 

suite inférieur à fjA. Il en résulte que dans le cercle C 

_J— + - < ~ Λ + - Λ,.·"'/1+"' 
φ ( c. ) — Ο (7 2 2 

A dépassant ίο, a fortiori l'inégalité (10) se trouve vérifiée. On 
déduit immédiatement de là le théorème suivant : 

Soit Ζ = 9 ( - ) uni' fonction méromorphe dans le cercle C de · 
centre Ο et de rayon i, et prenant en Ο une valeur «0

 de module 

inférieur (A étant supposé supérieur à to). Elle vérifie 

nécessairement lame des trois propriétés suivantes : 
i° Les valeurs que ne prend pas la fonction 9(3) dans le cercle C 

sont extérieures à la région du plan des Ζ comprise entre le 
cercle Γ de centre origine et de rayon A et un petit cercle de 

rayon intérieur au cercle Γ. 

20 Ces valeurs sont toutes situées dans deux petits cercles de 

rayon ~ extérieurs fun à Vautre, et intérieurs au cercle Γ (1 ). 

3° En désignant par a la valeur exceptionnelle, inférieure en 
module à A, la plus éloignée de la fonction 9(0) vérifie, dans 

(') Les propriétés i°et s0 nesont pas distinctes lorsqu'on fait la représentation, 
par inversion, du plan des Ζ sur une sphère. On peut dire encore que lorsque la 
fonction /(c) vérifie ces propriétés, il est impossible d'extraire des valeurs que 
cette fonction ne prend pas dans le cercle G. trois valeurs b, c formant un 

triangle dont les côtés sont respectivement supérieurs à —1 ~ et 
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le cercle C' de centre 0 et de rayon | > C inégalité 

(10) I I < e 25aa; 
φ ( ν ) — a a 

10. Ces préliminaires une fois posés, nous allons aborder l'étude 
des valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes pourvues d'une 
valeur asymptotique. Nous distinguerons les deux cas d'une valeur 
infinie ou d'une valeur finie que nous pourrons supposer nulle. 

Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant : 

I. Soit Ζ = φ (ζ) une fonction méromorphe ayant une valeur 
asymptotique nulle. Soit p. (/·) une fonction du module /* =| £ | crois-

sant indéfiniment, en restant inférieure à j ^^ |
 sur le chemin 

de détermination zéro. Posons : 

Α(/·) = [logpi/·)]1-8, '/(/·) = gloglogp(/·), 

ε étant une constante positive, inférieure à ι, et aussi petite que Γοη 
veut. Lorsque | est assez grand pour que o.(r) dépasse une cer-
taine constante dépendant uniquement de ε('), la. fonctionnez) 
vérifie nécessairement l'une des deux propriétés suivantes : 

i° Dans la couronne circulaire d'épaisseur dont la circonfé-

rence médiane est | s | = /·, on a Γ inégalité 

(II) logI φ(5) I < — [Ιο§Μ'·)]'~ε· 

Ί° il existe au. moins un cercle C(/·) dont le centre est sur la cir-
8 7Γ Γ 

conférence | ζ | =. /·, et dont le rayon est égal à dans lequel la 

fonction φ (ζ) prend : 
ou bien toutes les valeurs inférieures en module à A (/·), sauf 

peut-être dans le voisinage d'une valeur «(/'); ce voisinage est cer-

tainement intérieur au cercle | Ζ - a I = . / , : 
ι ι A( /·) 

3Vi 

(') Par exemple lorsque Ιο»μ(/·) dépasse e 2 , 
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Ou bien toutes les valeurs, infinie et finies, sauf peut-être dans 
le voisinage de deux- valeurs a(r) et b(r) de modules inférieurs 
à A(/·). Ces voisinages sont intérieurs respectivement aux cercles 

|Z-a| = I A= ia-M = xfô· = UI| d"': 

11. Si, la fonction Ζ = φ( ~) aune valeur asymptotique infinie, ce 
qui précède subsiste, en désignant par p. ( r) une fonction croissant 
indéfiniment, en restant inférieure à |φ(-)| sur le chemin de 
détermination infinie. ϋinégalité (11) doit être remplacée dans ce 
cas par l'inégalité 

(12) log | φ(-) I > [logfJ.(/·)]
1
"

3
· 

11. Examinons d'abord le cas où la fonction méromorphe 9(3) 
possède un chemin L de détermination zéro. Soit M, l'un des points 

Ci c+1 ci dCON M2 D23C65C 

du chemin L situés à la distance r de l'origine. Traçons un cercle de 

centre M, et de rayon 8/·sin ~^·> puis l
es cercles déduits de celui-ci 

par des rotations égales à (le — 1, 2, ..., q) autour de l'origine ('). 

Nous obtenons ainsi une suite de q cercles C, C
2
... 07

, de centres res-
pectifs M,Ma...Mf, dans lesquels nous allons étudier la fonction 
méromorphe 0(3). Construisons aussi les cercles C

1?
 C

2
, . ..,C^ et 

(') On supposera clans le raisonnement q entier. Dans le cas où q n'est pas 
entier, 011 peut encore désigner par q(r) le plus grand entier contenu 

£ 
dans - log log/α ( /*)-

Journ. de Math., tome III. — Fasc. IV, 1924. /j8 
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C'„C'ô,.. .,Ç;
 concentriques aux premiers et de rayons moitié et quart. 

Chacune des circonférences C· passe par les centres des circonférences 
voisines CI_, et CJ+I. 

Nous allons supposer que la fonction φ (s) ne vérifie pas les pro-
priétés 2° du théorème précédent, et montrer qu'elle vérifie nécessai-
rement les propriétés i°. 

Dans ce cas, en effet, soit a,· l'une des valeurs exceptionnelles, infé-
rieure en module à A(/·), de la fonction y(z) dans le cercle G,·. Il est 
clair qu'il existe une deuxième valeur exceptionnelle h

n
 extérieure au 

cercle de centre «,et de rayon et de module inférieur à A(/,v); 
et une troisième valeur exceptionnelle e,· distante de chacune des deux 

premières de plus de ^"[7)· 
Nous désignerons par a, la valeur de φ ( ζ) au centre M,· du cercle C, ; 

d'après ce qui précède, il existe certainement une valeur exceptionnelle 

distante de a, de plus de : nous désignerons par a{ une telle 

valeur (' ). Si Ι α,·I est inférieur à * ,» Ι α·. I est supérieur à —rV-r· N J 1 '· 2 Λ ( /' ) Γ 2 A ( /' ) 
Etudions d'abord la fonction 0(3) dans le cercle C,. La fonc-

tion . * h — est holomorphedans ce cercle: la valeur a, de <5(z) φ(z) — a, ax
 r ' « « \ / 

au centre de C, est inférieure en module —et a fortiori à Λ 1 p(r) ·' aA(/') 
lorsque p.(/·) dépasse 2, d'après la valeur de A(/·). Utilisons les 
résultats du n°9 : la fonction 0(3) vérifie, dans le cercle C,, l'iné-
galité 

(la)' -η—r +- <eaMA,n. 
<p(s)— a, a, 

Le long de la partie du chemin asymptotique L issue de M,, la 

fonction . / h — est voisine de zéro. Son module est en effet 

inférieur à 
__L_ : ί L L·. 
p(r) 2 A (/') |_2A(/') p(/')J 

cla fortiori à ^ lorsque p.(r) dépasse 

(') Nous supposerons aussi | α,·—α,· | supérieur à | 6,— «,·]. 
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La fonction -7—^ h —est donc bornée dans le cercle C
n
 et sa ψ ^£ J — ilj ft] 

borne supérieure est fournie par l'inégalité (12)'. Elle est trèspelite 
d'autre part sur une ligne issue du centre de G', et aboutissant à 
la circonférence. C'est le moment d'utiliser la deuxième application 
que nous avons laite, au n° 2, de l'inégalité de M. Carleman : dans le 
cercle C'j, la fonction φ (ζ) satisfait à l'inégalité 

—— h— ^ 2»À(/·) Γ'.ΐΛ*('·)" <e
fcVA(/-)-e"-«lo

gl

Ji r) 
<?(=)-«, ο, <«

 ί'ΤψΤΊ 

et a fortiori : 

(13) |1 q(z) _ q1 + I q dp,< e_ielog µ (r 

lorsque p.(/') dépasse une constante convenable, qu'on peut prendre 
égale à 

fil c 1 
e · 

De l'inégalité ( 13) et de l'inégalité | as | > on déduit la limi-

mitation suivante : 

(I-») l°a !?(-)!< — e- ; âlogp(/·) — — lugp·! (/·). 

En résumé, l'inégalité (14) est vérifiée si p.(/·) dépasse une constante 
convenable dépendant de ε. Nous sommes en possession d'une limite 
supérieure de |<ρ(-)| dans le cercle C[. Nous allons en déduire de 
proche en proche, en supposant {/.(/') assez grand, une limitation 
pour | Φ(^) | dans la suite des cercles Cj,Co,..., CJ,..., CJ. 

Supposons la limitation | φ(-) | < j^Ty acquise à l'intérieur du 

cercle CJ et précisons la relation entre et p.,·+.,(/·). Dans le 
cercle C^, la fonction φ (s) admet trois valeurs exceptionnelles 
a

n
 bhCi. Lorsque l'inégalité 

(l5) μ<(Γ) > 2 A(/') 

est vérifiée, la valeur de <p(s) au centre Mf+i de C
t+J est inférieure 

à » et la fonction <p(-) vérifie dans le cercle C'
t+

,, d'après les 
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résultats du n° 9, l'inégalité 

! h _i_ < e
S«A(H

t φ (s) — a,+i «i+i 

La fonction φ (5) est petite dans le cercle C". Si Ton a 

(ίο') μ,·(/·) > àÀs(/·). 

le module de la fonction . . 1 h —est inférieur à V V dans 
©(5)— i/H.| ι//-,, ι ,u/(r) 

le cercle C" ; utilisons la première application que nous avons faite, au 
n° 2, de l'inégalité de M. Carleman : nous obtenons l'inégalité 

I μ 1 < ) [i «— I — «· Ίομ μ
 (

»·ι 
φ(ν) — a

t
-.
hl α,·+ι 

valable dans le cercle C"H. Supposons le deuxième membre de l'iné-

galité précédente inférieur à ce qui a lieu lorsque l'inégalité 

(15) %(r) < d,eo,d 

est vérifiée. Nous en déduisons, pour le module de la fonction ç>(;) 
dans le cercle CJ.H, la limitation 

(16) Iog| φ(3) | < '.î-*·'>-(ι —·') Λ (/·) — <> :i log μ,·(/·)=— log μ,·-Η (/·). 

Cette limitation a été obtenue en supposant vériliées les inégalités 
(i5), (i5') et (i5"). La dernière entraîne d'ailleurs les deux premières. 
Nous sommes donc en possession d'une relation entre μ,·

+ι
 (r) et μ, (/·). 

Le calcul de μ,·(/*) par récurrence donne 

log μ,(Λ) = e-5('-,) logpt(r) — a"»a[i — Λ(/·). 

Portons dans cette égalité la valeur de μ, (/·) fournie par le deuxième 
membre de l'inégalité (i4)> et remplaçons A(/·) par sa valeur en 
fonction de μ(7')· Nous obtenons 

l°gM'·) = e-37~s/ 1ο«μ(/·) — J [log μ(/')]'- î. 

μ,·(/·) décroît lorsque i, croît. L'inégalité (i5") sera donc vérifiée pour 
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toutes les valeurs de i inférieures à q si elle Test pour 

ί'=</ = Π loS,0S/*('')· 

D'après cette valeur de <y, on a 

log^,,(/·) > e :ΐ:|Ίοο·μ(/·)]1 — aâ!,»*[log μ(/·)]1 " S 

et un calcul simple montre que l'inégalité (10") est vérifiée si logp.(/·) 
.r,:i 

dépasse c 1 . . I fortiori, lorsque logu.(/·) dépasse cette valeur, on a 

h'SMO > IDsM'')]1"' (/'--ι, Ά, · · ·, 7 ). 

Dans tousles cercles C], et par suite dans toute la couronne circu-
laire balayée par ces cercles, la fonction φ(;) a son module limité par 

1 µ (r) <e logµ din_d1 

Le théorème I du n° 10 est donc démontré ('). 

•l!î. Dans le numéro précédent, nous nous sommes servi de diverses 

inégalités vérifiées par les fonctions . ' h — ; ces inégalités sont S 1 o(z) — (tf (lj Ό 

dues soit à l'existence de trois valeurs exceptionnelles ahbhch de la 
fonction 0(3) dans chaque cercle C,·, soit à la petitesse des modules 
de ces fonctions sur le chemin L (dans le cas où / = 1) ou dans les 
cercles C').., ( / = 2, 3, 

Dans le cas d'une fonction 9(3) à valeur asymplotique infinie, les 

fonctions ——- jouent le même rôle, et le raisonnement du numéro φ ( s ) — a,· J 7 

précédent s'applique mu talis mal audi s. 

15. Considérons une valeur a différente de la valeur asymplo-
tique ω de la fonction méromorphe 9(3). D'après le théorème de 
AYcierslrass, il existe une suite de points de modules /·,, r

a
, ..., r„,... 

(') Au lieu de faire dans le même sens le tour du cercle | .5 I = r avec les 
cercles (1/, nous aurions pu faire un demi-tour dans un sens, et un demi-tour 
dans l'autre sens ; <j aurait été diminué de moitié. 
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indéfiniment croissants, en lesquels la fonction ο (;) s'approche indéfi-
ni i m e il t dec/. 11 est clair que pour les valeurs de /-égales à /·,, /·

2
, ..., /■„,..., 

la fonction ç(s) ne peut, vérifier l'inégalité (ι i) si la valeur asympto-
lique ω est égale à zéro, ou l'inégalité (1-2") si celle valeur est infinie. 
La fonction o(z) vérifie nécessairement les propriétés 20 du théorème 
sur les valeurs exceptionnelles, établi au n° 10 ; il existe une suite de 
cercles 0(/·,), C(r2)} ..., C(/'„), ..., dans chacun desquels ç(s) 
remplit des régions de plus en plus étendues du plan des Z. On peut 
dire que le cercle G(y-„) est un cercle de remplissage soit pour le 
cercle Γ, du plan des Z, de centre origine et de rayon \ (/'„), sau f 
peut-être pour une région exceptionnelle intérieure à un cercle γ de 

rayon ^ y soif pour tout le plan des Z, sauf peut-être pour deux 

régions exceptionnelles intérieures respectivement à deux 

cercles γ, et γ., de ravon τ-,—τ» intérieurs au cercle V. 

Supposons, pour fixer les idées, que la valeur asymptotique ω soit 
égale à zéro. Il résulte de la démonstration du n° I l que si l'inégalité 

(M) LOG | Φ (5)| <— logf*(/·)]1"6 

n'est pas vérifiée sur le cercle | s | = /·, il existe un cercle de remplis-
sage C(r) possédant ci son intérieur soit un cftemi/i sur lequcl\y(z)\ 

est inférieur d —soit une circonférence dont le rayon est le J
 tu(r) ·' 

quart de celui de C(/*,.), et qui passe par le centre de Cgr), à 
Γ intérieur de laquelle l'inégalité (11) est vérifiée. 

Ce dernier cas se présente lorsque le cercle C,, dont il est question 
au n° 11, 11'esl pas un cercle de remplissage. Lu désignant par C, le 
premier cercle de remplissage rencontré, l'inégalité 1) est valable 
pour les cercles C", Cj, ..., C-_,. Lu particulier cette inégalité est 
vérifiée sur un chemin issu du centre M, du cercle de remplissage C,· et 
aboutissant à la circonférence. Nous utilisons plus loin cette remarque. 

1 1·. Λ(/·) est une fonction croissant indéfiniment avec r. Dans une 
suite de cercles de remplissage, séloi gncinl indéfiniment, la fonction 
9(3) prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au plus. Il 
n'y a réellement deux valeurs exceptionnelles que si les régions 
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exceptionnelles qui correspondent à chacun des cercles de remplissage, 
et qui se rétrécissent à mesure qu'on s'éloigne indéfiniment, enve-
loppent deux points fixes, dont l'un peut être l'infini. 

Récemment, M. Julia a démontré, dans de beaux Mémoires ('), des 
llicorèmcs généraux sur les valeurs exceptionnelles des fonctions 
entières ou des fonctions méromorphes pourvues de valeur asymp-
loliquc. C"s théorèmes, dont la démonstration est basée sur les 
propriétés des familles normales de fonctions, peuvent être résumés 
par la proposition suivante : 

Soit un domaine Λ ayant l'une des formes suivantes : 

i° bonne A,, constituée par un angle d'ouverture arbitrairement 
petite, et plus généralement, par un domaine balayé par une courbe 
fixe s'éloignant indéfiniment, dans une rotation arbitrairement petite 
autour de roriinne. Ο 

2° bonne A;,, constituée par l'ensemble des circonférences déduites 
d'une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n'enveloppant 
pas l'origine, au moyen des transformations s, ..., ;σ", 
σ étant un nombre complexe de module supérieur à i. 

3° bonne A
:l

, constituée par l'ensemble des circonférences déduites 
d'une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n'enveloppant 
pas l'origine, au moyen des transformations ~, :σ,, ....., 
où la suite σ,, ..., σ

Η
, ... est une suite quelconque de nombres 

complexes dont les modules croissent indéfiniment de fa<;on que 

3 <an+1 do< d; 

Ο étant un nombre fixe indépendant de Λ. La forme est un cas 
particulier de la forme A

;)
. 

Ceci posé, il existe un domaine A, du plan des dans lequel une 
fonction nièromorphe φ f -) possédant une valeur asymptoti.que 
prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au plus. 

Il est aisé de déduire, comme cas particuliers du théorème quanti-
tatif établi au n° 10, les théorèmes qualitatifs de M. Julia. 

(L) G. Juua, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières ou 
méromorphes (Annales de Γ /école Normale, 1919, 1920 et 1921). 
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Remarquons que /c rapport, égal à d" rayon ιΓηη. cercle 

de remplissage C(/·) à la distance de son ciaitre à l'origine tend 
rers zéro lorsque r grandit indéfiniment. 

Considérons d'abord la demi-droite issue de l'oriinne, dont Ο ' 
l'argument est égal à Tun des arguments limites des centres 
z
t

, Jo, ..., z
it

, .... des cercles de remplissage. Lu vertu de la 
remarque précédente, un angle d'ouverture arbitrairement petite 
ayant cette demi-droite pour bissectrice contient à son intérieur une 
infinité de eercles de remplissage ; et, par suite, dans cet angle la 
lonction 9^) prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au 
plus. Le théorème de M. J ulia se trouve démontré lorsque le domaine Λ 
est constitué par un angle arbitrairement petit. Il se démontre de la 
même manière pour un domaine Λ, général. 

Désignons maintenant par.c,,.r
2

. ... les points ~ assujettis 

à être situés entre les cercles de centre origine et de rayons respectifs 1 
et; cr j. So it.r,..., r

nK
 une suite infinie extraite de la suite précédente, 

et convergeant vers un point ,r
0

. Construisons une circonférence c
0
 de 

centre .c
0
 et de rayon arbitrairement petit, puis les circonférences 

déduites de celle-ci par les transformations ζ.ζι....ζζ" Le rapport 
du rayon de l'une de ces circonférences à la distance de son centre à 
l'origine est un nombre fixe indépendant de η. Λ partir de η assez 
grand, on peut extraire de cette suite de circonférences une suite intinie 
île circonférences dont chacune contient à son intérieur un cercle de 

remplissage: ce sont elles qui contiennent les points z„x, ...,zn,; 
correspondant aux points .... (.bien déduit le théorème 
de M. Julia pour un domaine déformé JL. Lue démonstration ana-
logue est valable pour un domaine de forme A

:!
. 

lib 11 peut y avoir intérêt à réduire les rayons des cercles de rem-
plissage. Nous verrons, sur l'exemple de r , qu'on ne peut songer à les 

réduire à .—-—du moins pour toutes les fonctions méromorphes à 

valeur asymptotique. Nous donnerons, dans le cas des fonctions 
entières (la généralisation aux fonctions méromorphes étant immé-
diate), une nouvelle valeur, plus précise que celle du n° 10, du rayon 
d'un cercle de remplissage. 
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1(>. Abordons maintenant l'étude des valeurs exceptionnelles des 
fondions entières. 

D'après un théorème de M. Iversen, toute fonction entière possède 
un chemin de détermination infinie. Une conséquence immédiate de 
ce théorème est la suivante : toute fonction entière /(5) possède un 
chemin sur lequel elle croit plus rapidement que | z\"

y
 aussi grand que 

soit Tentier //; il suffit, pour le démontrer, d'appliquer le théorème 
de M. Iversen à la fonction entière 

/( - ) — "0— «
l
 3 —. . . — «„ S" 

~ri f-1 ~ ' 

<7
0

, a,, ..., a
n
 désignant les η -t- 1 premiers coefficients de la série de 

Τ ay lor représen ta η t /( ζ). 
Toute fonction entière f(z) peut donc être considérée comme fonc-

tion méromorphe à valeur asymptotique infinie, et l'on peut, appliquer 
le théorème 11 du n° 10, en faisant [/·(/') =/·". 

On ne connaît pas de relation entre le maximum M(r) de la fonc-
tion J\z) sur le cercle jr; =/·, et la fonction {/.(/·) caractérisant la 
vitesse de la croissance de cette fonction sur un chemin de détermina-
tion infinie. Cependant nous allons voir que le théorème II du //" 10 
est encore valable si Γοη remplace u.(r) par M (Y). 

Kiiellbt, la seule hypothèse introduite dans la démonstration de ce 
théorème est la suivante : sur un chemin L issu d'un point M situé à la 
distance / de l'origine, cl traversant une couronne circulaire d'épais-
seur convenable, 011 a j 5(3) | > p-0')i

 r esl suPP°sé fixe; pour ne pas 
prêter à confusion, remplaçons r par /·„. 

Soit f{z) une fonction entière dont le maximum M(r
e
) sur le 

cercle j 3 | = /·„ est atteint en un point P. L'ensemble des points où le 
module de /(3) est supérieur à i\I(/'„) comprend un domaine ouvert D, 
non borné, sur la frontière duquel se trouve le point P. Nous pouvons 
tracer dans ce domaine une ligne brisée L issue de Ρ et s'éloignant 
indéfiniment ('). Sur cette ligne, l'inégalité 1/(3) | > M(r0) est véri-

(') On peut même tracer les lignes L sur lesquelles le module de /(3) aug-
mente indéfiniment. C'est ee que M. G. Valiron a démontré dans une récente 
Note : Démonstration de Γ existence, pour les fonctions entières, de chemins 
de détermination infinie {Comptes rendus Acad. Se.. t. IGfi, p. OS-J). 

Journ de Math., tome III. — Fasc. IV, 1'.) 
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fiée, et. la démonstration du n° H s'applique lorsqu'on remplace u.(/*0) 
par M(/·„). 

Nous obtenons donc le théorème suivant sur les valeurs exception-
nelles des fonctions entières : 

Soif Ζ =f{z) une fonction entière dont le module maximum .sur 
le cercle | ; i = r est M(r). Posons 

\{r) — [logM(r) Ρ s; </(/·)= ^ log logM(/·), 

ε étant une consfunfc posit ice, inférieure à 1 et aussi petite que F ο η 
ο / ·> 

rent. Lorsque r est assez grand pour que log* log M (/·) dépasse > 

la fonction f{z) vérifie nécessairement Γ une des deux propriétés 
suivantes : 

i° Dans la couronne circulaire d'épaisseur y dont la circon-r q{r) 
férence médiane est la. circonférence | s | = /·. on a Finégidilé 

(·:) 1°δ|/(5) I > L'ogMt/·)]"-s : 

Il existe au /aoins un cercle C(r) (cercle de remplissage) dont 
le centre est sur la circonférence | r· | --- /·, et dont le rayon est égal 

à dans lequel la fonction f(z) prend toutes les valeurs infé-

rieures en module άλ(/'), sauf peut-être dans le voisinage d'une 
valeur (t{r).Pe voisinage est intérieur au cercle 

y
· — "! — ÂJT) ' 

17. On établit, comme pour les fonctions méromorphes à valeur 
asymptotique, l'existence d'une famille de cercles G (r) s'éloignant 
indéfiniment. Le cercle C (/·) est un cercle de remplissage pour le 
cercle Γ, du plan des Z, de centre origine et de rayon A(/·), sauf pour 

une région exceptionnelle intérieure à un cercle γ du rayon Cette 

région exceptionnelle existe réellement si le cercle C(/·) est intérieur à 
un domaine où la fonction f(z) ne prend pas une certaine valeur a. 
Tel est le cas, par exemple, des fonctions entières/'^) = es& dépour-
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vues de zéros. Si Ton désigne par M,(/·) le maximum de la fonc-
tion g(z) sur le cercle | 31 = r, il est clair que la région exceptionnelle 
relative au cercle de remplissage C(/ ) de la fonction/(3), comprend 
à son intérieur tous les points de module inférieur à 

Dans une suite infinie de cercles de remplissage, la fonction/(3) 
prend une infinité de fois toute valeur finie, sauf une au plus. Il n'y a 
réellement une valeur exceptionnelle a que si à chacun des cercles de 
remplissage correspond une région exceptionnelle enveloppant le 
point a. 

18. Γ η cas particulièrement intéressant est celui où ία fonction J\z) 
a une valeur asymptolique finie (') ou, plus généralement, possède 
un chemin sur lequel elle reste bornée. Dans ce cas, l'inégalité (17) 11e 
peut être vérifiée sur la circonférence | 3 | = /· : « chaque valeur de r 
correspond un cercle de remplissage. 

Le rayon d'un cercle de remplissage est égal à f
l(

r
) é'ianl une 

fonction croissante de r, le nombre des cercles de remplissage, exté-
rieurs les uns aux autres, qui sont compris dans l'anneau Y

n
 délimité 

par les circonférences j 3 | = a", | 3 | = ί" ' \ est supérieur à , · Le 

nombre des racines des équations /(") — a= ο situées dans l'an-
Λ · . f/ ( 'Ί") ... neau Γ„ est donc supérieur à /v^ · » pour toutes les valeurs de a inté-

rieures en module à à(2"), sauf peut-être au voisinage d'une valeur 
exceptionnelle a

(
 de a: ce voisinage est intérieur au cercle 

" Λ^· 

Nous retrouvons et précisons ainsi un théorème récent que 
M. Montel a déduit de l'élude des familles quasi normales de fonc-
tions (2\ et qui s'énonce ainsi : Si l'on considère une infinité d'an-
neaux Γ

Λ
, le nombre des racines de f équation /(3) — a contenues dans 

(') C'est le cas, eu particulier, d'une fonction entière dépourvue de zéros. 
('■*) P. MONTEL, Sur les familles quasi normales de fonctions holomorphes 

(Mémoires de l Académie royale de Belgique^ a° série, t. VI, p. 40). 
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chaque anneau n'est pas borné, sauf peut-être pour une valeur excep-
tionnelle de a. 

M. Montel démontre également le théorème suivant : II existe une 
infinité de cercles γ

Η
 homolhétiques par rapport à l'origine d'un 

cercle γ
0
 de rayon arbitrairement, petit, tels que les fonctions/( si - a 

aient, dans chaque cercle, un nombre de zéros qui ne reste pas borné, 
sauf pour une valeur exceptionnelle au plus. Ce théorème peut être 
précisé de la même façon que le théorème précédent. 

Soit en effet α un nombre positif arbitrairement petit; η étant assez 
/ T 

grand, on peut couvrir l'anneau Γ
Λ avec ~ cercles de rayons 2"a, de 

façon que chaque point de Γ„ soit intérieur à l'un au moins de ces cercles. 
Soient Cj, ..., ces cercles et e',, ..., les cercles concentriques cl 

'oc-

de rayons doubles. Lorsque η est assez grand, le rayon d'un cercle de 
remplissage situé dans l'anneau Γ

Λ
 est inférieur à 2"α. Plus précisé-

ment, il existe au moins un cercle cf (appelons-le γ'
Η
) qui contient à 

son intérieur au moins a ̂  ^ cercles de remplissage extérieurs les 

uns aux autres. Ceci posé, pour démontrer et préciser le théorème de 
M. Montel, il suffit de considérer les points P

M
 homothéliques par 

rapport, à l'origine des centres des cerclesγ'
Μ
 et situés dans l'anneau Γ

0
 ; 

puis de tracer un cercle γ
0
 ayant pour centre un point limite des P„ et 

pour rayon 4a. Les cercles γ,, γ2. ..., γΑ, ..., homolhétiques du 
cercle γ

0
 par rapport à l'origine, les rapports d'homothétie étant 2, 

22, ..., 2a, ... jouissent de la propriété signalée par M. Montel, 
puisqu'on peut extraire de ces cercles une suite infinie de cercles con-
tenant à leur intérieur des cercles y'

w
 et, par suite, les cercles de rem-

plissage qui sont, intérieurs aux γ'„. Dans chacun des cercles γ', l'équa-
* * · j^ - Λ f rj/t \ ^

 # tion f(z) — a = ο a —,, _ racines au moins, sauf peut-être pour une * C>'i 1. 
valeur de a au plus, à partir de η assez grand. 

19. Les fonctions considérées au numéro précédent possèdent un 
cercle de remplissage ('«(ri pour toute valeur de r. Lorsque cette 
propriété n'est pas vérifiée pour une fonction entière/(-), l'inégalité 

(17) log|/(s)|>[logM(r)]l-s 
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est vérifiée pour une suite /·,ι·2. de valeurs de r, augmentant 
indéfiniment. D'après un théorème connu de la théorie des fonctions, 
les équations/(?) — a = o, où | ct | est inférieur à | lojçM(/*

w
) J1"6, ont 

le même nombre de racines à l'intérieur de la circonférence | s | = r
n

. 
Nous avons le droit de supposer qu'entre les circonférences | - | = 
ei|ô| = r„, le minimum du module de/'(s) est borné (lorsque η varie). 
Le plan des 3 se trouve partagé en une infinité d'anneaux concen-
triques. A l'intérieur de l'anneau délimité par les circonférences 
| 3 j = r„_, et | 31 = la fonction j\z) prend un nombre égal de fois 
toute valeur de module inférieur à f log*M(/*„_,)J1 s. 

iiO. Soit /('·) une fonction entière dont le maximum sur le cercle 
I s j = /· est M(/·). Supposons r assez grand pour que loglogM(/·) soit 

3,3 ' 

supérieur à -4-· Nous avons établi l'existence de cercles de remplis-

sage. Ces cercles renseignent sur la position des racines de l'équa-
tion /(3) — a — ο. Il y a intérêt à réduire leurs rayons; nous allons 
développer une méthode permettant d'aboutir à ce résultat. 

Considérons une valeur de /· pour laquelle l'inégalité (17) n'est pas 
vérifiée sur tout le cercle | 3 | = r. Soit C(/·) le premier cercle de rem-
plissage (pris parmi les cercles C,, C.,, ..C,·, .... Cy) rencontré sur 
le cercle |s| = /· à partir d'un point où j./("-)l est maximum. Nous 
avons vu au n° 15 qu'il existe un chemin parlant du centre de ce cercle 
et aboutissant à la circonférence, sur lequel l'inégalité (17) est vérifiée. 

Nous allons étudier la fonction entière /'(3) dans le cercle C(/·), de 
la même façon que précédemment, dans le cercle 131 ~ /·, pour établir 
l'existence du cercle de remplissage C(r). La fonction /(3) prend, à 
l'intérieur de C(r), l'une au moins des valeurs ο et 1, par exemple la 
valeur zéro. Considérons le cercle γ,, concentrique à C(r), intérieur 
à ce cercle, et passant par une racine de l'équation f(z) — 0. Le 

rayon p, de γ, est inférieur à Soit M, le maximum de |/(s)| 

dans γ,. On a 
logM(> [logM(/·)] » 

si log log M, est supérieur à —, ce qui a lieu lorsque 
£ 

343 
log log MdO> φ— 
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le théorème du n° 1G est encore applicable. A (/·) et q(r) doivent être 
remplacés respectivement par 

A|= [log M !]l_6, 7,= ^loglog M, 

et l'inégalité (17) par l'inégalité 

log |f(z) > log Mi M1; 

Une telle inégalité ne pouvant être vériliée sur tout le cercle γ, de 
rayon p,, lequel passe par un zéro de/(3), on établit ainsi l'existence 
d'un nouveau cercle de remplissage Γ, dont le centre est sur γ, et dont 

le rayon est égal a —- < -—— · 
. . r/i V7i 

Sur un chemin issu du centre du cercle Γ, et aboutissant à la fron-
tière de ce cercle, la fonction/(s) vérifie l'inégalité 

log ly* (-)(>L'ïog-M
t
]Λ 

Ce cercle Γ, étant un cercle de remplissage, la fonction /(3) y prend 
l'une au moins des valeurs 0 et 1, par exemple la valeur zéro. On 
considère le cercle γ2 passant par une racine de l'équation /'(3) = o, 
intérieur et concentrique au cercle Γ,, et l'on opère de la même fnvon 
que pour γ,. 

Opérons ainsi de proche en proche, et admettons l'existence d'un 
cercle γ, de rayon p,·, passant par une racine de l'équation /(3) = o, 
et sur lequel le maximum de /(s) est égal à M,. Si l'inégalité 

(18) log log M, > 343 8 

est vérifiée, le théorème du n° 1G est applicable. On remplace M(/·) 
par M,; r par p,·; A(r) par A, et q(r) par </,. Dans le cercle de rem-
plissage Γ, dont l'existence est établie par ce théorème, la fonction/(3) 

prend l'une au moins des valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro (1 ). 
Sur un chemin issu du centre de Γ, et aboutissant à la circonférence, 
la fonction/(3:) satisfait à l'inégalité 

i°sl/(5) I > [logM,·]1-8. 

(*) La fonction /(s) peut prendre tantôt la valeur x.êro, tantôt la valeur un, 
suivant la valeur de î. La demonstration s'applique encore à ce cas. 
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On peut dotic tracer un cercle γ,
+ι

 de rayon pf+l, concentrique et 
intérieur au cercle Γ,, et passant par une racine de l'équation/(s) = o. 
Le maximum de |,/(s)l Slll> 1° cerclc γ,·

Μ
 vérifie l'inégalité 

log Mo +1 > log Mi à_ 

Le rayon p
<+

, du cercle γ
/4

_, est inférieur au rayon de Γ,, c'est-à-dire 

à Les inégalités et égalités suivantes 

logH,
+
,> [loSM,l'-=, ρ

ί+ι
< Ώί, 

f/i 

Λ,· = [log M,]
1-3

, q<= ^loglogM/ 

permettent de calculer par récurrence les quantités Mi} pn q, et A,·. On 
trouve ainsi 

logM,> [log M (/·)]"-", p,C'[ iJp- [, 

_ ε ( ι — ε) 2 log log M ( r) 

A,> [log Μ(/·)]ί1-Ξ1'<7<> g(* — O' log logM(r) 

(toujours en supposant l'inégalité (i8) vérifiée pour ι, 2, ... ι). Si 
l'on donne à i la valeur de l'entier η égal ou immédiatement inférieur 

à ^ en supposant ε inférieur à on obtient les inégalités 

l_i 
logM„>[logM(,·)]', P"<

 ;

 [g logl'ogM(,-)j~ ' (>9) 

A«> [log M (/·)] ', q
n
 > 77 l°g log M(/·). 

Ce groupe d'inégaiités n'est d'ailleurs valable que si l'inégalité (18) 
est vérifiée pour Comme M,. diminue lorsque i croît, il suffit que 
l'inégalité (18) soit vérifiée pour i = //, et, d'après la première inéga-
lité (19), cela a lieu si r est assez grand pour que l'on ait 

(20) log log M (/') =
 1
 ̂

2
 · 

Le rayon du cercle de remplissage Γ„ intérieur à γ„ est égala Û2L£î'j 
q η 
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il est donc inférieur à 
I 

13 7: ~ 17C) γ 
il [_s log log M (r) 

21. Nous avons supposé jusqu'ici que ε était une constante. Nous 
pouvons faire dépendre ε de /·, à condition que l'inégalité (20) soit 
vérifiée à partir d'une certaine valeur de r. Nous obtenons ainsi le 
théorème suivant : 

Soit Ζ = f(z) une fonction entière dont le module maximum .sur 
le cercle I ;| = /· est M (/·). Posons 

li ( /· ) = [ log M ( /· ) ]1 "sa·», />(/·) = —lp
 ,0

§' h>g M ( /* ), 

ε(/') étant une fonction de r tendant vers zéro avec y de façon que 
fine a; alité 
(20) i°g h>g M ~ ~7"'T s(r) 

soit vérifiée à partir d'une certaine valeur /,, de r. 
Lorsque r est supérieur à i\

n
 la fonction f(z) vérifie nécessaire-

ment ΐune des deux propriétés suivantes : 
i° Dans la couronne circulaire d'épaisseur -> dont fa circon-

férence médiane est la circonférence | ;| = /·, on a Ciné pâli lé 

i«g|/t5)l>l'iog.M(/-)!l"s('". 

20 Dans la couronne circulaire d'épaisseur> dont la circon-
féronce médiane est la circonférence | 3 | = /*, il existe au moins un 
cercle CY/N de rayon 

1 
2r 176 1di, 

11 ε( /·) log log λϊ\/·)_ 

dans lequel la fonction f (3) prend toutes les valeurs inférieures en 
module, à Β (/■), sauf peut être dans le voisinage d'une certaine 
valeur a(r); ce voisinage est intérieur au cercle | Ζ — a | = ^ (1 ). 

(') Un énoncé analogue csl valable pour les fondions niéromorplies à valeur 
asy mptoliq ue. 
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22. On peut fixer la forme de la fonction ε(/·). A chaque forme de 
celte fonction correspond un énoncé particulier du théorème pré-
cédent. Si Ton diminue la fonction ε(/·), on diminue le rayon du 
cercle C'(/·); par contre, on augmente l'épaisseur de la couronne cir-
culaire qui contient ce cercle. En d'autres termes, si l'on gagne en 
précision sur le rayon du cercle de remplissage, on perd sur la posi-
tion de ce cercle. 

Examinons en particulier le cas limite, où 

, ίο;.»· 
S log log ι\Ι (/·) 

en supposant naturellement r assez grand pour que ε(/·) soit inférieur 
à i. Ee rayon du cercle de remplissage C/(r) est égal à 

12r 11 176 137 kllog log M(r < r log M 'r})d 

k étant une constante numérique; on peut prendre X* = On peut, 

en serrant les calculs, obtenir une valeur de k supérieure à Mais, 

quelle que soit la méthode employée, on ne pourra jamais avoir, du 
moins pour foules les fonctions entières, une valeur de k supérieure ou 
égale à ι. Il est facile de voir en effet, dans l'exemple de <*% que le 
rayon du cercle de remplissage est supérieur à /| logM(#·)] ' : cette 
expression est égale à ι. Les valeurs de tr dans le cercle C de 
centre ,c

0
 -t- ΐγ

{]
 et de rayon ι ont leurs modules compris entre c*·"1 

et r*»4-'. Le cercle C ne peut être un cercle de remplissage au sens que 
nous avons attaché à ce mot : les valeurs de ez dans le cercle G ne 
peuvent, pour aucune position du point <r

0
 -h recouvrir dans le 

plan des Ζ des régions très étendues. 

2Γ>. Dans certains cas on peut, des propriétés particulières de la 
fonction envisagée, déduire des renseignements précis sur les cercles 
de remplissage et les régions correspondantes du plan des Z. C'est ce 

que nous allons voir rapidement sur les fonctions entières ez et ttt-t· 
1 (s ) 

iu Soit d'abord la fonction <r. Choisissons une fonction positivc/>(r) 
Journ. de Math., tome III. — Faso. IV, up'|. jo 
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croissant indéfiniment avec /·, et construisons les cercles C(/·) de 
centres ire t de rayons p(r). Dans chaque cercle C(r) la fonction ez 

prend toute valeur comprise dans le plan des Ζ entre les cercles de 
centre origine et de rayons respectifs ,)-7ri et '1_π! ('). Le 
domaine du plan des 3 extérieur aux cercles C(r) est partagé par celte 
famille de cercles en deux régions : dans l'une la fonction ez converge 
uniformément vers l'infini, lorsque \z\ augmente indéfiniment; dans 
l'autre, elle converge vers zéro. Il ne peut donc y avoir, dans ces 
régions, de nouveaux cercles de remplissage. 

20 Soit maintenant la fonction 

r(^^t'r'i-fl(, + s) e
~"' 

>ι=ζ 1 

où C désigne la constante d'Euler. De la formule bien connue 

Γ(5 + .) = -Γ(3) 
on tire immédiatement 

ί __ (3 — 1) (s — a)... (3 — n) 
V{s — n) ' Γ (s) 

Si 3 n'est pas un entier négatif, l__ tend vers l'infini avec n. 

Lorsque 3 tend vers zéro, τρρ-j lcnc^ vers un. Soit une suite de 

points 3, T., ... 3„..., tendant vers zéro de façon que 

| ~'ll ( ~·>1 1 ) · · · ( "H ) 1 

reste supérieur à une fonction croissant indéfiniment avec n. Par 

exemple prenons z
n

— - ^ ^—n)
 esL suP^rieur cn module 

à η ι. Les cercles C„ de centres ζ = — η et de rayons sont 

des cercles de remplissage. A l'intérieur de C„, la fonction s'an-

nule une fois, et sur la circonférence, C„, la fonction ττ^-τ· a son module 
1(3) 

(') La fonction ez vérifie la même propriété dans le rectangle, inscrit dans le 

cercle C(r), dont les sommets sont les points \ζ· — ± ^p'^r) — π- -+- /r ± iπ. 
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supérieur à τι — ι. Cette fonction prend donc une fois, à l'intérieur 
de C„, toute valeur inférieure en module à η — ι. 

L'étude de la fonction aux environs de l'axe imaginaire montre 

l'existence d'une autre famille de cercles de remplissage. Posons 
r = χ -h iy. D'après le développement en produit infini de la fonction 
envisagée, on a 

—L__ 4 /JL — c' ~y): ΪΓ(Μ·ν y *-.K ' 

de cette formule, et de la relation Γ(3 ι) = ^Γ(-), on déduit faci-
lement que tend vers zéro sur la courbe γ — ± ^ log.r. Considé-
rons le cercle G'( y) dont le centre est le point ; = iy et qui coupe la 

courbe / = ± ^log.c. La valeur de au centre de ce cercle aug-

mente indéfiniment avec y, et le minimum de ψ^-r dans le cercle 
J 1(5)| 

concentrique et de rayon moitié tend vers zéro. Le cercle C'(y) est 
donc un cercle de remplissage, et l'application du théorème de 
Scholtky donne aisément l'étendue de la région correspondante occupée 
par la fonction. Dans chaque cercle C'(y), cette fonction a une valeur 
exceptionnelle : la valeur zéro. 

Dans la région des χ positifs, extérieure aux cercles C/(j), la fonc-
tion γ~ converge uniformément vers zéro; dans la région des χ néga-

tifs, extérieure aux cercles C'(/) et aux cercles C„, elle converge 
uniformément vers l'infini avec s. Ces résultats se déduisent immédia-
tement des formules écrites plus haut. En dehors des cercles C„ et C'(v), 
il ne peut donc y avoir de cercles de remplissage. 

CHAPITRE III. 

SlIU LA CROISSANCE DES FONCTIONS ENTlfcRRS Il'oRDKR FINI 

KT LEURS VALEURS EXCEPTIONNELLES DANS LES ANGLES. 

2L Je donnerai dans ce qui suit quelques propriétés nouvelles des 
fonctions entières d'ordre fini, et en particulier je retrouverai et 
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préciserai un important complément apporté récemment par 
M. Bieberbach au théorème de M. Picard, .le commencerai par 
établir une propriété simple de la croissance des fonctions entières 
d'ordre fini, dans des angles. 

Rappelons d'abord et précisons quelques définitions : une fonc-
tion /(-) holomorphe dans un angle A est dite d'ordre ρ dans cet 
angle si, étant donnée une constante positive ε arbitrairement petite, 
les deux inégalités 

1/(5)1 |/(3)| >ί151'"' 

sont vérifiées, la première à partir d'une certaine valeur de |s|, la 
deuxième pour une suite de points tendant vers l'infini à l'intérieur 
de l'angle A. La définition s'étend à l'ordre d'une fonction sur une 
demi-droite, ou sur une courbe. 

Je dirai qu'une fonction est e/fecli\>emenl d'ordre ρ dans l'angle Λ 
si, outre les conditions imposées plus haut, celte fonction est d'ordre ρ 
dans un angle de même sommet, intérieur à l'angle A. 

MM. Phragmèn et Lindelôf ont déduit de leur principe bien 
connu (') le théorème suivant : 

S/" une fonction f (z) est holomorphe et cl ordre au plus égal Ù ρ 

(') Piiu.viîMîiN et Li.Mua.oK, Sue une eu-tension d'un principe classique de l'ana-
lyse (Acta math., t. 31, p. 38i). Le principe s'énonce ainsi : lîne fonction J'(z) 
monogène, régulière à l'intérieur d'un domaine T, a son module uniforme dans Τ 
et vérifie la condition | f(z) | < G 4- s (ε étant une constante positive arbitrai-
rement petite, et C une autre constante) dès que z, restant à l'intérieur du 
domaine T, est suffisamment rapproché d'un point ς du contour T, en exceptant 
les points d'un certain ensemble E. Supposons qu'il existe une fonction 
monogène w(z) régulière et différente de zéro dans T, et jouissant des 
propriétés suivantes : 

a. A l'intérieur deT, le module de ω (c·) est uniforme et inférieur ou égal à r. 
b. En désignant par σ et ε des nombres positifs arbitrairement petits, et i 

un point quelconque de l'ensemble E, on a | ωσ(«) f (ζ) 1 < G + ε dès que z, 
restant à l'intérieur de T, est suffisamment rapproché du point ξ. 

Dans ces conditions, l'inégalité |/(c)|ÎC reste valable pour tout point ζ 
intérieur à T; l'égalité est exclue si f(z) ne se réduit pas à une constante. 
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dans un angle A d'ouverture -> et si elle est bornée sur les côtés de 
9 

Vangle A, elle est bornée à Vintérieur de À. 

Soient r et rp les coordonnées polaires tie s. Considérons une 
fonction/(~) holomorplie et d'ordre ρ dans un angle A d'ouverture 0 

inférieure à -» défini par les inégalités —-'S ο Nous allons ρ r σ 3 — ι — ,, 

montrer que la fonction f {z) ne peut être d'ordre inférieur à ρ sur 
les côtés de l'angle A. 

Considérons en ellet la fonction auxiliaire 

F(c)r*"=? *y*(v), où r?~z e'?iP~s)\ 

elle est holomorplie dans l'angle A et sur ses cotés L. Choisissons la 
quantité positive ε assez petite pour que ρ — ε soit supérieur à l'ordre 
(supposé inférieur à p) de la fonction /'(-) sur les cotés de l'angle A. 

Lorsque φ varie de — ~ cos φ (ρ —ε) reste supérieur à la 

constante positive cos
 ~

2
 ̂  ^ ' ï

JÎl fonction auxiliaire L(^) tend 

donc vers zéro sur les cotés de l'angle A. Or, elle est d'ordre ρ dans 
cet angle. Ce résultat est en contradiction avec le théorème cité plus 
haut de MM. Phragmèn et Lindelof. On déduit de ce qui précède le 
théorème suivant : 

une fonction est holomorplie et d'ordre ρ dans un angle A, e 
d'ordre inférieur à ρ sur les côtés de. cet angle, l'ouverture de 

Γ angle A est supérieure ou égale à £ ('). 

(') Ce théorème s'étend aisément à un ordre plus général défini par 
M. Lindelof de la façon suivante : une fonction f{z) holomorplie dans un angle 
est dite d'ordre (ρρ,.,.ρ,,) dans cet angle si, étant donnée une constante 
positive ε arbitrairement petite, les inégalités 

|f(z)| < ero2log r) rP1 (oog(p) r pr+c 

I/O) I > e''""-'"" · · . (log""/·)?„—', 

où r désigne le module de s, sont vérifiées, la première à partir d'une certaine 
valeur de r, la deuxième pour une suite de points ζ tendant vers l'infini. Ceci 
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2il. Le théorème précédent s'étend au cas où l'on remplace 
l'angle A par un domaine Τ balayé par une courbe C issue de 
l'origine et tendant vers l'infini, dans une rotation autour de l'origine ; 
le cas précédent se présente lorsque la courbe C est une demi-droite. 

Soit donc C une courbe tendant vers l'infini, issue de l'origine, et 
qui n'est rencontrée qu'en un point par toute circonférence | z \ = /·. 

Faisons-la tourner d'un angle égal à —-— autour de l'origine, α étant 
D ° ο + α ο ' 

une constante positive quelconque, et soit C la courbe obtenue après 
cette rotation. Désignons par Τ le domaine balayé par C dans sa 
rotation. M. G. Valiron a construit une fonction G (s) satisfaisant 
aux inégalités 

Λι/·?+ 2 <log|G(5)1 < h,/ ' -

(//, et h.
2
 étant deux constantes positives) à l'intérieur du domaine T, 

et à l'extérieur de petits cercles ayant pour centres certains points des 
courbes C et (7 et pour rayons des fonctions de r tendant vers 
zéro avec ^ ('). 

Écartons légèrement les courbes C et G' par de petites rotations 
autour de l'origine, de façon à leur faire occuper des positions 
G, et G', extérieures au domaine T, et faisant entre elles l'angle —-— 

ρ + -

Nous pouvons, avec M. G. Valiron, construire une fonction II(r·) 
satisfaisant aux inégalités Ό 

λ λ 
/> 11'? ' < log | H ( c.) i < /.·, / ' ; 

posé, en considérant la fonction auxiliaire 

F ( c. )
 ==

/(;)
i
.-5?aop

5
)î'...(lo

e
wS)?'· \ 

et en suivant la marche exposée pins liant, on obtient la proposition suivante : 
Si une fonction est holomorphe et d'ordre ( pp,... o

(t
) dans un angle A, et. 

d'ordre inférieur à (pp,... p/() sur les côtés de cet angle, l'ouverture de 

l'angle Λ est supérieure ou égale à jL 

(!) Cl. Vai.iRON, Sur les chemins de détermination des fonctions entières 
(Hull, de la Soc. math, de France, t. 45, 1917, p. 153). 
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(A*, et A\, étant deux constantes positives), à l'intérieur du domaine T, 
compris entre C, et G,, et à l'extérieur de petits cercles qui n'em-
piètent pas sur le domaine T. 

Ceci posé, soit f(z) une fonction holomorphe et d'ordre ρ dans le 
domaine T. D'après le principe de MM. Phragmèn et Lindelof, il est 
impossible que cette fonction soit bornée sur les courbes C et C 
limitant le domaine T. Reprenons en effet les notations de la note i, 
page 36. L'ensemble Κ se réduit au point à l'infini. La fonction est 
la fonction II (z) dont il vient d'être question. Si la fonction /('·) 
était bornée sur C et (7, elle serait bornée dans tout le domaine T, 
et ne serait pas d'ordre ρ dans ce domaine. 

Plus généralement, il est impossible que la fonction f(z) soit 
d'ordre inférieur à ρ sur les courbes C et C. Supposons en effet qu'il 
n'en soit pas ainsi, et choisissons une constante positive ε arbitrai-
rement petite. Lcartons légèrement les courbes C et (7 par des 
rotations autour de l'origine, de façon à leur faire occuper des 
positions Ca

 et C
2
 extérieures au domaine T, et faisant entre elles 

l'angle -> qu'on peut écrire - Nous pouvons, avec 
(p_ p2/3+2/3 

M. (L "Valiron, construire une fonction (>(;) satisfaisant aux 
inégalités 

A,/ *< logj G(j) | < /ur? 1 

(Λ, et Λ
2
 étant deux constantes positives) à l'intérieur du domaine T2 

compris entre C
2
 et C

2
, et à l'extérieur de petits cercles n'empiétant 

pas sur le domaine T. 
Ceci posé, choisissons la constante ε assez petite pour que ρ — ^ 

soit supérieur à l'ordre de la fonction /(s) sur les courbes C et C/. 
La fonction auxiliaire 

F(z) = fF(z):; 

est bornée sur ces courbes, et d'ordre ρ dans le domaine T. Nous 
avons vu plus haut que de telles conclusions sont incompatibles : la 
fonction/(z) ne peut donc être d'ordre inférieur à ρ sur les courbes 
C et C.' 
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On déduit le théorème suivant : 

Soif un angle curviligne A formé par dear courbes tendant vers 
l'infini, se déduisant F une de Vautre par une rotation 0 autour de 
Vorigine. Si une fonction est holomorphe et d'ordre p dans 
l'angle A, et d'ordre inférieur à ρ sur les côtés de Vangle, 

l'ouverture 0 de l'angle A est supérieure ou égale à tu) 

2(>. Appliquons le théorème obtenu au n° 21 à la théorie des 
fonctions entières d'ordre fini. Soit f(z) une fonction entière d'ordre 

fini p. Si ρ est inférieur à ^ nous savons, d'après un théorème de 

M. NYiman, que sur une suite de cercles s'éloignant indéfiniment, la 
fonction f(z) satisfait l'inégalité 

,/(0i>«r,"\ 

ε étant une constante positive arbitrairement petite. 
Examinons le cas d'une fonction entière f(z) d'ordre ρ supérieur 

ou égal à Nous dirons que cette fonction est d'ordre ρ en une 
suite 3, 3._> ... z

n
 ... tendant vers l'infini, si elle satisfait en ces 

points aire inégalités 

h's!/Oi) >ί-ii'~s ···> i*s!/0«)i>i-«|p"S 

ε, ε
2
... ε

Η
 ... étant une suite de </nantîtes positives tendant vers 

zéro. 
Les points 3,, 3

2
, ..., z

Ht
 ... ont au moins un argument limite ω. 

Traçons le rayon A issu de l'origine, d'argument ω. Dans un angle 
d'ouverture arbitrairement petite, ayant pour bissectrice Δ, la 
fonction f\z) est évidemment d'ordre p. 

Considérons l'ensemble Ε (s'il existe) des rayons issus de l'origine 
sur lesquels la fonction/(3) est d'ordre inférieur à p, et de leurs 
rayons limités (sur ces rayons limites la fonction /(-) peut être 
d'ordre p). Supposons que Δ ne fasse pas partie de l'ensemble E, et 
désignons par Λ' le rayon d'argument 0 > ω, appartenant à E, et tel 

que l'angle ΔΟΔ' ne contienne pas de rayon de E. Sur tous les rayons 
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intérieurs à cet angle, la fonction/(3) est d'ordre p. Soit A" le rayon 
d'argument immédiatement inférieur à 0, et appartenant à K. 

L'angle A'OA" ne pent être inférieur à Supposons en effet, 

pour (ixcr les idées, que sur les rayons A' et A" la fonction /('·) soit 
d'ordre inférieur à ρ (s'il n'en était pas ainsi, on prendrait deux 
rayons très voisins de A' et A", sur lesquels f(zf serait d'ordre 

inférieur à p). Dans l'angle A'OA", la fonction f (z) est d'ordre p. 
Sur A' et sur A", elle est d'ordre inférieur à p. D'après le théorème du 

n° 2i, l'ouverture de l'angle A'OA" est supérieure ou égale à jj· 

Le cas où les rayons A' et A sont confondus (0 — ω) se traite d'une 
façon analogue, et l'on aboutit an théorème suivant : 

Soi/ une fonction entière J\z) dont l'ordre fini ρ eat supérieur 
ou égal () -■ l)<:signo/ta par ω un argument limite de pointa en 
lesquels la fonction est d'ordre p. La fonction f\z) eat d'ordre ρ aur 
toute demi-droite iaaue de l'origine O, et intérieure à un certain 

angle x, de sommet Ο et d'oucerture comprenant à son intérieur 

ou aur sa frontière le rayon d'argument ω. 

Lu particulier, il existe au moins un tel angle α pour toute 
fonction entière. 

Le théorème du n° 2o fournit une proposition analogue pour les 
angles curvilignes. VAX particulier : 

Soit. C une courbe tendant vers l'infini; et soit C(β) la courbe 
qu'on obtient en faisant tourner C de l'angle [3 autour du point O. 

Jl existe un nombre β0
 tel que, pour les valeurs de β comprises entre 

β
0 at β» -t- la fonction f (ζ) est d'ordre ρ sur toute courbe Ο (β). 

27. On peut apporter, dans certains cas, les précisions suivantes : 
i° Lorsque la fonction f(s) est d'ordre inférieur à ρ sur un rayon 

issu de O, aussi voisin que l'on veut de l'un des cotés de l'angle α dont 
l'existence est démontrée au numéro précédent, celte fonction est, 

Journ. de Math., tome III. — Fuse. IV, n).q. 01 
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d'après le principe do MM. Phragmèn et Lindelof, d'ordre ρ sur toute 
courbe intérieure à tout angle intérieur à l'angle a. 

2° Lorsque la fonction est d'ordre inférieur à ρ sur les deux 
côtés de l'angle a, cette fonction est. η croissance régulière. Plus géné-
ralement, elle est d'ordre p. sur tout arc de courbe Γ joignant deux 
points des côtés de l'angle a, et s'éloignant indéfiniment. 

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi : nous pourrions trouver 
une suite infinie d'arcs de courbe Γ, s'éloignant indéfiniment, sur les-
quels la fonction /(-) serait d'ordre inférieur à ρ — ε, ε étant une 
constante positive suffisamment petite, et choisie de façon que ρ — ε 
soit supérieur à l'ordre de la fonction f(z) sur les deux côtés de 
l'angle a. La fonction auxiliaire bornée sur les cotés de 
l'angle α et sur les arcs de courbe Γ, serait bornée dans tout l'angle a, 
et la fonction/(s) ne serait pas d'ordre ρ dans cet angle. 

La fonction/(r.) est encore à croissance régulière lorsqu'elle est 
d'ordre inférieur à un nombre inférieur à ρ sur des rayons aussi voi-
sins que l'on veut des côtés de l'angle a. 

28. Il est facile déformer des fonctions entières d'ordre ρ supérieur 

à *-> qui, sont d'ordre ρ sur tout rayon issu de l'origine : il suffit de 

construire un produit canonique dont les zéros se reproduisent lorsque 
l'argument augmente d'un angle 0 et des multiples de l'angle 0, en 

supposant 0 inférieur à^(et sous-multiple de 2û) : il est clair que 

l'angle α engendrera, par rotations, des angles analogues empiétant 
les uns sur les autres. 

Il existe également des fonctions entières où l'angle α est unique. Il 
en est ainsi de la fonction considérée par M. Lindelof dans son Calcul 
îles Rcsidus, page 119: 

A 

f(z) =Z n=1 zln, 

où ρ est supérieur à C'est une fonction entière d'ordre p. Elle con-

verge uniformément vers l'infini, quelque petite que soit la constante 
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positive ε, dans Tangle 
π 4- - < 0

 π _ -
2 ρ " ' ' ; 2 ρ 

et converge uniformément vers zéro dans l'angle 

— + ε . o a - - - (-- H- s Y 2 0 · ■ \7.p J 

L'angle α est précisément l'angle 

_p 2p =< >= ur2p^; 

Un autre exemple d'une fonction où l'angle α est unique est la fonc-
tion de M. JYlitlag-Lefiler : 

χ 

f(z)= zn n=o (1+np): 

ce qui précède s'applique à cette fonction ('). 

*21). L'existence de l'angle a, démontrée au n° permet d'apporter 
une précision au théorème de M. Picard dans le cas des fonctions 

entières d'ordre Uni ρ supérieur à -
Soit/(s) unefonctionholoniorphe et effectivement d'ordre ρ dans un 

(l) On pourra consulter, sur ce sujet,Je Mémoire de M. Bieberbach : Ucber 
eine Vertiefung des Picardsc/ien Satzes bei ganzen Funktionen endlicher 
Ordnung (Math. Zeitschrift, Band 3, 1919, p. 176). Dans le cas de la fonction 
tie M. Mittag-Lefller, voici le principe de la démonstration : lorsque le point a; 
est situé dans l'angle 

12 2p + e a ><=_ r 3p +e, 

f -·? dz 
la fonction /(>f) est égale, à un facteur constant près, à l'intégrale j -> le 

contour y étant constitué par un arc de courbe voisin de l'origine, et les côtés 
de l'angle considéré, jusqu'à leur intersection avec l'arc de courbe. Lorsque .v 
est situé hors de cet angle, il suffit de prolonger analyliquemenl l'intégrale. 
L'étude de l'intégrale établit les propriétés signalées. 
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anjïle Λ. Μ.(ί. Valiron a démontré (') que si l'ouverture 0 de l'angle A 

est supérieure à ^ la fonction /{"■) prend une infinite de fois toute 

valeur, sauf une au plus. 
Appliquons ce théorème aux fonctions entières : dans tout angle de 

sommet Ο ayant une partie commune avec l'angle a. la fonction /'(^ ) 
est effectivement d'ordre p. Nous en déduisons le théorème suivant : 

Dans foui an**h A d'ouverture supérieure de sommet G, et 

avant une partie commune avec fattplc α, lu fonction /(s) prend 
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus. 

L'ouverture de l'angle α est égale à ~ Nous retrouvons ainsi et pré-

cisons le théorème suivant de M. Bieberbaeh (a) : 

Dans tout angle supérieur au plus grand des deux nombres -, (j 
π ^2 — la fonction entière f{~) d'ordre ρ supérieur à ^ prend une 

infinité de fois toute valeur, sauf une au plus. 
M. Bieberbaeh a montré que certaines fonctions entières d'ordre ρ 

supérieur à ^ (en particulier les fonctions de M. Millag-Lefiler consi-

dérées plus haut) ont deux valeurs exceptionnelles dans des angles 

d'ouverture ^ (si ρ est inférieur à 1)011-^2 — ̂  (si ρ est supérieur à 1). 

50. Ν ous allons préciser le théorème de M. G. Valiron cité au 
numéro précédent. D'après ce théorème, une fonction /'(3) holomorphe 
et effectivement d'ordre infini dans un angle A ne peut avoir, dans cet 
angle, plus d'une valeur exceptionnelle. -Supposons que /(c-) soit 

(') G. Yvi.iKOX, tieman/ues sur le théorème de M. t'icard (Huit, des Se. 
math.. ac série. 1. \1Λ\ , niai >9'.o). Ce théorème peut encore s'énoncer ainsi : 
67 une fonction f (:·) est homolorphe et d'ordre supérieur à ρ dans un angle 

d'où cert urc elle prend, dans cet an^le, une infinité de fois toute valeur. 
ρ " 

sauf uue au /dus. 
/.oc. cit. ^note 1 de la page précédente). 
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dépourvue de zéro dans Tangle A. Quitte à prendre un angle un peu 
plus petit, nous pouvons supposer que/(s) ne s'annule pas dans un 
angle contenant à son intérieur Tangle Λ. 

La fonction yyry hoiomorphe dans A, ne peut y être bornée, 

puisque la fonction f(z) ne peut avoir plus d'une valeur exception-

nelle dans cet angle. Nous allons montrer que la fonction j-~-est 
d'ordre infini dans Γ angle A. Supposons en effet qu'il n'en soit pas 
ainsi, et désignons par ρ un nombre supérieur à Tordre de choisi 

assez grand pour que ~ soit inférieur à l'ouverture de l'angle A. Tra-

çons, à Tinlérieur de l'angle A, un angle A' d'ouverture (' étant 

une constante positive suffisamment petite) dans lequel la fonction /(3) 

est effectivement d'ordre infini. Nous pouvons supposer que la bissec-
trice intérieure de l'angle A' est la partie positive de Taxe réel. La 

fonction f(~·) <>r * est hoiomorphe et d'ordre infini dans l'angle A'. 
Kilo prend donc, dans cet angle, une infinité de fois toute valeur, sauf 
la valeur zéro. Par conséquent, en une suite de points de l'angle A' 
tendant vers l'infini, la fonction vérifie l'inégalité 

l de + p, 
Tïô * 

Klle ne peut être d'ordre inférieur à ρ ; on en déduit que, dans l'angle A, 
cette fonction est bien d'ordre infini. 

51. Une propriété analogue est valable pour les fonctions d'ordre 
fini. Soit/(3) une fonction hoiomorphe et effectivement d'ordre ρ 

dans un angle A d'ouverture supérieure à D'après le théorème de 

M. G. Yaliron, celte fonction ne peut avoir plus d'une valeur excep-
tionnelle dans l'angle A. Supposons qu'elle ne s'annule pas dans cet 
angle; choisissons un nombre positif ε suffisamment petit pour que 

l'ouverture de Tangle A soit supérieure à —~ · Dans cet angle, il 
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existe au moins un angle A' d'ouverture —^ dans lequel la fonc-
0 — -
1 'λ 

tion/(s) est effectivement d'ordre p. Nous pouvons supposer «pie la 
bissectrice intérieure de l'angle A' est la partie positive de l'axe réel. 
La fonction f(z) e~"J~~ est holomorphe et d'ordre ρ dans l'angle A'. Llle 
prend donc une inimité de fois toute valeur, sauf la valeur zéro. Par 

conséquent la fonction y vérifie, en une suite de points tendant vers 

l'infini à l'intérieur de l'angle A', l'inégalité 

log |fz)(> [cos r(p_x eo)= 

La constante Î étant arbitrairement petite, on en déduit que la 

fonction -r^ est, dans l'angle A', d'un ordre ρ (infini ou fini) supé-

rieur ou égal à c. ο I 
Considérons maintenant la fonction dans l'angle A'. 11 existe, 

à l'intérieur de cet angle, un angle d'ouverture supérieure à dans 

lequel la fonction est effectivement d'ordre ρ'. ρ ne peut être 

infini : car, d'après le numéro précédent, l'inverse /'(3) de y.-
1
— serait 

d'ordre infini, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse, p' 11e peut 

être supérieur à ρ : l'inverse /('·) de —-y serait, d'après les résultats 

qui précèdent, d'un ordre au moins égal à p'. Donc ρ' = p, et nous 
avons démontré le théorème suivant : 

Soit une fonction f(z) holomorphe et effectivement d'ordre ρ dans 
un an pie Λ d' ouverture supérieure à Sif(z) ne prend pas, dans 

l'angle A, la valeur a, fa fonction . ,l est effectivement 
0 J {:■) —a " 

d" ordre ρ dates un angle intérieur à l'an g le A, et suffisamment 
voisi/i de celui-ci. 

52. D'autres précisions peuvent ctre apportées, dans certains cas, 
au théorème de M. (.». Yaliron : supposons qu'une fonction /(s), holo-
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morphe et d'ordre ρ dans un angle A de sommet Ο et d'ouverture 

supérieure à tende vers l'infini ou soit bornée sur une courbe inté-

rieure à un angle intèricurà l'angle A. La famille de fonctions 

/l(5)=/(3 0. 

oil t varie de ι à l'infini, ne saurait être normale dans la partie de toute 
couronne circulaire de centre O, comprise entre les côtés de l'angle A : 
en cfict, si dans ce domaine la famille de fonctions /,(*) était normale, 
elle convergerait vers l'infini, ou constituerait une famille de fonctions 
bornées, ce qui n'est pas possible. D'après un théorème de M. G. Julia, 
il existe, à l'intérieur de l'angle A, un angle d'ouverture arbitrairement 
petit, dans lequel la fonction /(s) prend une infinité de fois toute 
valeur, sauf une au plus. 

Les considérations développéesau deuxième Chapitre, indépendam-
ment de la théorie des familles normales, permettent de préciser ces 
propriétés en établissant l'existence des cercles de remplissage. 

55. Appliquons à certaines fonctions entières les propriétés géné-
rales démontrées au début de ce Chapitre. 

Signalons d'abord une nouvelle démonstration du théorème de 
M. Hicberbach, dans le cas où l'ordre de la fonction entière est com-

pris entre - et i. Cette démonstration ne fait pas intervenir les prin-

cipes de MM. Phragmèn et Lindelôf. Soit une fonction entière /'(;) 

d'ordre ρ compris entre et ι : 

f(z) U (I_z nsd); 
Il — I 

Supposons que tous les zéros a
H
 soient extérieurs à un angle d'ou-

verture £ · Plus généralement, supposons que toutes les abscisses de 

ces zéros soient positives. Sur la partie négative de l'axe réel, l'iné-
galilè 

I — > t /1+ — ) an y a„ 
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montre que la fonction /('-) est d'ordre ρ et converge vers l'infini. 

Dans un angle A de sommet Ο et d'ouverture -> contenant à son inté-
. . , ? rieur la partie négative de l'axe réel, la fonction f{z) prend, d'après 

le théorème de M. G. Valiron, une infinité de fois toute valeur, sauf 
une en plus. 

On peut même appliquer la remarque faite au numéro précédent, 
grâce au théorème de M. G. Julia : dans l'angle À, la famille de fonc-
tions /,(3) = /(3Y) ne peut être normale, et il existe dans cet angle un 
angle arbitrairement petit à l'intérieur duquel la fonction/(3) prend 
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus. 

Ce qui précède s'applique aux fonctions entières d'ordre 1, delà 
forme 

Λ'> = Πί'-έ)· M= 1 

Considérons en particulier une telle fonction, dont les zéros a„ n'ont 
qu'un argument limite, soit zéro. Cette fonction est d'ordre 1 et con-
verge uniformément vers l'infini dans l'angle défini par les inégalités 

r_ d+s < q 3r ,/+ 

ε étant une constante positive arbitrairement petite. En effet, pour 
tout point 3 situé dans cet angle, l'inégalité 

,_i if 

est valable à partir d'une certaine valeur de/e. D'après le théorème de 
M. G. Valiron, la fonction/(3)prend une infinité de fois toute valeur, 
sauf zéro dans chacun des angles 

r /2 _2e<= 3 r 2_ e et r _3+ e <= 3r 2+ 2cb 

et par suite dans des angles d'ouverture arbitrairement petite, avant 
pour bissectrice l'une ou l'autre partie de Taxe imaginaire. 

On peut apporter quelque précision dans le cas où tous les zéros de 
la fonction/(3) sont positifs : cette fonction prend alors une infinité 
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de fois toute valeur, sauf zéro, dans chacun des angles 

- _ e <qie <yr_ 3r q<3ron+c 

Γ»1. La méthode précédente permet de préciser le théorème de 
M. llieberbach dans le cas de certaines fonctions entières d'ordre su-
périeur ou égal à ι. Traitons d'abord le cas d'un produit canonique 
d'ordre c : 

f(z= (I_e ) an en+1 p 2r npun(p=1): 
//= 1 

dont tous les zéros sont réels et positifs. Désignons par r et φ les coor-
données polaires de Lorsque ο diffère de zéro, on a 

r 

t*o las ι/(
S
)i-= y r

;;
"""°°y· ~""

oos(/
"

>
"

)
->fa ' J «'■ —2WCOSO + 1 

/1 = 1 

=r S,cos/)9 — S.»cos(/> 4- i)o. 
en posant 

S1= z n=1 an a2_au csoq+1 du S2 d) donap du sunc 

S, et S., sont des fonctions croissantes de r. 
U est clair qu'il existe des valeurs de s (différentes de zéro) pour 

lesquelles cos pz> est positif et cos (ρ 4- i)ç> est négatif. Soit φ
0
 l'une de 

ces valeurs. Désignons par A la plus petite des quantités cosy;<p„ 
et —· cos(/>-H i)çv Ln un point - d'argument p

0
 la fonction /(s) 

vérifie l'inégalité log |/(-V| > A (S, 4- S
2
), d'où l'on déduit que les 

inégalités 

(ε étant une constante positive arbitrairement petite) sont valables 
dès que r dépasse une certaine valeur dépendant de ε et de l'angle φ 
(cet angle est différent de zéro). 

Soit maintenant σ un nombre inférieur à p. Lorsque c est compris 
« I ». f/P'"1 

entre ι et 2, le rapport de οσ à l'intégrale définie / — du ' 1Γ 0 ,/ U-— ·2(( COSO-)-l 
** 0 1 

est compris entre deux constantes positives, dépendant de o. 

Journ. de MathTOME III.— FASO. IV, IÇP'I· ^ 
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La quantité S, vérifie donc l'inégalité 

(32) S1 krr 1 dux N')= 
H - Ν , 

A est une constante positive (dépendant de z, seulement); N, et N
2
 sont 

les deux nombres entiers satisfaisant aux inégalités 

«ν,< <f\ ■ t-r. (ty.7
N; I

 ι > ·:>/·. 

La quantité S
2
 vérifie nue inégalité analogue à l'inégalité (--)· 

Ceci posé, nous allons montrer qu'il existe une suite infinie de 
Y, 

valeurs de N, pour lesquelles V tend vers l'infini. S'il n'en élaitpas 
™ ( f II 

» = Ν1 
ainsi, en eilet, celte quantité serait inférieure à un nombre A. Soil r 
un nombre positif assez grand, et !S

ff(
 rentier satisfaisant aux inégalités 

a y "nw4-I^ a'»-1/·. 

Choisissons un nombre positif η assez petit pour que ? 4- r, soit infé-
rieur à p. Des inégalités. 

Nm 1 a N1 
— a*'<

 ' —J ^ (·Ι··'
ΓΤ

/·)'r> ' 
Mr.= >, «=X„, · 1 

on tire 
X oc 
V _.L· < \ V 1 

J—d (1^ ' T' (M'" Λ>Ύ 
η y, η — 1 

La série du premier membre est donc convergente, ce qui est 
absurde, puisque σ 4- η est inférieur à l'exposant de convergence ρ de 
la suite des quantités a„. 

N; 

Donc, pour une suite infinie de valeurs de Ν,, la quantité V ~ tend 
W = N 1 

vers l'infini, et d'après l'inégalité ^22), la quantité S, satisfait, pour 
une suite de valeurs de r tendant vers l'infini, à l'inégalité S,> /,? % 
ε étant une constante positive arbitrairement petite l ue démons-
tration analogue conduit à la même conclusion pour S2. 

(') La quantité S, vérilie eu outre, à parlir d'une certaine valeur de /\ finé-

galité S(> Cr'\ aussi grande que soit la constante positive C. Lu eifet, lorsque c 
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L'étude des quantités S, et S-j étant laite, reprenons celle de la 
fonction entière /'(;). D'après l'égalité ('.il), /i

z
^
 csl d'ordre ρ et 

converge uniformément vers l'infini dans les secteurs angulaires A, 

définis par les inégalités COS/JO^ Ο ; cos(/> H- I)? Ο. AU contraire /'(-) 

converge uniformément vers zéro ( et «rr—r est d'ordre ? ) dans les scc-
& V Jk~·) ν 

teurs angulaires Aa
 définis parles inégalités cos/>cp^ o; cos(/> H- 1)9^0. 

Lorsque φ croit de ο à 2~, les secteurs A, et Aa se succèdent alterna-
tivement. 

Dans un angle A de sommet Ο ayant une partie commune avec un 
secteur A, et un secteur Aa, la famille de fonctions/,(5) = /(-/)ne 
peut être normale (ni quasi normale), sinon elle convergerait dans 
Tangle A uniformément vers l'infini (à cause du secteur A,) d'une 
part, et vers zéro (à cause de Àa) d'autre part. On en déduit, d'après 
un théorème de M. (1. Julia, qu'il existe dans l'angle A un angle d'ou-
verture arbitrairement petite, dans lequel la fonction/'(5) prend une 
infinité de fois toute valeur, sauf une au plus ('). 

33. Soil maintenant une fonction entière L(5) = (Λ>,:Λ/(-)î Q(-) 

est un polynomede degré η et/(3) est un produit canonique d'ordre ρ 
et de genre ρ, dont les zéros sont réels et posilifs. 

Supposons l'argument 9 différent de zéro. Lorsque <7 est supérieur 

est supérieur à 1. r'1 el rintéiirnle / ——</c ont leur rapport com-
a, / 4' ' — 'Λ Γ COS Ο -t- 1 * c 

pris entre deux constantes positives ne dependant que de φ. On en déduit, 

d'après la valeur de S,, l'inégalité 

(23) S1 < kr p n dno=i 1 ab d,; 
tir-, { 

où /. désigne une constante positive ne dépendant que de o, et Ν l'entier satis-

faisant aux inégalités <ts+\ L'inégalité (ad) entraîne l'inégalité S1 >Crp 

puisque la série ^ diverge. 
"M 

(l) L'introduction des cercles de remplissage permettrait de préciser ces pro-

priétés. 
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ou égal à />-ι- i, la fonction F(3) se comporte comme c^':A sur les 
rayons issus de l'origine : on sail en elVel que la fonction /'(v) vérifie, 
à partir d'une certaine valeur de r, l'inégalité 

Ιομ!/( :■) 1 < sr'"{ 

î étant une constante positive arbitrairement petite. 
Supposons <y inférieur ou égal à p. Dans les secteurs angulaires A, 

définis par les inégalités cos ρ ο > ο; cos(/> -l· ι) oL o, la fonction /'( :) 
converge uniformément vers I'inlini, est d'ordre ρ et vérifie l'inéga-
lité |/( "·) | C étant une constante positive aussi grande que l'on 
veut. Il en est donc de même de la fonction F(;). D'une manière 
analogue, F(s) se comporte comme /(s) dans les secteurs angu-
laires Aa. Les propriétés démontrées dans le numéro précédent pour 
/(;) sont valables pour F(s). 

.">(>. Le plus petit des secteurs angulaires Λ, et A2 a pour ouverture 

t- ') ' *'ons*déiOns un 1111 canonique /'(r) d'ordre p, dont les 
zéros a

n uf.j, ..., α
ιη
 ..., d'arguments respectifs o,, oa,..., o,„ ... sont 

localisés dans un angle 0 d'ouverture inférieure à — -· .Lorsque & a/»(/»-»-1) 1 

le point s d'argument ο est extérieur à l'angle 0, ta fonction /{"·) vérifie 
l'identité 

r 

(21) log f(z) = Z fo up+1 cosp (q_q1) up cos(p+1 (q_q)à du n=i a2_2ucos(q_qn)+1 

Il est clair que dans chaque secteur A, il existe au moins une demi-
droite sur laquelle tous les cosp(z> — cp„) sont positifs et tous les 
cos(/> -+- i)(o — ç>„) négatifs (ou nuls) : sur cette denii-droite, la fonc-
tion /(s)converge vers l'inlini et est d'ordre p. De mémo dans chaque 
secteur Aa il existe au moins une demi-droite sur laquelle f(z) tend 

vers zéro, j— étant d'ordre p. D'où l'existence d'angles arbitraire-
J\z) 

ment, petits dans lesquels la fonction /("■) prend une infinité de fois 
toute valeur, sauf zéro. 

Ces propriétés restent valables pour les fonctions entières plus 
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générales obtenues en multipliant le produit canonique précédent J\z) 
par Q(") étant un polvnome dont le degré est inférieur ou égal 
au genre ρ de /(s). 

Γ>7. Nous allons terminer ees applications par l'étude d'un cas par-
ticulier intéressait!. Lorsque l'argument 9 de ^ diffère de zéro, le pro-
duit canonique/(s), dont les zéros a

n
 a, sont réels et 

positifs, vérifie l'identité 

(21) log f(z) = Z n=1 nop+1 _up cos(p+1) q du u2_2u cos q+1 

— St cos ρ ο — S.» cos (ρ 4- ι) φ. 

et l'étude de la fonction f(s) se rattache à celle des quantités S, et S... 
Proposons-nous de rechercher s'il existe des produits canoniques 

pour lesquels le signe du deuxième membre de l'identité (21) est celui 
de cos po (lorsque cos po diffère de zéro) ou celui de cos (ρ-h 1)9 
| lorsque cos (ρ -f-1) 9 diffère de zéro]. En d'autres termes, existe-t-il 
des produits canoniques ,τ', (z) 011 i2(s) vérifiant soit l'équation 

(·.?/,) log j rF, (:.) j — [1 4-s(/·, 9) |S
t
 cos/>o (cos/>ç> p£ o). 

soit l'équation 

(a/i") log; ci2(-) — |Ί 4- s(r, 9) 1 S» cos(/? 4- 1)0 | cos(yy 4- ι)φ ο]. 

ε(/·, 9) étant, une fonction tendant vers zéro avec lorsque cos/? 9 ou 

cos(/> 4- 1)9 diffère de zéro? 
La fonction f(z) vérifiant Γ equation (24) est nécessairement 

d'un ordre ρ égal à, son genre p. lin effet, si ρ était supérieur à /?, la 
fonction f(z) convergerait uniformément vers l'infini et serait 

d'ordre ρ dans des angles d'ouverture (angles où cos/? 9 est 

positif), ce qui n'est pas possible, d'après le théorème de M. G. Valiron 
cité au n° 29. 

De même V ordre, ρ de est égal à ρ 4- ι. Supposons en effet 
que Ρ soit inférieur à ρ -hi. NOUS pouvons choisir deux rayons issus de 

l'origine, faisant entre eux un angle Λ d'ouverture comprise entre ^ 

etcttelsqueleursargumentssalisfontàl'inégalit.écos(/?4-i)9)>o. 
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D'après l'équation ('M'), la fonction i
2
(3) est d'ordre ρ dans l'angle Λ, 

et tend vers zéro sur les cotés de cet angle, dont rouverture est infé-

rieure à-; un tel résultat est en contradiction avec le théorème de 
p 

MM. Phragmèn et Lindelôf. 
Montrons maintenant qu'il existe des fonctions -τ",(ό) et ^«(3). 

. Nous démontrons d'abord le théorème suivant : 

Soit a, une suite de quantités réelles et positives 
tendant vers Vin fini. Si la quantité 

Ν 

B = n=i aN+1 n=Nm)= 1/32 N+1 

tend vers Vin fini avec Vender Ν, le produit canonique J\z) dont les 
zéros sont a

rn
 ... est une fonction if, (z). 

Soil en effet /. un nombre positif très grand, dont nous fixerons plus 
loin la valeur, et soil Ν l'entier délini par les inégalités 

r>kay, /·;■■ Arry+t. 

Il résulte de l'expression de S, que celte quantité est supérieure à 

C,i(0=C,.„ 
II 1 

C, étant une constante positive ne dépendant que de l'argument ο 
supposé différent de zéro (1 ). 

De même S2
 est inférieur à 

<:
i (~T"

 +
 « Σ (--Γ,=ο,«.+ο:,ϋ 

11 — l :i ~ Ν t I 

Co et C, étant deux constantes positives ne dépendant que de ο ('). 

(1 ) On peut prendre 

C- L. C
M =

 1 . C.,r= 1 
1 (/> 4- -2) sin-φ ' " (/> — ι ) sin - q ' - -.>(/> -t- 1 > ( 1—cosç>) 
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Lorsque n est inférieur ou égala N, — est supérieur à k. Il en résulte 

que 5, est supérieur à kss. D'autre pari, 

Ν 

y i
ti 

N1 n- )=1 RaN Rn 
.v, / A 

'■ '
0

T'TÏ Κ n H = Ν ι· t 

Choisissons maintenant \/"U
x
 pour valeur de /·; les inégalités 

— >v'L· et -r~\/lL Λ ο ·ν.> -

entraînent l'inégalité 

S1 S2 > C R N, 

C étant une constante positive ne dépendant que de φ. Cette dernière 
inégalité montre que le produit canonique J\z) véritie la condition (24). 
C'est bien une fonction <?,("·). 

Une démonstration analogue conduirait au résultat suivant : 

•Sf la quantité RN tend vers zéro lorsque Ν augmente indéfiniment, 
le produit canonique/(-) est une fonction $<χ(ζ). 

Il résulte de ce qui précède que lorsque l'exposant de convergence ρ 
de la suite α, a» ... a„ ... n'est pas entier, la quantité RN ne peut 
tendre ni vers l'infini ni vers zéro lorsque Ν augmente indéfiniment : 
s'il n'en était pas ainsi, nous pourrions bâtir soit une fonction §

t
(z), 

soit une fonction £,(5), de zéros α,, a.
2

, ..., a
n

, ..., et d'ordre ρ non 
entier. Nous avons vu plus haut qu'un tel résultat est impossible. 

Il est facile de former des exemples de suites a
{ a2 ... a

n
 ... 

telles que ll
N tende vers l'infini ou vers zéro. Prenons par exemple 

an = n? ; ρ est égal à />; V-7, et logN ont leur rapport compris entre n 
Il - l 

deux constantes positives. Il en est de même de V et Ν /_: et par 
η = X + 1 
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suite de U
lN
 el log ι\ ; ll

N
 tend donc vers l'infini avec Ν, comme log Ν. 

Plus généralement, donnons-nous une suite de quantités positives 
... (t„... dont l'exposant de convergence est égal à l'entier />, et 
qui satisfont aux inégalités 

/ι (ΙΟ£//)''Γ"Σ·< a\\ < n\ LOG/F )ΓΛ, 

ρ, et la quantité positive ε étant tous deux inférieurs à i. Un calcul 
analogue au précédent montre que la quantité ltN correspondante tend 
vers l'infini avec N, comme (logN)' \ 

D'une manière analogue, lorsque la suite de quantités^((„... 
dont l'exposant de convergence est égal à l'entier />4-1, vérilie les 
inégalités 

η (log// )?> < <7' ' < η ( log/i 

où p, est supérieur à ι et ε compris entre ο et i, la quantité U
N
 tend 

vers zéro comme (logN)8 ' lorsque Ν augmente indéfiniment. 

08. Τ bute fonction £,(5) d'ordre ρ se comporte comme la fonc-
tion 6ΛΜ:>, Q(;)étant un polynôme de degré p. En elle t, la fonction c?, (z) 
est d'ordre ρ et converge uniformément vers l'infini dans tout angle de 
sommet Ο intérieur à un secteur où cospz> est positif. J, ( 3) converge 

uniformément vers zéro et esl d'ordre ρ dans tout angle de som-

met Ο intérieur à un secteur où cos ρ ο est négatif. Les rayons d'argu-

ments 9 = — -+- k - sont les frontières de ces secteurs, et dans des 
·>/' Ρ 

angles d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissectrices ces 
rayons, la fonction ^(~·) prend une infinité de fois toute valeur, 
sauf zéro. On peut ajouter une précision : suivant le signe de 
cos(^-f-i)<p, la fonction -ft(s) tend vers l'infini ou vers zéro sur le 

rayon considéré; par exemple, sur le rayon 0 = -L(-) te°d vers 

l'infini, de sorte qne celte fonction prend une infinité de fois toute 

valeur, sauf zéro, dans l'angle ~ < z> < -+· ε, aussi petite que soit la 

constante positive ε. 
Toute fonction -L(s) possède des propriétés analogues. 
Dans un angle d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-
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trice la partie positive de l'axe réel, la fonction (ξ) prend égale-
ment une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus. 

Ces propriétés restent valables pour les fonctions entières de la 
forme <Λ>131 ÎF, (S), le degré du polynome Q(s) ne surpassant pas 
l'ordre ρ du produit canonique Tel est le cas de la fonction 
bien connue. 

1 T (z) = ex e U (I+ z/n e _neç 
Il - 1 

D'après ce qui précède, celte fonction converge uniformément vers 

zéro dans bangle — - + - — ε, et vers l'infini dans les angles 

-^οίτ: — cetTtn-îfo^—· Nous avons donné au deuxième Chapitre 

des propriétés plus précises de cette fonction. 
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