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LE THEOREME DE M. PICARD. 345

Le théoréme de M. Picard, suttes de fonctions holomorphes,
fonctions méromorphes et fonctions cntieres.

Par H. MILLOUX.

Les théorémes que M. Picard a découverts en 1870, le premier sur
les valeurs d'une fonction entiére, le second sur I'indétermination
d’une fonction uniforme dans le voisinage d’un point essentiel, ont fait
naitre une foule de travaux.

M. Borel a donné, en 1896, une démonsiration élémentaire du
premier théoréme. Une méthode analogue a été employée par
M. Schottky, en 1904, pour démontrer le sccond théoréme. De nom-
breux travaux se sont groupés autour de la propriété que M. Landau
a établie en 1904, et qui compléte le premier théoreme de M. Picard.

La théorie des familles normales de fonctions, édifiée par M. Montel,
a permis de faire une ¢tude d’ensemble des fonctions analytiques &
valeurs exceptionnelles, et elle s’est montrée trés féconde. MM. Montel
et Julia en ont déduit, entre autres, de nombreuses propriétés des
fonctions uniformes au voisinage d’un point essentiel ; ils remplacent
le domaine qui entoure ce point par une infinité de domaines partiels
qui s’en rapprochent peu & peu, et substituent, & la fonction étudiée,
la famille des fonctions obtenues en faisant la représentation conforme
de ces domaines partiels sur un domaine fixe.

Ces domaines particls sont de forme connue a@ priort ; ils ne dépen-
dent pas de la fonction considérée. Ce sont, par exemple, les cercles

Journ. de Math., tome III. — Fasc. IV, 1924. 46



356 ft. MILLOUX.

homothétigues, par rapport & Uovigine, d’un cercle fixe, les rapports
d’homothétic étant @, o3,..., a"...., ct ¢ un nombre fixe supérieur &
Punité, 1l y a intérét & véduive les dimensione de ces domaines partiels;
la théorie des familles normales de fonctions n'a pas permis jusqu'd
présent de le faire.

Dans le Chapitre 11, japplique directement le théorvéme de
M. Schottky & P'étude, dans un domaine partiel D, d'une founction
méromorphe ¢ (3) & valeur asymptotique. Les dimensions du domaine
particl D sont plus petites que celles des domaines envisagés par
MM. Moutel et Julia, et elles dépendent de la fonction ¢ (3). J'obticns
des propriétés de la fonction @ () dans certains domaines D, au lien
de proprictés valables dans un ensemble de domaines particls se rap-
prochant indéfiniment du point essentiel. Ces propriétés de la fonction,
et les dimensions du domaine D, dépencent simplement de la manitre
dont la fonction # (3) tend vers sa valeur asyvmptotique sur le chemin
de détermination, el, dans le cas d'une fouction entidre, du maximum
M () du module de la fonction sur le cercle de centre ovigine ct de
rayon r. Les théorémes de M. Julia, qui présentent un carvactére
qualitatif, se déduisent en particulier des résnllats quantitatifs
auxquels j'aboutis,

Une inégalité¢ découverte par M. Cavleman m’a ¢1é particulidévement
précieuse. Je applique, en outre, dans le premier Chapitee, & Uétude
de certaines suites de fonctions holomorphes non bornées.

Dans le troisiéme Chapitre, je m’occupe plus pavticulidrement des
fonctions entiéres d’ordre fini. J'établis une propriété nouvelle de la
croissance de ces fonctions dans des angles. Je retrouve et précise un
important complément apporté vécemment par M. Bieberbach au
théoréme de M. Picard. Japplique brigvement ces diverses proposi-
tions & quelques lonctions particulidres.

Les principaux résultats de ce travail onl ¢1¢ énoneés dans deux
Notes insérées aux Compte rendus de U leadémie des Sctences, e
5 wars et le 28 mai 1923.

Je tiens & remercier particulidrement ici M. Borel, qui a contribué
pour unc large part & 'oricntation de mes reclerches, et M. Montel,
(ui a bien voulu s'intéresser & ce travail et prés de qui jal toujours
trouvé le plus bienveillant accueil el une aide constante. Qu'il me soit
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permis d’exprimer toute la reconnaissance que j’ai contractée envers
MM. les professeurs de I'Université de Lille, pendant et aprés la dure
occupation allemande, et envers MM. les professeurs de I'Université
de Paris, qui, en réservant une bourse & un étudiant venu d’une autre
universit¢, lui ont permis de véaliser son but.

CHAPITRE L.

CONVERGRENCE D'UNE SUITK DR FONCTIONS HOLOMORPIES NON BORNRES,

L. Je rappelle d’abord une indgalité établic par M. Carleman ;
Pt 8

Soit wun domaine limité par dewx segments de droite AB et AC,
Jatsant entre enx Uangle aw, et un are de courbe de Jordan BC, dont
tous les pornts sont situés a une distance de \ inféricure a R. Soit,
d'autre part, f(3) une fonction holomorphe dans ce domaine, continue
surla fronticre du domaine, et dont le module est infeéricur ¢ M
sur AB et ACG, et @ mosur Lare de courbe BC. En un point { dela
bussectrice de Cangle A, intérieur au domaine, et situé a la distance
v de A, la fonction f(3) vérifie Uinégalité ’

1
=) (-
/(D<M (717, 05)
2. Signalons deux applications de cette inégalité, que nous utilise-
rons souvent :

t® Soit une founction f(3) holomorphe dans un cercle U de centre O
et de rayon 1, et dont le module est inférieur & une quantité M supé-
vicure & 1 dans le cercle, et & une quantité m inférieure & 1 dans un
cercle 1Y tangent intérieurement au premier, et passant par le point O,
En appliquant l'inégalité de M. Carleman & un triangle ayant un
sommnet sur la civconférence 1" et les deux autres sur 1%, on obtient
linégalité
() MO IR b

1
valable dans le cercle de centre O et de rayon 3 (*).

(") On peut préciser le raisonnement de M, Garleman dans le cas ou 'arc de
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2® Soit une fonction () holomorphe dans un cercle de centre O et
de rayon 1, et dont le module est inférieur & une quantité M supérieure
& 1 dans le cevcle, et & une quantité me inférieure & 1 sur un ave de
courbe coutinu, intérieur & la circontérence, et joignant Ie point O a
un point B de cette circonférence. Quitte & remplacer m par 2 ne, nous
pouvons supposer, en raison de la continuité de la fouction f(z) dans
le cercle, que cet arc de courbe est une ligne brisée sans point double.
Choisissons les deux axes de coordonnées Oz et Oy de fagon que le
point B ait pour affixe s=1. Parcourcns la ligne BO dans le méme
sens & partir de B, et désignons par C le premier point d'abscisse ;

4

rencontrd sur cette ligne. Nous pouvons supposer que son ordonnée
est positive ou nulle, -

. . ‘ 1
Soient Jun point quelconque du cercle de centre — - el de rayon -»
2 4

. N . » { 1
et A un point situé sur la circonférence de centre — . et de rayon -

choisi de facon que A soit la bissectrice de 'angle BAC. Appliquons
I'inégalité de M. Carleman : la fonction f(z) véritie, au point I
Re, A ’ p 3
I'indgalité
1~/\(:)l <Bl|_\\‘—l"§,)lx—ll,§.

En utilisant de nouveau Pinégalité de M. Carleman on obtient, pour
le module de la fonction /(3) & 'intéricur du cercle de centre O et de
1 . .
rayon - la limitation
(2) S M =,
3. Je vais appliquer P'inégalité de M. Carleman & I'étude de cer-
taines suites de fonctions holomorphes non bornées,

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine connexe
borné D, ct dont le module est inféricur & une quantité M supéricure

courbe BC est un arc de cercle tangent aux deux cotés AB et AC, ct tournant sa
convexité versle point A; Pinégalité de M. Carleman est encore vérifiée lorsqu’on
désigne par R noun plus la distance maxima, mais la distance minima de P'arc de
cercle BU au point A, En pavtant de celte propricété, on obtient Pindgalité

|f(:~) l < hl‘__‘ws,et I)l‘w—h‘:l’

valable daus les mémes conditions que Pinégalité (1), et plus avantageuse,
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& 1 dans D, ct & une quantité m inférieure & 1 sur un arc de courbe
continu C intérieur au domaine D. Tracons une circonférence inté-
rieure & ce domaine, et dont le centre est un pointde I'arc de courbe C.
I’inégalité (2) est vérifiée dans la circonférence concentrique et de
rayon moitié; en appliquant I'inégalité de M. Carleman, nous voyons
(jue dans tout domaine fermé )’ intérieur au domaine D, le module de
f(3) est inféricur & M'-*m*; X ne dépend que de la configuration des
domaines D et D', et de 'avc de courbe C.
On deéduit de ce qui précéde le théoréme suivant :

Sott £,(2) fa(3) eon fu(3)y oo une suite infinte de fonctions holo-
morphes dans un domaine connexe borné D, et qui concerge uni-
Sormément sur un are de courbe continu Cointéricur au domaine D,
vers une fonction f(=) holomorphe dans D, On pose

f(G3)y—=Ta(s) | < my

sur Pare de courbe G, Soit M, la borne supéricure de | f(3) — fu(3)
dans D. 8i, quelque petit que sott le nombre positif <, Linégalité
M, < it oest véri fice a partir d’une cortaine valewr de n, la suite
de fonclions considérées converge uniformement dans le domaine
ouvert D.

Dans tout domaine fermé VY intéricur aw domaine D, Uinegalité

L(3)—Su(3) ] < m),

est vérifiée a partir d’une certaine valeur de ny '\ ne dépend que de
la configuration des domaines D et D' et de Uare de courbe C.

On peut supposer que I'arc de courbe C est un morceau de la fron-
titre du domaine D, & condition que les fonctions considérées soient
continues sur cette partie de la frontiére.

Ce théoréme généralise un théoréme récent de M. Ostrowski ('),
dont on obtient I'énoncé en vemplacant, dans I'énoncé¢ précédent
« arc de courbe C » par « domaine intériear a D) ».

(") Aurxanore Ostrowski,  Ueber vollstindige Gebiete gleichmdissiger
Koncergensvon Folgen analytischer Funktionen (Abhandlungen aus dem
Math, Semindgr der Hamburgischen Universitdt, Band 1, Helt 3.4, 1920,
p. 327).
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A. Dans le théoréme précédent, nous avons suppos¢ que la suite des
fonctions f, (3), fi(3), ..., fa(3), ... converge sur un arc de courbe.
Nous allons voir que la convergence uniforme est assurée dans le
domaine D, lorsque la suite de fonctions considérée converge en une
suite discontinue de points, satisfaisant & certaines conditionssimples.
M. Montel considérait comme probable I'existence d'un résultat de
cette nature.

Soit une suite de points 3, 33, ...y Sy ... rangés par ordre de
modules décroissants. Une telle suite sera dite exponentiellement
compacte, d’ordre supérieur @ 2, autour de son point limite O, si
lon a
| Sk ' 1
'3

BEN

ott F'{«) est une fonction da méme signe que u, tendant vers zéro

(3) loglog

1
P Sk Sk

N I (u Vs .
avec u, de méme que —% Nous désignerons par ®(+) la fonction
inverse de I'(«), considévée pour ¢ petit. Cest une fonction du méme

. ’ A v
signe que v, tendant vers zéro avec ¢, de méme que O

Nous allons établiv une propriété simple de la suite de points consi-
dérée.
D’aprés I'égalité (3),

Shtr T Sk

tend vers zéro avec 3,. Les points

de la suite sont assez rapprocheés et se succedent régulicrement. Quitte
i supprimer un nombre fini de ces points, nous pouvons supposer |3, |
supérieur & la moitié de | z,_, | & partir de k =1.

Proposons-nous de rechercher jusqud quelle distance du point
limite O U'expression | —=

Shal T Sk

. l cst supdérieure ou ¢gale & une quantité
positive assez grande u. En d’autres termes, recherchons le minimum
i de A satisfaisant a 'inégalité

& iTu,
i+t Sk

l

(1) |

L

Cette inégalité n’est plus vérifiée pour & =1 — 1, de sorte que

Ji- {
<

L‘-e—— Ser !
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ko utilisant I'égalité (3), on obtient

'
13|-i|>|“"“‘!>®<m)

ou

. . $(1)
(9) |-i|>w‘

La fonction ¢(u) croit indéfiniment avec u, plus lentement que
log log . Elle est déierminée lorsque la fonction F(u) est déter-
minée.

Enrésumé, Uinegalité
=
[ Sk

— I
LSk T Sk

)

i

est vérifice pour tous les poinis 34 de la suite considérée, distants du
point limite O de moins de
P
tog log p.
3. Soit maintenant /(5) unc fonction holomorphe dans un domaine
connexe borné D, et dont le module est limité par M dans ce domaine.
Soit z, un point intérieur a D, et situé & une distance de la frontiére
de ce domaine supérvieure a4 d. Par application de l'intégrale de

. . C . d
Cauchy, on sait que si = est un point distant de s, de moins de -
on al'inégalité

(6) ) =S 1< D= g, .

Supposons le module de la fonction f(5) inférieur & m en une suite
de points z, z,, ..., 5, ..., exponentiellement compacte, d’ordre
supérieur i 2, autour d’un poiat limite O intérieur au domaine D ou
situé sur la frontiére de ce domaine; dans ce dernier cas, supposons
en outre que la suite de points considérée est comprise dans un angle A
intérieur & un angle A’ intérieur au domaine D. En désignant par d,

la distance du point 3, & la frontiére de D, nous avons d, > L",:—‘-t

h étant une constante dépendant des angles A et A’.
D’aprés les conditions imposées a la suite de points, le cercle de



352 H. MILLOUX.

Ay
centre 5, et de rayon -;i > |24 /l contient & son intévieur le point z,.,.

Cette propriété est du moins vériliée lorsque 4 est assez grand. Lin
supprimant un nombre fini de points de la suite, nous pouvons la sup-
poser véritice & partiv de &k = 1.

Appliquons P'inégalité (6) en prenant pour point z, le point 3, et
pour poinl = un point quelconque du segment de droite 5, 5,.,. Nous
obtenons I'inégalité

[ () —f(sx)]~Z2MA

Spar = S l
Skt T SR

Par hypothése | /(z,)] est inférieur & m. Si Uinégalité

3x - aMh

n

b

Spe— Sl

est vériliée, le module de f( ) est inférieur & 2m sur tout le segment
de droite = & Fri- Daprés le résultat obtenu au paragraphe précédent,
Uinégalité (7) a lieu pour lous les points s, situés & une distance du

. .. P . (e . . oy e .
point limite O inféricure & 2 Soit 5, 1e point le plus éloigné de O,
log log ! <

pour lequel Uinégalité (7) est vérifiée. Tracons un cercle de centre 3,

et de rayon —‘—~| Ce cercle est intérieur au domaine D. Sur une ligne

brisée partant du centre ; et aboutissant & la circonférence, le module
de f(z) est inférieur & 2m. En vertu de la deuxi¢me application du
théoréme de M. Carleman, que nous avons faite au n® 2, nous avons,

dans le cercle de centre 3; et de rayon ——|, I'inégalité

(<M= Cam )" << M ™™,

dés que M dépasse unc certaine valeur numérique.
Tragons, dans le domaine D, un domaine convexe D), contenant &

son intérieur tous les cercles de centres 3, etde rayons ]_;;TI ; supposons

ce domaine D, assez petit pour que ses dimensions soient inférieures
a 1, et construisons, & 'intérieur de D, une circonférence fixe G; ce
sera pav exemple la circonférence concentrique & la plus grande cir-
conférence contenue dans D,, et de rayon moitié. | f(=)| est inférieur
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A M dans D, et & Mm™ daus la circonférence de centre z; et de
3. . e e . .. .
rayon ‘3_}1‘ En appliquant U'inégalité de M. Carleman, nous voyons
que P'inégalité
o

R ey
IS <Mme

est vérilice & U'intérieur de la circonférence Cj; a est une constante ne

dépendant que de la configuration du domaine D,, et par suite du
dowmaine D et de la suite de points.

De la circonférence C, on passe aisément & un domaine fermé D’
intérieur au domaine D. Dans un tel domaine, la fonction /(=) vérifie
I'inégalité

a

ke ——
IF() | <<Mame !

ou A ne dépend que de la configuration des domaines D et D',
D’aprds les résultats du numéro précédent, | ;| est supérieur &

R
s _ M)
loglogu — > *
og logu loglog M/

T

Dans le domaine D', on a donc I'inégalité

|
loglog w
L= e

J,(E‘E
log|f(3) < logM +e " "logm.

Supposons maintenant quela borne supérieure M de la fonction f(s)
dans le domaine D ne soit pas trop grande par rapport & —- Plus pré-
pa p grande par rapport & —- Plus pré

cisément, supposons qu'entre ces deux quantités nous ayons l'iné-

galité L
-X
logM < i-log L:l )

m
a étant une constante positive.
Dans le domaine D', la fonction f( ) vérifie I'inégaliré

a

1= —
U
log | f los L1 e [1og 2] T
og )| log— —e¢ | log—
s/ < log ] T = e [rog |
Journ. de Math.. tome 111, — Fase. 1V, 12, 47
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ou

| v
logi/fis) s~ 2" | log- .
CRNAR R °INV

Pourvu que m soit assez grand, la fonction f(z) est tres petite en
module dans le domaine D',

6. Du résultat précédent, on déduit le théovdme suivant :

Soit f1(3D S5 oon [ 3o cune sute infinie de fonctions holomor-
phes dans un dowaine conneve borné D, et qui concerge unifor-
meément vers une fonction f(3), holomorphe dans D, en une suite de
potnts exponenticllement compacte, d’ordre supérieur @ 2, autour
dun point O intérieur o D, ou situé sur la frontiére de ce domaine:
dans ce cas, on suppose en owlre que les points de la suite sont com-
prisdans un angle intériewr @ un angle intéricur aw domaine D.
En ces points

V() L0 () | <<y,

Soit M, la borue supiricure de| f(3) — fu(z)|dans le domaine D.

St lon a

- 1--x
t
logM n<l log —_— >
i m,

& étant une constante positive, la suite de fonctions considérdes con-
verge uniformémentvers f(z) dans le domaine ouvert D.
Dans un domaine fermé D' intérieur au domaine D, on a Uiné-
calitd
R b " R
o () = ()] <=2 | lngm—J :

n

ott X ne dépend que de la configuration des domainesD et D' 5 ¢(m,)
est une fonction tendant vers zéro avee my, ; elle est déterminée par
la suite de points exponentivllement compacte, dordre supérieur @ 2,
aatour du poini limite O,

Ce théordme donne une extension du théoréme suivant de
M. Vitali ()

(') Remarquons que le théoréme de M. Vitali ne suppose pas la limite /(3)
holomorphe dans le dowmaine D,
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Si une suite de fonctions holomorphes bornées dans un®domaine con-
nexe D converge en une infinité de poinls ayant au moins un point
limite A intérieur au domaine D, elle converge uniformément dans
tout domaine fermé D’ intérieur au domaine D.

M. Blaschke a montré que ce résultat subsiste si le point limite A
est situé sur la frontiére du domaine D, sous certaines conditions que
doit remplir la suite de points. Par exemple, si le domaine D est un
cercle de rayon 1, en désignant par z,, 53, ..+, %, ... les points ot la

x
suite de fonctions converge a priort, le produit infini ll | 3,| doit

diverger (*). n=1
CHAPI'TRIE 11,

LES FONCTIONS MEROMORPHES A VALEUR ASVMPTOTIQUR, LES FONCTIONS KENTIRRES
BT LE THEORKME DB M. PIGARD.

7. Juilisevai dans la suite le théoréme suivant, di & M. Schottky :
Soil /(=) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs o et 1,
daus le cercle de centre O et de rayon 1, et dont la valeuren O est a,.
Soit ¢ le plus petit des nombres

/ .
[log(t— a,)|. [|loga,l, llogk:— —l-> ',

Qy,
les logarithmes ¢lant pris avec leur valeur réduite (*). Daus le cercle
1 . ) . v o
de centre O el de rayon - la fonction /(z) vérifie 'inégalité
o
log|f(3)| <<= *).
> V7.

M. Landau a démontré u'une fonction holomorphe, ne prenant

(') W.o Brasauge, Line firaedlerang des Salzes von Vitall diber Polgen
analytischer Funktionen (Berichte der Math -Dhys, Klasse der Sichsischen
Gescllschafe der Wiss, Zu Leipzig, Bd LXVL, 1913, p. 194).

(*) Cest-a-dire avec une partie imaginaive comprise entre — @ ¢t + 7.

(*) Scuorrky, Ucber den Picard’schen Sats und die Borel'schen Unglei-
chungen (Sits. der Kg. Akademic der Wissenschafien, Berlin, 1gof, p. 1244).
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pas les valeurs o et 1 dans le cercle de centre O et de rayon 1, et dont

la valeur «, en O est inférieure en module a «, est, dans le cercle de
I s ey .

centre O et de rayon -, limitée en module par un nombre fonction

seulement de «. Cette propriété résulte aussi de la théorie bien connue

des familles normales de fonctions, due & M. Montel ().

En rapprochant le théoréme de M. Landau de celuide M. Schottky,
on obtient la proposition suivante :

Soit f(s) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs o
et 1, dans le cercle de centre O etderayon 1, et dont la valeur a,en O
est inférieure en module & un nombre o qui dépasse une certaine

1 .
constante k. Dans le cercle de centre O et de rayon -, la fonction f(z)
vérifie I'inégalité

(8) log| /()] <

e

log|f(=)| < tz'-"‘\/&.

et a fortiort

On peut prendre 165 comme valeur de la constante £.
Donnons de bréves indications sur une méthode de démonstration
qui conduit au calcul de £. L’inégalité (8) est évidemment vérifiée

lorsque le nombre y est égal &

lng<1 - ;L) i; il suffit donc de consi-
0
dérer les valeurs de a, pour lesquelles y est égal soit & |log(1 — a,)|

soit & |loga,|, donc inférieur a

log(r — —’——) l Un calcul simple

Jayl

I3 . : 3 I
élablit que ces valeurs de a, sont situées dans le cercle de centre - et

3 .y .
de rayon - Considérons par exemple le domaine & des valeurs de «,

pour lesquelles y est égal & ]log(1 — a,)|. Ce domaine d entoure I'ori-
gine. Posons
1+ VG

2

¢(s)=
o

(1) Vorr Iy Moxrse, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent
des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Annales de Ulicole Nor-
male, 1912, p. 487; voir p. 500 et 517).
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Cette fonction est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1
dans le cercle de centre O et de rayon 1. 1l est aisé de voir que le
domaine @' des valeurs g (o) correspondant au domaine d laisse & son
extérieur les points o et 1. Il est donc possible d’appliquer I'inégalité
de M. Schottky & la fonction g(z), et 'on en déduit une limitation
pour le module de f(z).

Un calcul analogue est encore valable si  est égal & |loga, |.

8. Soit £(s) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeursa
et b, dans le cercle C de centre O et de rayon 1, et dont la valeur en O
: i N S(z)—a . L Gy —a .
est a,. La fonclion g(z) = —~——> égale 4 — au point O, ne
prend, dans le cercle C, ni la valeur o ni la valeur 1.

1
T b—a
qui dépasse 10, on a, d’apreés les résultats du numéro précédent, I'iné-
galite

Si les modules de a,, a, b et

sont inférieurs 4 un nombre A

1 2"\'.;5\
<A+ 1,

et « fortior: 'inégalité
(9) log [ f(3) [ <2™°A,
valable dans le cercle C’ de centre O de rayon i!

On déduit de I'inégalité () le théoréme suivant :

Soit 7.== f(3) une fonction holomorphe dans le cercle C de
centre O et de rayon 1, et dont la valeur en O est inféricure en
module @ une quantité A qui dépasse 1o. Si, dans le cercle C' con-
centrique au cercle C et de rayon moitié, le maximum delog| f(z)
dépasse 2*%° A, on peut affirmer que la fonction f(3) prend dans le
cercle G toutes les valeurs inféricures en module a A, sauf peut-étre
celles placées dans le voisinage d’une valeur aj cevoisinage est cer-
tainement intérieur au cercle |4 —al = l\

En effet, s'il n’en é1ait pasainsi, la fonction f(3) aurait deux valeurs
exceptionnelles, réalisant les conditions requises pour que l'inéga-
lité (g) s'applique, et cette inégalité est contraire & 'hypothése.



358 H. MILLOUX.

9. Considérons, d’une maniére plus générale, une fonction o(s
4 p ) T
méromorphe dans le cercle C de centre O et de rayon 1, ne prenant
pas, dans ce cercle, deux valeurs « et b satisfaisant aux inégalités
21

la] <A, [ 6] <A |al»-~—->i~»

. - o o \ |
ct dont la valeur ¢(0) = @, au point O est inférieure en module i —.

Supposons encore que A dépasse ro. Représentons, dans le plan
des 7, les valeurs de »(5) et tracons deux cercles de cenlres @ et /

1 ) e 3 y Q
et de rayon T Ces cercles sont extérieurs 'un & l'autre. Suppo-

<13 en d’autres termes, @ est plus ¢loigné que 4/ du

b—a,
—a

sons ’
a

0

. - . N .. , 1
point a,. La distance de a & a, est donc supéricurc & > et le module

v . ]
de @ cst supérieur & K"

Si la fonction 9(s)a, dans le cercle G, une troisiéme valcur excep-
tionnelle ¢ extérieure aux petits cercles de centres a et 0, celte

. . . T gy
fonction vérifie, dans le cercle C' de centre O et de rayon -, liné-

(10)

9(3)—a «a

En cflet, la fonction

v 1 1 b 1. bh—e¢ () b _e—b
o= I )

@(:)ﬁa-{_;—a(ll—-as c—a)(b—a) ¢ )
holomorphe dans le cercle C, ne prend, dans ce cercle, ni la valeur o,

,» dont le module

t—a, ¢— b

. Q v . h—a, ¢c—a
ni la valeur 1. Sa valeur en O est égale & -——

|
T Lle—al s . e
est inférieur a ’Z_—E, Ifaisons varier ¢ cxlérieurement aux cercles de

-

T . i
centres @ et ) et de rayon - Le maximum de l, obtenu lorsque ¢ est
K !

c—b
situé sur la droite joignant @ et b, est égal & 1+ A|b—a]ect par
conséquent inférieur & 1+ 2A*, quantité supéricure a 165 (puisque A
dépasse 10). La fonction f(=) véritie donc, dans le cercle C', I'iné-
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galité
o R R Ry
p X /() f<em VT
ar suite :

| [ |
o(3)-a a

-
<

¢ — "( 1 tRIUEREYY

c—al|b—al®

h
a(b —a) {‘*'

. . v . . . b
D’aprés les conditions imposées & @, b ct ¢, lc maximum de ———
a(hb—a)

t-+A(b—a)
b—a

' ) . c— b 1
est égal A=A celui de —-—-H et par
2 c—al' |b—a

est égal & l

. . v . v 0 ] ’
suite inférieur & =A. 1l en résulte que dans le cercle C

3 \ ('3“ \Il + LA

=
a

1 L
o(s)—a  a

5
< _‘l‘ A+

A dépassanl 10, « fortiori l'inégalité (10) se trouve vérifide. On
déduit immédiatement de li le théoréme suivant :

Soit Li=5(z) une fonction méromorphe dans le cercle G de -
centre O et de rayon 1, et prenant en O une valeur a, de module
. L. Y | , . .. . PR
inférieur @ — (A élant supposé supéricur @ 10). Elle vérific
nécessairement Uune des trots propriétés suivantes :

1° Les valeurs que ne prend pasla fonction $(3) dans le cercle G
sont cxtéricures & la région du plan des 4 comprise cntre le
cercle U de centre origine et de rayon A et un petit cercle de

2, R
rayon o> (ntérieur aw cercle U,
2® Ces valeurs sont towles situées dans deux pelits cercles de
1 - \ . . .
rayon + cxtérieurs Lun & Uautre, et intérieurs au cercle T ().

3° En désignant par a la valewr cxceptionnelle, inféricure en

module a A, la plus éloignée de a,, la fonction o(z) vérifie, dans

(") Les propriétés 1° et a° nesont pas distinctes lorsqu'on fait la représentation,
par inversion, du plan des Z sur une sphére. On peut dive encore que lorsque la
fonction f(3) vévifie ces propriétes, il est impossible d’extraire des valeurs que
cette fonction ne prend pas dans le cercle C. trois valeurs @, b, ¢ formant un

. . . " L 2
triangle dont les cotés sont respectivement superieurs a AN el N



360 H. MILLOUX.

I . ’ ‘a0
le cercle C' de centre O et de rayon -, linégalité

I 1 029 A
(10) m+; <e .

10. Ces préliminaires une fois posés, nous allons aborder I'étude
des valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes pourvues d’'une
valeur asymptotique. Nous distinguerons les deux cas d’une valcar
infinie ou d’une valeur finie que nous pourrons supposer nulle.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

L. SoitZ = ¢ (5) une fonction méromorphe ayant une valeur
asymplotique nulle. Soit u. (r') une fonction du module r=|z| crois-

sant indéfiniment, en restant inférieure a sur le chemin

1
fo(z) |
de détermination séro. Posons :

A(ry=[logu(r)]*s, ¢ (r)y= zloglogu(r),

=K

e €lant une conslante positive, inférieure a 1, el aussi petite que lon

veul. Lorsque | 3| est assez grand pour que vw.(r) dépasse une cer-

laine constanle dépendant uniquement de < ('), la fonction ¢ (3)
vérifie nécessairement Uune des deux proprictés suivantes :

. . s . . r . .

1° Dans la couronne circulaire d’épaisscur Tk dont la circonfeé-

rence médiane est |z|=r, on a linégalité

(11) ' log|e(s) | <—f{logp(r)]'—=.

2° I existe aw moins un cercle G(r) dont le centre est sur la cir-

, ) . Smr
conférence |s| =r, et dont le rayon est égal & ——, dans lequel la

. q(r)
Sfonetion ¢ (3) prend :
ou bien toutes les valeurs inféricures en module a A (r), sauf
peut-étre dans le voisinage d'une valeur a(r); ce voisinage est cer-

. . . .o r 2
lainement intéricur au cercle |4 —a| = NGE

353
(1) Par exemple lorsque logp(r) dépasse e < .
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Ou bien toutes les valewrs, infinie et finies, sawf pewt-étre dans
le voisinage de dewe valeurs a(r) et b(r) de modules inférieurs
a A(r). Ces voisinages sont inléricurs respectivement awx cercles
I

|L_[)|:T—5.

I
li—al|=
' | Ay’
Il Sila fonction L= ¢(3) aunc valewur asymplotique infinie, ce
qui précede subsiste, en désignant par p.(r) wune fonction croissant
indéfiniment, en restant inféricure & |o(3)| sur le chemin de
détermination infinic. L'inégalit¢ (x1) dott étre remplacée dans ce
cas par Uinégalité
(12) log|o(s)[> [logp(r)]'-

11. Examinons d’abord le cas ol la fonclion méromorphe ¢ (3)
posstde un chemin L de détermination zéro. Soit M, I'un des points

du chemin L situés & la di%tmce r de Povigine. Tracons un cercle de

centre M, et de rayon 87sin — ( 5 » puis les cercles déduits de celui-ci

par des rotations egwlesa (A =1,2,...,¢)aulour del'origine (*).
Nous obtenons ainsi une bmte de ¢ cercles G, C,...C,, dec centres res-
pectifs M,M,...M,, dans lesquels nous allons étudier la fonction
méromorphe ¢(3). Construisons aussi les cercles G, C,, ..., G, et

(') On supposera dans le raisonnement ¢ enlier, Dans le cas ol ¢ n’est pas
enlier on peut encore désigner par ¢(r) le plus grand entier contenu

dans = loD ogi{r).

Journ. de Math., tome III. — Fasc. IV, 1924. 48
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C,,C,,...,C, concentriques aux premiers et de rayons moitié¢ et quart.
Chacune des circonférences C; passe par les centres des circonférences
voisines C,_, et C; , ,. \

Nous allons supposer que la fonction ¢(5) ne vérifie pas les pro-
priétés 2° du théoréme précédent, et montrer qu'elle vérifie nécessai-
rement les propriétés 1°.

Dans ce cas, en effet, soit «¢; I'une des valeurs exceptionnelles, infé-
rieure en module & A(7), de la fonction ¢(z) dans le cercle C,. Il est
clair qu'il existe une deuxi¢me valeur exceplionnelle 0;, extéricurc au

cercle de centre @; et de rayon r—— et de module inféricur & A(7);

( )
et une troisi¢me valeur excepnonnclle ¢; distante de chacune des deux

premiéres de plus de i
Nous désignerons par «, la valeur de () au centre M, du cercle C;;
d’aprés ce qui précéde, il existe certainement une valeur exceptionnelle

distante de a; de plus de —— : nous désignerons par a, une telle

\( )
v () 1 3 Ap Ve

val?ux (). Sio;| est inféricur & — \ \(’)

Itudions d’abord la fonction 9( ) dans le cercle C,. La fonc-

. 1 1
ton Srv—rr + - est holomorphe dans ce ccrcle; lavaleur a, de3(s)
F)—aq

au centre de C, est inférieure en module — V( jeta Sortiori a .\‘(,‘),
lorsque w(r) dépasse 2, d'aprés la valeur de A(r). Utilisons les
résultats du n°9 : la fonction g(z) vérifie, dans le cercle C,, lin¢-
galité

(r2)’

Ia | est supéricur & ———

1 1 WA
__:___+_ <e (”‘
o(zs)—a, a

Le long de la partie du chemin asymptotique L issue de M,, la

. . 1 1 S

Ioncllon——)——n + — est voisine de zéro. Son module est en effet
— 4 1

inférieur a

1 [“l 1 ]
p(r)  2A(r) L2A(r)  p(r).
5A(r)

)
ela fortiort i

-I'L——_(") lOl‘S(Il]C p.(l‘) depajsse et

(') Nous supposerons aussi | @;=— o; | supérieur & | b;— ;1.
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Lafonction ——— T ! est donc bornée dans le cercle C,, et sa

¢(s )

borne supérieure est fourme par l'inégalité (m) Elle est tres peute
d'autre part sur une ligne issue du centre de C, et aboutissant &
la circonférence. C'est le moment d’utiliser la deuxiéme application
que nous avons laite, au n° 2, de 'inégalité de M. Carleman : dans le
cercle C;, la fonction ¢ () satisfait & I'inégalité

e._.w

I 1 - .
— WA(r) | 2A(r) XN A(r)—e-" logp 1)
o(s)—a, a <e [ iy <
et a fortiori :
{ t et log U (r
(13) <19(.:)—a,+al <¢

lorsque 1.(7') dépasse une constante convenable, qu'on peut prendre

égale &
o ¢ o
ec .

b " . M M ’ fat I ’ . . .
De l'inégalité (13) et de 'inégalité |a, | > A0y o0 déduit la limi-
mitation suivante :

(14) loglo(z)| <— e *logu(r) =—logp, (r).

En résumé, I'inégalité (14) est vérifiée si () dépasse une constante
convenable dépendant de e. Nous sommes en possession d'une limite
supérieure de |9(s)| dans le cercle C|. Nous allons en déduire de
proche en proche, en supposant w.(7) assez grand, une limitation

pour | 9(5)]| dans la suite des cercles C',',C'l, o Ciyenny G

Supposons la limitation |¢(s )|<

acqulse 4 lintérieur du

cercle C; et précisons la relation entre p.l( r) et g, (7). Dans le
cercle Gy, la fonction ¢(s) admet trois valeurs exceptionnelles
@, b,y ¢;. Lorsque I'inégalité '

(15) pi(r) > 2A(r)

est vérifide, la valeur «;, , de o(z) au centre M;,, de C,., est inférieure

1

a »et la fonction 9(s ) vérifie dans le cercle CM, "aprés les

ol
12 A ()]
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résultats du n® 9, l'inégalité

! + _!__ < C'Z"i' .\f/').
o(3) — iy RSN

La fonction p(5) est petite dans le cercle C). Sil'on a

(15" pi(r) > 5 A2(r).
. . 1 T NERN R
le module de la fonction ———— + —— esl inférieur & ———— dans
0(3)— iy i ui(r)

le cercle C; ; utilisons la premiére application que nous avons faite, au
n° 2, de I'inégalité de M. Carleman : nous obtenons Pinégalité

1 1

S() = @i @i

YN A ) (Lo =5 = F log W )
< ¢ Y1 « i og Wy ,

valable dans le cercle C!,,. Supposons le deuxi¢me membre de Piné-

nférieur & — . “ndoalité
galité précédente inférieur & TR ce quia licu lorsque 'inégalité

(15") r(r) S et

est vérifiée. Nous en déduisons, pourle module de la fonction o ()

dans le cercle C, |, la limilation

(16) log]o(s)| <2 (1—e ") A(r)—e Flogu(r) =—1log uu (1),
Cette limitation a été oblenue en supposant vérilices les incégalités
(15), (15) et (15"). Laderniére entraine d’ailleurs les deux premiéres.

Noussommes donc en possession d’une velation entre u,,., () et w; (r).
Le caleul de ., (») par récurrence donne

log p;(r) = e U= log m (r) — 231 — e * =1\ ().

Portons dans cette égalité la valeurde w, () fournie par le deuxitme
membre de l'inégalité¢ (14), et remplacons A (r) par sa valeur en
fonction de (7). Nous obtenons

log py(r)= e =5 fog (1) — 2¥2 [t — =3 =Dlog m(r) -5

w;(7) décroit lorsque ¢ croit. L'inégalité (15”) sera donc vérifiée pour

»
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toutes les valeurs de i inférieures & ¢ si elle P'est pour

|

l=q= N loglog p(r).

(2

D’aprés cette valeur de ¢, on a

83

log () e F[log ()] 7" — a2 [logu(r)) 2,

el un caleul simple montre que Pinégalité (15”) est vérifice si logu(r)

Eis

dépasse e . .1 fortiori, lovsque logu(r) dépasse celle valeur, ona

logp(r) > log (M5 (E=1, 2,00, ).

Dans tousles cercles G}, et par suite dans toute la couronne circu-
laire balavée pav ces cercles, la fonetion o (3) a son module limité par

1 TSRS
BN S LU S U

wa(r)

Le théoreme T dun® 10 est done démontré (').

12. Danslenuméro précédent, nous nous sommes servi de diverses

inégalités vérifices par les fonctions W)I—-_u—, + (—:;; ces inégalités sont
dues soit & Pexistence de trois valeurs exceptionnelles @;, b, ¢;, de la
fonction o(z) dans chaque cercle C;, soit & la pelitesse des modules
de ces fonctions sur le chemin I (dans le cas ot / =1) ou dans les
cevcles G (1 ==2,3,...,¢).

Dans le cas d'une fouction ¢(z) & valeur asvmptotlique infinie, les

fonclions — jouent le méme role, et le raisonnement du numéro
t

1
o(3)—
précédent s'applique mutatis mutandis.

153. Considérons une valcur « différente de la valeur asvmptos
tique © de la fonction méromorphe (). D'aprés le théoreme de
Weierstrass, il existe une suite de points de modules 7, 7'y ooy 1y o e

(") Au lieu de faive dans le méme sens le tour du cercle |zl=r avec les
cereles (G, nous aurions pu faire un demi-tour dans un sens, et un demi-tour
dans "autve sens j ¢ aurait été diminué de moitidé,
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indéfiniment croissants, en lesquels la fonction ¢ ( 5) s’approche indéfi-
nimentdee«. llestclair que pourles valeurs derégalesa 1, 1y, ooy 17040,
la fonction ¢ () ne peut véritier 'inégalité (11) si la valeur asympto-
ligue w est ¢gale & zéro, ou !’ megahte (12) si cette valeur est infinie.
La fonction z(3) vérilic nécessairement les propriétés 2° du théoréme
sur les valeurs exceptionnelles, ¢tabli au n® 10 5 il existe une suite de
cercles G(r,), C(ry), «vvy C(r,), ..., dans chacun desquels 3(z)
remplit des régions de plus en plus ¢lendues du plan des Z. On peut
dire que le cercle Gr,) est un cercle de remplissage soit pour le
corele U, du plan des 4, de centre origine et de rayon \(r)), sauf
peut-étre pozu‘ une région c.rccp[iozm.ellc ntéricure @ un cerele vy de

rayon ———: sotl pour tout le plan des L, sauf peut-étre pour dew

\( "a)

régions  exceplionnelles  intéricures  respectivement @ dewr

cercles v, el v, de rayvon y intéricurs au cercle |

\( )
Supposons, pour fixer les idées, que la valeur asymptotique ® soit
¢gale & zéro. Il vésulte de la démonstration du n® 11 que si I'inégalité

(11) log | ¢ (3) | <l—logu(r))-=

n’est pas vérifiée sur le cercle | z| = r, il existe un cercle de remplis-
sage C(r) possédant & son intérieur sott un chemin surlequel|o(3))|

est inféricur d s soit une circonférence dont le rayon est le

I
l_(-TS
quart de celui de C(r), et qui passe _par le centre de C(r), a
Lintéricur de laguelle Linégalité (11) est vérifice.

Ce dernier cas se présente lorsque le cercle C,, dont il est uestion
au n® 11, n’est pas un cercle de remplissage. Iln désignant par C; le
prewmier cercle de remplissage rencontré, 'inégalité (11) est valable
pour les cercles C, Ci, ..., C;_.. Eu particulier cette inégalité est
vérifiée sur un chemin issu du centre M, du cercle de remplissage C; et
aboutissant & la civconférence. Nous ulilisons plus loin cette remarque.

L4, A (r) est uue fonction croissant indéliniment avee . Dans une
suite de cercles de remplissage, s'¢loignant indefiniment, la fonction
w(3) prend une tnfiaté de fois toute valeur, sauf dewr au plus. 11
n'y a réellement deux valeurs exceptionnclles que si les régions
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exceplionnelles qui correspondent i chacun des cercles de remplissage,
el qui se rétréeissent & mesare qu'on s'éloigne indéfiniment, enve-
loppent deux points fixes, dont 'un peut étre Uinfini,

Récemment, M. Julia a démontré, dans de beaux Mémoires ('), des
théorémes généraux sur les valeurs exceptionnelles des fonctions
entiéres ou des fonctions méromorphes pourvues de valeur asymp-
totique. Ces théorémes, dont la démonstration est basée sur les
propriétés des familles normales de fonctions, peuvent ¢étre résumeés
par la proposition suivante :

Soit un domaine A ayant 'une des formes suivantes :

1* Forme A,, constituée par un angle d’ouverture arbitraircment
petite, et plus généralement, par un domaine balayé par une courbe
fixe s’¢loignant indéfiniment, dans une rotation arbitrairement petite
autour de 'origine.

2° Forme A,, constituée par 'cnsemble des civconférences déduites
d'une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n’enveloppant
pas Povigine, au moyen des transformations sz, =g, 36", .,
g élant nn nombre complexe de module supérieur & 1.

3" Forme J,, constituée par 'enscmble des circonférences déduiles
d’une circonférence fixe, de ravon arbitraivement petit, n’enveloppant
pas Porigine, au moyen des transformations 3z, 56y, 30,, ..., 36,, ...,
ol la suite 5, 55, ..., 5,, ... est une suile quelconque de nombres
complexes dont les modules croissent indéliniment de facon que

sy

f

ag
1 < }_..'_‘f.l.
Tn

<Q,

() étant un nombre lixe indépendant de n. La forme A, esl un cas
particulier de la forme 4.

Cecl posé, il existe un domaine A, du plan des s, dans lequel une
Jonction méromorphe o(s) possédant une valeur asymptotique
prend une infintté de fors toute valeur, sauf deva aw plus.

Il est ais¢ de déduive, comme cas particuliers du théoréme quanti-
tatf établi au n° 10, les théorémes qualitatifs de M. Julia.

(") G. Juna, Sur quelgues propriétés noucelles des fonctions entiéres ou
méromorphes (Annales de Ul'cole Normale, 1919, 1920 et 1g2t),
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Rewmarquons que le rapport, égal i (‘\_/:V du ravon d'un cerele
de remplissage C(r) @ la distance de son centre a Uorigine (end
vers séro lorsque r grandit indé finiment .

Considérons d'abord la demi-droite issue de Porigine, dout
largument est égal & l'un des arguments limites des centres
Tir Fay eeey T ee.s des cercles de remplissage. Fn vertu de la
remarque préeédente, un angle d'ouverture arbitrairement petite
ayant cette demi-droite pour bissectrice contient & son intéricur une
mfinit¢ de cercles de vemplissage; el, par suite, dans cet angle la
fonction 3(z) prend une infimté de fois toute valeur, sauf deux au
plus. Le théorémede M. Julia se trouve démonted lorsque le domaine A
est constitué par un angle arbitrairement petit. i se démontre de la
méme maniere pour un domaine 3, général,

|

Ddsignons maintenant pav.e, . .oy 240 .00 los points = assujetlis

"

Q

& Ctre situés entre les ceveles de centre origine et de rayons respectifs 1
et! sl Soitr, ., , ..\, une suite infinie extraite de lasuite précédente,
el convergeant vers un poiut .c,. Construisons une cicconférence 2, de
centre ., et de rayon arbitraivement petit, puis les circonférences
déduites de celle-ci par les transtormations z,35....35" ... Le vapport
du rayon de I'une de ces circonférences a la distance de son centre i
Porigine est un nombre fixe indépendant de #. A\ partiv de # asscz
grand, on peut extraire de cetle suite de civconférences une suite intinie
de circonférences dont chacune contient a son intéricur un cevele de
remplissage: ce sont elles qui contiennent les points z, . 3,, .oy T,
correspondant aux points.e, .6, 4 ooyt oo Onen déduit le théoréme
de M. Julia pour un domaine de forme JA,. Uine démonstration ana-
logue est valable pour un domaine de forme ;.

13. 1l peut y avoir intérét a réduire les ravons des cercles de rem-
plissage. Nous verrons, sur Uexemple de ¢, qu'on ne peut songer & les
rédulre & Tk du moins pour toutes les fonctions méromorphes a

ogu(r)
valeur asymptotique. Nous donnerons, dans le cas des fonclions
enticres (la géndralisation aux fonctions méromorphes étant immé-
diate), unenouvelle valeur, plus précise que celle du n* 10, du rayon
d'un cercle de remplissage.
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16. Abordons maintenant I'étude des valeurs exceptionnelles des
fonctions entiéres.

D’aprés un théoréme de M. Iversen, toute fonction entiére possede
un chemin de détermination infinie. Une conséquence immédiale de
ce théoréme est la suivante : toute fonction entiére f(3) posséde un
chemin sur lequel elle croit plus rapidement que | 3|, aussi grand que
soit I'entier n; il suffit, pour le démontrer, d’appliquer le théoréme
de M. lversen & la fonction entiére

f(Yy—wy—ayz—...—a,s"
-t )
-~

(yy @y .., @, désignant les n + 1 premiers coeflicients de la série de
Taylor représentant f(5).

Toute fonction enti¢re f(z) peut donc étre considérée comme fonc-
tion méromorphe avaleur asymptolique inlinie, et I'on peut appliquer
le théoréme 1L du 0 10, en faisant p(r) =r".

On ne connait pas de relation entre le maximum M(r) de la fonc-
tion f(s) sur le cercle |s{=r, ct la fonction w(#) caractérisant la
vitesse de la croissaunce de cette fonction sur un chemin de détermina-
tion infinic. Cependant nous allons voir que le théoréme 1L du n® 10
est encore valable si on remplace u.(r) par M(r).

Enellet, lascule hypotheése introduite dans la démonsiration de ce
théoréme est la suivante : sur un chemin Liissu d’un point M situé & la
distance  de I'origine, cl traversant une couronne circulaire d’épais-
seur convenable, on a|3(3)| > w(r); » est supposé fixe; pour ne pas
préter & confusion, remplagons » par r,.

Soit f(3) une fonction entitre dont le maximum M(ry) sur le
cercle | 3| = r, est alteint en un point I, L’ensemble des points ou le
module de £(z) est supéricur & M(7,) comprend undomaine ouvertD,
non borné, sur la frontiére duquel se trouve le point P. Nous pouvons
tracer dans ce domaine une ligne brisée L, issue de P et s’éloignant
indéfiniment (*). Sur cette ligne, Uinégalité | £(s)| > M(r,) est véri-

(1) On peut méme tracer les lignes L sur lesquelles le module de f(3) aug-
mente indéfiniment. Cest ce que M. G. Valiron a démontré dans une récente
Note : Démonstration de Uexistence, pour les fonctions entidres, de chemins
de détermination infinie (Comptes rendus dcad. Sc.. v 166, p. 382).

Journ de Math., wome YI. — Fasc. IV, 1924 ~’|'.) ‘
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fice, et la démonstration du n® LI s’applique lovsqu’on remplace w.(r,)
par M(»,).

Nous ohtenons done le théoréme suivant sur les valeurs exception-
nclles des fonctions entiéres :

Soit 1. = [(3) une fonction entiére dont le module maximum swr
le cerele | 1 = rest M(r). Posons

A(r) = [logM(r) ]t < 4/(/'):%logl0g.\l(r),

¢ étant une constante posilive, inféricure @ 1 ol ausst petite que Fon

RIS
. 3.9
veal. Lorsque r est asses grand pour que loglog M (1) dépasse ——s'—-;
la fonction f(z) vérifie nécessairement une des dewe proprictés
suivantes :
. . . . wr .
1° Dans la couronne circulaire d’épaisseur 70’ dont la cireon-
Serence médiane est la circonférence | z| =r, on a Uinégualite

() log|/(3) > [logM(r)]'-<:

2t H ewiste aw moins un corcle C(r) (cercle de remplissage) dont
le contre estsur la circonférence |z| == r, et dont le rayon est égal

L Sor . . . N
a i/—(l_)’ dans lequel la fonction f(3) pread towtes les valeurs infeé-
ricures en module @ A(r), sauf pewt-étre dans le voisinage d’une
valear a(r).Ce voisinage est intéricur au cercle

- s —

A (I)

17. On établit, comme pour les fonctions méromorphes & valeur
asymptotique, lexistence d'une famille de cercles C(r) s'¢loignant
indéliniment. Le cercle G (7) estun cercle de remplissage pour le
cercle I, du plan des 7, de centre origine et de rayon A (r), sauf pour
une région exceptionnelle intérieure & un cercle y du rayon NUh Celte
région exceptionnelle existe réellement sile cercle C.(7) est intérieur a
un domaine ou la fonction f(z) ne prend pas une certaine valeur a.
Tel est le cas, par exemple, des fouctions entiéres f(z) = 5 dépour-



LE THEOREME DE M. PICARD. 371

vaes de zéros. Si Pon désigne par M, () le maximum de la fonc-
tion g( 3) sur le cercle |z| =1, il est clair que la région exceptionnelle
velative au cercle de remplissage C(7) de la fonction f(3), comprend
a son intérieur tous les poiuts de module inférieur & e™ ",

Dans une suite infinie de cercles de remplissage, la fonction f( )
preud une infinité de fois toute valeur finie, sauf une au plus. Il n'y a
réellement une valeur etccptionnelle a que si & chacun des cercles de

remplissage correspond une région excepliounelle enveloppant le
point a.

I8. Un cas particulidrement intéressant est celui ot la fonction [(3)
a une valeur asymptotique finie (*) ou, plus généralement, posséde
un chemin sur lequel elle reste bornée. Dans ce cas, I'inégalité (17) ne
peut étre veérifiée sur la civconférence | 3| = r: @ chaque valeur de 1
correspond un cercle de remplissage.

Le rayon d'un cercle de remplissage est égal & — prE: ([(1 ) ¢tant une

fonction croissante de 7, le nombre des cercles de rempllssage, exté-
rieurs les uns aux autres, qui sont compris dans Panneaun U, délimité

Il
par les circonférences | 3| = 2", | 3| =2""", esl supérieur & ’( ). Le

nombre des racines des équations f(z)—a =o situdes dans lan-

yl)
neau U, est donc supd viear & /( » pour toutes les valeurs de a infé-

vieures en module a A(2"), sauf peut-¢lre au voisinage d'unc valeur
exceptionnelle ¢, de «: ce voisinage est intérieur au cercle

R}
17o—a) = ———
‘; ‘e A(ar)

Nous retrouvons et précisons ainsi un théoréme récent (ue
M. Montel a déduit de I'élude des familles quasi normales de fonc-
tions (*), et qui s'énonce ainsi : Si 'on considére une infinité d’an-
neaux I',, le nombre des racines de I'¢équation f(z) = a contenues dans

(') Glest le eas, en particulier, d’une fonction eatiére dépourvue de zéros.
(*) P. Moxtkt, Sur les familles quasi normales de fonctions holomorphes
(Mémotres de U Académie royale de Belgique, a° série, t. VI, p. jo).
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chaque anneau n'est pas horné, sauf peat-étre pour une valeur excep-
tionnelle de a.

M. Montel démontre également Ie théoréme suivant : H existe une
infinité de cercles vy, homothétiques par rapport & Porigine d'un
cercle v, de rayon arbitrairement petit, tels que les fonctions f(3) -« -
aient, dans chaquc cercle, un nombre de zéros qui ne reste pas borné,
sauf pour une valeur exceptionnelle au plus. Ce théoréme peut ctre
précisé de la méme facon que le théoréme précdédent.

Soit en effet 2 un nombre positif arbiirairement petit; n étant assez

A
grand, on peut couvrir Panneau T, avec Ll'- cercles de rayons 2“«, de

fagon que chaque point de I, soit intérieur & I'un au moins de ces cercles.

Soient ¢y, ..., ¢z ces cercles et e, ..., iz les cercles concentriques cl
o X

de rayons doubles. Lovsque n est assez grand, le ravon d’un cercle de
remplissage situé dans Panneau U, est infévieur & 2"a. Plus précisé-
ment, il existe au moins un cercle ¢’ (appelons-le y.) qui contient &
atq(

16

]

. R . ) . . .
son intérieur au moins —=— cercles de remplissage extérieurs les

2"
uns aux autres. Cect posé, pour démontrer et préciser le théoréme de
M. Montel, il suffit de considérer les points P, homothétiques par
rapport a Porigine des centres des cerclesy, et situésdans P'anncau '3
puis de tracer un cercle y, avant pour centre un point limite des I, et
pour rayon 4a. Les cercles y,. Y. ..., Vi, ..., homothétiques du
cercle v, par vapport & lovigine, les vapports d’homothétie ¢tant 2,
y «ooy 2%, .0 jouissent de la propriété signalée par M. Montel,
puisqu’on peut extraire de ces cercles une suite infinie de cercles con-
tenant & leur intérieur des cercles y), et, par suite, les cercles de rem-

plissage qui sont intérieurs aux v,. Daus chacun des cerclesy), I'équa-

]
o=
-~

. . o an . . A
tion /(s)—a=0a -—ﬁ—~—) racines au moins, sauf peut-étre pour une
. 327 -0

valeur de @ au plus, i partiv de » assez grand.

19. Les fonctions considérées au numéro précédent possédent un
cercle de remplissage C.(#) pour toute valeur de 7. Lorsque cette
propriété n'est pas vérifiée pour une fonction entiére f(=), Uinégalité

(13) lc»g]f(:)]>‘[l0gM(r)]‘—s
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est vérilidée pour une suite 7,7,...7,... de valeurs de », augmentant
indéliniment. D’aprés un théoréme connu de la théorie des fonctions,
les équations f(z) — @ = o0, ol | a| est inférieur & [logM(#,)]'-%, ont
le méme nombre de racines a 'intérieur de la circonférence | z| = r,.
Nous avons le droit de supposer qu’entre les circonférences | | =r,_,
el|z| =r,, le minimum du module de (=) est borné (lorsque n varie).
Le plan des = se trouve parlagé en une infinité d’anneaux concen-
triques. A Pintérieur de 'annean délimité par les circonférences
|l =r.— etlz|=r, la fonction f(z) prend un nombre égal de fois
toute valeur de module inférieur & [logM(r,.)}' *.

20). Soit /(z) une fonction enticre dont le maximum sur le cercle

lzi=resl N!gsﬂ Supposons r assez grand pour que loglogM(r) soil
33

supcéricur & =—. Nous avons établi I'existence de cercles de remplis-

sage. Ces cercles renseignent sur la position des racines de I'équa-
tion f(z)—a=o. ll yaintérdt & réduire leurs rayons; nous allons
développer une méthode permettant d’aboutir & ce résultat.
Considé¢rons une valeur de » pour laquelle Uinégalité (17) n’est pas
vérifice sur tout le cevcle | z| = r. Soit G(r) le premier cercle de rem-
plissage (pris parmi les cercles (G, C,, ..., U, ..., G,)) rencontré sur
le cercle |z| =r & partiv d’un point ou | /()| est maximum. Nous
avons vu au n® I3 qu’il existe un cheminpartant du centre de ce cercle
et aboutissant & la circonférence, sur lequel U'in¢galité (17) est vérifiée.
Nous allons ¢tudier la fonction enticre /(=) dans le cercle G(r), de
la méme fagon que précédemment, dans le cercle || == r, pour établir
I'existence du cercle de remplissage C(r). La fonction f(z) prend, &
lintérieur de C(r), 'une au moins des valeurs o et 1, par exemple la
valeur zéro. Considérons le cercle y,, concentrique a C(r), intérieur
a ce cercle, et passant par une racine de I'équation f(s)=o. Le

(](,.'.). Soit M, le maximum de |f(z)]

log M, > [log M ()],

ravon o, de v, est inférieur a
dans y,. Ona

1 logo log M, est érieut ¢ 343 qut a lteu lorsque
si log log M, est supérieur a ==, cc qui : 5q

343
loglog M () > 5(14——_:7):



374 H. MILLOUX.

le théoréme du n° 10 est encore applicable. A (r) et ¢(+) doivent élve
remplacés respectivement par

Ay=[logM,}-¢, =

log log M,

Ol [

et l’inégalité (l 7) par l’inég‘ali[é
l°g|f(3) [ >]logM,]" =

Une telle inégalité ne pouvant étre vérifiée sur tout le cercle v, de
rayon p,, lequel passe par un zéro de /{z), on établit ainsi I'ex mencc
d’un nouveau cercle de remplissage U, dont le centre est sur y, et dont
le rayon est égal & §—7r—p‘ < (31;)’ .

Sur un chemin i 1ssu du centre du cercle I', et aboutissant & la fron-
ticre de ce cercle, la fonction /(z) vérilie I'inégalité

log |/ (3)]>[log M,]'~ <.

Ce cercle I', étant un cercle de remplissage, la fonction f(z)y prend
I'une au moins des valeurs o et 1, par e\cmple la valeur zéro. On
considére le cercle v, passant par une racine de I'équation f(z) = o,
Intéricur et concentrlque au cercle I',, et l on opére de la méme facon
que pour y,.

Opérons ainsi de proche en proche, ct admettons Pexistence d’un
cercle y; de rayon p;, passant par une racine de 'équation f(z) =o,
et sur lequel le maximum de f(z) est égal a M,. Si I'inégalité

A N4
(18) loglogM;> 0:3

est vérifiée, le théoréme du n° 16 est applicable. On remplace M(r)
par M;; r par p;; A(r) par A; et ¢(r) par ¢;. Dans le cercle de rem-
plissage I'; dont 'existence est établie par ce théorcue, la fonction f(z)
prend 'une au moinsdes valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro ().
Sur un chemin issu du centre de T'; et aboutissant & la circonférence,
la fonction /(=) satisfait & I'inégalité

log| f(3)| > [logM;]'-=.

1} La fonction f(3) peut prendre lantot la valeur zéro, tantot la valeur un
I} ) ’
suivant la valeur de {. La démonstration s’applique encore & ce cas.
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On peut donc tracer un cercle v, de vayon g, Qoncentrique et
intérieur au cercle T';, et passant par une racine de ’équation /(z) = o.
Le maximum M;,, de| /(z)|sur le cercle y;,., vérifie I'inégalité

log M., > [log M, ]t <.

Le rayon p;,, du cercle y.., est inférieur au rayon de I';, c’est-a-dire

\ S T 0 . " [ 1] [ .
a -r/—‘ Lesinégalilés et égalités suivantes
i

log My > [log M]3, pin < —2,
Ai=TlogM;]'-3, Q= 6 log logM;

permettent de calculer par récurrence les quantités M;,
trouve ainsi

log M, > [log M (r)]1=%, 0r < ,.[ 487 ]',

o q.eL A On

=1

Le(r —-s)—-"’ log log M(r)
A;>[log M(r)Ji—s, qi> %(l—-s)"log log M(r)

(toujours en supposant I'inégalité (18) vérifiée pour t, 2,...7). Si
I'on donne & 7 la valeur de l'entier 2 égal on immédiatement inférieur

4 <, en supposant ¢ inférieur & (‘;, on obtient les inégalités
. 176 g—l
(19) ‘Og Nln>|ilogh’l(l‘)‘|"’ Pu<l'[m] )

_l 3
Ay>{logM(m ], gu> i,lloglog M(r).

Ce groupe d’inégalités n’est d’ailleurs valable que si I'inégalité (18)
est vérifiée pour /Sn. Comme M, diminue lorsque ¢ croit, il suffit que
I'inégalité (18) soit vérifiée pour i =n, et, d’aprés la premiére inéga-
lité (19), cela a lieu si » est assez grand pour que 'on ait

(20) loglogM(r)«;‘—sg—z-

Le rayon du cercle de remplissage I', intérieur & vy, est égala %—pi' ;
n
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il est donc inféricur a

1
12r i 176 ¢
1l slog logM(r)

21. Nous avons supposé jusqu’ici que ¢ ¢tait une constante. Nous
pouvons faire dépendre ¢ de », & condition que l'inégalité (20) soit
vérifie & partir d’une cerlaine valeur de ». Nous obtenons ainsi le
théoréme suivant :

Soit = [(3) une fonction enticre dont le module mavimum sur
le cerele | 3| = rest M (r). Posons

B(ry=[log M(r) =2, p(r)= S0

——"loglog M(r),
¢ 08 0s
; . ; !
e(r) étant une fonction de rtendant vers séro avee o de fugon que
linégalité

o
[N

. < =3
20 loglog M (#) > =<2

(20) glog M(m =75
sott vérifiée a partir ’une certaine valeur ry de r.

Lorsque r est supéricur a vy, la fonetion f(3) vérific nécessdaire-
mend Uune des dewr propriétés suivantes :

o ] N I . . . e .
1 Dans la couronne circulaire d'épaisseur "y dont la eircon-

Sérence médiane est la circonference | z| = r, on a Linégalité

logl f15) | > [log M(#) Jt-3r,

. . e Ner .
2° Dans la couronne circulaire dupazs.wzzr;)-m sdont la circon-
Sérence médiane est la circonférence
cercle C’'(r) de rayon

sh=r, i caiste aw moins un

1

inw [ 170 e
——— " D —— e U
1t {e(r)loglogM(ry |

dans lequel la fonetion f(z) prend toutes les valeurs inféricures en
module a B (r), sauf peut-étre dans le voisinage d’une certuine

valeur a(r); cevotsinage est intériver au cerele |4 —a| = b (r) ).

(') Un énoncé analogue est valable pour les fouctions méromorphes a valeur
asymptotique,
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22. On peut fixer la forme de la fonction ¢(r). A chaque forme de
cette fonction correspond un énoncé particulier du théoréme pré-
cédent. Si l'on diminue la fonction (), on diminue le rayon du
cercle C'(r); par contre, on augmente I'épaisseur de la couronne cir-
culaire qui contient ce cercle. Lin d’autres termes, si 'on gagne en
précision sur le rayon du cercle de remplissage, on perd sur la posi-
tion de ce cercle.

‘xaminons en particulier le cas limite, ol

1372
)= o Tow M (79
en supposant naturellement 7 assez grand pour que ¢(7) soit inférieur
~a 1. Le rayon du cercle de remplissage C/(r) est égal &

1
33 logtog M(#)

a7 - 1 . )
f""‘[l“'(f l < rllog M(r)] %,

. e 1
4 ¢lant une conslante numérique; on peut prendre £ = —- On peut
? ()70 b
. . \ 1 .
en scrrant les calculs, obtenir une valeur de £ supérieure a T Mais,
/

quclle que soit la méthode employée, on ne pourra jamais avoir, du
moins pour /outes les fonctions entiéres, une valeur de 4 supérieure ou
égale & 1. 1l est facile de voir en effet, dans 'exemple de ¢?, que le
rayon du cercle de remplissage est supérieur & r| logM(r)] ' : cette
expression est ¢gale & 1. Les valeurs de ¢ dans le cercle C de
centre ., + Ly, et de rayon 1 ont leurs modules compris entre ¢%!
et e®*', Le cercle C ne peut étre un cercle de remplissage au sens que
nous avons attaché a ce mot: les valeurs de ¢* dans le cercle C ne
peuvent, pour aucune position du point @, + iy, recouvrir dans le
plan des Z des régions trés étendues.

25. Dans certains cas on peut, des propriétés particuliéres de la
fonction envisagée, déduire des renseignements précis sur les cercles
de remplissage et les régions correspondantes du plan des Z. Clest ce

. o . .y 1
que nous allons voir rapidement sur les fonctions enticres ¢ et o)
1° Soit d’abord la fonction *. Choisissons une fonction positive p(7)

Journ. de Aath., tome 1II. — Fasc, IV, 192]. Su
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croissant indéliniment avec », et construisons les cercles C(r) de
centres i et de rayons p(r). Dans chaque cercle C(r) la fonction ¢*
prend toute valeur comprise dans le plan des Z entre les cercles de

centre origine el de rayons respectifs ¢/~ et e7VIUTF (1), Le
domaine du plan des sextérieur aux cercles C(7) est partagé par cclte
famille de cercles en deux régions : dans 'une la fonction e* converge
uniformément vers U'infini, lorsque | z| augmente indéfiniment; dans
I'autre, elle converge vers zéro. Il ne peut donc y avoir, dans ces
régions, de nouveaux cercles de remplissage.

2° Soit maintenant la fonction

«©

! o 03 - i ,_i
N "H<l+n> erm

n=1
ot C désigne la constante d’Euler. De la formule bien connue

o i U(s+1)=:T(3)
on tire immédiatement

1 3= GE—2)...(5=n)
U(s—n) U(s)
o, . T | v e
Si s n’est pas un entier négatif, W-’—-T)‘ tend vers 'infini avec 2.
, 1 ) < . .
Lorsque s tend vers zéro, TS tend vers un. Soit une suite de

points 5,3,...5,..., tendant vers zéro de facon (ue
I:'u(sn—l) "‘(:‘n“—”)l

veste supéricur a4 une fonclion croissant indéfiniment avec n. Par
1 . 1
(n—2)1" I'(s,—n)

\ 1
an —1. Les cercles G, de centres s = — n el de rayons = sont

cxemple prenons s, = est supérienr cn module

. . P . 1
des cercles de remplissage. A l'intérieur de C,, la fonction —— s’an-

I'(s)
¥

nule une fois, et sur la circonférence. C,, la fonction Ty A sou module

(') La fonction e vérilie la méme propriété dans le rectangle, inscrit dans le
cercle C(r), dont les sommels sont les points is === \/p*(r) — n* + (r+im.
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supérieur & n — 1. Cette fonction prend donc une fois, & I'intérieur
de C,, toute valeur inférieul‘e en module a n — 1.

I.’étude de la fonction w—— aux environs de I’axe imaginaire montre
T(3) ( ) °

'existence d’une autre famille de cercles de remplissage. Posons
:=wx +(y. D'aprés le développement en produit infini de la fonction
cnvisagée, on a

de cette formule, et de la relation I'(z + 1) = zT'(3), on déduit faci-
lement que - tend vers zéro sur la courbe y = =+ g’log:v. Considé-
rons le cercle ( (,) dont le centre est le point s =iy et qui coupe la

courbe yy = == - log.L. La valeur de Ir au centre de ce cercle aug-

gl

o
mente mdeﬁmment avec y, et le minimum de I m\dans le cercle

concentrique et de rayon moitié tend vers zéro. Le cercle C'(y) est
donc un cercle de remplissage, et T'application du théoréme de
Schottky donne aisément I’étendue de la région correspondante occupée
par la fonction. Dans chaque cercle C'(y), cette fonction a une valeur
“exceptionnelle : la valeur zéro.
Dans la région des .« positifs, extérieure aux cercles C'( y), la fonc-

tion - converge uniformément vers zéro; danslarégion des x néga-

r (
tifs, extérieure aux cercles C'()) et aux cercles C,, elle converge
uniformément vers 'infini avee z. Ces résultats se déduisent immédia-
tement des formules écrites plus haut. En dehors des cercles G, et C'(v),
il ne peut donc y avoir de cercles de remplissage.

CHAPITRE 11L

SUR LA CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE FINT
RT LEURS VALEURS EXCEPTIONNELLES DANS LES ANGLES.

/4. Je donnerai dans ce qui suit quelques propriétés nouvelles des
fonctions cntiéres d'ordre fini, et en particulier je retrouverai et
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préciserai un important complément apporté récemment par
M. Bieberbach au théoréme de M. Picard. Je commencerai par
établir une propriété simple de la croissance des fonctions entiéres
d’ordre fini, dans des angles.

Rappelons d’abord et précisons quelques définitions : une fonc-
tion £(z) holomorphe dans un angle A est dite d’ordre p dans cel
angle si, étant donnée une constante positive ¢ arbitrairement pelite,
les deux inégalités

IS < ™ f(e)] > e

sont vérifiées, la premiére & partir d’une certaine valeur de |s|, Ia
deuxiéme pour une suite de points = tendant vers 'infini a Pintérieup
de 'angle A. La définition s’étend & 'ordre d’une fonction sur unc
demi-droite, ou sur une courbe.

Je dirai qu’une fonction est ¢ffeetivement d’ordre ¢ dans Pangle A
si, outre les conditions imposées plus haut, cette fonction est d’ordre ¢
dans un angle de méme sommet, intérieur & Uangle A.

MM. Phragmén et Lindelof ont déduit de leur principe bien
connu (') le théoréme suivant :

St une fonction f(3) est holomorphe ot d'ordre au plus égal & ¢

(Yy Puracnix et LisverLor, Sur une extension d'un principe classique de Uana-
lyse (deta math., t. 31, p. 381). Le principe s'énonce ainsi : Une fonction f(z)
monogene, régulicre & intérieur d’un domaine 'I', a son module uniforme dans T
et vérifie la condition | f(s)] << G +¢ (& étant une constante positive arbitrai-
rement petite, et G une autre constante) dés que z, restant & Pintérieur du
domaine I, est suifisamment rapproché d’un point Z du contour T, en exceptant
les points d’un certain ensemble 12, Supposons qu'il existe une fonction
monogéne o (3) réguliére et différente de zéro dans I’y et jouissant des
propriétés suivantes :

a. A l'intéricur del', le module de o (=) est uniforme et inférieur ou égal & 1,

b. En désignant par ¢ el & des nombres positifs arbitrairement petits, et Z

un point quelconque de I'ensemble E, on a|w(3s) f(3)|<C+¢ dis que s,
restant & 'intérieur de T, est suffisamment rapproché du point £.

Dans ces condilions, I'inégalité | f(:)|SC reste valable pour tout point 3
intérieur & T I'égalité est exclue si f(3) ne se réduit pas a une constante.
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T . ’ Ay
dans un angle A d’ouverture 5 et st elle est bornée sur les cités de
Dangle A, elle est bornée a Uintérieur de A.

Soient » et 9 les coordonnées polaires de z. Considérons une
fonction /(=) holomorphe et d’ordre ¢ dans un angle A d’ouverture

N LT . ., ., 0. . 0
inféricure & 5 défini par les inégalités — -Zo< 4. Nous allons

- 2
montrer que la fonction f(3) ne peut étre d’ordre inférieur & o sur
les edteés de Pangle A,
Considérons en ellet la fonction auxiliaire

[T( s)=e “a? —=f( ), ot 3P — pp—t ei;(p—é);

elle est holomorphe dans 'angle A el sur ses cotés L. Choisissons la
uantité positive ¢ assez petite pour que g — ¢ soit supérieur & 'ordre
(supposé infévieur & o) de la fonction f(3) sur les cotés de 'angle A.

. 0 1 0 1] 4 4
Lorsque 4 varie de — -4+ -, cos 9(p — ¢) reste supérieur & la

e T g . eye o N
constante positive cos §<r— B>° La fonction auxiliaive I'(z) tend
donc vers zéro sur les colés de Pangle A. Ov, elle est d'ordre p dans
cct angle. Ce résnltat est en contradiction avec le théoréme cité plus

haut de MM. Phragmén et Lindelof. On déduit de ce qui précéde le
théoréme suivant :

Si une fonetion est holomorphe et d’ordre ¢ dans un angle A, ¢
d'ordre infeéricur a o sur les cdtés de cet angle, loucerture de

Pangle A est supérieure owégale @ - ().

(') Ce théoréme s'étend aisément & un ordre plus général défini par
M. Lindelif de la facon suivante : une fonction f(3) holomorphe dans un angle
est dite d’ordre (po,...p,) dans cet angle si, étant donnée une constante
pozilive ¢ arbitrairement petite, les incégalités

/()| < etient L (logh ryey,
()| > ettt L (login e, =,

ou r désigne le module de s, sont vérifiées, la premiére & partir d'une cerlaine
valeur de 7, la deuxiéme pour une suite de points 5 tendant vers l'infini. Ceci
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23. Le théoréme précédent s’étend au cas ot l'on remplace
I'angle A par un domaine T balayé par une courbe C issue de
'origine et tendant vers I'infini, dans une rotation autour de I'origine ;
le cas précédent se présente lorsque la courbe C est une demi-droite.

Soit donc C une courbe tendant vers l'infini, issue de 'origine, et
([ui n'est rencontrée qu'en un poiut par toute circonférence |z|=71.

I

Iaisons-la tourner d'un angle égal & —— autour de l'origine, x étant

une conslante posilive quelconcue, ct soit ¢ la courbe obtenue aprés
cette rotation. Désignons par T le domaine balayé par C dans sa
rotation. M.” . Valiron a construit une fonction G () satisfaisant
aux inégalités

4

wis

& o
hr' TR < logl G () < g

(h, et h, étant deux constanles positives) a I'intérieur du domaine T,
ct & I'extérieur de petits cercles ayant pour centres cerlains points des
courbes (0 et (U et pour rayons des fonctions de r tendant vers
' 1
#éro avee - (").
Ecartons légérement les courbes G et C' par de petites rotalions
autour de l'origine, de facon i leur faire occuper des positions

I

G, et C) extéricures au domaine T, et faisant entre elles 'angle

P+
Nous pouvons, avec M. (i. Valiron, construire une fonction H(z)
satisfaisant aux inégalités

X

* I
Lorf TS < og () | < kg™ 7

posé, en considérant la fonction auxiliaire
F(s)=/(3) e—stilor )t (logh” )P -,

et en suivant la marche exposce plus haut, on obtient la proposition suivante :
St une fonction est holomorphe et dordre (pp,...n,) duns un angle A, et
d’ordre Inférieur « (npy...p,) sur les cités de cet angle, louverture de

3

Fangle \ est supéricure ou égale

o |
.

1)
(1) G. Vauron, Sur les chemuns de détermination des fonctions entieres
(Bull. de la Soc. math. de France, t. ¥5, 1917, p. 153).
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(k, et k, étant deux constantes positives), & I'intéricur du domaine T,
compris entre C, et G, ct & P'extérieur de petits cercles qui n’em-
pi¢tent pas sur le domaine T

Ceci posé, soit £(z) une fonction holomorphe et d’ordre 5 dans le
domaine T. V’aprés le principe de MM. Phragmén et Lindelof, il est
impossible que cette fonction soit bornée sur les courbes C et
limitant le domaine T. Reprenons en effet les notations de la note 1,
page 36. L’ensemble E se réduit au point 4 I'infini. La fonction —)l—:- est
la fonction H(z) dont il vient d’tre question. Si la fonction f (=)
élait bornée sur C et (', elle scrait bornée dans tout le domaine T,
et ne serait pas d'ordre z dans ce domaine.

Plus généralement, il est impossible que la fonction /(z) soit
d’ordre inféricur & ¢ sur les courbes C et C'. Supposons en effet qu'il
n'en soit pas ainsi, ct choisissons une constante positive ¢ arbitrai-
rement petite. [icarlons légérement les courbes (. et (' par des
rotations autour de lorigine, de fagon a leur faire occuper des
positions (., et G extérieures au domaine T, et faisant entre elles

T

I'angle %, qu'on peut écrire Nous pouvons, avec

o0—~ )+
' P)

M. G. Valiron, construire une fonction (i(z) satisfaisant aux
inégalités

)@

lz,/'?—;<logiG(:~)| < hyt?TE

(A, et b, étant deux constantes positives) a I'intérieur du domaine T,
compris entre G, et C}, et i Pextérieur de petits cercles n’empiétant
pas sur le domaine T.

~ . , .. . 3
Ceci posé, choisissons la constante ¢ assez petite pour que p— 4
soit supcrieur a l'ovdre de la fonction f(z) sur les courbes Cet (V.

La fonction auxiliaire

~

F(:) = ‘{( N

G(s)
est hornée sur ces courbes, et d’ordre p dans le domaine T. Nous
avons vu plus haut que de telles conclusions sont incompatibles : la

fonction f(z) ne peut donc étre d'ordre inférieur & p sur les courbes
CetC.
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On déduit le théoréme suivant :

Soit un angle curciligne A formé par dewr courbes tendant vers
Uinfini, se déduisant Lune de Pautre par une rotation ) autour de

Porigine. Si une fonction est holomorphe et dordre o dans

Pangle A, et dordre inféricur a p sur les cdtés de Uangle,

LPouverture O de Uangle A est supéricure ou égale a ‘;

)

26. Appliquons le théoréme obtenu au n® 2% & la théorie des
fonctions entiérves d’ordre fini. Soil £(3) une fonction enti¢re d’ordre

fini ¢, Si ¢ est inférieur & %, nous savons, d’apres un théoréme de
M. Wiman, que sur une suite de cercles s’¢loignant indé¢finiment, la
fonction f( =) satisfail U'inégalité
() > et

¢ ¢lanl une coustante positive arbitrairement petite.

lixaminons le cas d’une fonction enti¢re f(z) d'ordre p supérieur
ou égal & 1, Nous dirons que cetie fonction ecst d’ordre g en une
suite :, Syeee T, oo dendant vers Uinfind, st elle satisfail en ces

points aux inégalités

logl f(5y) >3 05, Ce log] f(zp) >3, 0,

[()
)
“

L Ea s 5, oo Blant une suile de quanlités positives lendant vers
seéro.

Les points z,, 5,, ..., 5,, ... ont au moins un argument limite w.
Tragons le rayon A issu de 'origine, d’argument w. Dans un angle
d’ouverture arbitrairement petite, ayant pour bissectrice A, la
fonction f( =) est évidemment d’ordre .

Considérons I'ensemble E (s'il existe) des rayons issus de I'origine
sur lesquels la fonction f(z) est d'ordre inférieur & o, et de leurs
ravons limités (sur ces rayons limites la fonction f(3) peut élre
d’ordre g). Supposons que A ne fasse pas partie de I'ensemble E, et
désignons par A’ le rayon d’argument 0 > o, appartenant & E, et tel

que 'angle AO.\ ne contienne pas de rayon de E. Sur tous les rayons
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intérieurs a cet angle, la fonction /(3) est d'ordre . Soit A" le rayon
d’argument immddiatement infévicur & 0, et appartenant i I

PN . o VTR y
Llangle 'OX ne peut dlre inféricur a '; Supposons en ellet,

pour fixer les idées, que sur les rayons A’ et A" la fonction /(=) soit
) . [ \ cae Y y . . . . .
> inférieur & p (s'il n'en était pas ainsy, 3
d’ovdre infé o (s'il n’en était pas ainsi, on prendrait deux
rayons lrds voisins de A’ et A", sur lesquels f(z) serait d'ordre
C , ' TN . . .
inférieur & ). Dans langle 3’047, la fonction f(3) est d'ordre .
Sur A" et sur A, elle est d’ordre inférieur & 3. D’aprés le théoréme du
SN "
n° 24, Pouverture de angle 302" est supérieure ou égale & 'E

[.e cas ol les rayons A’ et A sont confondus (0 = w) se traite d'une
lacon analogue, et 'on ahoutit an théoreme suivant :

Sott une fonction enticre f(z) dont Uordre fini g est supéricur
, 1 .o .
ouw dgal a~- Déstgnons par o wn argwment limite de points en

lesquels la fonetion est dordre 3. La fonction f(3) est d'ordre 3 sur
toute demi-droite issue de Vorigine O, et intérieure « un certain

angle o, de sommet O et douverture '—;- comprenant & son intéricur

)
ow sur sa fronticre le rayon d'argument o.

Io'n particulier, il existe au moins un tel angle a pour toute
fonction enlicre.

Le théoreme du n® 25 fournit une proposition analogue pour les
angles curvilignes. Fn particulier :

Soit C une courbe tendant vers Cinfini: et soit CG(8) la courbe
qion obticnt en fuisant tourner Cde angle 3 autour du point O.
1 existe wne nombre B, tel que, pour les valewrs de 3 comprises entre

By el 8, + 75:’ la fonction f(3) est d'ordre 3 sur toute courbe C(3).

27. Ou peut apporter, dans certains cas, les précisions suivantes :
1* Lorsque la fonction f(z) est d’ordre inférieur & ¢ sur un rayon
issu de O, aussi voisin que Uon veut de 'un des cotés de Pangle @ dont
existence est démontrée au numéro précédent, cette fonction est,

-

Journ. de Math., tome 111, — Fasc. IV, 1924, N}!
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d’apreés le principe de MM. Phragmén et Lindelof, d'ordre 3 sur toute
courbe intérieure & lout angle intérieur & 'angle a.

2° Lorsque la fonction f(3) est d’ordre inférieur & 3 sur les deux
cdtés de 'angle a, cette fonction est i croissance régulicre. Plus géné-
ralement, elle est d’ordre g sur tout arc de courbe I joignant deux
points des cotés de 'angle «, et s’¢loignant indéfiniment.

Supposons en effel qu'il n’en soit pas ainsi : nous pourrions trouver
une suite infinie d’arcs de courhe ', s’éloignant indéfiniment, sur les-
quels la fonction /(=) serait dordre inférieur & 3 — ¢, ¢ élant une
constante positive suffisamment ‘petite, et choisie de facon que ¢ — ¢
soit supérieur & l'ordre de la fonction f(z) sur les deux cotés de
'angle «. La fonction auxiliaire /{z)¢=*"", bornée sur les cOtés de
I'angle « ct sur les avcs de courhe U, serait bornée dans tout P'angle «,
et la fonction /(=) ne serait pas d’ordre  dans cet angle.

La fonction /(=) est encore & croissance réguliere lorsqu’elle est
d’ordre inférieur & un nombre inférieur & p sur des rayons aussi voi-
sins que l'on veul des cotés de Pangle x.

28. Uest facile deformer des fonctions entiéres d’ordre o supérieur
L . . R . .
& -» qui sont d’ordre p sur toul rayon issu de l'origine : il suffit de

construire un produit canonigue dont les zévos se reproduisent lorsque
’argument augmente d'un angle 0 et des multiples de 'angle 0, en

Y T . . .
supposant 0 inférieur & s (et sous-multiple de 2w): il est claiv (ue

'angle « engendrera, palr rotations, des angles analogues empiétant
les uns sur les autres.

Il existe également des fonctions entiéres o\t 'angle « est unique. 1l
en est ainsi de la fonction considérée par M. Lindelit dans son Caleul
des Résidus, page 119 :

*

f(s):Z :_.) ’

n=1\ pv |/

\ T 1 . . 3 N
ol p est supérieur & . Cest une fonction entitre d’ordre p. Elle con-

verge uniformément vers I'infini, quelque petite que soil la conslante
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positive ¢, dans l'angle

¢l converge uniformément vers zéro dauns l'angle

n T
— s .u anm-- ———{—s>.
25 T %0

I'angle x est précisément I'angle

-

™~ 1

—_— 0N —
T,

ap

Un autre exemple d'une fonction ot ’angle « est unique est la fonc-
tion de M. Mittag-Lefiler :

So=¥—

- ny’
2 ol(l‘““‘)
n

ce qui précede s'applique & cette fonction ().

29. L'existence de'angle «, démontrée au n° 26, permel d’apporter
une précision au théoréme de M. Picard dauns le cas des fonctions
*a s e [ L
cnticres d'ordre fini p supérieur & —

Soit f( =) unefonction holomorphe et effecticerent d’ordre p dansun

(') On pourrea consulter, sur ce sujet,’le Mémoire de M. Bieberbach : Ucber
eine Vertiefung des Picardschen Satses bel gansen Funktionen endlicher
Ordnung (Math. Zeitschrift, Band 3, 1919, p. 175). Daus le cas de la fonction
de M. Mittag-Letller, voici le principe de la démounstration : lorsque le point @

est situé dans Pangle
: T
+esroten— (—— + s>,
: 2

2=

30 ds3
) le

la fonction f' () est égale, & un facteur constant prés, i [’intégl‘alef

T—a
contour y élant constitué par un arc de courbe voisin de l’origine,yet les cotés
de 'angle cousidéré, jusqu'a leur intersection avec 'avc de courbe. Lorsque
est situé hors de cet angle, il suffit de prolonger analyliquement Pintégrale.
L’étude de l'intégrale établit les proprictés signalées.

Y



388 . MILLOUX.
angle A. M. G. Valivon a démontré (') quesil'ouverture § de langle A

est supérieure @ §» la fonction /(=) prend une infinité de fois toute
valeur, saul une au plus.

Appliquons ce théoréme aux fonclions enliéres : dans tout angle de
sommet O ayant une partic commune avee langle 2, la fonction /()
est effectivement d'ovdre 3. Nous en déduisons le théoréme suivant

Dans tout angle X\ douverture supéricure @ =s de sommet O, ¢t
: p ’
avanl une partiec commune avee langle 2, la fonction f(35 prend
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.
L’ouverture de Fangle 2 est égale & =+ Nous velrouvons ainsi et preé-
cisons le théoréme suivant de M. Bieberbach (*):

vans {out angice su crieur au plus erar des deux nombres =2,
Dans tout aungl w plus grand des de ombres -

19
v

! 1 . . o > ) e 1
T (2 - —)‘ la fonction entiére f( ) d’ordre ¢ supéricur & = prend une
G ’ 2
infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.
M. Bieberbach a montré que certaines fonctions entiéres d’ordre ¢
.. L . . . . .
supérieur & = (en particulier les fonctions de M. Mittag-Leftler consi-
dérdes plus haut) ont deux valeurs exceptionnelles dans des angles

T o pe s \ ' N . - v
d’ouverture = (s1g estinferieura 1) ourw (2 — —>(sn c est supcerieur a 1).
9 o ) .

30. Nous allons préciser le théoréme de M. G. Valiron cild¢ au
numcro précédent. Vapres cethéorenie, une fonction /(=) holomorphe
et ellectivement d'ordre infini dans un angle A ne peut avoir, dans cet
angle, plus d'une valeur exceptionnelle. -Supposons que /(z) soit

(1) G. Vauwos, Remarques sur le théoréme de M. Picard (Bull, des Se.
math.. a° sévie. 1. XLLIV | mai 1g20). Ce théoréme peut encore s'énancer ainsi :
St une fonction f(z) est homolorphe et dordre supérieur a o dans un angle

dowverture s elle prend, dans cet angle, wune injinité de fois toute valeur,
9
;

sauf wune au plus,
{2} Loc. cit. (uote 1 de la page précédente ).
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dépourvue de zéro dans I'angle A. Quitte & prendre un angle un peu
plus petit, nous pouvous supposer que f(3) ne s’'annule pas dans un

angle contenant & son intérieur Pangle \.
v . ‘ . 1]
La fonction oy holomorphe dans A, ne peut y étre bornée,
puisque la fonction /(z) ne peut avoir plus d’une valeur exception-

~ \ . 1
nelle dans cet dangle. Nous allons montrer que la fonction Fay st
d’ordre infini dans Uangle A. Supposons en cffet qu'il n’en soit pas

oo Ve Vo . { . .
ainsi, et désignons par 2 un nombhre supéricur i Uordre de ok choisi

assez grand pour que = soit intérieur & 'ouverture de l'angle A. Tra-
¢

I

cous, & l'iatérieur de Pangle A, un angle A’ d’ouverture (= ¢lant

. ’O -*- s .
une constante positive suflisamment petite) dans lequel la fouction /(z)
est elfectivement d’ordre infini. Nous pouvons supposcr (ue la bissec-
trice intéricure de angle A’ est la partie positive de laxe réel. La

fonction f(z) ¥ * est holomorphe et d’ordre intini dans l'anglé \".

I'lle prend donce. dans cet angle, une infinité de fois loute valeur, sauf

la valeur zéro. Par couséquent, en une suite de points de Pangle A/
sy . . 1 . v L oo

tendant vers l'infini, la fonction = vérific l'inégalité

S(=)

Iille ne peut ¢tred’ordre inféricur i z; on en déduil que, danslangle A,
cette fonction est bien d’ordre infini.

al. Une propriété analogue est valable pour les fonctions d'ordre
fini. Soit f'(=) unc fonction holomorphe ct effectivement d’ordre o
dans un angle A d’ouverture supérieure & é— D’apres le théoréme de
M. G. Valiron, cette fonction nc peut avoir plus d’une valeur excep-
tionnelle dans 'angle A. Supposons qu'elle ne s’annule pas dans cet
angle; choisissous un nombre positif ¢ suflisamment petit pour que
P'ouverture de I'angle A soit supéricurc &# ——- Dans cet angle, il
p —

SRR
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existe au moins un angle A’ d’ouverture

“— dans lequel la fonc-
S
' R
tion f(z) est effectivement d’ordre 5. Nous pouvons supposer quc la
bissectrice intérieure de 'angle A’ est la partie positive de I'axe récl.
L.a fonction /(z) e estholomorphe ctd’ordre 3 dans 'angle A'. Lille
prend donc une infinité de fois toute valeur, sauf la valeur zévo. Par

conséquent la fonction /—( 3

Uinfini & Uintérieur de angle A', 'inégalité

vérifie, en une suite de points tendant vers

IO"‘

()

La commnlc ¢ ¢tant arbitrairement petite, on en déduit que la
fonction 7 )e%t dans P'angle A', d'un ordre ¢' (infini ou fini) supé-
rieur ou égal & .

Considérons maintenant la fonction /( )ddns Fangle A'. 11 existe,

& lintérieur de cel angle, un angle d’ouverture supérieure & = dans
lequel la fonction Vi )cet elfectivement d'ordve 3'. 2 ne peut étre

infini : car, d’aprés le numéro précédent. Uinverse /(=) de -Z ) serail

d'ordre infini, ce qui est en conlmdlctlon avec I'hypothése. ¢’ ne peut

)
¢tre supérieur & o : U'inverse /() de serait, d’z “apl'es les résultats

F(3)

qui précédent, d'un ordre au moins egal a ¢'. Donc ¢' =3, ct nous
avons démontré le théoréme suivant :

Soit une fonction f(z)holomorphe et effectivement d'ordre & dans

un angle \ douverture supirieure @ O—- ST f(3) ne prend pas, dans

langle A, la valeur a, la fonction est effectivement

§
J(:)—a
dordre & duns un angle intériewr & Langle A, et suffisamment
vorsin de celui-cl.

o2. D’autres précisions peuvent étre apportées, dans certains cas,
au théoréme de M. (i. Valiron : supposons qu'une fonction f(=z), holo-
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morphe et d'ordre ; dans un angle A de sommet O et d’ouverture
supérieure & =» lende vers I'infini ou soit bornée sur une courbe inté-

rieure & un angle intéricur_ i 'angle A. La famille de fonctions
O NACH)

ot ¢ varie de 1 i I'inlini, ne saurait ¢tre normale dans la partie de toute
couronne civculaire de centre O, comprise entre lescotésde 'angle A :
en cifet, si dans ce domaine la tamille de fonctions f,(z) était normale,
clle convergerait vers'infini, ou constituerait une famille de fonctions
bornées, ce qui n'est pas possible. D’aprés un théoréme de M. G. Julia,
il existe, & Uintérieur de 'angle A, un angle d’ouverture arbitrairement
petit, dans lequel la fonction f(s) prend une infinité de fois toute
valeur, sauf une au plus.

Les considérations développcesau deuxieme Chapitre, indépendam-
ment de la théorie des familles normales, permettent de préciser ces
propriciés en établissant 'existence des cercles de remplissage.

a0, Appliquons & certaines fonctions enticres les propriétés géné-
vales démontrées au début de ce Chapitre.

Siznalons d'abord une nouvelle démonstration du théoréme de
M. Bicberbach, dans le cas on 'ordre de la fonction entiére est com-

. 1 N . v e . . .
pris entre -et 1. Cette démonstration ne [ail pas intervenir les prin-
cipes de MM. Phragmeén et Lindeldf. Soit une fonction entiére /()

\ . |
d’ordre ¢ compris entre _et 1 :

€ )*l[ ( ”")

n=\

Supposons que tous les zéros a, soient extérieurs a un angle d’ou-
verture =+ Plus généralement, supposons que toutes les abscisses de

ces zéros soient positives. Sur la partie négative de I'axe réel, I'iné-
galite

\\/l+ o

[ — —
ay,
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montre que la fonction f(z) est d’ordre ; et converge vers l'infini.
7’: \ L L]

Dans un angle A de sommet O et d’ouverture -» contenant & son inté-

rieur la partie négative de I'axe réel, la fonction f(3) prend, d’aprés
le théoréme de M. G. Valiron, une inlinité de fois toute valeur, sauf
une en plus.

On peut méme appliquer la remarque faite au numeéro précédent,
grice au théoréme de M. G. Julia : dans I'angle A, la famille de fonc-
tions £,(3) = f(s¢{)ne peut étre normale, et il existe dans cet angle un
angle arbitrairement petit a 'intérieur duquel la fonction f( ) prend
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.

_ Ce qui précéde s’applique aux fonctions cntiéres d'ordre 1, dela

forme .
reo =11 (._ ”_‘>

n=1 :

Considérons en particulier une telle fonction, dont les zéros «, n’ont
qu'un argument limile, soit zéro. Cette fonction est d’ordre 1 el con-
verge uniformément vers P'infini dans 'angle défini par les inégalités

1

a
bJ

_
&
2

.

@ iA
N

<0

’

¢ étant une constante positive arbitrairement petite. En effet, pour
tout point s situé dans cet angle, I'inégalité

3 i s |2
AESVAR
a, a, |

est valable & partiv d’une certaine valeur de . D’apreés le théoréme de
M. G. Valiron, la fonction f(z) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro dans chacun des angles

T . .3 T 3T
= —25lQei— —¢ el S 4eS0lZl 4 ag,
2 SVE ) =T= 9

et par suite dans des angles d’ouverture arbitrairement petite, avant
pour bissectrice I'une ou I'autre partic de 'axe imaginaire.

On peut apporter quelque précision dans le cas ol tous les zéros de
la fonction f( =) sont positifs : cette fonction prend alors une infinité
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de fois toute valeur, sauf zéro, dans chacun des angles

(427

-~ D
(LR RN
Lo + ¢.

s _—
2

ERE

™
~—~S<?<—)

e
-¢

of%. La méthode priécédente permel de préciser le théoréme de
M. Bieberbach dans le cas de certaines fonctions enlicres d’ordre su-
péricur ou égal i 1. Traitons d’abord le cas d'un produit canonique

d’ovdre 3 :
N 1

x St
=1 =) " e
R ~ o a, / = )
n=1
dont tous les zéros sont réels et positifs. Désignons par 7 et ¢ les coor-
données polaires de z. Lorsque ¢ differe de zéro, on a

y /"» ut¥lcospy — ulcos(p -+1)v !
: = du

dnnd

=

8

21 log! f(3)| = -
(21) A -y UP—20C050 41

= 8,cospu — S,cos(p +1)0,
en posant

* o ‘ * i
Nt wr+t a O [ wr
S N / e du. S, = - * du.
- P—2ucosy -+ Jo W —2ucoesg 41
n-l n=1

S, et S, sont des fonctions croissantes de 7.

Il est clair qu'il existe des valeurs de 3 (différentes de zéro) pour
lesquelles cos p3 est positif et cos(p + 1)9 st négalif. Soit g, Pune de
ces valeurs. Désignons par A la plus petite des quantités cospo,
el — cos(p +1)9,. Ln un point s-d’argument 9, la fonction f(z)
vérifie I'indgalité log| f(z)] > A (S, + 8,), d'olt 'on déduit que les
inégalilés _

SN it

(z étant une constante positive arbitrairement petite) sont valables
dés que r dépasse une certaine valeur dépendant de : et de I'angle ¢
(cet angle cst différent de zéro).

Soit maintenant 5 un nombre inférieur & 5. Lorsque ¢ est compris

s pi-t
. . . 5 3 Pintéorale défini / “

entre 1 el 2, le rapport de +° & I'intégrale défin e QT du
est compris entre deux constantes positives, dépendant de 5.

Journ. de Math., tome 111, — Fasc. 1V, 1924, D2
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[

La quantité S, véritie donc I'inégalité

.
X N 1

() NI P Y
: ~!l',',
n=Ng

k est une constante positive (dépendant de ¢ seulement); N, et N, sont
les deux nombres entiers satisfaisant aux inégalités

L N AN N A SRR ¥ AN SN 1

La quantité 8, vérifie une inégalité analogue & Pinégalité (22).

Ceci posé, nous allons montrer (u'il existe une suite infinie de
\.‘

. 1 ey s e " TR
valeurs de N, pour lesquelles ‘\_‘ ~= lend vers linfini. Wil n'en était pas
@y
n=N\,
ainst, en eftet, cette quantité serait inférieure & un nombre A. Soit
un nombre positif assez grand, ¢t N, Venticr satisfaisant aux inégalités

TR LY AN Uy, T 2T

Choisissons un nombre positil v, assez petit pour que 5 + v, soit infé-
vieur & z. Des indgalités,

N, Nl
AN A AN 1 A
e & oy vy \ o L iy e
] (?Z')‘ 70 o (I?;""‘ (..lel I,.)‘r‘
n=), n=Ny, el
on tire
x x
A 1 2 1
Ny .
-k Q70 Y (2"t e)n

nz Ny n=

La série du premier membre est donc convergente, ce qui esl
absurde, puisque o + 7 est inférieur & Pexposant de convergence 3 de

la suite des quantités a,.
N

. « e - o ' I
Done, pour une suite infinic de valeursde N, la quantité }_‘ -5 tend
: 4

' . . r=Ny
vers U'infini, et d’apres 'inégalité (22), la quantité S, satisfait, pour

une suite de valeurs de r lendant vers linfini, a I'indégalité S, > 1 ¢,
¢ ¢tanl une constante positive arbitraivement petite (). Une démons-
tration analogue conduit & la méme conclusion pour 3,.

1) La quantité S, vertlie en outre, & pavtir d'une certaine valeur de 7, 'iné-
1 '
galité §;,> Cre, aussi grande que soit la constante positive G, En eifet, lorsque ¢
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L’étude des quantités S, et 8, étant faite, reprenons celle de la
fonction entiére f(z). D’aprés Pégalité (21), /(3) cst d'ordre ¢ et
converge uniformément vers Uinfini dans les secteurs angulaires A,
définis par les inégalités cosp 03 cos(p + 1)9 0. Au contraire /()

- 1 L4 f ‘
converge untformément vers zero ((‘.l 7(-_—-)- est d’ordre 9) dans les see-

teurs angulaires A, délinis parles inégalités cospg o3 cos(p + 1) 0.
Lorsque ¢ croit de o & 2%, les sccteurs A, et A, se succédent alterna-
tivement.

Dans un angle A de sommet () ayant une partie commune avec un
secteur A, et un secteur A,, la fawille de founctions f,(z)= f(=¢) ne
peut ¢tre normale (ni quasi normale), sinon elle convergerait dans
I'angle A uniformément vers P'infini (& cause du secteur A ) d'une
part, et vers zéro ( cause de A,) d'autre pact. On en déduit, d’apreés
un théoréme de M. G. Julia, qu'il existe dans 'angle A un angle d’ou-
verture arbitraivement petite, dans lequel la fonction /(=) prend une
mfinité de fois Loute valeur, sauf une an plus (*).

53, Soit maintenant une fonction entiere 19(z) = eV f(3); Q(3)
est un polynome de degré ¢ et /(3)est un produil canonique d'ordre
et de genve p, dont les zéros sont véels et positifs.

Supposons 'avgument % différent de zévo. Lorsque ¢ est supéricur

4 vl
‘e N . . e
est supérienr {L ., e et Pintégrale / o (v ont leur rapport com-
* o1 24 CON
* a \ R (.Oh? 1

pris entre deux constantes positives ne dépendant que de 9. Ou en déduit,
dlapeés la valeur de S, Pindgalité

N
. O !

a .
(23) 511\/‘"’3 al’

n
n=1

oit A désigne une constante positive ne dépendant que de 9, et N l'entier salis-

faisant aux inégalités axSr, ax,, > 1. Llindgalité (23) entraine Pincégalité 5, > Crr
. . LI

puisque la série 2 por? diverge.

i
() Lintroduction des cercles de remplissage permettrait de préciser ces pro-

priél és,
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ou égal & p -1, la fonction 1°(z) se comporte comme ¥ sur les
vayons issus de l'ovigine : on sait en ellet que la fonction /(3) vérifie,
a partir d’unc certaine valeur de r, I'inégalité

logl ()] <sret,

¢ étant une constante positive arbitrairement petite.

Supposons ¢ inférieur ou égal & p. Dans les secteurs angulaives A,
définis par les inégalitds cospy > o3 cos(p + 1) 310, la fonction /(=)
converge uniformément vers U'infini, est d’ordre ¢ et véritie U'inéga-
e | £(=)] >e™", (. étant une conslante positive aussi grande que Pon
veut. 1l en est donc de méme de la fonction F(z). D'une maniére
analogue, I'(z) se comporte comme /() dans les secteurs angu-
laires A,. Les propriétés démontrées dans le numéro précédent pour
S (s) sont valables pour F(z).

a6, Le plus petit des secteurs angulaives A, et A, a pour ouverture

w iy, . : d “2Ydordre - S

TP Considérons un produit canonique /(=) d’ordre z, dont les

Z0TOS G4y @yy ooy @,y ooy d'arguments vespectifs ¢, 24,...,9,, ... sont
A M | \) T

localisés dans un angle 0 d’ouverture inférieure & —————

2p(p )

le point = d'argument % est extérieura langle 0, la fonclion /(=) vérifie

'identité

» Lorsque

»

Y los fis __v/ | DL =9 4.
(a1") log f(5)] pea UP e 2 COS(D — Q) ~ix

Il':l‘0 ‘

Il est clair que dans chaque secteur A, il existe au moins une demi-
droite sur laquelle tous les cosp(y —,) sont positifs et tous les
cos(p +1)(% — %,) négatifs (ou nuls) : sur cette demi-droite, la fonc-
tion /(=) converge vers l'inlini et est d’ordre 3. De méme dans chaque
secteur A\, il existe au moins une demi-droite sur laquelle /(z) tend

., l L4 3 \J M Al . .
vers zéro, melanl d’ordre z. Dol I'existence d'angles arbitraive-
ment petits dans lesquels la fouction /(=) prend une inlinité de fois
toute valeur, sauf zéro.

Ces propriéiés restent valables pour les fonctions entitres plus
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générales obtenues en multipliant le produit canonique précédent /(=)
par *') Q(z) élant un polynome dont le degré est inféricur ou égal

an genre p de /().

a7. Nous allons terminer ces applications par I'étude d’un cas par-

ticulier intévessant. Lorsque argument o de = différe de zéro, le pro-

duit canonique f(z), dont les zéros a,, a,, ..., @,. ... sont réels et
positifs, vériflie Uidentité

,

Y uPcos po — u? cos(p +1)e
1 — 21 cosQ - 1

() log, f(5) :-:.-E du

A2
"=l

=S, cospy — Sy cos(p +1)0.

S

et I'¢tude de la fonction /(5) se rattache & celle des quantités S, et S,.
Proposons-nous de rechercher s'il existe des produits canoniques
pour lesquels le signe du deuxiéme membre de I'identité (21) est celui
de cospy (lorsque cosp ¢ différe de zéro) ou celui de cos(p + 1) %
lorsque cos(p + 1) % différe de zéro]. I5n d’autres termes, existe-t-il
T ’
des produits canoniques 7, (z) ou ,(z) vérifiant soit I'équation

(20) logiF ()] = 1=s(r, 2)]Sucos o (cospo == o).
soit I'équaltion

(24 log &.(3) oo —=[142(r, 9)]Sscos(p +1)o  |cos(p+1)osziol

(1, %) élant une fonction tendant vers zéro avee %> lorsque cosp g ou
cos(p + 1)7 differe de zéro?

La fonction i, (z) vérifiunt Péquation (24) est nécessairement
Lunordre p éaal @ son genre p. En effet, si o ¢tait supérieur a p, la
fonction #,(=) convergerait uniformément vers linlini et serait
d’ordre ¢ dans des angles d'ouverture Z)>§ (angles ol cosp g est
positif), ce quin’est pas possible, d’apresle théoréme de M. G. Valiron
cité au n°® 29.

De méme "ordre 5 de 3,(3) est égal @ p + 1. Supposons en effel
que p soit inférieur & p -+ 1. Nous pouvons choisir deux rayons issus de

R . . T
'ovigine, faisant entre eux un angle A d’ouverture comprise entre "

B et \ M tovalitd
et pEeL cttelsqueleursargumentssalisfontil'inégalitécos (p + 1)s >o0.
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D’aprés 'équation (24'), la fonction F,(s) estd’ordre g dans 'angle A\,
¢t tend vers zéro sur les cotés de cet angle, dont 'ouverture est infé-

rieure 4 —; un tel résultat est en contradiction avec le théoréme de
MM. Phragmeén et Lindelof.

Montrons maintenant qu’il cxiste des fonctions #,(z) et #,(z).
‘Nous démontrons d’abord le théoréme suivant :

Soit @, ay...a,... une suite de- quantités réelles et positives
tendant vers Uinfini. St la quantité

N\ !
ol 1!
l{.‘:: -————"::: e
axn ¥ —
Nl i
pil
i al

n= N1

tend vers Uinfini avee Pentior Ny le produit canonique f(3) dont les
36108 sont @,y sy ..oy Q... o8t une fonction & ().

Soit en cffet 4 un nombre positif trés grand, dont nous lixervons plus
loin la valeur, ct soit N I'entier délini par les inégalités

I'/\/C(lx\ re /A"(IN_H.

1l vésulle de V'expression de S, que celte quantité est supérienve &

C, {tant une constante positive ne dépendant que de largurncnt
supposé différent de zéro ().
De méme S, est inférieur &

x

- -1 - N i \p+l .

> —‘) S \ —— = Gysy - Ghals
Oy A\ 1y )

n=1 a=N i1

C, ct C, élant deux constantes posmves ne depcndant que de s (! )

(") On peut prendre

Oty Cy=me—— = :

TPy anie’ T (p—nsinte’ 2T a(p ) (1—coso)
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. , . y «N: v . N '
Lorsque » estinférieur ou égal & N, — est supérieur i A. Il en résulte

I3

que s, est supérieur & ks,. D'autre part,

N
AN
- ! .
N n=l " - R ANy l‘)
T T T = W = —/._'
8y v 1 ! \
r —
il
d !
=Nt

Choisissons maintenant y Ry pour valeur de 4; les inégalités
: T S TR
—_ \ I\x et -v—,- = \/l\\'

entrainent 'inégalité

> G v’ {_\',

iU,

or

C ¢lant une conslante positive ne dépendant que de 5. Cette derniére
in¢galité montre que le produit canonique /(5) vérilie la condition (24).
(Vest bien une fonction §,(z)."

Une démonstration analogue conduirait au résultat suivant :

Si la quantité Ry tend vers séro lorsque N augmente indd finiment,
le produit canonique f(3) est une fonction 3,(3).

1l résulte de ce qui préceéde que lorsque 'exposant de convergence o
de la suite @, @, ... a, ... n'est pas entier, la quantité Ry ne peut
tendre ni vers 'infini ni vers zéro lorsque N augmente indéfiniment :
s'il n’en dtait pas ainsi, nous pourrions bitir soit une fonction ¢, (),

soit une fonction ¢,(s), de zéros @, a,, ..., a,, ..., et d’ordre 3 non

entier. Nous avons vu plus haut qu’un tel résultat est impossible.
Il est facile de former des exemples de suites a, a, ... aq, ...

telles que Ry tende vers Pinlini ou vers zéro. Prenons par exemple
. N

s —— i s el poal Ao N . ", . i .
@, =niy o est égal & pj }_‘(—J),ct log N ont leur rapport compris entre

n=1
' S -1
deux conslautes positives. Il en est dé méme de ¥ ——et N7 et par
anwd (I"+

n=N+1
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suite de Ry et logN; R, tend donc vers I'infini avec N, comme log N.

Plus généralement, donnons-nous une suite de quantités positives
a,a,...a,...dontl'exposant de convergence est égal & 'entier p, et
qui satisfont aux inégalités

n(logm)eraZal < nilognr),

¢, et la quantité positive ¢ ¢lant tous deux inféricurs & 1. Un calcul
analogue au précédent montre que la quantite Ry correspondante tend
vers U'infini avec N, comme (logN)' *.

1D’unc maniére analogue, lorsque la suite de quantités v, a,...q,...
dont T'exposant dc convergence est éual a P'entier p + 1, vérilie les
inégalités

n(logn)<<abhtt < n(logn)m+:

ol p, esl supérieur i 1 et c compris entre o ct 1, la quantité R, tend
vers zéro comme (logN)® ' lorsque N augmente indéliniment.

38. Toute fonction §,(z) d’ordre p se comporte comme la fonc-
tion e*™, Q (=) étant un polynome de degreé p. Eneffet, la fonction #,(3)
estd’ordre p ctconverge uniformément vers l'infini dans tout angle de
sommet O intérieur a un secteur ou cosp 3 st positif. 7 (=) converge

. v ' t ,
uniformément vers zéro et Ty oSt d’ordre p dans tout angle de som-

ENE
met O intérieur & un secteur ou cosp ¢ est négatif. Les rayons d’argu-
T ™ (3
ments 9 = = -+ /.’; sont les frontiéres de ces secteurs, et dans des

angles d'ouverture arbitraivement petite ayant pour hissectrices ces
rayons, la fonction # (=) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro. On peut ajouter unc précision : suivant le signe de
cos(p + 1)9, la fonction 7 (=) tend vers Uinfini ou vers zéro sur le
cye s [
rayon considéré; par exemple, sur le rayon g = ==, 7, (s) tend vers
2p

Uinfini, de sorte qne cette fonction prend une infinité de fois toute
valeur, sauf zéro, dans 'angle :‘7) S92 4, aussi petite que soit la
constante positive <.

Toute fonction #,(z) posséde des propriciés analogues.

Dans un angle d’ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-

.
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trice la partie positive de 'axe véel, la fonction & (=) prend égale-
ment une infinité de fois loute valeur, sauf une au plus.

Ces propriétés vestent valables pour les fonctions entiéres de la
forme ¢**§ (s), le degré du polynome Q(z) ne surpassant pas

'ordre p du produit canonique ¥,(s). Tel est le cas de la fonction
bien connue.

=11 (' - 7¢> ¢ "

n=1

D’aprés ce (ui précéde, cette fonction converge uniformément vers

» N ™ - - T . .
zéro dans langle - Selans—g, el vers 'infini dans les angles

. _ - 3 ™ ] 4 Al M
93w —setm+ 391 - Nousavonsdonné au deuxi¢me Chapitre

“

2 '
des propriétés plus précises de cette fonction.

Journ. de Math., tome I — Fase. IV, 1921, 53



