
TRYGVE NAGELL
Solution complète de quelques équations cubiques à deux indéterminées
Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 4 (1925), p. 209-270.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1925_9_4__209_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1925_9_4__209_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


EQUATIONS CUBIQUES A DEUX INDETEUMINEES. 209 

Solution compi^'te de quelques équations cubiques 

adieux indéterminées ; 

iVityM. Try«VE NAGELL, 

à Oslo (Norvège). 

INTRODUCTION. 

1. D'après le résultat fondamental d'Axel Thue (') sur les équa-
tions à deux indéterminées, l'équation 

Λ >t·3 -+- Βys = C, 

où Λ, R et C sont des entiers donnés, n'a qu'un nombre limité de 
solutions en nombres entiers χ, y (?). 

Pour l'équation spéciale 

(.) ,r:t Γ) )'a— ι, 

nous avons le théorème-très beau de M. Boris Delaunay (;l ) : 

i° L'équation indéterminée (1) possède au plus une seule solution 
en nombres entiers χ, y avec y φ ο. ί° Si χ — χ·,, y = yK est une 
solutiony le nombre 

x1 + y1VD 

(') LOI/· Axe) TIIUK, Ueber .in/tàhentngwerle algcbraisc/ter Zahlen 
(JournalJ\ Mathematik, Bd. 135, 1909, p. i§[\). 

(2) M. Delaunay vient d'annoncer qu'il a démontré, dans le cas de Cl = 1, que 
le nombre de solutions ne dépasse pas 5 (voir les Comptes rendus, I. 171, 
1920, et t. 174, 1921. 

(s) La démonstration fut publiée (en russe) dans les publications de la Société 
mathématique à Charkov, 1915. Voir aussi les Comptes rendus, t. 162, 1916, 

p. 100. 
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est /' unité fondamentale de Γ anneau |i, y/0, (\D)a| du corps 
cubique K. (yD). 

Indépendamment de M. Delaunay, j'ai donné une autre démonstra-
tion pour la première partie de ce théorème (' ). 

D'abord, dans le paragraphe 11, nous allons donner une précision 
du théorème de M. Delaunay. Nous allons en eilet démontrer : 
Si ,v = r

n
 y = y, est une solution de Féquation (i), le nombre 

.r, -ι- r,\ l> 

est liunite fondamentale du corps cubique K.(\/D) ou bien il est le 
carré de Cunité fondamentale ; le dernier cas ne peut se présenter 
que pour un nombre fini de cas. 

Notre méthode est une précision de la méthode de M. Delaunay. 
Dans le paragraphe 111, nous allons nous occuper de l'équation plus 
générale 

(2) A.r3+Hy3= C, 

où C a une des valeurs 1 ou 3. Sans rien perdre de la généralité, nous 
pouvons faire les suppositions suivantes : Les entiers A el Β sont 
positifs et Λ > Β. AB n'est pas divisible par le cube d'un nombre 
premier. AB n'est pas divisible par 3, quand C = 3. Lorsque les deux 

corps cubiques K( if J et Iv ( v/ ~ j sont identiques, je dis que 

les deux équations 
A.r'-i- IV)'3 —C 

et 
A, ,<·3 -+- lî,..»3 — C, 

appartiennent à la même classe, à la classe du corps K (VA B). 

Cela posé, le résultat principal de ce Mémoire est le théorème : 

i° Inéquation (■») possède au plus une seule solution en nombres 

(') Voir T. Ν .u; 1:1.1., Ueber die Hin/witen in reinen kubischen Zahlkiirpern 
{,Videnskapssetskapets Skrifler, kristiania, «920, it° 11); voir aussi Vollstdn-
dige Losung einiger u nbestimmlen Gleichungen drilten Grades ( Vide η -
skapsselskapets Skrifter, n° H, Krisliana, 1922)« Dans une Λοίο, à la tin de.ee 
Mémoire, nous allons donner une simplification de celte démonstration. 



KQU.VTIONS CUBIQUES λ DEUX INDETERMINEES. 211 

entiers x, y, différents de zéro. Il y a Punique exception pour 
l'équation 

2 .r3 -+- y3 — 3, 

qui possède exactement deux solutions, suçoir χ — y — ι et χ — 4, 
y = -5 

2° Parmi toutes les équations de la même classe, il y en a au plus 
une seule qui est possible en nombres entiers, sauf pour les classes 

des corps Κ(sjί) et K.(y2o). Dans la classe du corps K^y'2) H ν a 
trois équations possibles, suçoir : 

2.ts4-
v
v3=I. 2.is +- ρ·3 = 3 et 4«l's ■+■ y3 — 3· 

Dans la classe du corps Klyao) il y a deux équations possibles, 
sacoir : 

20.r3 + y3 = i et à ,r! 2 y3 = 3. 

Knlin, dans le paragraphe IV, nous allons donner une méthode 
pour déterminer la solution de l'équation (a) dans tous les cas où elle 
est possible. 

2. Soient donnés les deux nombres entiers positifs f et «·, tels 
que fg ne soit pas divisible par le carré d\in nombre premier, et 

soit fg > ι. Posons D —fg-, D — f"g, 0 = | y 1.) | et. 0 = | y' D |. 
Alors, d'après Dedekind ('), on appelle le corps cubique K(0) 
corps de première espèce, si f-—g- n'est pas divisible par 9; si, 
au contraire, f2 — g9 est divisible par 9, le corps est dit de seconde 
espèce. On peut évidemment formuler cette définition comme il suit : 
K^O) est de première espèce lorsque D^o, = ±2, === rh 3 ou 
ΞΞ =L 4 (mod9); il est de seconde espèce lorsque D = ± 1 
(modi)). Dans un corps de première espèce, une base des nombres 
entiers est donnée par 1, 0, 0. Dans un corps de seconde espèce, 

une base des nombres entiers est donnée par -(1 -f-/0 4- gQ), 0, D. 

Les corps K(0) et lv(0) sont naturellement identiques. Quand α 

(') L'o/V B. DEDEKIND, Ueberrfie Anzahl der tdeatklassen iu reinen kuhischen 
Korpcrn (Journal f. I fathcmatik

y
 Bd. 121, IQOO, P. 4O). 
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est un nombre de K(0), nous désignons comme habituellement par a' 
et a" les nombres conjugués; comme a' et a" sont imaginairement 
conjugués, le produit α'a" est évidemment positif. Ainsi, si a est 
positif, la norme de α est aussi positive. 

Soit α = g (x -+- /0 -μ 3~Ô) un nombre entier, avec des coeffi-

cients A·, y et 3 entiers, rationnels. Si le corps est de première espèce, 
tous les nombres x,-y et 3 sont divisibles par 3. Si le corps est de 
seconde espèce, et si l'un des nombres A,y, ζ est divisible par 3, les 
deux antres le sont aussi; car nous avons 

y. — 1 (,r -I- γ0 4- ζθ) ~ ~ ( l 4- /'0 4- ςθ) -h yO 4- "Ό , 

où a., r et or sont des nombres entiers (rationnels) ; si xyz est divi-
sible par 3, il faut donc que fgu le soit, ou, comme fg n'est pas divi-
sible par 3, que a le soit. Spécialement, si le nombre χ -h/0 est entier 
et si .v et y sont rationnels, ils sont aussi entiers. Pour que le nombre η 
d'un corps de première espèce, 

~n ■— . ι ' 4- ν 0 4- c 0, 

où .v, y et 3 sont des entiers (rationnels), soit une unité, il faut et il 
suffit qu'on ait Ν (η) = ηη'η" = ± ι, c'est-à-dire 

( 3 ) .*;3 4- ':i 4- /-χ:·* — 3 .vrz —±i. 

Pour que le nombre η d'un corps de seconde espèce. 

η — "(ι 4-/0-1- χΟ) 4-i'Û 4-ι*'ϋ, 

où (ι, r et or sont des entiers (rationnels), soit une unité, il faut et il 
suffit qu'on ait 

( 4 ) λ,λ + ./>Vn ■+■ — 3fgxys — ± 27, 

où nous avons posé u = x, fu 4- 3r — y et gu 4- 3or = 3. 
Si η est positif, il faut prendre le signe supérieur dans les équa-

tions (3) et (4), puisque η' η" est positif. 
On sait qu'il existe une unité fondamentale ξ, 1, telle que 
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chaque unité η puisse se mettre sous la forme 

f\ — ifc ç" , 

où a est un nombre entier positif ou négatif. 
Une unité positive de la forme η = .r -f- vQ, où .r et y sont des 

entiers, est toujours < i. Car, à cause de .e3 -h Dr® = i, on a 

1 n r— r,' ri" — r':— .ry0 r* Qi'Z ι -l· 0 +· > 3, 

puisque ,vv est négatif. Par conséquent, si H est une unité telle que 
ο < ; < ι, et si 

•1) ~ .V -+- Γ 9 =2Em, 

le nombre m doit être positif. On trouve naturellement les mêmes 
choses pour une unité de la forme η = ,r-h ^0. Dans la suite, les 
lettres latines désignent toujours des nombres rationnels. Ue nombre ρ 
désigne une racine de l'équation p- -h ρ -+- ι = o. De plus, nous com-

prenons toujours par ν A la valeur réelle de ce nombre. 
Dans le paragraphe l, nous allons démontrer quelques lemmes sur 

les nombres de la forme 

( r y Λ -h ry 1Î)N, 

où Ν est un nombre entier positif. 

I. — Démonstration de quelques lemmes. 

5. Soit />/ un nombre entier positif; et posons 

■s>'~ C ■ V
 ;
v) \ /+ 

s1 = (m 1) + (m 4) + (m 7) 

b*— I \ 4- I . ) + ί ) + .... 

Alors, nous avons : 

-S0 -t- -S1 4- (— l)"' " ( mod ο ). 
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et 

/' ni \ m — ι /' ni \ m — /1 , , „ — ( 1 +- ( f 1 —;— +-.. . — tu h | -1~ ( m ocl ο ), 

à ι — ( ) — -H ( ,·, ) —τ— +-... — tu ( mod ο ) ; / m \ m i m \ m — 3 , , ., 

donc 
(ι -h a m — ms ) ^S0 3= (— 1 )"' ( mod 0 ). 

Le nombre g0
 n'est, par suite, jamais divisible par 3. 

4. LEMMK l. — Soi,/ I) un nombre entier rationnel > 1, qui next 
pas divisible pur le cube d'un nombre premier. Alors, si x et χ sotit 
des nombres entiers rationnels, tels que x et yD soient premiers 
entre eux, et si nous avons 

{x +-/\ D)"~X +- Y \ L.) + '/.({ Γ) f 

avec des coefficients Χ, , Ζ rationnels et avec ft entier > 1, tous 
les coefficients Χ, \ , Ζ sont différents de zéro, sau f dans les deux 
cas suivants : 

(,\/IO — 1; .= 99 — .|J\/IÛ, 

( V 4 — 1 y = — 15 4- 1 a \/a. 

Démonstration. — Comme x est premier à D, il est évident que X 
est dill'erent de zéro. Supposons que Ζ = o; dans ce cas nous aurons 
l'équation 

(1) (';),·« ^) - +- .r"-<\v
s

D +- +■ · · · — °-

Il faut évidemment que x et y soient de signes opposés. Lu divisant 

par ^ n(n — i)/2, d vient 

( a ) _ %cn â = ^ s j _ + 2* \ 3 A ){'ïk + 0(31+7) ' 
*=a 

Soity divisiblepar lenombrepremier*/. Alors,comme <y;l/,^23/C>3/i +- 2 
pour tous les A:^i, la plus haute puissance de q, qui divise le numé-
rateur de la fraction 

^ (o fx +- 1) (3A -\~ a)' 1) — 3 A*—2 A* 
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est plus grande que la plus haute puissance de y, qui divise le déno-
minateur. Tous les termes à droite sont ainsi == ο (mod <7). Mais 
c'est impossible, puisque le terme à gauche, — a?"- 8, n'est pas divi-
sible par y, .r étant premier à v\ Par conséquent, nous avons ν = ± 1. 

Soit ensuite D divisible par y*, q étant un nombre premier (a est 
ou = 1 ou = 2). Lorsque 2, la fraction ^3) est ξε=ο (mod <7), 

pour tous les /0.2. Car, 17** * 3* > 3 £ -h 2, si A *; 2. C'est aussi le cas 
pour A = i, pourvu que <7* soit différent de 2 et de 5. Dans ce cas, 
tous les termes à droite sont ainsi == ο (mod <7). Mais c'est impos-
sible, car χ est premier à D. Par conséquent, il faut que <7* = 2 

ou = 5, et il reste pour D seulement les possibilités suivantes : l) = 2, 

= 5 ou = 10. 
Lorsque η (mod 3). l'équation (1) peut s'écrire : 

Y 3A ) 3/»'+ 1 v« - a DÎH _ V ( n~x\ .r'*Vw-u-!,D ;T 

et lorsque η i(mod3} 

- » «-> η :î - V ιn ~ Ρ , —I \ Ο A ) {3 A -+-1 ) ( 3 A Ι- ·.* ) 

et lorsque /i- : 2 (mod 3") 

_. ,·«-3 Π ^ V ^ ^ ^ yn-U-t D a * _ 

Si c est divisible par le nombre premier <7, il suit, comme plus 
haut, que toutes les trois sommes ici sont divisibles par <7, puisque 
qn > 3 A* -+· 2 pour tous les A ^ 1. Mais c'est impossible, car pD n'est 
pas divisible par <7, Par conséquent, nous avons j? = zp 1. 

Alors l'équation (2^ peut s'écrire : 

<» -("ns-ens-— 

Ici D a une des valeurs 2,0 ou 10. Si l) = 10, nous aurons 

(*7*) —έ<-·Η—<5·)(Β55&Ϊ!Γ λ_ί 
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Celte équation est satisfaite pour tt — 5. Nous avons ainsi la solution 
suivante de notre question 

(V > ο — ι )" = — \ f> \ ι ο -i- 99. 
lût divisant par~(// — 5) nous'aurons 

(5) 
/ tt—n\ {H \t){n — O ) i n - .\ 1.1·».. ΙΌ- Ν- — in -r . .—; \ u ·' Λ . ^ 

^ ί tt—β \ (tt— w) (tt— λ) (tt— 11. ι . ι o v '1 yô/>"— 1J ό/. /< —1 ) (^h ~\- 'ί) /< Λ —(-.() />■ -t - o ) 

Ici, le numérateur du terme général de la somme est au moins 
divisible par o'"1. La plus haute puissance de 5, qui divise le déno-
minateur 3 A -f- 1){'M* ·+· u)(3A·-1-33(3A*-+- i 3 ^3 A· -+- 0) est évi-
demmottl x5(3A*h-5A Alors, comme 5A;M > ù^3 A*-t-53 pour tous 
les A >2, la somme est ο (mod 5). Car conséquent, nous aurons 

tt- — \ tt H-l> 1^: {tt — ·>.)' -t- ·>. o ( moil ΓΟ, 

ce qui est impossible. 
Lorsque I) = 2 ou = 3, nous aurons de l'équation (/1) (mod33 : 

» 4-
 jN

) -+-
 a

)"
h

·· t Miotl 3 ). 

Or, cette congruence est impossible d'après le n° 5. 
Supposons ensuite que Y = 0; dans ce cas nous aurons l'équation 

(l>) ( " ).r" 1 γ rv Π -f- ( n\r" ν" IV- + o. 

Il faut que ,v et y soient de signes opposés, lût divisant par tty, il 
vient 

'·' " ' = I 3 ) ί Ί'· 3/. } 3/ - , ' 
Λ _2 

Soit y divisible par le nombre premier q. Alors, comme 

r/a* ^ >» 3 k -t- 1 
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pour tous les A~ i, la plus haute puissance de 7, qui divise le numé-
rateur de la fraction 

vn -SA-I rSA [)A <8) '-TF-tT— 

est plus grande que la plus haute puissance de 7, qui divise le déno-
minateur. Tous les termes à droite sont ainsi ~~o (mod 7). Mais 
c'est impossible, puisque le terme à gauche,—x"~\ n'est, pas divi-
sible par 7, ,v étant premier à y. Par conséquent, nous avons y = ±: ι. 

Soit ensuite D divisible par le nombre premier </>2. Alors, 
comme 7* 'Ρ > 3k -+- 1 pour tous les ΛA 2, la fraction (8) est 
-_io(mod 7). Tous les termes à droite sont ainsi ΞΞΞΟ (mod 7). 

Mais c'est impossible, car χ est premier à D. Il faut donc que D = 2 

ou =4. 
Lorsque η ο (jnod 3), l'équation (G) peut s'écrire : 

-- y"- n"' " ' - V ( Λ Μν> m* \ \\k ) ( .S /,· H- 1 ) ( 3 λ" -ι- a ) ' 

et lorsque η ι (mod 3) 

" "ï # \ 1 χ -- ι" Μ)— V ■ »*· 1 h 

et lorsque // 2 i^mod 3s) 

yn-2 Dn-2 3vf- -V ·: \ 

De la même manière que plus haut, on conclut de ces équations 
que ,v =+1. 

Lorsque D = i, nous aurons par suite de l'équation (7) 

(" 3 6<«5-"'+*) = '>*(%*')mr,· 

Celte équation est satisfaite pour η = /|, ce qui donne 

(Va—i)v — iava—15. 
Journ. de Math., tome IV. — Fuse. 111. UJJD. 2Q 
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En divisant par^(n — 4)? nous aurons 

t{0 

ti~ — 3« -+- 3 — I .. η — ô\ , η — ι \ 36.a4 ν -2 /V <> ' ο. ',.ο.β.; 

_γ, ,/«-5λ//ι-.\ 36.·^ 3 ) 3Α-(3ΑΗ-ι)(3Α-ι-2)(3λ-+-3)(3λ·+-.Ό 

Ici le numérateur du terme général de la somme est au moins 
divisible par 2aA+\ La plus haute puissance de 2, qui divise le déno-
minateur 3 A'(3 A- -h i)(3A -h 2) (3 A -h 3) (3 A" 4- 4) est évidemment 
= 8(3/· -l· 4). Alors, comme 2a',+3 > 8(3 A- -h 4) pour tous les A* = 2, la 
somme est ξέο (mod 4). Par conséquent, nous aurons 

«â — 1 fi H- 3 — ( h — 1 )· ·> m: ο ( niod j ), 

ce qui est impossible. 
Lorsque D = 2, il suit de l'équation (7) (mod 3) : 

1 +
 (" ^ ')

 +
 ί"

(ί ,N)+'"'r:0 ^niocl3). 

congruence impossible d'après le n° 5. 
Le lemme I se trouve ainsi démontré. 

O. LEMME IL — Soient U, et Π, deux nombres entiers rationnels, 
tous les deux > 1, qui ne sont pas divisibles par le cube du η nombre 
premier. Soient encore χ et ν deux nombres entiers rationnels. 
Alors, si χ D, et χ D > sont premiers entre eux. et si 

Le? n; + .v\ L>.)3M = X-t-VV'DiDJ + ZV'DfDâ, 

avec des coefficients Χ, Y, Ζ rationnels et avec η entier positif, tous 
les coefficients Χ, Y, Ζ sont différents de zéro, sauf dans le cas 
suivant : 

( \/5—y J )" = — ι τ ι -+- 83 {■' -io. 

Démonstration. — Comme I), LK > 1, le nombre X n'est jamais 
égal à zéro. Il suffit donc d'examiner le cas de Ζ = ο. Dans ce cas Ο 
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noas aurons l'équation 

(ιο)(^^ a;
3

'» -«yD?-1
 .V*»-\v>D''~*D

S
-K.. -h ̂  ̂

 a
) Λ*γ*>' SD»"1 = o. 

Il faut évidemment que .v et κ soientde signes opposés. En divisant par 
3/iavy, nous aurons 

(m) » = ^ ;i J *-y_! 4 Dn1 D2 

/'3/f — I \ ,^3/ι-3Α·-8^·»<·|>μ-·Α· ι [)A Jmal y 3/«· / 3 k -h 1 

Soil γ divisibleparlenombrepremier q. Alors,comme q*k:-i*k>3/*: +· ι 
pour tous les A>i, la plus haiite puissance de 7, qui divise le numé-
rateur de la fraction 

£.:<η — :<A- -3 vaA-J)« -A-i pA 3k + 1 

est plus grande que la plus haute puissance de qui divise le déno-
minateur. Tous les termes à droite sont ainsi : ο (mod y). Mais 
c'est impossible puisque le terme à gauche, —.i,8"~a D"~l, n'est pas 
divisible par </, a?D, étant premier ixy. Par conséquent, nous avons 
y — ± Ï . 

Soit ensuite L)a divisible par le nombre premier </>2. Alors, 
comme qu ς 3Λ > 3 A* -+-1 pour tous les /1 = 2, la fraction (12) est 

o(mody). Tous les ternies à droite sont ainsi ~=o(mod</). 
Mais c'est impossible, car .i l), est premier à Da. Il faut donc 
que D

a
 = 2 ou = 4. 

Eu divisant par l- 3//(3// — 1 ) r2 r, l'équation (10) peut s'écrire : 

(|3) = Î v-. * - ' 

^ / 3 η — ·„> \ v> y;1«—3A -3 ^.aA |)'< A l |)A 3 k ) ( 3 k -h 1 ) ( 3 k -+- a ) 

Soit χ divisible par le nombre premier q. Alors, comme 

q*k> ,>u- > 3Λ' H— > 
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pour tous les A> i, la fraction 

14) 2y 3n-3k-3x3k Dn2-k-1 Dk1 (3k + 1)(3k + 2) 

est f^-o (mod y) pour tous les AÇ i. Tous les ternies à droite sont 
ainsi ™=o(mod y). Mais c'est impossible, puisque le terme gauche, 
v3"~sD!j~\ n'est pas divisible par y, νϋ

2
 étant, premier à .<·. Par con-

séquent, nous avons .r = + ι. 
Soit ensuite D, divisible par y*, y étant un nombre premier ( a est 

ou = ι ou = 2). Lorsque 2, la fraction (i<j) est ξ ο (mod y) 
pour tous les A* = 2. Car ya*' = 3*> 3 A -t- 2, si /P 2. C'est aussi le cas 
pour A = 1. pourvu que yx soit différent de 2 et de 5. Hans ce cas, 
tous les termes à droite sont ainsi ~ ο (mod y). Mais c'est impos-
sible, puisque rlX est premier à D,. Parconséquenl, il faut que y* = 2 

011 = 5, et il reste pour D, seulement les possibilités suivantes : D, — 2, 

= :> ou = 10, 

D, el IX étant premiers entre eux, il ue reste que les deux cas : 
l), =5 et D, = 2ou D, = 4. Quand LX = 4, il suit de ( 11 )(mod 3) 

14-^°", ' ) + (mod 3), 

congruence impossible d'après le n"3. 
Quand IX = 2, il suit de (i3) 

.»«-· = ί"λΗ ~'?Λ -V ( ~'Λ \ 3 y ί.5 —^ V 3A / (3/, + Ι)(3 Α ·ι) 

OU 

(« -Η 8 ) = >ί ) -τ; f--, ,·Ο Α 7 ( 3 Α -+- 1) ( Λ A -I- 2 ) 

Cette équation est satisfaite pour n — 2, ce qui donne 

\\/θ — \ 2) — — I" 1 -1- Ο Ο \ 20· 

En divisant par (// — 2), nous aurons 

9 — 9 n 4-8 

γ / λη — 7 \ 3(3 n — 5 ) ( 3 n — 4 ) ( 3 n — 3 ) (3 n — ·■>.)(— 5 )x ·2* * 3 A — 5 / ( 3 A — 4 ) 13 A — 3 ) ( 3 A — 2 ) ( 3 A — t ) (, 3 A 4- 1 ) 3 A ( 3 A" 4- 2 ) 
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Ici le numérateur du ternie général de la somme est au moins 
divisible par 5A. La plus haute puissance de 5, qui divise le dénomi-
nateur 

(3 A — 4 )(3 A —3)(3 A — a) (3 A — i) 3 A(3 A + i) (3 A -h a). 

est évidemment 5(3A -H 2). Or, nous avons 5A> 5(3A -+- 2) pour 
tous les /1 >3; et pour k = 2 le dénominateur est seulement divisible 
par 5. La somme est ainsi ==0 (tnod5). Mais c'est impossible, 
car le nombre 

9" — 9" -l- 6 = (3" — - ) + y 

n'est jamais divisible par ;>. 
Le lemme II se trouve ainsi démontré. 

(>. LEMME 111. — Soient I), et ILrLvAt' nombres entiers rationnels, 
toits tes deuv > 1, qui. ne sont pas divisibles par te cube d'un 
nombre premier. Soient encore χ et y deux' nombres entiers ration-
nels. Alors, si ,ν I ), et vil, sont premiers entre eux, et si. 

(x3Vd1 + yV3D1)3n· = \(Vl\y+ X(W,>+·'. yf>iï>.. 

avec des coefficients Χ, Λ , Ζ rationnels et arec η entier positif 
tous les coefficients X, Y , Ζ sont différents de zéro. 

Demonstration. — Comme 1), et IL sont > 1, il est évident que X 
et Y sont dillérents de zéro. Si Ζ = ο, nous aurons 
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Or cette équation est évidemment symétrique par rapport 
à .r, l), et/, Do. En divisant par (3/î — i)uy, nous aurons 

— -»Π" 1 — (^n ~~ 'ΛVl)2 + γ/3/ί— a\ ,ρ»"»ι··-»/ΐ·ρ»·-*-ι ρ* ^/ 4 *Ld\ 3 A / ο A -h ι 

Soit Da divisible par le nombre premier q > 2. Alors, comme 
<7*= 3a3> 3/r 4- 1 pour tous les λ ^2, tous les termes à droite 
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soul = o (modq). Mais c'est impossible, puisque n'est pas 
divisible par q. Il reste, par suite, seulement les possibilités IX = ι 
et D

a
 = 4. Or, à cause de la symétrie de l'équation (i5), nous avons 

forcément D, = aouD, = 4· Mais ce^ ne va pas, parce que D, et Da 

sont premiers entre eux 
Le lenime 111 se trouve ainsi démontré. 

7. LKM.ME IV. — Soient D, el l)a deux nombres entiers rationne ta, 
tous les deux t. qui ne sont pas divisibles par le cube d"un 
nombre premier. Soient encore χ et y deux nombres entiers ration-
nels. Alors, si χ 1), et y sont premiers entre eux, et si 

(Χ Ϊ'Ό, + R {/!),)»« X Y L>, + V V'ÏÇ-V- A (J/'D, Î\ )
Â

. 

arec des coef ficients Χ. Y, Ζ rationnels^ et avec η entier positif, 
tous les coefficients Χ, Y, Ζ sont différents de zéro. 

Démonstration. — Comme D, el IX sont > 1, il est évident que X 
et Y sont différents de zéro. Si Ζ — ο, nous aurons 
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 + (° " ̂  d;' * \\-t-... 

4-(3n 3n* ,^>rsVï" 'h"1 = 0. 

Or, cette équation est évidemment symétrique par rapport à .r, I), 
et /, l)

2
. Il faut que χ et y soient de signes opposés, tën divisant 

par ™ η {'in -h 1 ).'ray2, nous aurons 

— -»Π" 1 — (^n ~~ 'ΛVl)2 + γ/3/ί— a\ ,ρ»"»(3n - 1) 3 ^/ 4.5 *Ld\ 3 A / ο A -h ι 

y /3/1 — I \ ·ΛΛ'*" Χ'0;'_λ 'J.)A2 y 3 λ' ' (3 X" -+· 1 ) ( 3 À -+- n ) 

Soit divisible par le nombre premier q. Comme 23A"> 3A* 2 

pour tous λ'^ι, tous les termes à droite sont = 0 (mody). Comme 
plus haut, nous tirons de là la conclusion que y est nécessairement 
égal à =fc 1. Soit ensuite Da

 divisible par </a, q étant un nombre pre-



EQUATIONS CUBIQUES λ DEUX INDÉTERMINÉES. 224 

mier, α = ι ou =2. Lorsque <7*>2, tous les termes de la somme 
sont :^o(mody). Car, gr"*':l3*> 3 A* +· 2 pour tous les/c^ 2. Le premier 
terme à droite, correspondant à Λ* = 1, est aussi ~o (mod^), 
pourvu que ηα soit dilièrent de 2 et de 5. Dans ce cas, tous les 
termes à droite sont ainsi 144 ο (mod<7). 

Mais c'est impossible, car .rD, est premier à Da. Par consé-
quent, il faut que q*= 2 ou =5; et il reste pour l~)

3
 seulement les 

possibilités IX — 2, = ο ou = 10. 
A cause de la symétrie de l'équation (16), nous aurons aussi 

D, = 2, — 5 ou = 10, et χ = qr 1. Comme D, et D2 sont premiers 
entre eux, il suflit donc d'examiner le cas de D,= 5 et D2=2. il 
s'agit ainsi de trouver tous les entiers positifs //, tels que 

/ Ï'T + Ι ν , V 3 ~ \V;) — V2 ' · V2' 
ou bien tels que 

D/) — ;Γ:Γ~ v/;> — γ 2 ___ Λ \Λ> 4- Β (/ 2 

où A et Β sont des nombres rationnels. 
Supposons d'abord que 11 soit impair, et posons 3// -h 1 = 2m. 
Comme m ~ 2(mod 3), nous pouvons poser m — '^p H- 2. Alors, 

puisque 
l~ (y^ — y/2)3=i+ (.· ·>.ο — \/5o, 

nous avons 

\ ·> — \ 2I , ;t/— 3 — v'5 — s/'f· Ί1 v/a,r> »' ν'ι c V 10 V··» L \/Λ . V9 

où ,t\y et ζ sont des nombres entiers rationnels, tels que 

( 18 ) ?.5 .r3 4- 4 y3 4- « ο s3 — 3o„ry s — 9· 

Par suite, nous avons 

kV y/25 4- y \/ 4 4- ν y/ 1 ο ~ Λ y/5 4~ I* y ά V 9 . V* 

d'où il suit, comme le coefficient de y 100 doit être égal à zéro, 

(19) 32=— 2xy. 
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Si S est le plus grand commun diviseur de ,v et v, il résulte de là 
que ο divise Or, il résulte de l'équation (18) que le plus grand com-
mun diviseur des nombres c, yet 3 est égal à 1. Il faut donc que δ = ι. 
Puisque, à cause de l'équation (18), χ est impair, l'équation (19) 

entraîne donc 
.<' = ±«s, :='.un\ 

où u et ν sont des nombres entiers premiers entre eux. 
Or, nous avons d'après l'équation (18) la congruence 

4 v:l () (modo). 
donc 

4VS ΞΞΞ Ζΰ 3.» Γ6 ΞΞ ZÇ ·?. rfi 3Ξ t) — I ( MOD Γ) ), 

ce qui est impossible, parce que ± 2 est reste non quadratique de 5. 
Supposons ensuite que η — 'int. Alors, comme 

\ Ο — \ U :t . = —i9 4-7y'ao, 3V3 

Téquation (17) peut s'écrire 

:w \m ν à — \ Ά λ V à 4- Β y··». 7V.,o) . ^ ^ 

Kn égalant le coefficient tie y 100 à zéro, nous aurons l'équation 

(7) + (/" V™ >9 *7J-ao 

/ m —ι9)'""'·7'« '.ÎO-H-.. . 

: ( a ) " ' ~Λ \ à ) l9· 7" '3 ' •>,° 

+ (m 3)(-19)m-2 -2 3 + (m5) (-19)m-s 75 3 20 

K11 divisant par 7///, cette équation peut s'écrire 

(· U)) ^ / """ 3λτ+"ι (-19)m-k-1 73k 20k 
A = l 

— V / m ~ —it))"'_A' s.73A 11. a.ao*' \ 3 k 4- 1 ) 3 A 4- a 
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Comme 7:Wf>3£-+-i pour tous les k-ti, la première somme est 
évidemment ~o( mod 7). La deuxième somme est aussi == ο (mod 7). 

Gar nous avons 7'Ut 1 > 3k -+- 2 pour tous les kilo. Mais c'est impos-
sible, car le premier membre, (— ic))'"- 1, n'est pas divisible par 7. 

L'équation (17) est, par suite, impossible pour ιι^> o. 
Le lemme 1Y se trouve ainsi démontré. 

II. — Sur l'équation Ον*=ι. 

8. Nous voyons que le problème de résoudre l'équation 

x3-+- I))'3— 1, 

où D est un nombre entier >1, en nombres entiers .c, y, revient au 
même que de déterminer dans le corps cubique K( y L)) toutes les unités 
de la forme + où .v et y sont des entiers (rationnels). Nous 
pouvons supposer que Ό ne soit pas divisible par le cube d'un nombre 
premier; nous avons donc D = /g'2. où fg n'est divisible par aucun 
carré > 1. D, 0 et 0 ont les mêmes significations que dans le n° 2. 

Soit ε une unité positive < 1, 

Sr=i(\ + Y0 + Z()) ('), 
et posons 

- ~ I(\'+Vfl -hZ'9). 

Alors, nous avons évidemment 

3X'=.VfgYZ 
a ν=/'/;- — \\\ 
3Z' = yY2 - NZ, 

ce qu'on vérifie sans difficulté, en profitant de l'équation 

X3 —> DY3 + 1)Ζ3 — 3fg XYZ — 27. 

(l) Lorsque le corps lv(\/D) est de première espèce, tous les nombres X, Y" 
et Ζ sont divisibles par 3, d'après le n° 2. 

Journ. de Mathtome IV.— Faso. III, KJ.î5,3 0 
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Comme \ > ι, d'après le n° 2, les coefficients Y' et Ζ' sont diffé-

rents de zéro. Les équations 

/Z2 —XY = o et - Y2 — Χ Ζ - ο 

sont ainsi impossibles. 
Si ξ est l'unité fondamentale, ο < ξ < ι, nous aurons alors à exa-

miner l'équation 
Λ· 4- y θ = i'", 

où, d'après le n° 2, il faut que m soit positif. 

9. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Le carré d'une unité de la forme 

'(] — X + Τ' 0 4" C· Θ, 

avec des coefficients χ, y, ζ entiers (rationnels), n'est de la 
forme X H- Y 0 que dans le cas de 

Y} = ι -t- \/au — y/5o. 

Le carré d'une unité de la forme 

η (x+yO -H z0\ 

avec des coefficients χ, γ, 3 entiers (rationnels), n'est de la 
forme X H- Y0 que dans un nomine limité de cas. 

Démonstration. — Soit η une unité positive, 

Π = χ yO z0> 

où &*, y et 3 sont entiers, et par suite 

( ι) .r8 4- Dy34- D s8 — 3fgxyz = ι, 

et 
η2 — (χ- -+- z) 4- ( axy 4- fz-)0 4- (2 χ ζ 4- »y2 ) 0. 
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Si le coefficient de Oest égal à zéro, nous aurons 

&>·' * 2X 

En introduisant cette valeur de s dans l'équation (i), il vient 

x3 + Dy3 - D2 y6 8x3 + 3Dy3 2 = 1, 

ou 
D2y6— aoDy3.rs = 8.ί'Λ—8X* \ 

donc 

(a ) D )3 = 1 o.rl rt a χ ^37 x^ — a .r. 

Par suite, le nombre ιηχκ — ·ιχ doit être égal ù un carré, ou 

(3) ·Α7Λ.·ν— 3.T = «*. 

Si χ est pair, il suit de cette équation 

27 .r3 — a ·— ± α M* , χ ± a c3. 

Le nombre ir-1- ι étant indivisible par 3, il faut y prendre le signe 
inférieur; donc, en éliminant x, 

108 rc -+-1 = «2, 
d où 

u ± 1 — 54 cs, u rp 1 — a b6, 
et par suite 

37 C* — (Γ — ± 1. 

Or, à cause de l'impossibilité de l'équation X3-t- Y3 = ZS pour XYZ ̂  o, 
cette équation entraine c = o, ce qui donne ν = ο et χ = ο, valeur 
impossible. 

Si χ est impair, il suit de l'équation (3) 

37.i.·3— a = ± //*, .r — ± r2. 

Comme il faut évidemment prendre le signe supérieur, il vient 

87x3= (3.r)3=r «2-b 2. 

Or, il est bien connu que cette équation n'admet que la solution u = 5, 
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χ = ι ('). Alors il suit de (2), Dy3 = io±io, c'est-à-dire D — 20 
et y = ι. La seule solution de notre problème est donc 

( 1 -+- \/ao — — — 19 4- 7 \/ao. 

Soit ensuite η une unité positive de la forme 

ri — l Çv + vO -h sô), 

où x, y et 5 sont entiers, et par suite 

(4) .<·■''-f- DR»-h DS-'-a/I.-.JY-rza-, 

et 

(5) ·η* = a./V.»'·;) + ^ +/:·') G -+- ·+·Λ''/
5

)
 fj

-

Si χ est divisible par 3, les nombres y et r le sont aussi d'après le 
n°*2. Or, nous venons de traiter ce cas. Supposons que χ est indivi-
sible par 3. Si le coefficient de 0 dans (5) est égal à zéro, nous aurons 

(6) z = - gy2 2x 

En introduisant cette valeur de j dans l'équation (4), il vient 

x3+ Dy3 _ | )».
 +

 31) Ai
 a; 

OU 

Ι)2)'6— '.ÎOD),3..Î,3= S,t,i;— 108.#3: 
donc 

(7) D> :i — io,r:1:i: 6x^3 >r''—G.r. 

11 faut donc que le nombre 3λ,λ — 6# soit égal à un carré : 

(8) 3.*Λ— G.r = us. 

Si χ est pair, cette équation entraine, puisque χ est indivisible 
par 3, 

.r3— a = ±: 6Î/2, .ν — ± ai·8 ; 

(1 ) Voir par exemple L.-IS. DICKSON, History of the theory of numbers, 
vol. 11, p. 533. 
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donc 
Hr: 41,6 1 — db 3 «*. 

Il faut y prendre le signe supérieur, puisque /|Γ·-Η I n'est pas divisible 
par 3. Alors, cette équation peut s'écrire 

(M -+- l)"» — (« — 0s=(2rs)3, 

ce qui entraîne nécessairement u = c = i. Par suite, nous aurons χ — ·± 
et, d'après l'équation (7), Dy3 = 80 ± 72, c'est-à-dire D= 19 et y—i 
et ; = — 1. La seule solution dans ce cas est donc 

a + ay'ifl — (j/'fl )'T--8 + 3 l/Tg. 3 

Si χ est impair, l'équation (8) entraine 

χΆ — a — db 3 .r — dr r2; 

donc 
±: — a — ±; 3 «2. 

Il faut y prendre le signe inférieur, puisque re — 2 n'est pas divisible 
par 3; par suite 

(9) 3w*=a-Hce, 

avec χ = — v~. D'après un théorème d'Axel Tliue (') cette équation 
n'a qu'un nombre limité de solutions en nombres entiers u, e. Une 
solution est u = ν = 1, ce qui donne χ — — ι et Dy3 = —10 ± 18, 

c'est-à-dire D = 28 ety = — 1 et s = 1. Nous aurons ainsi 

— VaS + v9b _ _ 3 + ■« ,8 3 

Je ne sais pas si c'est la seule solution. 

10. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Le bicarré d'à ne unité η est jamais de la forme X H- \ 0. 

(1 ) Voir A. THUE, (Jeber die Unlosbarkeif der Gleichung ax- -H bx 4- c — dyn 

in grosse η ganzen Zahlen χ und y (Archiv for Afathematik og IVaturvi-
denskab, Bind 3k, n° 10, Knstiana, 1917). 
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Démonstration, — Soit ε une unité positive < i, 

ε — j (.r, -h ν, 0 ε-, ΰ ) 

et soit 
ε» = \ + Y 0. 

Alors, il faut que 

(io) 6.rJ y*g -l- 4*1 -1 -+- 4/ά'- > ï "i + 3; -h./V-î — ο 

En posant 
η — ε- = ^ (>r 4- γ0 -

1
- JD), 

nous avons 

* = ^ (** -t- *fs:V\ 3»), 

y =3 (3.1·,y,-+-/3·?). 

3 — ^ (aa-,3,-hgy 2 1 

Or, comme η2 = X 4- YO, nous pouvons appliquer le résultat du 
numéro précédent. Le cas de D = 20, x = γ = 3, * — — 3 est évi-
demment impossible, ainsi que le cas de D = 19, .r =y = 2, ^ = — 1. 
Il faut donc que x —— e2, ou e est impair, c'est-à-dire 

3»'a-h .rf = — 3/^r,5,. 

Comme ν est impair, 3 y2-+-a;* Ξ= 4 (mod 8). Par conséquent, 
un des nombres /, g, y, ou v, doit être pair, tandis que les autres 
sont impairs. Or, il suit de l'équation (10) que f*g*\ est pair; le 
nombre y, est donc impair. Si r, est pair, il résulte de (10) que 
fia,';/»·o(mod 8), ce qui est impossible. Si g est pair, il suit 
f*g5\=Eο (mod 4), ce qui est impossible, puisque g n'est pas divisible 
par le carré d'un nombre premier. Si/est pair, il suit G g==o 
(mod 4), ce qui est aussi impossible. 

Notre théorème se trouve ainsi démontré. 

11. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Le cube d'une unité réest jamais de la forme X -+- Y0. 
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Démonstration. — Soit η une unité positive, 

η = I; (a? 4- γθ 4- ζ θ), 

Le coefficient de 0 dans η3 est égal à 

^ (éW2 +-l"s-+/&)"*)· 

Comme χ est premier à g, il faut, dans 

( Il ) gxy* 4- α<2 3 -h fgv 32 — ο, 

que c. soit divisible par g» A cause de l'équation 

( 1 a) .r
3
 -4 Dy3-t- D33 — 3 fgxyz — 27, 

le plus grand commun diviseur δ de x
y
y et r est égal à 1 ou à 3. Nous 

pouvons évidemment poser 

(ι3) .ν — y = àdtd3rx
 z — àgdyd

z
z

it 

où |rf, | est le plus grand commun diviseur de ^ et et où |</
a

| est le 

plus grand commun diviseur de^et^» et où |d
3

| est le plus grand 

commun diviseur de - et"^· L-es nombres </,&*,, d^y
x
 et ί/

3
<ε, sont 

premiers entre eux deux à deux. En introduisant les valeurs (i3)dans 
l'équation (11) et en divisant par ̂ gd

i
d
i
d

il
, il vient 

d2d3x1) 2 4- d-{ d.>>v~{ ν, 4- \ydldfiyl c'f =r o. 

Il suit de là (pie a?, est divisible par d^ que y
K
 est divisible par d.ix 

et que r, est divisible par d
3
. En posant alors 

.r, — dy.t?
s
, y, — tf

8
y„ 3,=d3z2, 

où .t2, y.. etsa
 peuvent être supposés positifs, et en divisant par dyd.^d^y 

il viçnt 
d32>t2yi; 4- >t\] 3S 4- I)da ys 5$ — o. 

Il suit de là que est divisible par a;a, ce qui n'est possible 
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que pour ,r
2
 = ι. On aura de même y* — ι et — ι. Donc 

(«4) ι>ί/*=ο, 

et 

(ι5) .r =: <W'fί/5, r —i =dg d1 d23. 

En introduisant ces valeurs dans l'équation (12), on aura 

</«,/»
 + ,Y3 ̂

 D
, _ 3

 Drf
a
 t/

a ,q _ p. 

En éliminant de cette équation à l'aide de (i4)> il vient 

(16) ^ + (|V· 

Or, l'équation 
f/s 3nîr — (>ue3-4- I';$=r IVs 

est possible en nombres entiers //. r, w seulement pour κ = r = —- o\ 
Cela se voit par l'identité suivante : 

(î/3— 3«ea-t- e3)3—(3«sr — 3wt,s)s— (μχ-Η 3f/ae— t5m,a-+- v,s) (m*— uv -1- e2):i. 

Par suite, l'équation (tG) est seulement possible pour </, = — 1 et 
d2— ι, ce qui conduit aux valeurs impossibles .0 == 3, y = — 3, 3 = 0. 
LNotre théorème est donc démontré. 

12. Nous allons ensuite démontrer le théorème : 

•S/ ρ est an nombre premier >3, la p,cmf puissance. (Γαne unité 
n'est jamais de la forme X -f- Y 0. 

Démonstration. — Soit η une unité positive < 1, 

Yi = i(.e -4- yO -hô5), 

Si rl
p = X -h V0, nous aurons évidemment 

x +vO f- c> 9 g |~
,r

 + sprO -s- y o*Q zoQ j'' ^ 

où ρ satisfait à l'équation
 k
c2 -+- ρ -+-1 = o. D'après le lemme 1 du n° 4 

il faut que y et c soient différents de zéro. 
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Supposons d'abord que ρ soit de la forme 3/< H-ι ; alors, l'équa-
tion (17) peut s'écrire 

.ro ··:■ \ p-0 ζ 9 '' .ro- vpj -i- ;.rj Κ I a· -h y 0 -F ; !> 1'' a a | I 3 | 

Or, comme ρ est impair, le membre gauche est divisible par le 
nombre 

' ( .r ο -h ro - J ί- c. J ) -h ' l.ri' ·!- r& ν t- ZO) — ( — .<· — Y'J-Λ- *.îc· 'J)% 

qui est évidemment un nombre entier. Par suite, ce nombre est une 
unité, puisqu'il divise τ/'. Il faut donc que 

— ,v:{ — Π va — SI) ζ'Λ — G/^wvz ifc ·.»■-. 

Or nous avons aussi 

x3Dr3-F |)^:i — ~37 : 
donc par addition 

n/î
i

A,~s— — Γ>4 ou — o. 

Dans le premier cas, nous aurons 

fgz(fz2— .Π·) -- (i. 

d'où résulte que les nombres .r, y, j ne sont pas tous divisibles par 3; 
alors le corps K.(0) est de seconde'espèce, ce qui est impossible 
lorsque/g divise (i. 

Dans le deuxième cas, nous aurons 

z(fzs — ,vv) — o. 

Comme ; φ o, il faut que fz1—χ y soit égal à zéro. Or ce nombre, 
> 

étant le coefficient de 0 dans n'est jamais égal à zéro d'après le 
n° 8; car η est supposé < ι. 

Supposons ensuite que ρ soit de la/orme 3// -+-2; alors, l'équa-
tion (17) peut s'écrire 

[' ~ τ-^~ - J· 

Journ. (A' Math., tome IV. — Faso. III. njja. ->I 
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Or, comme ρ est impair, le membre gauche est divisible par le 
nombre 

,v (,ro
î -f- ν0 4- r- i/o ) ί .ro fi/ -h ^ i/o- ) ' ( — ,r -- ar$ — ;5l 

qui est évidemment un nombre entier. Par suite, ce nombre est une 
unité, puisque c'est le membre droit; donc 

— .r:< 4- 8 l\r3 — l>c!—li/^ιτ: ;r .'.7. 

Or, nous avons aussi 

.i'3-r- h>:i -·- h:;! - ο/χ·-«·\> ·: ~ >7; 
donc, par addition, 

9fg2y3—u/^'.r vr .V| ou o. 

Dans le premier cas, nous aurons 

fgy(gy2)- ./'Γ· ) · (>. 

d'où résulte que les nombres .c, y. 3 ne sont pas tous divisibles par 3; 
alors le corps D ' est de seconde espèce, ce qui est impossible 
lorsque fg divise (>. Le deuxième cas nous donne 

fgy (gy2 - xz) = 0. 

Or, le nombre «ύ· — .< 3. étant le coefficient de 0 dans \ n'est 

jamais égal à zéro d'après le n° S. 

15. Des numéros précédents. S, ÎL ΙΟ. 11 et 12, il résulte le 
théorème : léé<fnation indéterminée 

x3IL -: . 

possède au plus une solution en nombres entiers .c, ν aceey f o. 
■S/' .c = .c,, y — y, est une solution, le nombre 

a'i -r-yx { l> 

est l'unité fondamentale du corps lv(\ D) ou bien il est le carre de 
runitc fondamentale : le dernier cas ne peut se présenter yne pour 
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///* nombre fini de cas; ainsi, lorsque D n'est pas=^dz ι (mod 9), 

ce cas d'exception se présen te sen lenient pour D = 20, oà χ — — iq, 

ν* = 7 est une solution, tandis que 

— »9 + 7 Vao = (' ■+■ V ·>·ο — y/5o)2, 

où 1 -+- γ 20 — \ 5o est Γ unité fondamentale. 

III. — Sur les équations Λ rM-l\y;i — 1 et A.rM-lyv3-—3. 

14·. Le problème de résoudre en nombres entiers .c, ν, Γ équation 

Λ.ι·3-}- Π y:lrr C. 

où Λ, Π, C sont des entiers, et où C a une des valeurs 1 ou 3, est 
évidemment équivalent au problème suivant : Trouver foutes les 
unites de la forme 

^ | .c \/A -l- y \ η Υ—ι χ\γ \ \- H -h * .eys \v\ Ha 

dans le corps cubique K{ \ AVy), χ et ν étant des nombres entiers. 
Mous pouvons supposer que les nombres A et 13 soient indivisibles 

par le cube d'un nombre premier, qu'ils soient premiers entre eux, et 
que A >13^1. Lorsque 0 = 3, A13 est supposé indivisible par 3. 
Lorsque C — 1, nous pouvons supposer que lî>i, comme nous 
venons de traiter le cas de 13— 1 dans le paragraphe précédent. 
Posons A = ac- et Β — bd-, où a, b, c et d sont des nombres entiers 
positifs, tels que a bed ne soit divisible par aucun carré > 1 ; les 
nombres o, b, c et d sont évidemment premiers entre eux deux à 
deux. Posons D — ae2lrd et 0 = \ D. Lorsque G = 3, le corps 
cubique Ιν(Ο') est de première espèce; car, dans ce cas, nous avons 

Λ. ,ΐ3 -+- l\v5 ξξ ± λ ri: U ξξ 3 (inod 9) ; 

car, si χ était divisible par 3,y le serait forcément aussi, ce qui est 
évidemment impossible. Or, cette congruence est impossible, si le 
corps est de seconde espèce; car, dans ce cas, on a A — ± B (mod 9). 

Il est évident que χ et y sont de signes opposés, sauf dans le cas 
de A = 2, 13 = 1, C = 3 et χ = y — 1. Alors si η est une unité positive 
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de Ια forme 
Τι Λ !-.ν{ !ί|\ 

elle est < ι, sauf dans le cas de r
t
 — 4 | \ - -+-1 P· nous avons 

l — VV~ ('âI AV - «qv\ ah-I-JHv'HVÏ*> p.
s
3, 

puisque ,vy est. négatif. 
Si i est une unité positive < ι et si 

τ, K A \'K \Λ~Em. 

il faut donc que in soit, positif. Nous allons démontrer que cette équa-
tion est impossible lorsque m est impair > ι. 

la. Supposons d'abord que Ci — t. Nous avons supposé que 
at* > htf- > ι. Soit alors η une unité positive <[ ι dans le corps Κ (0Ν 
et soit 

(11 ( .c \ ac--ί- y y lui- V — V, 

où ρ est un nombre premier impair. Si ρ =3, nous aurons 

.r V v'7></'-~. γ
(
 — ' {u -f- -·- »r ('</3<7χ/3\ 

ce qui est évidemment impossible, puisque le membre gauche est un 
nombre algébrique du neuvième degré, tandis que le membre droit est 
un nombre algébrique du troisième degré. 

Supposons que /> = 3w + ι ; alors il vient 

-i· f'e3 -+- ν \ hdi-- η \ Y, : 
donc 

\ Y, T R \ /IC
3

-F Ι
-

 { Λ//- 3. '■ ( A R V \ UC~ /<
3
(/ -I- /. \ F/VAF/

8
), 

et, par suite. 
S — { γ,

 (
 ( ,r, \ ,·ί(<3 -i- y, { lui- -r- ô, >-ti h 

où \, > , X et .r,, r,, 3, sont des nombres entiers (rationnels) qui 
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sonl tous divisibles par 3, si le corps K(0) est de première espèce. Il 
est évident que ε est un nombre entier du corps du neuvième degré 

Q(3Vac3 3Vbd2). 

parce que le nombre ε:< = η est un nombre entier du corps cu-
bique K(0). De plus, ε est une unité du corps 11, comme ε-^ — η est 
une unité du corps K.(0 V, et nous avons ο < ε < ·. 

La nonne de η dans K(Q) est évidemment égale à 

t 3 9(,rt ('c' ~Krï è</s-+- — o.c, v, z^ibcd)* — ι, 

donc 

( Ο ■>·· ν l bdi -r "-Î a· cb*d — 3.r, y, - , a bed ~ .17. 

Nous aurons donc à traiter l'équation suivante : 

(.}) ·'*—r (.r, \ (H%i-h { bd* -i- c-i \ a'cb'd) J' — \ <ΐιΛ-\· v\ ld2 

Lorsque ζ satisfait à l'équation p- + Î + 1 = o, cette équation 
entraine 

ρ \ .r, { tic· 4- )') ο \ bd* -y c·, pi \ tr ch* >/) — ρ ( .c { '(te1 -f- y ο yV»r/3 ) 

et 

ρ· [C\ \ ne--h ΐ'ιρ3 \ bd*-î-ζ
Ί
 p\a*cbsd) — pi(j: \ ta3 -+- yps Ç'bds). 

Nous tirons de là par addition 

( »r| y ac* 4- y χ ο \ M* -4- -m ;Os \ tt * ch3 * tf ** 

"Ί —s '„ I \-ac* "x~ 02 \ Af/4 -t- st ρ 1 ' 

ou bien 

_ _ .r, 0 \/«cs ■+· y
x
 ρ4 \ bd* -r z^ci-c^d | .r, p* y Vie* 4- ν, ρ \'M* c

M
ya*cb*dr. 
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Il résulte de celte équation que tp est divisible par le nombre 

.y, ρ\'oc- -h\'i p-y'bd--\- c, \/a%cb-d ,r, o - y (te* -h ν, ρ \ bd-z^y/a-cb· d "1 3 3 

— <r, y oc- — y, \/bd- -h ·λ ζ, \/ο- cbs ci 
3 

qui est entier, puisqu'il est la somme de deux nombres entiers. Le 
nombre ε, est donc une unité dans le corps Ω. Par suite, nous aurons, 
en prenant la nonne de ε,, l'équation suivante: 

— .rj oc- — bd- -h 8 r·* a- cb-d — -·ι ο bed - ±:37. 

De cette équation et de l'équation (2) on tire par addition 

1) z'\ a-ch-d — zxobcd — ">i ou — o. 

Dans le premier cas, nous aurons 

A bed zx{ob cf — Λ\Υ
χ
) β. 

d'où il résulte que les nombres .y,, y,, r, ne sont pas tous divisibles 
par 3; le corps K(0) est donc de seconde espèce, ce qui esl pourtant 
impossible, lorsque abcd divise 6. Le deuxième cas conduit à 

zt(ab c.'f — .r,y,ï — o. 

Supposons que 3, = o. Alors l'équation (3) devient 

i ,r, y oc- -t- ^ y
x
 \ bd- j = xyoc- -1- y '{/bd-. 

Cette équation est impossible d'après le lemme IV du n" S. Car, les 
nombres et !,/, sont entiers. C'est évident lorsque k((h est de 
première espèce. Lorsque K(0) est de seconde espèce, le nombre 

Va2c(1 3 x1 3Vac2 + 1 3 y13Vbd2— ^<'1 O-cbd* 

est un nombre entier du corps Ω, et par suite aussi un nombre entier 
du corps K(0); d'après le n° 2, il faut donc que nro et |y, soient 

entiers; et comme ac est indivisible par 3, le nombre est entier. 
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Enfin, à cause de l'équation 

(1 3 x1)3ac2 +G'·/'"'1"·'· 

les nombres ί.τν/e et ~ y-, bd sont premiers entre eux. Ainsi, le 

lemme IV s'applique. 3, = ο esl donc impossible. 
Supposons que abz\ — .r, r, = o. Si nous posons 

- — .>·.< ^ (de -!- y2 \/b-d -4- γ oc'1 bds, 

où ./-.j, v\,. z.
2
 sont rationnels, il esl facile de vérifier qu'on a 

"■·> ~ ' {(i9b;· — .r,.»·,). 

Si — o, les nombres .v., et y., sont entiers, (l'est évident lorsque 
Κ(/0 est de première espèce, les nombres .r,, y

lf
 z, étant dans ce cas 

tous divisibles par 3. Lorsque Κ (0) est de seconde espèce, les nombres 

\ <ir- c h, r-j\ /'"'/) ™ o\OC v^'ac1 frd 
et 

\ ~bti-{.t\ γ (de -h )·.,( b"d) — .r.
i
\/(i-cbdi -+- r»b(t 

sont des nombres entiers du corps Ω, el par suite aussi du corps lv(0); 
d'après le n° 2 il faut donc que v.> et .r,, soient entiers. A cause de 

l'équation est une unité ̂  

x3 2(l-C -+- J'j Ird ~ l, 

les nombres .i\, et ν
2
 sont de signes opposés; nous aurons donc 

s = .<iy tdc-— .r., y
i
\ aicb-d -h ν'ii \/b> d'1 > H. 

Or, nous avons ε < ι. Le nombre 3
a
 est donc différent de zéro. 

L'équation (3) est donc impossible pour/) premier > 2. 

Supposons ensuite que ρ = 3m — 1 ; alors il vient 

.*· \/(te* -l· v\/bd- = ri'" (γ η ) 1 * 
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donc 

i ( \ γ { ac- b-d 4- L \Ur cbd* ) jcyac- 4- vy' bd· 

et par suite 
• -y-fi — ( j't\ <i-c v, y b*(I 4- s,\ ac1 bd'1 ). 

où Χ., Y, Ζ et x
n r,, 3, sont des nombres entiers(rationnels)qui sont 

tous divisibles par 3, si le corps K-(O) est de première espèce. Il est 
évident cpie ε est un nombre entier du corps du neuvième degré 
Ω(\«(.'2, \/*/*), parce que le nombre ε:ι = η est un nombre entier du 
corps lv(Q). De plus, ε est une unité du corps il, puisque ε:1 == η est 
une unité du corps K(0); et nous avons ο < ε < ι. Par conséiiuent, 
nous aurons l'équation 

( i ) λ-'I (/'-c 4- y \ b-d 4- z\ac- bd-— 3.<·, s, abcd —■37 

Nous aurons donc à traiter l'équation suivante : 

(à) -i' — |^- ( ,r,y (de b-d 4- 3, \'ac- bd- ) — a: y 'ac- 4- yybd-. 

De la même façon que plus haut, nous tirons de cette équation 

cJ< .r, {a-c -b X\oyb*d 4- 5, 0'·3' \f ac- bd'1 p 

y- ρ | 1 C ?" V ^ ' ̂  ? Yt7('~ '' 

ou bien 
rl>
 _ a·, ρ \/a-c M- v, p-\/b-d -b ζ

 {
 y/ac1 bdx '' 

λ 
^ .1, p

2
 y/a-c 4-r, 0 b* d 4- z

x
 \ de-bd'1 j '' 

Il résulte de celte équation que i1' est divisible par le nombre 

ar, p(/f/2e + r, p2\/b-d + z^/ac-bd'1 .r,p-\/a-c -h y, ο y/b-d 4- z^'ac-bd'1 5t— _j ~ ! ' """3 

__ — x{\/a-c — y, y/ b2 d 4- ■>. c ! 3y/ « c- bd"-
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qui est entier, puisqu'il est la somme de deux nombres entiers. Le 
nombre ε, est donc une unité dans le corps Ω. Par suite, nous 
aurons 

— .v'I a'-c —v? b'^d 4- tituba*— G.r^v, z.xabcd~ ± 27. 

De cette équation et de l'équation (4) on tire par addition 

9 c-:| <tc%i bd· — 9.r, )', Zyabcd ~ o\ ou o. 

Dans le premier cas, nous aurons 

a bed Zy(cd c-j — .<',>·,) — G, 

d'où il résulte que les nombres .r,, jy,, r, ne sont pas tous divisibles 
par 3; le corps Κ(0) est donc de seconde espèce, ce qui est impos-
sible, lorsque abcd divise 6. Le deuxième cas conduit à 

3,(cv/5· — .r,y,) = o. 

Si nous supposons que 3, = o, l'équation (5) devient 

£ r, -r, \·(ΐ'~(· 4- -, )*, \b-d — .r y'ue* -\-vy(td-

Or, cette équation est impossible d'après le lemme III du n° 7. 
Car nous pouvons, de la même façon que plus haut, démontrer que 

r, .r, et g y, sont entiers, et que .r, ac et ^ y, bd sont premiers entre 

eux. Si nous supposons que cdz\ — .r,y, = o, et si nous posons 

- — ,r2\/uc- -!- J'+i'bd- 4- z^y o-cb-d. 

où .v», y.·., c. sont rationnels, il est facile de vérifier qu'on a 

cs-.= - 1(cdz : —9 .r, r, ) o. 

Or, nous pouvons évidemment de la même façon que plus haut 
démontrer que c'est impossible, puisque ε <i. 

L'équation (5) est donc impossible pour ρ premier > 2. 

Par conséquent, l'équation (1) est impossible pour ρ premier > 2. 

ML Supposons ensuite que C = 3. Nous avons aca > bd? ± 1. Soit 
Jouvn. de Math., tome IV. — Fase. III, tgaS. ^ 
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alors η une unité positive < ι dans le corps K(0) et soit 

(6) ^ (;v\/ac* -t-ys/bil-Y— τ,''. 

où ρ est un nombre premier impair. Si ρ = 3, nous aurons 

:i /ac- /bdi ·;! ——■— :i, „ - -■ .•r y/ ^ — -η~ιι -h r\ ac-b-d + \v\a-cbd'·. 

ce qui est évidemment impossible, puisque le membre gauche est un 
nombre algébrique du neuvième degré, tandis que le membre droit est 
un nombre algébrique du troisième degré. 

Supposons que ρ — 3m + ι ; alors il vient 

•''\/Ύ +·γ\/V=Yi#" ï/ac- ^ / bd'1 ;t -
donc 

* ~v" - 'r' yx +y' V Ύ + *· V ~r*' s·— s/(/c- :> /bd- ■•/a'lcb-d 

où a?,, r,, s, sont des nombres entiers (rationnels). Il est évident que 
le nombre ε est un nombre entier du corps du neuvième degré 

12 p\ 3«c·'-. \'obd- ), 

parce que le nombre ε1 = η est un nombre entier du corps cubique Κ (0). 
Comme ε3 = η est une unité du corps K(0), ε est une unité du corps Ω ; 
et nous avons de plus ο<ε<ι. Par conséquent, nous aurons 
l'équation 

(7) >v}<ïc· + r* bd* ■+· x,! a* cb- d — 3.rltr, a bed — 3. 

Nous aurons donc à traiter l'équation suivante : 

(h) ι··_ ,rx y _ - + ,·, y +■=, y ■ = ·'· y — + .'· y -3- ■ 0. -'/(te' :s / bd* :</a-cb'd '' ·'· /(IV1 /'bd* 

Comme dans le numéro précédent, nous tirons de là 

-"-p ;l'l?V/T+-V| y Τ + '·?' y 3 

+p· [*. ?- y T + r. y — + - ρ y —r~ ι > 
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οιι bien 

-4'= ί'Ρ \/τ+·ι'Ί)\/τ+ΐ' y 3 , ;t/uc~ ;t/(χ/:1 .</a-cb'ld r 

+ τ—-1·'·y—~ · :s f (IC~ , :·. /(xi- .\/a-cb-d μ 

Il résulte de cette équation que tp est divisible par le nombre 

ζ, = p., r\/ ;i j' + W -5-J 

+ p'.pp'-j- +r.?-y x + --y/-y-/ 

~ ~ ·''' y ' r V τ + ,5,v τ-' χ/ac· x/bd- x/a-cb^d 

qui enst elier comme la somme de deux nombres entiers. Le nombre ε, 
est donc une unité du corps Ω. Par suite, nous aurons 

— ,r; ac- — j/bd' -t- S ̂  a'-c/rd — 6 >*'1/1 ."1 a bed — ± 3. 

De cette équation et de l'équation (7) on tire par addition 

()z'l(t-eb-d — 9^1 )'t c, abed — G ou = o; 
donc 

x(abz21-x1y1) = 0. 

Supposons que r, = o. Alors, l'équation (8) devient 

hv~ + ''V~] ='rV3+7V-

Or, cette équation est impossible d'après les lemmes I et IV du 
paragraphe I. Car, à cause de l'équation 

,v\ ac- + yr' bd- ■= 3, 

les nombres x
{
 ac et y, bd sont premiers entre eux. 

Supposons que abz'\ — χ
{
γ

{
=. ο. Si nous posons 

ι ;s /a- c 9;t /d 9χ /«ca 9bd1 
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ou .i;
a

, -2 sont rationnels, il est facile de vérifier qu'on a 

<i = abz\ — xxyx% 

yi=dy\ — acx! Cl 

A',— C.V'{ — bdy{z{. 

bi ;2 — o, nous aurons, comme - est une unite, 

,r:j a-c -+- y:i b-d —· 9. 

abcd n'est pas divisible par 3, et il est évident que ut Tt ne peut l'être 
non plus. Nous aurons donc (mod 9) 

it a-c it Ird ξξ ο (uioil 9), 

ce qui est impossible comme le corps K-(O) est de première espèce. 
( Voir le n° 1 \. ) 

L'équation (8) est donc impossible pour ρ premier ]> 2. 

Supposons ensuite que ρ = 3/» — ι ; alors il vient 

γ
τ

+^
τ

=«*(ν») ; 

donc 

.·- */a-e ->/b'd :i /(tc- bd-- V" = V Τ +·■'' V Τ' + V "T" ' 

où x
{

, γ,, sont des nombres entiers (rationnels). Il est évident que ε 
est 1111 nombre entier du corps du neuvième degré Ω(γ'3ι/ΐΓ, ( obd'-), 
parce que le nombre ε3 = η est une unité du corps K(0). De plus, 
comme ε3 = η estime unité du corps lv(0), ε est une unité du 
corps Ω ; et nous avons aussi ο < ε < ι. Par conséquent, nous aurons 
l'équation 

(9) <1*0 4- y Ί b-d 4- t,! ctc-bd*— 3 x{y xzvabed = 9. 

Nous aurons donc à traiter l'équation suivante : 

c°) L'r' V Τ +·9''· V Τ + * 9\/ ~j~. 9= ·*'3V τ +ϊ\3/ίγ· 
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Comme plus haut, nous lirons de là 

-s"-p- ρ,ρ \/-!7+·,·'\/V + ",PV fi J 

+ ρΓ,ρ'" V Τ +/,V7 + ",pV "V'\ ' Γ , ;\/a-c :i/bid \\/(W*l)d- |'' 

ou bien 

--<'■= r,p"Vir+y,? V7 + :'V~r. Ι β λ Ια-a .\/(>·<{ w /αν* bdry 

+1 '''? y -- +.··,?■ y/-7 + î!V 9 " ' 

Il résulte de cette équation que zp est divisible par le nombre 

*'=; V',?" V τ p V T + 5' V ~ΊΓ~ ) 

+ C·" ν "9"+■'1 p_ \/ ν + =ι ν "τ-/ 
= -'Λ/τ-'Vï + ,"VT' 

qui est entier comme la somme de deux nombres entiers. Le nombre ε, 
est donc une unité du corps Ω. Par suite, nous aurons 

— .r; a3c — y2 b*d -h 8 :·, acbd* — G^y, s{abcd = zt: 9. 

De cette équation et de l'équation (9) on tire par addition 

9 s* a c3 lui*—9-*',J>'i z^abcd — 18 ou — o. 

Dans le premier cas, il vient 

a bed :
x
(cd z'f — .r,yi) = 9, 

d'où 
ac — 'i, b = d~i}

 — ±: ι, c — ^ , = ±; ι. 

Si a = 2 et c = 1, nous aurons ,r,y, — ο ou = 2 et, d'après (9), 

ί\'νΊ -+- y| -+- ai·;— G.riyi c 1 — 9, 

il faut que y, soit impair. xt = o donne yj2 sj = 9, impossible 
mod 9. a;, = ± 2 ety, = rh 1 est évidemment aussi impossible. 
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Si a = 1 et ν — 2, nous aurons .c,y, = ι ou = 3 et, d'après (9), 

a.r,1 4- r:{ -l- .1 — O.r, r, = 9. 

Or, cette équation est impossible pour .r, =,v, = ± 1, = 4- 1 et 
pour | .c, 1=3, |.v, | = | v, | = 1 et pour |.c, | =φ, | = 1, | v, | =3. 

Dans le deuxième cas, il vient 

x1(cdz21 -.C, V,U " Ο. 

Supposons que z
{
 — o. Alors l'équation (9) devient 

.r:j o-c -1-9 :f ύ-(/ = 9, 

abcd n'est pas divisible par 3, et il est évident que .e, ne le peut être 
non plus. Nous aurons donc (mod 9) 

: it-c />-</ ο (mod9), 

ce qui est impossible comme le corps lv(0) est de première espèce. 
Supposons que cdz\ — .c, v, = o. Si nous posons 

i="-'V 3-" -J-- V —3— 1 a 'oe'- ;s UxP i , (P ch~ <i 

où α;.,, y.,, sont rationnels, il est facile de vérifier qu'on a 

z2 = 1 3 (cdz 2 1 - x1y1). 

Nous avons ainsi ;
2
 = o. Les nombres ce.,, v., sont entiers; car les 

nombres 

—;— = .rac -1- y* y a- cbkt-

et 

\/:W>V .r-rrr-, , . , — y cic o a -i- v2 bd 

sont des nombres entiers du corps Ω, et par suite aussi du corps K(0) ; 
d'après le n° 2 il faut donc queγ

2
 el soient entiers. 

Gomme - est une unité, nous avons 

x 3 2ocs 4- >'5 bip = 3. 

Par suite, les nombres etj'., sont de signes opposés, sauf dans le 
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cas de .t'2=>
},2 — ι, a = 2, c — b == <1 = 1 ; avec celte exception, nous 

aurons donc 

« - ν τ -'·«■'■·v—+-vî v—>
 η

 sv/î
 ■ 

ce qui est impossible, comme ε< t. Dans le cas de ,r
a
 = y* = 1, 

<7, = 2, Λ == ν = = ι, nous aurons 

E= »/9i 39/7 39/7 

Il reste donc seulement à examiner l'équation 

co Vï»'
1
'\/-3+y\/v 

où ρ est un nombre premier de la forme (à m — 1. 

Posons ρ = 2υι+ι. Alors comme ε'· — y 7 — Γ équation ( 11) 
peut s'écrire 

[v'i - V 7 Γ· ίνΐ -\7 + \γ| = -'Vi +*\/r 
Comme le coefficient de y/7 disparaît, nous aurons de là 

ο — ι -- „ I. | . ) . I* h . . . 

- 2(u 2) + 2 (u 5) 4 -

- (u 1) + (u 4) 4 - + 

d'où il suit que u est impair. De plus, comme ι— —\{)
 =

~
l
—

a
"' 

il suit (mod 8) 

— ( ^ Y ί -i~ ( Y i ^ ο ( moil 8), 
ou bien 

~,α(,α — 0 (,«· — 3) (p ~ ) — ο (mod 8) ; 
donc 

μ :-h 1 ou ξξ— 1 (mod8). 



248 TRYGVE KAGELL. 

Si nous posons u = ιnous aurons ρ — iGw-t-3; comme 
ρ^Ξ— ι (mod 3), il faut que ίιι=ξξ i (mod 3). 

Alors, comme ε3 = γ'η — 1 et εχ = 4 y/| — 5 y/g > l'équation (11) 
peut s'écrire 

4V3 3 3- 5 3V1 3 2n. -<v^-0=-vy/| +.y\/y 

Il suit de là 

4 2n+2 3 + E k> 1 (-1)k(2n 3k) 53k 4 2n+2 3 -k 

= E k = 0 (-1)k (2n 3k + 3) 53k+2 4 2n+2 3 -k 

équation impossible (mod 5). 
Si nous posons μ — — ι -t- 8ny

 nous aurons ρ — i6/i — 1 ; comme 
p^~ ι (mod 3), il faut que n = o (mod 3). Alors, comme 

s
' "Vâ + v/r 

l'cquation (11) peut s'écrire 

Γ'ι — 5 y/i · ( ν
7

·* + ') = ·* + I'-
ll suit de là 

(-1)k (2n 3k + 3) 53k+2 4 2n+2 3 -k 

= E k>0--1)k(2n 3k +2) 5 3k+2 4 3 -k 

lui divisant par 10//,, il suit de cette équation 

-iT_v(_l)»f»«-)5îdL' 

~ ZiK l>\:u< + x! ;u· 4- 2 - y(_,)<-C9»-'V'Î"'*'-Îia 



ÉQUATIONS CUBIQUES \ L»Kl)X INDÉTERMINÉES. 249 

Ici la première somme est (mod 5), comme 3 A* -ι- ι pour 
tous les A ; et la dernière somme est aussi ; λ:ο (mod 5), puisque 
5:U+I >3A h-2 pour tous les A^o. L'équation est donc impossible, 

la 
puisque f\ * n'est pas divisible par o. L'équation (ίο) est ainsi toujours 
impossible. 

Par conséquent, l'équation (6) est impossible pour ρ premier > 2. 

17. Des deux numéros précédents, il suit le théorème suivant : 

<S7 Ε est Vunite fondamentale du corps K(0), ο < ξ < ι, et si 

η = ^ UfA -h y ν !>]' £"», 

on a foreêment m ~ 2", aeee η — ο. ι, 2, 3 

Il y a une seule exception pour 

n= 1 3 3V3 + 1 = 3V3-1 -1 

où \ 2 — ι est l'unité fondamentale du corps K(v'a). 
(Il faut observer que le théorème n'est pas valable pour 11 — G = 1.) 
Soit maintenant η, une autre unité (positive) dans le même corps 

n1— prlΛ'ι YV + Λ'ι ν^Η,|8 = ς"·., 

où l'on a par suite w, — 2"·. Si nous supposons η > η,, nous aurons 

r, , = n2n1-n 
donc 

I 3 '.\ Cs/BVC 1 aC1 /A, s/lC1h 

Gomme Β — C, les nombres χ A et yB sont premiers entre 
eux. 

Par suite, d'après les lemmes I, III et IV du paragraphe I, cette 
équation n'est possible que dans le cas suivant : 

[νΙ-ν'ίϊ^Ηΐ/ί· 
Journ. de Math., tome IV. — Fuse. Ill, icpS. OJ 
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Supposons maintenant qu'il y ait en même temps que η une unité 
(positive) ε = .<·, -hy, yD dans le corps; alors, nous avons d'après le 
paragraphe 11 ou ε — H ou ε — ξ2. Supposons d'abord ε>η. Alors, 
nous aurons 

η ~ l V ^ y V Ε = "" ,Vl V ' Γ a/.λ 3,1» . S;"js\ll 

où p. a une des valeurs 2" ou 2" 1 suivant que ε~Ε ou -- ξ2. 
(Comme ε > η, on a 2.) Il vient donc 

η ~ l V ^ y V Ε = "" ,Vl V ' Γ a/.λ 3,1» . S;"js\ll 

où tous les termes à droite sont divisibles par ,e,. puisque u. n'est 
pas divisible par ο. Il faut donc que .r, -- ± 1, ce qui donne L) — 2 
et ε — \ 2 — 1. Si η > ε, nous avons η —- H et ε — Ε" ; donc 

'r\/ π + \ il r» Ν [)· 

Or, d'après le lemme II du paragraphe l, cette équation ne peut 
subsister que dans le cas suivant : 

3 V5 3 -V3 3 3 = 19 + 3 7V20 

Enfin, nous voyons aisément qu'il ne peut exister dans le même 
corps à la fois deux unités (positives) des formes suivantes : 

c—.<·-τ/y l) et ô,.e, 4-v, y !>· 

Car les équations ε — ε* et ε, — ε- sont évidemment impossibles. 
(D'après le paragraphe II il ne subsiste pour ε et ε, que les valeurs Ε 
et ξ-.) 

Nous avons ainsi le résultat suivant ; 

Il y a au plus une seule unité positive dans le corps Iv(yO ), qui 
est de Γ une des formes suivantes : 

(λ) χ + γ \iD, 
(β) l'^ + rv'î]1· 
(y) jl-4'Λ · ri'nl·. 
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Ici tous les nombres jl\ y, A, B, D sont entiers. A, 1>, D sont 
positifs et non divisibles par le cube d un nombre premier. Ό ]> ι et. 
A>B>o. Dans le cas (β), nous avons B>i; dans le cas (γ) 
AB est non divisible par 3. Cependant ily a les exceptions suivantes: 

Dans le corps Κ ( ( 2 ) il y a exactement quatre unités des formes 
(*)> (?)» (ï)» savoir: 

\■'·.» — u 3 ({ » — «)S- 3 U {/* — ):l et 3 (ν* -r- ' Y-

Dans le corps K( \ 20) il y a deux unités de ces formes, savoir 

19 v'a0 — 7 et ^ ( v'ù — { 2 )8. 

Ou peut rénoncer aussi comme il suit : 

L équalion imléterminée 

A.r'-f- lir'= C
? 

ο à C — 1 ou C — 3, possède au plus une seule solution en nombres 
entiers x. y différents de zéro, sauf l'équation 

•î.r3 4- >— 3, 

qui possède exactement les deux solutions χ — y — ι> ,r — i, 
v = -5. 

Parmi toutes les équations qui appartiennent à fa même classe, 
ily en a au plus une seule qui est possible en nombres entiers, sauf 
dans les cas suivants : Dans la classe du corps il ν a (rois 
équations possibles, savoir 

•λ x'x 4- v5 — ι, j .rl •(-ν3-: 3 et 4 a·5 4- vs — 3» 

Dans la classe du corps lv
v
\ 20) il y a deux équations possibles, 

savoir : 
20.r54- J';î= 1 et 5.rx4-2 v3= 3. 
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IV. — Solution complàte du problème. 

18. D'après les résultats du paragraphe 11 nous savons résoudre 
complètement l'équation 

x3 + By3 = 1. 

Kn effet, nous avons seulement à déterminer l'unité fondamentale ξ 
du corps K(yû) et è examiner si ξ ou ς2 est de la forme ju 4-y \D. 
Dans ce paragraphe nous allons exposer une méthode qui donne la 
solution en nombres entiers ,v,y de l'équation 

( ι ) Λ ,γλ -t- By·' — tC. 

avec C = ι ou C = 3, dans tous les cas où elle est possible. 
Comme plus haut nous posons Λ = nu2, l> = /a/-, où le nombre abcd 

n'est divisible par aucun carré > ι, et de plus 

0 — \ αιΛ1>* r? et 0 \ a* eh ι/*. 

Nous supprimons ici la supposition faite plus haut que Λ >11. 
D'après la théorie générale des anneaux (' ) il existe une unité fon-

damentale de l'anneau U(t, 0, 0), soit ζ, telle que toute unité de 
l'anneau est de la forme ± ζ'", m entier. Nous prenons ζ positive 
et<i. Hans un corps K^fD de première espèce, on a évidemment 
ζ = ξ, où H est l'unité fondamentale du corps. Dans un corps de 
seconde espèce on a ζ = !; ou ζ = ξ2 (voir la Note l à la fin de ce travail). 

Si l'équation (^4 subsiste, le nombre 

S —
 (
\ -h/\ Η.Γ= I ; -+- £ ^rc'j 

est une unité de l'anneau l\. Donc, d'après le numéro précédent, on a 

r — T-"' 

Il faut ainsi que m = 2', où l est un nombre entier >. 

(l) JoiV 0. llu.BKRT, Bcrichl iiber die Théorie der algebraischen Zahl-
kdrper (Jabresbericbf der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4, 
1S97, P· a44). 
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19. Supposons d'abord que C = ι, et ae* > ι et bd* > ι. 
Nous allons établir les conditions nécessaires et suffisantes pour 

qu'on ait 

('.*) [.«- ί/;ν H- ̂  v'is U =: Y)». 

où y] est une unité de l'anneau 11, et ο < η < ι, Il suit de cette 
équation 

V A -H r \/B = η (yr, ) 1, 

donc 

a - - \ -h Y Ird -h Ζ y' (7â cb(P ,v \/ac* ·+· y \ b(f-

et par suite 
y/η >r, yrtaC -h V, y'Ùai/ -h CM \/OC* OU3* 

où Χ, V, Ζ et -, sont des nombres entiers (rationnels). 
La nonne de η est égale à 

(>e,</ae y\b*<i -h ζ\(ΐιΛ1>(Ρ— 3,r, v, zxabcd)*. 
donc 

(3) -+- y-j />V/ -h z'iae^hd*— 3.r, v, z{abcd — u 

Nous avons à examiner l'équation suivante : 

(.r,\''«f3e vv"i \ (tc-bti* )i ~ .r \!ac* ~h y bd*. 

Elle entraîne 

(i) s\cdz=z — ».rur,. 

A cause de l'équation (3), les nombres .u, et d, ainsi que les 
nombres j', et e, sont premiers entre eux. Donc, si δ est le plus grand 
commun diviseur de a?, et il résulte de (4) que ο divise Or, à 
cause de l'équation (3), le plus grand commun diviseur de a?,,y,, -, 
est égal à ι ; donc δ = ι. 

Par suite, il résulte de (4), ou 

Ϊί·=±Ν«. c-,= \\l 
OU 

£ί — ± N*? -IL· — ^ M*, -t_ χχρ 
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Ν et M étant des nombres entiers premiers entre eux. Il suffit évi-
demment, de prendre le premier système. En introduisant ces valeurs 
dans l'équation (3), nous aurons 

qz ~r <j2cv .V· ± />-î/"' Mr> -{- - ac* ht/'· Ν3 Μ:ί= i, 

OU 
rb ^&</2M:l

 ± j ac* qz 27 ^ r-i. 

Comme Ua -t- I n'est pas divisible par 3, il faut prendre le signe 
supérieur; donc 

(5) (btfi M
3
 -r τ <tc> N 'Y - (!ψ)· = I. 

Cette équation peut s'écrire aussi 

((>) - (j- «e2N3 — οΙκΓ-Μ^' + 27 (/;(/-Al3)2rr ·». 

Pour résoudre complètement l'équation (2), nous avons ainsi à 
résoudre l'équation de Fermât 

(7) \2— '.>.7 VS - : 1 . 

Si X, Y est un système de solutions de cette équation, les nombres 
a,/>, c, d, Ν et M sont uniformément déterminés par les équations 

/, V —«<.·* Ν3. \ — 5 Y = fui* M3. 

Car il est évident que tout nombre entier χ (ditlérent de zéro) peut 
se mettre sous la forme χ = w-\v3, où m* n'est divisible par aucun 
carré >1, et d'une seule manière, quand u et ν sont positifs. Les 
nombres 4 Y" et X — 5 Y sont évidemment premiers entre eux:. Car, à 
cause de (7), les nombres X et \ sont premiers entre eux, l'un est 
pair et l'autre impair. 

Le cas de ac- — 1 ne se présente jamais. Car, si Y" = ' Ν3 = aN:J, 
l'équation (7) devient 

X2- 108 N« = 1, 

d'où 
J X | ± 1 n; 5/| Ν!j, | X | qz 1 = 2 Ν' 
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donc 
:L· ι == 37 Λîj — N®, 

équation impossible, puisque m8 = t:l — n·*8 est impossible. 
Le cas de bd" — 1 se présente seulement pour X = dt 26, \ = ± 5. 

Car, si nous posons bd- = 1 dans (,6), il vient 

37M6~ 2 -t- Mr. 

Cette équation n'est possible que pour | M | = 1, | M, | = 5 (cf. le n° 9); 
donc 

X — ±; 2 G, Y = ± 5 el αο-\Λ~ζh 2o. 

Quand on a déterminé les nombres «, />, </, Ν et M, les nombres a·,, 
y

ti
 -, sont donnés par les équations 

.<·, = — j-, = rfM\ 3,= NM. 

Chaque système de solutions de (7) donne ainsi une solution de 
l'équation (2). Le système X, Y donne la même solution que le 
système — X, — Y. Il suffit donc de supposer Y positif. Le système 
-- X, Y donne une autre solution que le système X, Y. 

Comme la valeur de Y croit, on ne peut jamais tomber deux fois sur 
le même système a, b, cy

 d
y Ν, M. Ainsi chaque système X, Y donne 

une nouvelle solution de (2). D'après le n° 17 il existe au plus une 
solution de (2) dans un corps donné. Donc., il y a une infinité de 
corps lv(Q) dans lesquels l'équation (2) subsiste. 

20. Si nous supposons dans (2) que 

η =*i;, 

où η, est une unité positive de l'anneau H, il vient 

.r ν Λ -h y V t> — η ' — η ι \/r(l> 
OU 

y/η, — (.Ν -r r y/M2)(X, -h V, y/ue*H-(T Z, \/AI
CTUP), 

où X,, \ Z, sont entiers. Car ^-appartient aussi à l'anneau R, 
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puisque, d'après le n° 8, les coefficients r/, Γ, u dans — — u -t- eO -h ivO 

sont entiers. Donc il résulte 

\'V
(
, = .r

a
 y/rte3 -+- y

2
 Λ73-+- ζ* \/<*3t.7>3 d. 

où .r
2

, v.j, 3;, sont des nombres entiers, qui sont reliés avec.r,, y,, s, 
par les équations 

(S) 

rtù -f- 2.r2 va = s, = Ν M, 
</y; -4- a.r2 z*ac = ,r, — </\l3, 

<Μ'2 4- 2 Y* Ζ* bit =r .r, — - cX3· 

Si c est impair, il faut que Ν soit pair, comme λ\ ~ — ~ci\-. Si c 
est pair, .r, est pair, comme ,r, = ι\ν: -+- 2νζ.Λ bd. Alors, puisque 
χ, = — cIS- et est impair, Ν doit être pair. Ainsi Ν est toujours 
pair. 

En posant Ν = 211, l'équation (;>) peut s'écrire 

\â — 1 = loSrtV· H':. 

Cette équation entraîne 

| X | ± 1 — >.f-λ. 1 X 1 1 — ;Vi i.··3Xi. 

où les nombres f Ν, et »*N
a
 sont premiers entre eux, fit■ = ac* et 

Ν, Νâ = II, et par suite 

(9) ± i=/8N?~27g2N62 

Ici il faut évidemment prendre le signe supérieur. 

21. Il résulte des deux numéros précédents que nous pouvons 
résoudre complètement l'équation 

(10) .\.r3-t-l\ra= i.. 

( A > 1 et Β > ι ), si nous savons résoudre complètement les équations 

(11) A,.r3-+- Β, ν3 — i, 

où tous les facteurs premiers de A, B, divisent A ou bien divisent H. 
(A, B, est supposé sans facteurs cubiques > 1.) 
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lin elVet, pour résoudre (10), nous avons à determiner l'unité fonda-

mentale de Panneau 11 (τ. 0, Ô), soit ζ, et examiner si ζ ou ζ2 est de la 
forme 

l < \ ν \ ι» r · 

Dans ce cas le problème est résolu. Dans le cas contraire, il faut 
chercher s'il existe une unité η, de Panneau 11 telle que 

(<·.<) *1 = 1·.· Va -h.M'HI'· 

Or, d'après le numéro précédent, cette équation entraîne 

( 13 ) » — y*- Ν v — > 7 » - \ :j, 

où /»· Λ ou bien /'μ- ̂  11. Nous aurons ainsi à résoudre un nombre 
fini d'équations de la l'orme (i'">). Si nous savons résoudre toutes les 
équal.ions(r O, nous savons aussi résoudre les équations (ι o). Si l'équa-
tion (r.O subsist», il existe toujours une des équations (ι3), qui est 
possible. Alors les nombres NT et M sont déterminés par les équations 

1 \ | —: | M- M: -h y ac- Ν31 = /'4 Νï H- a- AT M !! 

et 
4Y— «<·* Ν3 —8/ΑΛτ:;Ν:!, 

et enfin les nombres .v.,, va, par les équations ( 8). 
Le problème de résoudre, l'équation ( ι ο ) est ainsi réduit à celui de 

résoudre les équations (ii). Or, si u. désigne le nombre de facteurs 
premiers différents de AB, et si u., désigne le nombre de facteurs 
premiers différents de A , 11,, nous avons u.> u,. De la même manière 
chacune des équations (ι Ο (pour A, > ι et 11, > ι) conduit à un sys-
tème d'équations A.,a-:' 4- IL v:t — ι, où le nombre de facteurs premiers 
différents de A.J>

2
 est encore plus petit que ut,. Lu continuant de la 

même manière, ou tombe enfin sur un nombre fini d'équations de la 
l'orme μ'λ -+- f /'-i, où V est un nombre premier ou le carré d'un 
nombre premier. Or, nous savons résoudre toutes les équations de 
cette forme. 

22. Pour que l'équation (b) soitpossible, il faut que tousles facteurs 
premiers de bd soient de la l'orme 8/ -+-1 ou de la forme 8/ -+- >. 

Journ. de Math., tomo IV. — Faso. Ill, d.'l 
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Mous aurons ainsi les résultats spéciaux : 

Si αν est pair. si bd est dicisib/e par un nombre premier de ht 
forme 8/ — ι ou de ht forme 8/ -+- a, et si l'équation 

(i/o «(^.Γ'+^^Ι 

subsiste. Γ unité fondamentale de Vanneau U , 0, 0) est éyale à 

| χ ν (te* H- y \'lxt- J3. 

Lorsque ae et bd sont tous les drus' divisibles par un nombre 
premier de (a forme 8/ —ι ou de fa forme 8/ -+- o, on a le même 
résultat. 

Vinsi il résulte des équations : ο — ί ~ ι, 2(> - nÙ — ι, (> — à — ι, 
i(>— io ~ i, '|() — '|8 — i, que les nombres 

(\'f>— \ tV1, { — γ aà V1» ( \ <>— {:,)% t y ι β — \ là V1 et (\ y) — { .',8 )''' 

sont les unités fondamentales de l'anneau 11 dans les corps 

Ιν(γιο), Κ(γι3υ), ΚΛ\/ι5ο), K.(yi6o) et k( ^ p>. ). 

Il existe ainsi un nombre infini rie corps lv(0), où Vunité fonda-
mentale de l'anneau Il (ι, 0, (P est de Informe 

| .r \ ae* -τ- y \ htt* | !. 

Car nous pouvons choisir dans ( «Ό le nombre bd- impair et *1 ivisihle 
par un nombre premier de la forme 8/ — ι (ou de la l'orme 8/ H- ο ). 
A lors, si nous choisissons le nombre impair^* tel que bd-y1— t - oe2.r! 

ne soit pas divisible par 8, le nombre ne- est pair. 
Mous pouvons aussi démontrer le théorème : 

// existe un nombrein/inideeorps lv(Q ). où l'unité fondamentale 
de l'anneau lv ; ι, 0, 0 j est de la forme 

J ,r \ ite- -+- j· ytxi* J". 

bin ell'et, d'après le u° 20, nous avons seulement à choisir M impair, 
ce qui est tou jours le cas lorsque A est impair, puisque \ \ = atr :V. 
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L^es solutions de l'équation (7) sont données par 

I I ■+■ ν 'Λ7 ! ^ « I — (^ ■+·:) \·'λΊ ) · 

Si η est impair, le nombre ^ „ est toujours impair, comme 

ι» ι κ η — :t 
| V„ |- 4- 1

·'·
<
7

 2 .^(>2 -I-. ... 

Pour //=1, nous aurons 

\j±: atf, Y, —à el ac*i\:i r.- ·>ο, btl·M* 4- y ac* !V = ±: a(>: 

doue (ir- = 20, Ν — ι et hd~ÙV ·-·= 1 ou = — 5i. Dans le dernier cas 
on aura 

hrf- — à 1, M — 1. 

Donc ./·, _= — 1, y
{
 _ 1, 3, = 1 et 

(— yào -h yV(x> 1 —\ ι (νιο)2 — 7 1. Y f) 1 - ()7.\/·>.ο. 

lie nombre 

( 7 1 .\/H 1 — 97·\ M\ )" ,'|5() 1 -+· ι ·,>3.\ -iàài» — 168. \/5?.oe.i> 

est donc l'unité fondamentale de l'anneau R dans le corps Κ (ysoo). 

'iS. Supposons maintenant dans (1) que C —3. Cherchons les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ait 

(là) i [,rY A -h y {/H I*— Y)2, 

où η estune unité du corps K(0), et o<Y)<i. Cette équation en-
traine 

•3/À :t / :t /— \ ». ι•n/3+n/r^ ; 

donc 

v'· ' 77Γ ·7Γ—' a,- X 4- Y \/oc- (>*</ 4- / ν a^cbd* 
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et par suite 

y „ ,·, y/ — y, y/ — + -, y -γ- ' 

où χ,χ,ζ et 3, sont des nombres entiers (rationnels). 
La norme de η est égale à 

1 9 ( RJ (Pc -+· R,! b*d-+- C·3 ac- bd-— 3 abcd.vx V, C·,)3 ; 
donc 

(16) .TQ <Pc ·+· Ι;5 lr d -H z\ac-bd-— 3.Γ, J,abcd ~z P. 

Nous avons à examiner Inéquation suivante : 

(x1 V H" ''\ τ V "r~) :V~ ···>'\ τ· bd3 

Llle entraine 

(17) -Fcd - 2xi yi. 

A cause de l'équation ( ι(i) les nombres .r, et </, ainsi que les nom-
bres )·, et r, sont premiers entre eux (a/ n'est pas divisible par 3). 
Donc si 0 est le plus grand commun diviseur de .r, et v,, il résulte 
de (17) que δ divise 3,. Or, à cause de l'équation le plus grand 
commun diviseur de .r,. y,, est égal à 1; donc δ — 1. Par suite, 
réquation (17) entraine ou 

3x1 c rrr.zt Ns, 7^+MX :., = NM, 

ou 

£!==:*». 'v1 = ip M®. j, = XM. 

Ν et M étant des nombres entiers premiers entre eux. 11 suffit évidem-
ment de prendre le premier système. En introduisant ces valeurs dans 
Téquation (i(>), nous aurons 

n: a-c' λ rt /P <l· M11 ac- bd* Ν3 M3 — o. 

ou 

+ 1 9 (bd2 M3+ ac N3)2 + 3 ( ac2 N3 4) 2 = 1. 
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(louime 113 -+- c est indivisible par 3, il faut prendre le signe supé-
rieur : donc 

(18) 1 9 (bd2 M3 + 5 4 ac2 N3)2 - 3 (ac2 N3) 4 2 = 1. 

Pour résoudre complètement l'équation (i5) nous avons ainsi à 
résoudre l'équation de Kcrmat : 

(19) XS—3YS=I. 

Si X, Y est un système de solutions de cette équation, les nombres 
a, />, e, <ΙΊ Ν et M sont uniformément déterminés par les équations 

/, Y — ac* N3, 3 X 5 Y = bel·1 \13. 

Comme plus haut, on voit que 4 Y et 3 Y — 5 Y sont premiers entre 

eux. Ce cas de ac- — 1 ne se présente jamais. Car, si Y — ] V — 2 NJ, 

l'équation (19Y devient 
\2 _ , ·> (\ '· = , s 

d'où 
|X|±.^(>i\,e

s
, |X|zp. = ^X!;; 

donc 
±1 = 3X5—N6 3 , 

équation impossible, puisque η ' — 3 c1 — w:> est impossible. 
Quand on a déterminé les nombres a, h, <·, d

t
 Ν et M, les nombres 

χ 1, y,, 3, sont donnés par les équations 

.*·, = —-UuV, r.r-i/MS c,= XM. 

Chaque système de solutions de (19) donne ainsi une solution de 
l'équation (10). Le système X, Y donne la même solution que le sys-
tème — X, — Y . Il suffit donc de prendre Y positif. Le système — X, Y 
donne une autre solution que le système X, Y . Comme la valeur de Y 
croit, on ne peut jamais tomber deux fois sur le même système «, b, 
c, d> Ν, M. Ainsi chaque système X, Y donne une nouvelle solution 
de (10). D'après le n° 17 il existe au plus une seule solution de (i5) 
dans un corps donné. 

Donc, il y a. une infinité de corps Iv ( 0 ) dans lesquels C équa-
tion ( ι ο ) subsiste. 
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24. Si nous supposons dans (io) que 

n = n2 1, 

où η, est une unité positive du corps, il vient 

•*'V ι "**·'' V s" ~ —VY)" :'/Λ VU ' 

ou 

V'ï), = r y' 'γ -I-.»· ^ (Χ, -I- v, {'(ic-b-d -|- /.^u-ehd·). 

où \,, ,, Z, sont entiers. Donc il insulte 

Y'fil - -'"a y/ Τ 4"'Vi \/ ~T }' V 3' ' 

où .cr2 sont des nombres entiers, qui sont reliés avec r,, r, 
par les équations 

(3°) 

abz'i-\- 2.γ2 γ2 = :Ί N.M, 
f/i' - + 3.rts2«c —-r,-· dM2, 

c.c'i -t- ?. y.. v.> ini .ct ~= c X2. 

Si r est impair, il faut que iN soil pair, comme e, — — ^ e ÎN2. 

Si c est pair, .ν, est aussi pair, comme .r, — e.rl -f- ·ιγ.
2
 z.> fxf. Alors, 

puïscjue a:, — — ^e(\- et^ est impair, Ν doit être pair. Ainsi. IN es/ 

toujours pair. 
lin posant iN —2 11, l'équation ( ι S Ν peut s'écrire 

Xs— ι = ι <t-c' 11'"·. 

Cette équation entraîne 

I X | ± . — 9./- Ν | \ | qr Ι ~ 6,a"sIS^ 

où les nombres f Ν, et gNa
 sont premiers entre eux, /μ ~a<r 

et N,INo — H, et par suite 

(2.) ±i = /'N«-.VN«. 

Ici il faut évidemment prendre le signe supérieur. 
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2iî. Il rès ill le des deux numéros précédents que le problème de 
résoudre complètement l'équation 

(·Λ'λ) A.r'+Hr'ro 

est. réduit à celui de résoudre l'équation 

ΛH, γ:ι — i. 

Lu effet, nous aurons le procédé suivant, pour résoudre l'équa-
tion (22 ). Nous déterminons l'unité fondamentale du corps K(0), 
soit H, et nous examinons si ξ ou H2 est de la forme 

,jl < \ \ - ν"Γ 

Dans oe cas le problème est. résolu. Dans le cas contraire, il faut 
chercher s'il existe une unité YJ, telle que 

ι"^) ! - ! Ia·\ λ ]'· 

Or, d'après le numéro précédent, celle équation entraîne 

(a/,) ι —3#sN!j, 

où /V = Λ ou bien /ii- - - IL Nous aurons ainsi à résoudre un nombre 
liai d'équations de la forme (/24)· Si l'équation (23)subsiste, il existe 
toujours un système de nombres/, μ tels que l'équation (a/j) soit pos-
sible. Alors les nombres Ν et M sont déterminés par les équations 

\ ι -· l, b,r-\Is 4- — a<*Ν:t - n\« + :\<7Ν, 

41 = ac2 N3 = 8 fg N 31 N 32 

et enfin les nombres ./Λ,, r.,, par les équations (20). 

<2<>. L'équation (18) peut s'écrire aussi 

3(/>,/4 M3)4— '· ̂  - 5/*/
â
 M.)-

=î
, 

Pour que cette équation soit possible, il faut que tous les facteurs 
premiers de bd soient de la forme 8/ H- 1 ou de la forme 8^ + 3. Nous 
avons ainsi les théorèmes spéciaux : 
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•S/ ac est par./·, si ltd est divisible pat' un nombre premier de la 
forme Ν / — ι ou (h' la forme 8 / -+- 5, et si l'équation 

tic"· .V3 -h bit- r:i 3 

subsiste, Γ unité fondamentale du, corps lv(0) est égale à 

l \·Α αν"-y \ bit* |\ 

Lorsque ac et bd sont tous les deu.e divisibles par un nombre premier 
de la forme 8/ — ι ou de la forme 8/4- 3, on a le même résultat. 

Ainsi il résulte des équations 

5 — .>. 3, ~ — ί 3. ·>■) — — 3, ·>8 — ·.»*> 3, it> i3 — 3, 

que les nombres 

,, tv ·» — \ ■■'·) ' ·. : — V I ι ■· U'■«·> ~ \ •i i.) ' 

1 3{\ '.».8 — \Λ».5 )3 et -, il» — y · 3 )J 

sont les unités l'ondamentalcs dans les corps 

M y ·.<(·), Κ ( y1 .'ι ). Κ^γΗο). Κ(\Ί.|Θ) Cl Κ ( γ/52. 

Coninie dans le u° 22, on \ oit qu'il e.eis/e un nombre infini de 
corps l\ (0) oit L'unité fondamentale est de la forme 

·., | ■>· \/ac- 4- ν \/b(t-11. 

Nous pouvons aussi démontrer le théorème suivant : 

Il e.ciste un nomine infini de corps lv(0) où L unité fondamentale 
est de ta forme 

:i /(te'1 :i ί bd- ' \ ■■ r\ ·. · 

Kn eliet, d'après le il" 2Λ, nous avons seulement à choisir Ν impair, 
ce qui est toujours le cas lorsque ^ est impair, puisque 4^ ~ ne- îV. 
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Les solutions de l'équation (19) sont données par 

| | -4- \/3 Ρ ,, ! — ( 2 ·+■ v/3 )" · 
Si η est impair, le nombre Y„ est aussi pair, comme 

iY,l = 3~ï"-H^,j.3" '»".^4-..·.. 

Pour n = 1, nous aurons X, = ± 2, Y, = i et acaN# = 4 et 
lui'- M3 -h 0 = ·Λζ β. En prenant le signe supérieur, nous aurons 
ltd- _ 1 et M ι, cl enlin .e, = — 1, r, — ι, 3, — 1 et 

3V3 9 + 3V 1 9 + V3V4 9 = 3 V4 3 - 3V1 3 

Le nombre 

vV 3 ~V3) = v'-v '+ = ν·■>- 1 

est donc l'unité fondamentale dans le corps Iv (vu)· 
En prenant le signe inférieur, nous aurons btl'- = 11, M = — 1, et 

enlin y, - —L.Li = 1, 1 et 

\Γ\ν'· V9 -V-9) = ,V-r7V3' 

Le nombre 

(3 y — 7 y/'! j = v'1 !· in°0 — 1-50* — ·,>3 -+- 3 y·>.·.< — )' 

est donc l'unité fondamentale dans le corps K( \ ·.»·.>). 

NOTE L 

l. Méthode pour déterminer l'unité fondamentale de Γ anneau H. 
— On peut toujours trouver une solution y, y, ^ de l'équation 

n3 + fg2y3 + f2 gz3-3fgxyz = 1 
Journ. de Math., tome IV. — Ease. Ill, κρό. Ο3 
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par des essais ('). Ainsi on aura une unité rk de Panneau Κ (ι, 0, 0) 
dans le corps lv(0), où Alors on peut déterminer l'unité 
fondamentale ζ de l'anneau de la manière suivante. Nous pouvons sup-
poser que ο < η < r et ο < ζ < t. Si rt n'est pas égal à. ζ, nous avons 

(») 
O < 7Î — ζ"' ; < | , 

><,r h=ir ls=;-o'!—>ιΊ· 
De plus, nous avons 

- - r~r,'/,'== \r,' Is, 
l'osons 

;= .»· H- rô-t- sO, 

a·, y et ^ étant entiers. Alors, si ρ est une racine de l'équation 
?* +; + ι ~ o, on a 

ζ' ·~ ,1" -h.rp 0 -Y- Zp-'J, 
ζ" — a? -!- )' os 5 - H ^ ρ 'λ 

Il suit de là 

x - 1 3 (f + f =f) 

.»· — :y-r :>), 

5 Î(r + ro-l· rvc 

doù il résulte, en vertu des inégalités ( ι ), 

! a· ! < ' ( ι : a 1 \ V |\ 

y < 1 39 (1-t- a| VT.'h' 

1 5 ; < {> +■ * l\V I)· 

Il est évident que ζ est complètement déterminée par ces inégalités. 

2. La relation entre I unité fondamentale du corps et l'unité 
fondamentale de Panneau H ( ι, 0, 0). — Soit? l'unité fondamentale 

(') Cf. aussi K. DKDKKIM>, toc. vît., p. ι iS-rio. 
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du corps, ο < ; <A. Dans un corps de première espèce on a évidem-
ment ζ = ξ. Dans un corps de seconde espèce on a ζ =- ίου ζ = ξ2. 
Nous allons le démontrer. Soit 

ζ„. -(.<· -+- γΟ -1- 3.9)= ·"·, 

donc 

(A) .r = ;'M -H -Η(Σ")"·, 

où ξ' et H" sont les conjugués de ξ. Les trois nombres H, ξ', sont 
contenus dans le corps du sixième degré Ω (\ —3, 0). Dans le corps 
Κ(0)nous avons(1) 

(•'») = PPr 

où ρ et p, sont des idéaux premiers différents et du premier degré. 
Donc nous avons dans le corps Ω(\ — 3, 0) 

{ν'— ;Oa—pp21, 
ce qui entraîne 

p = p2, 

où ρ est un idéal premier du premier degré dans Ω. (Comme Ω est 
un corps de (ialois, il résulte de là que (3) est égal au produit de six 
i léuux premiers dans Ω.) Alors tout nombre α de Ω indivisible par y 
satisfait à la congruence 

α
Ν( Ρ) — I — χ* _r= ι (

 nUH
l ρ). 

Si l'on choisit dans (2) m = 2, on aura donc 

.v o ο (modΡ), 
OU 

"Α· = Ο (mou Λ)· 

Lorsque a· est divisible par 3, les nombres/ et ^ le sont aussi, d'après 
le n° 2. Ainsi il suffit de prendre m = 2. 

5. La relation entre l'unité fondamentale du corps et l'unité 
fondamentale de l'anneau l!,( ι, 0, 0a). Soit H l'unité fondamen-

(l) loir H. DKDKKLND, toc. vit. 
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tale du corps (ο ·< ξ < ι ) et 

• Ζ= ' (.ΓΗ- ν0-\· ζθ). 
Dans l'équation 

(.Γ -I- Υ9 Λ-ζθ)η·--\-Υ- Χ 9 -h Α9, 

η entier positif, le nombre Ζ a la valeur suivante : 

- ^.r'»"^r
s

 i (^yr'<--
;
V

s
lM-. . . j 

l- ̂ )z Ç'
 3

 ,λ
).xi-4 y3 D + 

+ (n 3) z2 fg (n-3 1) xn 3y + (n-3)4 xn y D 

On a donc 
Άι:..: η ζ (ιηοιί,ν). 

Soit α le plus grand commun diviseur de ; et p\ Alors n = ^ est le 

plus petit nombre positif tel que (.r -i- yO 4- z O)" appartienne à 
l'anneau U,(i, 0, Q3). Par suite, quaml m est le plus petit nombre 
(positif) tel <{ue ?" apparlienne à l'anneau 11,(4, 0, 0J), ou a ou 

m - - " ou m ~ — · Alors, le nombre ?" est évidemment l'unité fonda-
mentale de cet anneau. 

ΝΟΎΚ 11. 

Démonstration simplifier du théorème : // η y a au plus qu'une 

seule unité (posit ice et φ ι) de la forme e -f-ayl) dans le corps 

eu hi que Κ (\:1)). — Soi t. ζ, Γ uni té fondamentale de l'anneau 
R, (ii 0,0'-). Pour trouver les unités (positives) de la former 4-«0, 
(a et e entiers rationnels), on a à examiner la suite 

Γ v· J Y Y * I * * · · · 
(e/. le n° ©). 5*>oit 

η — c 4- a y = ζ'," 
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le premier terme de la suite ayant cette forme, et soit 

;N C 4- Λ 5 

une autre unité de la même forme; donc Soit encore 
M -- η m 4- r, avec ο < ri ni — ι. Car, à cause du lemme I, le cas 
r = ο est impossible. Posons 

s : : Γ', 4- v'j 4- 5 9% 

où r, ν et 3 sont entiers; 3 est different de zéro. 
Alors de l'équation 

fM 1: C ·:· Λ 0 {C 4- a 0 )'} ^.Γ -h ν$ 4- :· ) 

il suit, en comparant les coefficients de Q3, 

.r ^ r' 4- ^ !' ^ V"
 5

1<
;>
 Π 4-«. . 

- ·- ν * " *'■'

 c>t
 *

</v

 ρ · · « | 

z cn (n3) en 3 a3D + = 0 

Cette équation entraîne 

( I ) ό ο (utOtt it). 

Or, nous avons évidemment 

t-n 

n <2< 1. 
ι < | s* ! = I s" t < | vi' j i l· 

[ n' ; — | ye* — acO 4- a-0t j < \ 3 (\ -t- | *ι 15). 

puisque 
! r | ~ I r, — a 0 ■< ι -i- ; a \ 5. 

Nous avons de plus 
î =.r-i-r5 4-5 9*. 

5 : .<· 4- Y J3 4- ^J'p'% 

• 7 ~ .r 4 ν i»p* 4- y ρ. 

ρ étant une racine de l'équation ρ3 4- ρ 4- » — o. Donc 

3 c 5* = s 4- fp 4- s'p*. 
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et à cause de (ι) 
:>|.»I5V -hs'·. 

d'où, en profitant des inégalités (a\ 

oja\0·<, ι -t- sp3 (i -h | a |5^. 

Or, pour | ο Ρ ι et 1)8, nous avons 

3 | <? | 0i> ι -r a y 3 (ι -ï- i ♦/ j ')). 

Le seul cas avec D < 8 et \a j = ι est Ο -- 2:! — ι = - , 
("elle inégalité subsiste encore pour η pi» et D5. 
Le théorème est ainsi démontré pour toutes les valeurs de Π, sauf 

pour D 2, 3, i, 7. Or, on démontre facilement que les unités 
fondamentales des corps K

 V
\3N et Κ

 v
\p sont \2 —1, 

\\) — 2, 2 — \ 7. Ainsi, en appliquant le lemme I, on voit que le théo-
rème est aussi vrai pour ces dernières valeurs de l). 

Cette méthode est beaucoup plus courte que celle du paragraphe IL 
Cependant, elle ne donne pas un résultat aussi précis. 

Originalement, c'est en généralisant cette méthode que j'ai démontré 
les théorèmes du tC 17. l)au< un travail ultérieur j'exposerai 
cette première démonstration qui est d'ailleurs beaucoup plus longue 
que celle que je viens de donner ici. 


