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EQUATIONS AUX DÉHIV1ÎES PAKTIEI.LKS DLL SECOND OUDLLK. 381 

Des équations au.v dérivées partielles dti second ordre 
ittféprables par la méthode de Darbou.v; 

PAU H. GOSSE. 

Ce Mémoire (') est consacré à la démonstration du théorème fon-
damental suivant : 

S/ une équation r -T- f(<v, /)', S, />, q, A%, () = o admet, pour le 
système II de caraeféristiqttes correspondant à la racine m.>, an 
invariant d'ordre supérieur à 3, sans en admettre d'ordre inférieur t 

ou bien elle admet une involution d'ordre 3 ou hienl^~ — m.>^--

est nul sauf peut-être dans un cas particulier qui sera précisé. 
Vprès avoir généralisé quelques résultats connus et introduit 

quelques notations (-) et définitions commodes, je démontre (;1) 
d'abord que : 

Si le système 11 admet une involution d'ordre, η ]> i, sans en 
admettre d'autre d'ordre compris entre η et 3, ou bien elle admet 

une involution d'ordre 3 ou bien — m., est nul. 

Pour avoir complètement démontré le théorème fondamental, il 
suffit alors d'étudier le cas où l'équation donnée admet à la fois un 

(l) Voir ma Noie aux Comptes rendus, l. 17V, p. 1612. Quelques-uns des 
résultats de ce Mémoire ont été publiés sans démonstration par M. Gau dans une 
Note postérieure à la mienne, mais qui provenait de l'ouverture d'un pli cacheté 
déposé bien avant ma Note : la priorité de M. Gau, en ce qui concerne nos 
résultats communs, est donc incontestable. 

(5) Pour le^ notations, voir GOURSAI. Leçons sur l'intégration des équations 
du second ordre, t. 11, p. 78, et GAU, Thèses (Gauthier-Villars, 1911), Chap. I. 

Ο Ce théorème a été énoncé par M. Gau dans la Note précitée. 
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invariant d'ordre // > 3 et une involution d'ordre 4 et, de montrer qu'il 
conduit aux mêmes conclusions : c'est à cette étude et à l'exposé de 
quelques conséquences évidentes du théorème fondamental qu'est 
consacrée la fin de mon travail. 

t. \o/a/io/ts. - a. Nous poserons, en supposant ///
2
 / ///,, 

dm ι dm, dm-, <)m„ r _T)ι ~d<~ "dt 7λΓ ///.> M j ~ //?2 — //ί ! 

d/n, dm, Onu dm., dl ds dt Os m—mx m t—m.. 

da do ,, . i do \ xdo\ do ,'d" 1 /'\ Γ „ [Ο ) ~ — mx ■ —- > t ·,..(<■/) ■·- ) · m., -y— —· -- -, —, · dp 0„ dp m ι V·»· · ' \rf.r ()Ι'ι» ι \'0"' 

Si a est une expression où l'on considère comme constantes toutes 
les dérivées partielles d'ordre supérieur à //, on a alors, sur une carac-
téristique du système II, 

<ia I ' uo I ilo' n f/r - - I (/-xJ + »<! - - <-'«l" ) -f- titiPo.v,,) !·„(")· 

b. Si on a (voir GAII, ioc. ci/.) 

d"f .... ()f . Mi \ , t /\>«+2 ^ " 1 " /' I il ·" Il /\i«lI A „ "i " J „ , 

Si l'on pose 

1 d-f df , Of , df df u-) Γ ,- , Ρ 

on obtient 

d\f 1 Of Of , dy3 ds dt ,, 

Λ
3
 étant facile à calculer. On en déduit sans peine Λ. et -v,. Cette 

dernière expression est linéaire par rapport aux dérivées d'ordre ô et 
l'on démontre, par voie d'induction complète, (pie, pour η .à, 

dn— 11«y'iM-i-t- I«/'o«h- h„, 
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Iv„ étant au plus d'ordre // — ι et ll„ et l„ étant donnés par les 
formules 

Hw=;t -, i- h 7—r, -7- I t" H ~T7> Ίτ ' .. ' d 0Γ "('*— 0 d'1 Of d Of //(// — ι) d- Of 

Si nous convenons, toutes les fois qu'il n'y aura à craindre aucune 
ambiguïté, de désigner par F' ce qui reste de F quand on y a supprimé 

les termes d'ordre le plus élevé, on a, en posant Ν — ---—-Oin- 2) 

Hn 1 = " + 1 (/'~Sp)' + d2 f dt2 

c. (Vous poserons, avec M. (-«au, 

dm* dnu~\ ι / dm, | c///i,"] Of 0f\ dy dy m*—m, \ dx [_ d)· J Op Oq J 

et nous désignerons par υ.
Λ ;i l'expression Λα + 1>β, or. et β étant des 

constantes. On a 

ux,3 = ,"·α. .3 — y-) -t- ~
(
)Y P*lj ~ ?^<ΛΡ\ϊ H- '»> />03 ) · 

Si l'on pose 
>·«,ι — A u. H- Β -1- M

h
... ! — /■>·»,ι "H Al h -1* 

on a de même 

dm =[n — 1) ( ()s~ />la -l· -JjrP»*)-~ Ι(/'LI- ///
S
/'„

S
) -I- A„,,. 

Knlin, nous désignerons par 0A le groupement />,Λ_, 4-»>,/Vn nous 
réservant de supprimer l'indice toutes les fois que ce sera possible 
sans nuire à la clarté. 

2. Défini lion des fadeurscanoniques, — a. Nous dirons qu'une 
équation d'ordre η > 3, en involution avec r +· / -- o, est mise sous la 
forme canonique quand on l'écrit 

ψ H — I' I 0 — 1 "I "'·! />0/1H 9 ( ' "'ι /'ο l · · · />0/f ι ρ \ \ 1 · · · ι /> I // i) O· 

M. <7 au (loc. rif. p. τ·2-ι3) a montré (pie l'on a 

7/f = Ψ" (A " + H ) = d·"-' Ψ« · 
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Cette condition nécessaire n'est suffisante pour qu'il existe une 
involution d'ordre η que si ψ,^ la forme indiquée. Plus généralement, 
s'il existe une fonction φ d'ordre η. telle que 

il(i - r. dx ρ 

F étant d'ordre inférieur à n, il existe une involution d'ordre η si ο ou 

- sont susceptibles de s'annuler. 

M. Gau a démontre (loc. cit., p. 11-12) que s'il existe une invo-
lution d'ordre η > 3, le système 

^ η -1 ( 9 ) — . ι « 11 „ . ι ( 'J ) — 9/-'·«. 1 

admet une solution. Pour démontrer la réciproque, il suffit de remar-
quer que si Von pose 

ψ ==/>,„_ 1 -h -i~ 'j. 
on a identiquement 

<K d-h dpon - m1dw dp in 
et 

[jî.ri 1 (/y) vO'"-1 ) î)pi„~\ 

= /■'««( -h /U.» -yy ) -H -H (9) (/'ι,,.·! -4- m1pon 

- (pin-1M« l "H /-'Oil ^/1 ■ | ·+" l)· 

Le second membre se réduit, tous calculs faits, à ;ν,ψ. Gone le 
premier s'annule en même temps que ψ, ce qui démontre la propo-
sition. 

b. i\l. Gau a signalé que, s'il existe un invariant d'ordre tt, on peut 
le mettre sous la forme 

"= «'(/'iM-l + + 9) = «·ψ„ 

(c étant d'ordre // — 1). 
Nous dirons qu'il est alors mis sous la forme canonique (M. 

(') L'OP- CLAIUIN, Sur tes incarian(s des equations au.ν dëricces partielles 
de second ordre {Annales scientifiques de Γ Ecole ISormale supérieure, 1920, 
p. 107-116). 
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M. Clairina remarqué que ν vérifie alors une relation delà forme 

de 
^ - o. 

Si nous appelons facteur canonique d'ordre Κ toute fonction d'ordre 
Κ qui vérifie une relation de la forme — ^,ρ

α
β = ο (α et β étant des 

constantes), on peut donc dire : 

S'il existe un invariant d'ordre nf> 3, il existe un facteur cano-
ni(juc d'ordre eut plus égal à η — ι. 

Quand β n'est pas nul, g s'appellera l'indice du facteur. Donc s'il 
y a une involution d'ordre //, il existe un facteur canonique d'ordre 
et d'indice n\ s'il y a tut invariant d'ordre n

t
 il y a de plus un. fac-

teur canonique d'indice η et d'ordre in férieur à n. 

Nous ferons souvent usage des remarques évidentes qui suivent : 

i° S'il existe un facteur canonique <>, il ne peut en exister un 
autre u de même indice (// φ ν χ const.) sans qu'il y ait un inva-
riant d'ordre égal à celui du facteur qui. est de l'ordre le plus haut. 

L>° S'il e.ciste trois facteurs canoniques d'ordres différents, il y 
a un invariant d'ordre égal à celui du facteur qui est de l'ordre le 
ρ ht s haut. 

5. THÉORÈME 1. — L'existence d'un facteur canonique d'ordre 
h > 3 entraîne ou bien celle d'un facteur canonique d'ordre infé-
rieur et d'indice h, ou bien celle d'une involution d'ordre h. 

On a, par hypothèse. 

(I) + M ■ + (· ΑΑ + ΒΒ =O; <lv de de 1 rtx <ly 

d'où, puisque h est supérieur à 3, 

(2) F/,( 11 ) —: 1 >, (·/,(«') 4- '',υ-χ.β— ο; 

ν ne dépend des dérivées d'ordre h que par l'intermédiaire de Θ
Λ et l'on a 

[τίτ] m- [tT | + ■+■ »'μ
α

,ρ = ο. 
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les deux premières dérivées étant prises en regardant ΘΑ comme une 
constante. Cette relation se réduit à une identité en p

l)ft
 quand on y 

remplace par 0Λ — m, p
oA

. Il vient donc : 

00 ^ h-1(0 — 0,1 ^ '/ι-I ( r ) -+- »*' A-l) ■+" —: °) 

et les systèmes (i), (2), (3) sont absolument équivalents. 
Si le système (3) admet plus d'une solution, il y a un invariant et 

par suite line involution d'ordre h. S'il n'admet qu'une solution, le 
système complet qu'on en déduit a tous ses coefficients indépendants 

de 0A, sauf ceux de qui sont du premier degré en 0Λ et r vérifie par 

suite une équation de la forme 

Ov ii' 
âo;,'- /A-1- k 

On a par suite deux cas à distinguer : 

i° <>= ()(?Λ (y//> φ ο). Le système (3) donne alors imniédiale-
ment 

~ -ha(\/, + in-o. 

Il y a un facteur canonique a d'ordre S h — 1 et d'indice h. 
M. Cl airin a montré que, si η se réduit à une constante φ ι, l'équation 
proposée est une équation linéaire. Nous écarterons ce cas. 

20 r = /;(0A -+- b)". {oc φ ο). Il y a alors évidemment une involution 
d'ordre Λ, 0Λ -h b = o. On a d'ailleurs 

IVCO —°> G
A
_,(tf) = o: 

s'il n'y a pas d'invariants d'ordre ^ Λ — 1, α est une constante et Ton a 
de plus 

( 4 ) jj- -+- c | A ( a 4- ah ) 4- Β ( β a) ' — o. 

Il y a encore un facteur canonique d'ordre — ι. Mais il peut se 
réduire à une constante. Dans ce cas, on a 

A (a ·+· ah) H- Β (β -4- a) — o, 
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et nous tombons sur le cas écarté d'une équation linéaire sauf si ton a 

oc -+■ ah ~ β -+- a, 

c'est-à-dire si l'indice est égal à l'unité. 
Dans le cas particulier 011 α -t- ah et J3 -+- a sont nuls simultanément 

la relation (i) se réduit à une identité. 

COIU)I.EAU\R. —Si tequation proposée, qu'on suppose non linéaire, 
admet an facteur canonique d'ordre h 3, sans admettre et invo-
lutions d'ordre A, il e.ciste un facteur canonique d'ordre ^3. 
Il en est ainsi, en particulier, si l'équation admet un invariant 
d'ordre η > 3 sans admettre d'involution d'ordre inférieur à n. 

h. TIIKOUÏ.ME 11. — Si une équation admet un facteur canonique 
d'ordre 3, ou bien C

2
 = o, ou bien il y a au moins une involution 

d'ordre 3; si le facteur est d'ordre in férieur à 3, les mêmes conclu-
sions subsistent à condition que l'indice du facteur soit différent 
dei. 

On a 

~—I- R( Λ Α ■ H 3) — «>. dx 

Si r est d'ordre 0, 1, -2, en égalant à zéro les coefficients des 
dérivées d'ordre 3, on trouve C

a
 = o. si β — α n'est pas nuL Si r est 

du troisième ordre, le système 

l":ï(v) = O, C.,(r) -t- = o 

montre queo = £.e ne dépend des dérivées du troisième ordre que 
par l'intermédiaire de 0 = ̂ ,

a
 -+- m, ρ

ινλ
 et l'on a : 

(S) 
F, (Φ»?· ( 10 - A) «H 3 — *) -+- ?C

T
, 

0,(0 4- ^[O/z-'-t-^K-F)-!^]:^. (.5-a) C20 - ux B. 

Si ce système admet deux solutions, il y a un invariant du troisième 
ordre; s'il n'en admet qu'une, le système complet qu'on en déduit 

aura ses coefficients indépendants de Θ, sauf pour ceux de qui sont 

Journ. de Math., tome IV. — Faso. IV, 1926. 5l 
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du second degré au plus, les seconds membres étant des polynômes 
en 0. On aura donc 

—3r — -nr ■ |—r (P étant un polvuome en 0) : àO ΙΘ--+-l{0-h L · 

i° Si / — /, = ο, ο est un polynotne en 0 et la seconde équation de S 
montre alors que C

2
 est nul. 

2° Si / = o, on a 

? = Λ, L(0 + λ, ) + Ρ, (0), .· - (0 -ι- λ,)"' P(0) 

et 0 H- λ, = ο est en involution avec la proposée. 
3° Si / n'est pas nul, on a soit 

Ο — Οχ L( rJ 4~ /.,) 4- -Η λ») 4- Ρ, ( 5), 
soit 

? — °\ M ® '·ι) — Q P|(0). 

Dans le premier cas, il y a deux involutions d'ordre 3; dans le 

second cas, il est clair que s'annule en même temps que G -t- Λ, ; 

il y a encore une involution d'ordre 3. o. r. ». 

Coitoi.LvntK. — Si Γ équation proposée admet un invariant 
d'ordre η > 3, sans admettre d'involuiion, d'ordre, inférieur, 
on a Ο, = ο. S'il en est de même pour le second système de carac-
téristiques, on a aussi C, = ο et Γ équation est une équation de 
Monge-Ampère. 

D. TIIF.OHKMF. III. — 57/ existe un nombre R d'ordre au plus égal à 3 

et tel que l'on ait 

h ru.,, 4- KC2 = 0. 

Κ étant une constante non nulle, ou bien C2 —- o, ou bien il y a une 
involution d'ordre 3. 

En changeant r en Kr, on peut toujours prendre Κ = ι. Si ν est 
d'ordre inférieur à 3, le calcul indiqué pour le théorème II donne C

a
 = o. 
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Si r est d'ordre 3, la relation donne 

172 ( 9) + ( ι ® — κ ) + ? ι = °> 

G2 (©)-+- [G* 0" 4- 0 ( Κ — b ) -+- G ] -+- cp ( 2 (ι, 0 ■ t- Κ — l· ) G
2
 — ο. 

En posant φ' = on en déduit 

l'a ( ?') -r ( ι 0 — Κ ) -I- φ'Ι = Ο. 

G,(ο') -i-- [C20--I- 9(K — F) -+- G] -η ·>9'(?.Co0 4- Κ — F) + 2 ο C, = ο. 

Mais on voit facilement que 

u 3,1 =Κ - C 

et l'on a évidemment : 

Γο ( ο'— φ- ) -t- ̂  ̂  ^ ( \rJ — lv) ■+- 2 l ( 9' — ο2 ) — o, 

α,(φ'— φ
2

) +
 <){?

d9

 9
"

)
 [C·.θ- + θ(Κ — Κ) - G] -η 2 (φo

s
) (2C,0-h Κ - F) = ο. 

Si φ' — çr n'est pas nul, ces relations expriment que \o' — φ- est un 
facteur canonique d'ordre et d'indice 3; nos conclusions résultent 

alors du théorème 11. Si or — o- est nul, on a ο —
 fj

 '.· et l'on voit 

immédiatement que 0 H- λ = ο est une involution d'ordre 3 (voir C\i', 
77«;.sv, Chap. 1). c. Q. v. D. 

6. Involution (Vordre supérieur à 5, — Nous sommes maintenant 
en mesure de discuter rapidement les conditions auxquelles le sys-
tème 

(2) t4 ;ί — l ( 9 ) "— , 11 G„_)(9) ΰ,ι-ι 4- 9 {J-,/,ι 

a au moins une solution, c'est-à-dire les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l'équation proposée admette une involution d'ordre 
n>3. 
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Nous aurons toujours, si η — ι est supérieur à 3, 

9 — P on-ι '·«. ι ~4 " (·*"> ,)'■> 51 Po\ · · ·Ρ« h -ι, Ρι ι · · · Pi u -:î« ^h- ι ) 

Ι-/,·. +"'! +λ--| .te-J+ "■= Ltt. ί 

<^/ / dm .1 ~^//η,~]\ + . +"'! y.y J 

" - ~Jfj I /' I H - 2 M W - ·_> 4~ Ρ OH - ι ^ ,ι 2 4~ Ν ' II 2 ) d" V.N 

y-z/'l { /'on- I /,„ 4" " ) 4~ H„_1 pi,1-2 4- l„-| /\\,I | 4~ K,< - 1. 

Supposons j) > o. Quand on fait, dans la relation précédente, 

Ρ 1 il 2 ^il ~ I M]pOlt —1· 

elle doit se réduire à une identité en p
0lt
-{. En tenant compte de l'ordre 

des diverses expressions qui y figurent et posant 

~rfy" '·"·! I>1 - " 1 ~ " 1 C//.I — " " " m2-m1 > 

il vient 

(21) 
'/ -2 ( " ) f'H - 1,1 " ®"H . I "4" 1 " I » 

^ 1 // -2 ( U ) (, iJ ι, iP'it-.-u n'«— 2 ) ;—" 1·'·ιι. ι ~' Λ/-1 34.1 4" Y' i· 

Nous discuterons d'abord ce système en supposant f/uil //Y ait pas 
(f involution (Vordre inférieur à η et nous désignerons par des accents 
les dérivées par rapport à 0„ On a 

(if) 

r /( 2 ( " ) — Ν Λ '·« ι. ι · ν ^ -

"')-+~ νλ (Υ-·ι P-H--IJ '*'11-2)—' t\ u -4 c„ ) ; 

F n-2 (nn) = du dOn I- , » Ν dn'7 . 

(. „ ,a^i)4- ' {C/„- \P„ ι,ι — 0„-2) -r " [J„-2a= O- '*»" /r ·, „ 

Si l'on compare les deux dernières égalités au système (3) du théo-
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rème 1, on voit que 

_+ „"[A(/t — 2) -+- B | — <>. 

i° u" = ο. Soit ri l'ordre effectif de ri. Si λ' = 4> en remarquant 
que 

<r„ ,— σ„,,Η-(« — '«a/'.»·,) + M ) dm, dm A 

du système 

(Γ) 1:·.("') — o, Ci4(«') — A. σΜ)ι 

οιι lire, en désignant par ω une fonction de 0,, les conditions 

l· ;,((,) ) ·
 1

1 -i- H 2 ) C ( N-\ 

G3(w)-H ~ {0·, Λ;,) — M.\ -i- — 0·, \C.2, 

d'où, en désignant par des accents les dérivées par rapport à 0
4

, 

Ι·3('»| ) — ^ Λ·0, 

li
3

(f.) ) -ι- -jg· (0-, — -V
(
) +

 l
h- i\C,— o. 

Si w" n'est pas nul, on a 

-jy -H '»> (y-i,i -H yr,,t) — '»· 

Il y a un facteur canonique d'indice ^ et il n'y a pas dévolution 

d'ordre inférieur à l'ordre du facteur. On a donc C, = o (th. 11). 

Si ω" est nul, on a ~ + ω' (3 A H- Β) + NC
a
 — o et C

a
 est nul d'après 

le théorème III. Si ri est inférieur à 4, les coefficients des termes 
du quatrième ordre de σ

Η>
, sont nuls et l'on en conclut encore C

2
 = o. 

2° ri' = o et /ι' > 4· Le système Σ
2
 s'écrit 

F „'(«') = °> Ο ,,-(Α') = ΑΊ/'-Ι-Σ,,,. 

On entire, par un calcul déjà fait, 

(C) 
Fn-1 (v) = dv dOn 

Gn-1(v) + dv dQn(Qn 
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v ne dépendant des dérivées de l'ordre n! que par l'intermédiaire 
de θ„.. En dérivant par rapport à ô„,, on a encore 

d dx (dv dqn)+ m~.-< A("-i) + b,-°· 

Comme par hypothèse n'est pas nul, c'est un facteur canonique 

d'indice //' — ι et d'ordre inférieur à //. On en conclut comme plus 
haut que C., est nul. 

3° Si u" n'est pas nul, on retombe sur les équations obtenues dans 
le cas que nous venons de traiter, où l'on aurait fait η = η — ι. On est 
donc ramené au même résultat. 

Remarque. — Les résultats du calcul que nous venons de faire 
subsistent intégralement si, au second membre delà seconde équation 
du système Σ, nous ajoutons une expression ψ d'ordre au plus égal 
à n — 2. Il suffit en effet d'ajouter ψ à lv

7l
_, dans le système Σ, et nous 

retrouverons les mêmes conclusions car, pour les obtenir, nous avons 
dérivé au moins une fois le système Σ, par rapport à θ„_

(
. 

7. Involutions d'ordre 5. — Si n — 5, on a encore 

? = /V>·.,.ι+ s. 9·). 

Mais λ
4
 ne suit plus la loi démontrée pour -y,, // >5. Le calcul direct 

de -y, montre alors que l'on a 

/V' ( FF f
'
li FT ) + '"ι)Λη] 

4- jç- [Poi("'î— — Ma—-'si 

- *»..+ «) + κ, + +·'«. ̂  _
 1

 ' 

ί Yd ,)f , { d·- ,)J \ I dy2 ds 

Yd ,)f , { d·- ,)J \ I dy2 dsί ,)f , { d·- ,)J \ I dy2 ds 

Cette relation est une identité en p0x. Si l'on identifie les termes 
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du deuxième degré, on tombe sur l'identité facile à vérifier 

3(wi
s
—/ii,)

4
C,= 3^—\ 

et en appelant Hi, 1., σν, ce que deviennent les expressions 
H„_

t
, I„_, σ'„., quand on y fait η = 5, l'identité en donne 

'"ai Ό — -Jq- Kl +"35
v
 -j^· — G,^ — σί,, -+- m, H'

v
. 

G
:i
 ( // ) -f- ~ ( θ; μ·, ! — J

;t) = u μ5 , — 3 9r C2 -h /· ·, -f- 5; 73,1 · 

On en tire successivement, en dérivant, 

du' . ,, ( dmx n \ 3<" } ~ άθϊ'*Λ+°ν~ύΓ ~ ')· 

G
:l
 («')-+■ (0

l(
u

; I
—-,T

3
)=: A//'—66;G..~ ο-;.,, 

F3 (u) = du dQ 

G3 (u)— ^-(0·.Ρν.ι — -+- «>3.I + 6CJ=0. 

Si est nul, u" est une fonction du troisième ordre au plus qui 
vérifie la relation 

—j— -f- u ( 0 A -h Β ) -f- 6 Câ = »>. 

S'il n'y a pas d'involution d'ordre 3, on a C2 = ο (théorème III). 
Si iï" n est pas nul, une dérivation de plus donne 

dt dx -+- u " ( 7 A -f- 2 Β ) = ο. -

En supposant toujours qu'il n'y a pas d'involution d'ordre 3, 
si u'" est d'ordre <3, on aura encore C2 = o. Si u" est d'ordre 4> ou 
bien il n'y a pas d'involution d'ordre 4, dans ce cas il y a un facteur 
canonique d'indice 4 et d'ordre ^3 et l'on a C2 = ο ; ou bien il y a une 
involution d'ordre 4 : 

ψ; = b — O. 

D'après le théorème II, le seul cas où l'on ne soit pas assuré que C2 
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est nul, est celui où 
//"' — c( 0 -I- />)", 

a étant une constante, et l'on a 

^ -r c ! Λ (4^ i- -) + B(2 -h a) ;·—(>. 

Si !\a + 7 n'est pas égala 2 -f «, g est un facteur canonique d'ordre <3 
et d'indice différent de 1 : C

2
 est encore nul. Si maintenant on sup-

■> 

pose a — — ψ on a 

a" = —-— ( rJ -+- />)" ' 1 -I- Il 1 , 

//, étant d'ordre au plus égal à 3. Or 

du dx h· Il io \ -i- B) -!-

En remplaçant dans cette relation iï' par sa valeur, 011 a 

du1 dx +«1(3A + H)h-(5C., = o 

et le théorème 111 montre que C
2
 = 0. 

Donc, s'il e.ciste une involution d'ordre sans qu'il en existe 
d'ordre 3, on a certaine/nent o. 

Les résultats obtenus dans les paragraphes 7 el S peuvent évidem-
ment s'énoncer ainsi : 

S/ Γ involution d'ordre minimum est d'ordre η > 4, OJI a C
2
 — O. 

S'il en est de même pour l'autre système de caractéristiques, l'équa-
tion proposée est une équation de Motige-.-tmpère. 

8. Équations qui admettent une involution d'ordre 4. — La discus-
sion directe des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi parait très difficile. Nous ferons, pour la simplifier, une hypothèse 
supplémentaire. Nous admettrons que, l'involution d'ordre minimum 
étant d'ordre 4> il existe un invariant d'ordre «>3, sans qu'il en 
existe d'ordre inférieur. 

Si η = i, il existe un facteur canonique d'indice 4 et d'ordre η = 3 : 
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on a Co — ο. Si η = 5, il y a une involution d'ordre 5 sans qu'il en 
existe d'ordre 3; Co est encore nul. Si Λ >5, si l'involution d'ordre 
minimum est d'ordre /^5, C2 = o; le seul cas qui reste à examiner 
est donc celui où / = 4, // > 5. 

A. Supposons qu'il existe une involution d'ordre k compris entre 4 
et n. On peut supposer k > 4. S'il existe un facteur canonique c 
d'ordre m < /»' et d'indice p, on a 

dv dx = v(Ap + B). — ·!;/,(Λ /.· 4- Β), '.ih =4.(^4-Bï. 

11 existe un invariant d'ordre k, si ρ n'est pas égal à 4- On a donc ρ = 4, 
et puisque l'invariant d'ordre minimum est d'ordre η > 4» on a 

c —: Γψ. (f élanl une constante). 

Discutons alors le système 1 (n° (>) où l'on a fait η = k. 

t° Si w" est nul ou si tt'f. 4, on a Ca = o. Si ω" n'est pas nul (/>' 4)> 

c'est un facteur canonique dont l'indice^ est différent de 4 et il y a 

alors un invariant d'ordre h\ ce qui est contraire à nos hypothèses; 
ω" ne peut être différent de zéro et C2

 est toujours nul. 

2° Si //4>. i> 0SÎ un facteur canonique d'ordre inférieur à k et 

d'indice // — ι. ( )n doit avoir n' = 5 et 

dv dQ3 Γ = ΒΨ. ((?.,+ Γ,), 

r n'étant pas nul et u, étant d'ordre ^ 4· 

On en déduit, en portant cette valeur de r dans les conditions que 
vérifie cette expression, 

V (. 1 ' | ) t Ij. (c, ) — il ; -h -1- C C„| ψ; , 

c'est-à-dire 

dv dQ3 Γ = ΒΨ. ((?.,+ Γ,), 

En posant 
1*1 — c/ψ;, 

Journ. de Math., tome IV. — Kasc. IV, i«|i5. a2 
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oil voit que 

dt dx — Λ / -ι- σ„ ι, 

l étant d'ordre au plus égal à 5. On est ainsi ramené au système (Γ) 
qui entraîne la condition C., = o, sauf si / est égal à o. 

B. S'il n'y a pas d'involution d'ordre compris entre 4 et //, l'exis-
tence de l'invariant d'ordre ft implique celle d'un facteur canonique c 
d'ordre h n — ι et d'indice /t. Si //<4, on a Cj=o. Si //->4» 
comme il n'y a pas d'involution d'ordre A, il existe un facteur cano-
nique r, (théorème l) d'ordre < h et d'indice A; les relations 

~ A η 'p ™ r, ( Λ Λ + H). = ψ
ν
(/, Λ H-H), 

où h est compris entre 4 et //, entraîneraient l'existence d'un invariant 
d'ordre h <C ft, ce qui est contraire à nos hypothèses. 11 ne nous reste 
donc à examiner que le cas où h = 4· 

La seule forme de r pour laquelle C
2
 ne soit pas obligatoirement 

nul est alors c = ων!/'.1, a étant une constante et ω une fonction d'ordre ι » 7 

au plus égal à 3. On a d'ailleurs 

dxw dx -4- <ι{ \ \ -\- H) -1- Λ n -·- Β ... 

et le seul cas où ( L ne sera pas obligatoirement nul est celui où 

4 (I -(- // ~ a -+- ι, 

ω étant une fonction d'ordre au plus égal à -i. 

il. Nous n'avons donc qu'à élucider le cas où. l'invariant d'ordre 
minimum étant d'ordre η > 5, il existe exclusivement une involution 
d'ordre 4 et un nombre ο* φ ο d'ordre au plus égal à ί et tel que 

S?="-<A + B>· 

Dans ce cas, s'il existe un facteur canonique ω d'ordre < η tel que 

dw dx —v —(— ί»ι ( A y. ·+* I > L# ) — *>, 
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on a nécessairement 

m = c d/'.' α·''. a -- —" j h— — 3 — «, 

'· étant une constante non nulle. 
Ileprenons alors la discussion du système (2

a
 )(η° β) : 

i° u" — o et a' est d'ordren'<4. Si //< i, oubiensi//' = 4,o)" = ο, on 
a C2 = o. Si ω" n'est pas nul, on a 

dw dx — i- ω (~ Λ 4- b) = υ. 

On a donc, d'après la remarque (pie nous venons de faire. 

■-—j-) r'> — 1 î (^i /') 1 -h 0), [ , 

ω, étant d'ordre au plus éipd à 3. 
On a d'ailleurs 

dw dx+ w O ^ "·" ÎN t ·;; " - O, 

qui donne, en y remplaçant co' par sa valeur, 

1 p, ,\ -|. b) + ,\ c a"i u. a.ν o " 

ι 
et, en posant co' — c7vr:i, 

al dx -ι- ( 3 Λ -ι- M) t H- NC, — o, 

l étant d'ordre < 3. On a encore C, = o. 
2° Supposons u'= o et ri d'ordre ri (4 < /*'< η — O. On a 

r,·\^> ^w,· -o + b,=n, 

et par suite 

(/ρ 6"u'" 3'/ w1' ( 9„· 4-1-, ) de,/'' c ' r~J" r 
avec 

η — 2 ~ H f — 2 ~ ~ 3 ' ~ 3 
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Si l'on porte cette valeur de ν dans les conditions (C), en remar-
quant nue 

Ιν(ψ·. ) --· U ' ) — tjn) ':r- (l ; 

(ί,,-ΐψ; ) = \ λ i- Η, ι v(«»') -- A ι- I». <'«,γ(·5'„·) — <>, 

ou trouve les conditions 
//' - 2 ~ · n' 

^C)' lv- ,(v,) = (i„· {\\) —,'ι'„·-ι + u„·., -ι- eh,, , ψ. tv 8 , 

où n' ^ /t — ι. Supposons (pic //' soit supérieur à (i. On peut poser 

ri —: /Vi/'.i '-//-.ι W ι 

et la remarque faite à la lin du n" (> nous permet d'ccrire immédia-
te nie ni (jue //, vérifie le système 

l' n 2C " ι ) — "jr M ?»\> ~t~ "*l 

t 1 , ( '·' | 1^ 1. J II' I y·.·/' 1.1 < 1 //' :) " 1 /■'·//'. I Q u'. 1 ^ II'. \ ' " lv n | "l" (. G H _ | . IV · 

Kn posant u\ _= on obtiendra en dérivant un système (Σ, )' qui 
II-· l 

n'est autre que (il.,) où //' est changé en u\ et //.' en n. On le discutera 
comme (Σ.,) et il nous amènera, par conséquent, à un système (i^ )" 
qu'on obtiendrait en changeant dans (il

2
 )// en //" étant tel que 

tl" //— I II — ·.» 

et ainsi de suite. On ne sera arrêté que lorsqu'on tombera sur une 
fonction ο d'ordre 5 vérifiant les conditions (G )' où n est remplacé 
par un nombre :*>. 

Si n' > !y, ι ,, qui est au plus d'ordre // — ι , est au plus d'ordre 3 ; 
il en est de même de , ; les termes du quatrième ordre σ„, doivent 
disparaître, ce (jui exige que C

2
 soit nul. t:s 

Si n' —5, il existe un nombre e d'ordre 4 tel que 

1«. ( ν ) — ,, Ci .(r) r= C ·, H- ν |a5i, -î- c σν, ψ ·,, 

c'est-à-dire tel que 

dv dx = v5Λ + Κ) -ce 3^, ψ,. 
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En posant ν — υ/ψ,, on en tire 

(n ~^a/ + ïS.„ 

/ étant d'ordre au plus égal à (3elte relation conduit au système (Γ) 
et l'on a encore CE = o, sauf si / est égal à 5. 

10. Nous avons donc démontré dans tous les cas le théorème fonda-
mental énoncé audéhutdece travail. I l entraîne évidemment les consé-
quences suivantes : 

N/ une équation au.e dérivées partielles du second ordre, n'ad-
mettant , pour un système de caractéristiques, aucune involution 
(Tordre inférieur ou (:yal à 3, admet un invariant, ee système de 
earaetèristifjues admet des multiplicités caractéristiques du premier 
ordre. 

Si une è(/nation, //ai n'admet aucune involution d'ordre in férieur 
ou ('pal à 3, admet un invariant pour chaque système de caractéris-
tiques, c'est une équation de Mon μι'-Ampère. 

En particulier, une équation de la première classe, qui n'admet 
aucune involution (Tordre inférieur ou épal à 3, est une équation· 
de Μοημ('~Ampère. 

Nos conclusions ne peuvent être en défaut que si, en gardant 
toutes nos hypothèses, il existe eu outre : i° une involution d'ordre /| 
et 2° une fonction / d'ordre .> vérifiant la condition yf7). 


