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Sur les fonctions harmoniques presque périodiques ;

Par J. FAVARD.

INTRODUCTION ET RESUME )
DE LA THEORIE DES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES.

1. Dans trois Notes des Comptes rendus et dans trois Mémoires
des Acta mathematica (') M. H. Bohr a créé la théorie des fonctions
presque-périodiques (*). Diverses généralisations ont été indiquées
par MM. Stepanoff (*) et Besicovitch (*), enfin M. Bochner (*) a donné

(") H. Bour, Sur les fonctions presque périodiques ( Comptes rendus, t. 177,
1923, p. 737); Sur Uapproximation des fonctions presque pért’odiques‘ par des
sommes trigonométriques (Ibid., t. 177, 1923, p. 1090); Sur les fonctions
presque périodiques d'une variable complexe (1bid., t. 180, 1923, p. 645);
Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen :1(Acta mathematica, t. 55,
p- 29-127); IL (1bid , t. 46, 1925, p. 101-214); (1L (Jbid., . ¥T, p. 237-274).

(?) Czs fonclions contiennent, comme cas particalier, les fonctions (uasi
périodiques de Bohl-Esclangon : Boni, Magister dissertation, Dorpat, 1893 ;
Journal de Crelle, 1. 131, 1906, p. 268-321. — Escraxcox, Thése, Paris, 1904;
Annales de I’Observatoire de Bordeauz, 19i9.

(*) Stepanorr, Sur quelgues genéralisations des fonclions presque pério-
diques (Comptes rendus, v/ 181, 1925, p. go); Uber einige Verallgemeinerun-
gen der fastperiodischen Funktionen( Math. Annalen,t. 93,1926, p. 473-498).

(*) Besicoviten, Sur quelques points de la théorie des fonctions presque
périodiques (Comptes rendus, t. 181, 1925, p. 394).

(P) Bocuxer, Sur les fonctions presque périodiques de Bohr (Comptes
rendus t. 180, 1925, p. 1136); Beitrdge zur Theorie der fastperiodischen
Funktionen [ Math. Annalen (sous presse)].
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230 J. FAVARD.

des propriétés nouvelles des fonctions de M. Bohr ainsi qu'une méthode
de sommation des développements analogue 4 celle de M. Féjer pour
les fonctions périodiques.

Nous commencerons par exposer briévement la théorie des fonc-
tions de M. Bohr : celle des fonctions continues presque périodiques.

2. Définition. — Une fonction, réelle ou complexe, d’une variable
réelle ¢, définie et continue dans tout 'intervalle — o < (< +

S)y=u(t)+iv(t),

est dite presque périodique lorsqu’a tout nombre ¢ (> o mais aussi
petit que I’on.veut) on peut faire correspondre une longueur

L=Ll(f,)> o0,

telle, que tout intervalle de longueur I(¢,<{¢<t, avec t,—t,=1)
contienne au moins une presque période T apparienant a ¢, c'est-
a-dire un nombre t(f, <) pour lequel on a l'inégalité

If(t+7)—f(6)|ze

dans tout l'intervalle: — x <t < + «.

Toute fonction presque périodique est bornée et uniformément
continue dans I'intervalle — « < ¢ < + . La somme et le produitde
deux fonctions presque périodiques est encore une fonction presque
périodique, il en est de méme du quotient quand le dénominateur a
son module supérieur & une quantité positive : c’est ce que M. Bohr
exprime en disant que les fonctions presque périodiques forment une
classe.

Avec f(t) les fonctions f(¢+ &), c(f(2), |f(t)], I/(0)]*, w(t)
et ¢(2) sont aussi presque périodiques. Tout polynome exponentiel de

la forme
N

"\ R
~
Z @, e,

n=1

ou les a, sont des constantes et les A, des constantes réelles, est une
fonction presque périodique.
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La fonction limite d’une suite uniformément convergente, dans
—n <<t <+,

de fonctions presque périodiques est aussi presque périodique : ainsi
. une série uniformément convergente dans tout l'intervalle

— U+ >
et de la forme

w0

2 a, et

n=lI

représente une fonction presque périodique.

Pour toute fonction presque périodique £(¢) il existe une valeur
moyenne que nous désignerons par M | £(¢) | et qui est définie de la
facon suivante :

tr

T
M/ = lim ,_f foyde=1lim -~ [ f(0yde=1im if Fydi;
12l _r Tn T -

dans la derniére expression ¢ est une constante et sa convergence
vers M | f(¢) | a lieu uniformément en c.

Lorsque, dans la suite, nous aurons a effectuer cette opération sur
des fonctions de plusieurs variables f(x, y, z), nous mettrons en

indice la variable par rapport 4 laquelle la moyenne est faite, par
exemple :

M) f(z, y, 2 )’-—hm,— /'(x, ¥, 3)ds.

0
D’aprés ce que nous venons de rappeler, si 7(¢) est presque pério- .
dique, il en est de méme de f(¢) e=™; par suite,

M| f(1) e~ | =a(h)

existe également. A toute fonction presque périodique correspond
une suite seulement dénombrable de nombres A tels que a(}) soit
différent de zéro. Désignons par A,, A, ... A, ... les valeurs de \ pour
lesquelles @(X)=~ o, 'ordre étant d’ailleurs arbitraire (avec A,= o
si c’est nécessaire) et par Ay, Ay, ..., A,,... les valeurs moyennes
correspondantes. Les nombres A sont appelés exposants et les A coef-

.
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ficients de Fourier de la fonction; formant alors la série

Z AneiAnl’

nous dirons (u’elle est la série de FFourier de la fonction f(¢) et,
pour rappeler la relation entre la.fonclion et la série, nous écrirons,
suivant la notation d’'Hurwitz :

Sy~ Y Ay e,

n=>ao

Dans le cas des fonctions périodiques, la série de IFourier ainsi formée
est la méme que celle obtenue par la méthode ordinaire. Toute fonc-
tion presque périodique réelle f(¢) est susceptible d’un développement
de la forme
o . -
f(t)y~ ;" +2 (ot cOshpt + (3, 8int, L),
n=|\

ol les o et les 3 sont des constantes réelles et les A des nombres
positifs.

4. Pour une fonction presque périodique on al’ « égalité de Par-
seval », que M. Bohr appelle aussi « théoréme fondamental », qui
exprimée par

M /OF] = [ALL

n—u

et pour une fonction réelle
o2 - . .
aM{[f()]|= e +2‘ (ar—+ B
n=A1

Si alors on convient de dire qu’une suite de fonctions presque pério-
diques 9,(2), 9,(1), ..., 0,(2). ... converge en moyenne vers une
fonction presque périodique f(¢) lorsque

lim MY 1/(6) = ga(0) | =0
(et cela entraine I’existence d’'un nombre N, pour tout nombre ¢
donné, tel que si n, et n, > N on ait

M| ou, (L) —ga ()| Ze.



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 233

la relation précédente exprime que la somme des N premiers termes
de la série de Fourier de la fonction converge en moyenne vers f(¢)
lorsque N augmente indéfiniment.

De la on déduit facilement le théoréme d’unicité :

Une fonction presque périodique posséde une série de Fourier et
la connaissance de la série suffit pour déterminer la fonction : une
fonction dont la série de Fourier est identiquement nulle est aussi
identiquement nulle; deux fonctions presque périodiques différentes
ont deux séries de Fourier différentes. :

De la aussi le calcul formel des séries de Fourier; pour la somme
de deux fonctions le théoréme s’obtient immédiatement a partir du
calcul des coefficients ; mais on a aussi les propositions : la série de
Fourier du produit de deux fonctions presque périodiques s’obtient
par multiplication formelle des séries de Fourier de ces deux fonc-
tions; la série de Fourier de la limite d’une suite uniformément con-
vergente de fonctions presque périodiques s’obtient par un passage
a la limite formel.

Avec f(t), la fonction

f‘ Se)yde (c conslant)

est aussi presque périodique et sa série de Fourier s’obtient en exé-

t4+c¢
cutant formellement I'opération f sur la série de f(¢).
t

Lorsquel'intégraleindéfinie o (¢ ) = f JS(¢)dt d’une fonction presque

périodique est bornée, elle est aussi presque périodique (') (pour
cela il est nécessaire, mais non suffisant, que la série de f(¢) n’ait pas
de terme constant) et son développement s’obtient par intégration

formelle : ‘

< A,
o(t)~ve+ ¥ e,
2 (2) 2

n=1\

(") Bowuv, Jourral de Crelle, t. 131 ; Bour, loc. cit., 1.
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De la: si £(¢) a une dérivée presque périodique ('), le dévelor;pement
de f'(¢) s’obtient par dérivation formelle :

fl( t) Nz iAnAn elA"I-

n=t

Ces faits expriment une propriété de I'opération M que, pour rap-
peler, nous écrirons symboliquement :

' d d
/M_Mf ot SM=MT

3. La série de Fourier d’une fonction presque périodique ne con-
verge pas en général; il en est cependant ainsi ici si tous ses coeffi€ients
sont positifs (ou négatifs) et dans ce cas la convergence est absolue (*);

(*) Démontrons que si f/(¢) est uniformément continue, elle est aussi presque
périodique.

Pour cela considérons une suite de nombres /4y, /iy, ..., Ay, ... réels et qui
tendent vers zéro et considérons la suite de fonctions presque périodiques :
(t+ h,)— f(¢t)
C?n(l):f ;:) f :f’(l-ke”h”) (0<9n<|)-
n

La fonction f’(¢) étant uniformément continue on peut trouver, pour chaque ¢
donné, un nombre 3 tel que, lorsque | £'— ¢4, on ait

Sy =S ()] Ze.
Mais les nombres A, tendent vers zéro, on peut trouver un indice N tel que,
pour n2 N, on ait
l h, I 24
et alors aussi
| Onhn |20, ) /

A partir de cet indice on aura donc
|(Pn(l) '—f/(t) Iés'

Les fonctions 9, (¢) tendent donc uniformément vers f'(¢) et ce sont des fonc-
tions presque périodiques, il en est donc de méme de f(¢).

(*) Boum, Einige Sdtse iber Fourierreihen fastperiodischen Funktionen
(Math, Zeitschrift, t. 23, 1923, p. 28-44).
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en particulier, pour une fonction presque périodique réelle dont la
série de Fourier ne contient que des cosinus avec des coefficients po-
sitifs on a '

o -
f(t) = ;0 +Z Oy COS)\,,l,

n=1{
L

car la série Z «, converge.
n=1
Il en est également ainsi lorsque les exposants sont linéairement
indépendants ('). .
On doit & M. Bohr [II] le théoréme général d’approximation
suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(¢) soit
presque périodique est qu’elle puisse étre approchée par des poly-
nomes exponentiels de la forme

N
2 a, eiM!
n=1
et cela uniformément dans tout l'intervalle — x < ¢ < + o, avec une
erreur aussi faible que 'on veut; on peut méme choisir les A, uni-
quement dans la suite des exposants de la fonction.

MM. Bohr et Bochner ont donné deux procédés différents d’approxi-
mation : celui de M. Bohr basé sur la considération des fonctions
limites périodiques & une infinité de variables, celui de M. Bochner sur
une géméralisation de la méthode que M. I'éjer a donnéc pour les
fonctions continues périodiques : les séries de Fourier ordinaires. Le
théoréme de M. Bochuer est le suivant :

La fonction presque périodique

7(¢) Nz A, JRAW \

n==0

(") Cest-a-dire lorsque entre les A, il n’existe aucune relation de la forme
ryAy+ r2A2+- oA raA,=o0,

ou les r sonl des nombres rationnels.
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peut étre approchée par une suite de polynomes de la forme

N
Sx(6) =X riVA, ettt [rv=1],

n=0

ot les 7Y sont des nombres rationncls qui ne dépendent que des expo-
sants A, et non des coefficients A,,.

6. Etant données une fonction /et la suite A, de ses exposants, &
tout nombre € (> o) il correspond un entier N et un nombre 8(< =)
tels que toute solution des N inégalités congruentielles

|AT|S0 (mod 27) (n=1,2,...,N)

)

soit une presque période relative a & Réciproquement, a tout ¢
donné on peut faire correspondre ¢ et N (pas les mémes que précé-
demment) tels que les presque périodes de la fonction f(¢) relatives
a € soient toutes comprises parmi les solutions des N inéquations con-
gruentielles que nous venons d’écrire.

Supposons maintenant que I'on ait distribué la suite des exposants A
de la fonction en un nombre fini ou infini de classes linéairement
indépendantes entre elles (cela veut dire qu'il n’y a pas de relation
linéaire a coefficients rationnels entre des exposants de classes diffé-
rentes), alors, & chaque classification des exposants correspond une
décomposition et une seule de la fonction en une série ahsolument et
uniformément convergente de fonctions presque périodiques qui ont
pour exposants ceux des différentes classes :

FOY=Fi()+fo(t) +...
FAGIEANAGIEIEE

et la série

est bornée [par la borne supérieure de f(¢)]. Ce résultat est dd &
M. Bochner (*).

(') Au moyen de cette proposition il est bien facile de montrer que toute
fonction réelle presque périodique dont les exposants sont linéairement indé-
pendants est développable suivant une série absolument convergente. Soit en



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 237

7. Un ensemble de fonctions ¢(t) presque périodiques est dit
majorisable s'il posséde les propriétés suivantes :

1° Les fonctions sont également uniformément continues :  tout ¢
donné on peut faire correspondre un nombre § =8&(¢) tel que pour
toute fonction de I'’ensemble on ait

lo(ey) —9(6)|Ze
dés que

ltl“lzliay

2° Les fonctions sont également presque périodiques : a tout ¢ il
correspond une longueur /(¢) telle que dans tout intervalle de lon-
gueur / il existe au moins une presque période 7, pour toutes les
fonctions de I’ensemble, relative 4 ¢,

lo(¢t+=)—o()] e

eflet :

S~ %9 '*"Z Pn cos()‘llt - Qu) (Pn> 0, Of_—‘?n< 27).

n=1

Puisque les A, sont linéairement indépendants, la série :

+2 [pncos(hut—a,)|

%
2

est bornée. Or les nombres 1, étant linéairement indépendants, on sait, d’aprés
un théoréme de Kronecker, que I'on peut trouver, quel que soit I'entier N donné,
un nombre ¢ tel que

4

. m
|/.,tt—<_a,‘|~§ (mod2m), (n=1,2,...,N)

et pour cette valeur de ¢ la série précédente est plus grande que
<p' +5 L+ P‘>

2

Cette série étant hornée, il en est donc de méme de Zp,, et 'on a

2

n={

/.(l):‘ag \ p,,COS(I,,l——(D,,)

n:l

Journ de Math., tome V1. — Fasc. 111, 1g27. 31
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L’importance d'un tel ensemble de fonctions réside dans la pro-
priété suivanle :

Toute suite majorlsable de fonctions qui converge en moyenne vers
une limite converge aussi uniformément.

Les fonctions d’un ensemble majorisable ont les mémes exposants
(& condition, bien entendu, de faire, pour certaines fonctions, quelques
coefficients égaux a zéro, si cela est nécessaire).

L’ensemble constitué par un nombre fini d’ensembles majorisables
est aussi majorisable; en particulier, un nombre fini de fonctions
presque périodiques forme toujours un ensemble majorisable.

Les ensembles majorisables que nous rencontrerons sont les sui-

vants : ils seront composes d'un nombre fini de fonctions f(s, ¢) défi-
nics comme il suit :

S (s, 1) est délinie dans la bande — oc <! <+ x;a<s<<f, uni-
formément continue, bornée et presque périodique sur chaque droite
de la bande : les deux conditions qui définissent un ensemble majo-
risable sont alors réalisées : la continuité uniforme par hypothése, et
I'égale presque périodicité résulte de I'égale continuité et de la presque
périodicité sur chaque droite. Itant donné, en effet, un nombre &
aussi pelit que I'on veut, on peut diviser I'intervalle « <5< en un
nombre N de parties assez grand pour que s et s’ étant deux nombres
qui appartiennent 4 une méme partie on ait

| /(s () =S8 0)Z 5

Choisissant alors N valeursde s : s,, 5., ..., sy chacune dans une de
cespartieset considérant’ensemble fini de fonctions £ (s,, ¢), / (s, ), .. .,
" f(sx, t) presque périodiques, et par suite majorisable, on peut trouver

3 ¢ . . . €
une longueur / (§> et des presque périodes relatives & ; pour cet
ensemble, alors on aura dans toute la bande a <<s <8

| (sy t41) = f(s, 1) | e

Il est d’ailleurs bien facile de montrer que, dans ce cas, on peut
trouver une suite dénombrable d’exposants A, qui appartiennent &
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toutes les fonctions presque périodiques de ¢ auxquelles la fone-
tion /(s, ¢) se réduit lorsqu’on fixe s.
On a en effet : :

Moy f(s, &) e=™ | — M| f(s, 1) e = M| [f(s, 0)=[(s', £)]e=M};

or,si|s’—s|Zdona ’
[ S8, &) =/ (s's )| Ze

donc
: M1/, 6)—f(s', £) et | S,

c’est-a-dire que les valeurs moyennes a(s, A) sont des fonctions uni-
formément continues de s.

Par suite, si 'on choisit une suite dénombrable de valeurs de s
partout dense sur l'intervalle o <s<f3 et si I'on considére 1’en-
semble dénombrable des fonctions presque périodiques de ¢ ainsi
obtenues, elles ont dans leur ensemble une suite dénombrable d’ex-
posants; donc, pour une valeur quelconque de s la fonction presque
périodique de ¢ : f(s, ) ne saurait en avoir d’autres d’aprés la con-
tinuité de «(s, 1). :

8. Nous terminerons par une remarque au sujet de T'opération M
et par la démonstration d'un théoréme analogue & celui qui fait
objet d’'une note du n® 4.

Soit la fonction de deux variables /(s, ¢) que nous venons de con-
sidérer et dont nous savons de plus qu’elle a une dérivée partielle par
9/ 0

ds

rapport & s : » uniformément continue dans « <s <3, cette

dérivée est aussi presque périodique.
Soit en effet £, %,, ..., k,, ... une suite de nombres qui tendent "
vers zéro, la suite de fonctions presque périodiques

0n (8, 1) = f(s+k’”/t) ~ (s, 0) = 0%](.;+ Ophpy ) (o< l,<1)

. . . df(s,t
tend uniformément vers la fonction -—/—%’—-) On peut en effet trouver

un indice N suffisamment grand pour que

k| <8
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dés que 2N et pour que

Se

| 5.7 = 5050

dés que |s' — |2 3]; & partir de cet indice on aura

a1 (s .
|(Pn('9,t)_ J%‘Eﬁ‘)’f&

La convergence de la suite ¢,(s, ) vers gf—%:’—t—) est bien uniforme,

f

et par cela g—s est presque périodique, les coefficients de i;).s J(s, 1)

s'obtiennent donc par passage a la limite formel, or

a(s—+ kyy Ny—a(s, 1),
kn ’

Ml qu(s, t) e =

donc les fonctions a(s, ) ont une dérivée par rapport a s et I'on peut
écrire :

s, 1) p)
M{?‘)ff)_:’_) e—iM 2 = ZEM':f(S’ Lye !,

c'est dire que, dans ces conditions, on peut intervertir 'ordre des
] . . 0 ’ . .
opérations M, et —, ce que nous écrirons symboliquement :

Js
0 0}
o5 Me=Mi g

9. M. Bochner a également fait la théorie des fonctions presque
périodiques de plusieurs variables et d’une infinité dénombrable de
variables ('). Nous donnerons sa définition dans le cas de deux
variables : " ‘

Une fonction réelle ou complexe f(, y) de deux variables réelles z,
y, définie et continue dans tout le plan zy est presque périodique si
a tout nombre ¢ donné on peut faire correspondre une longueur /()
telle que tout carré de c6té /, du plan zy et 4 cdtés paralléles aux axes,

('} Je viens d’avoir connaissance d’un Mémoire de M. Franklin sur le méme
sujet paru dans un journal américain.
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contienne au moins un point &, v tel que
| f(z+E& y+n)—Sf(zy)| e

Toute fonction presque périodique de deux variables x et y est
bornée et uniformément continue, sa section par une droite quel-
conque du plan est une fonction presque peériodique d’une variable.

A chaque fonction correspond un développement de la forme

f(z,y) NE Z An elm e puy) (Ap=o, Mo =0)

m=0¢ n=\

avec

T AT
App=M| f(z, y) e~ i+t f ::Tlim I‘L‘ j f Sz, y) e tmr+bay dz dy,
0 0

>

Il'y a unicité et le théoréme fondamental est exprimé par

M@, =3 DAl

m=0 n="Yy

Popération M ayant le sens que nous venons d’indiquer.
Toute fonction continue presque périodique des deux variables «
et y peut étre approchée uniformément par une suite de polynomes

M N
' 2? i+
> A, €110

m=0 n=0

et réciproquement.

10. Dans son troisiéme Mémoire des Acta inathematica, M. Bohr
a créé la théorie des fonctions analytiques presque périodiques d'une
variable complexe z = . + iy, sa définition est la suivante :

Une fonction analytique de 5 : /(z), est presque périodique dans
une bande parallgle & I'axe des y (2 << < {3) si, a tout ¢ donné, on
peut faire correspondre une longueur /(¢) telle que tout intervalle de
longueur / sur’axe imaginaire contienne au moins une presque période

7€)

relative au nombre ¢ : pour tout s compris dans la bande « <z < f8
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on a l'inégalité

|f(5+in)—f(5)]Se.

Toute fonction presque périodique dans une bande est bornée dans
toute bandeintérieure 4 la premiére; les fonctions presque périodiques
dans une bande forment une classe; les dérivées, 'intégrale, si elle est
bornée, sont aussi des fonctions presque périodiques.

A toute fonction presque périodique dans une bande correspond un
développement de Dirichlet composé des séries de Fourier des dif-
férentes fonctions presque périodiques de la variable y auxquelles se
réduit f{z) lorsque x est constant :

f(:) NE A’l e‘\”:,

" ou les A, sont des constantes et les A, des nomblies réels et il y a
unicité. ‘

Toute fonction presque périodique dans une bande peut étre appro-
chée uniformément dans toute bande 1nter1eure 4 la premiére par une
suite de polynomes de la forme

N

2l D
z a, e,

n=

11. En mettant en évidence la partie réelle et la partie imaginaire

de f(z):

fR)=u(z. y)+iv(z, y),

on voit que u et ¢ sont des fonctions harmoniques presque périodiques
et le développement de la fonction f fournit un développement pour
les fonctions z et ¢.

Nous nous sommes proposé, dans le présent travall (1), de recher-
cher 'si toute fonction harmonique presque périodique des deux
variables et y est susceptible d’un tel développement et si une telle
fonction u(x, y) est toujours la partie réelle d’une fonction analy-
tique presque périodique.

(*) Un résumé de ce travail a fait l'objet d’une Note aux Comptes rendus
présentée par M. Hadamard a ]a séance du 22 mai 1926.
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Dans le Chapitre II nous montrons qu'a toute fonctioni harmonique

presque périodique u(x, y) correspond un développement de la
forme

u(z, yy~vkz 41 +2 [(A}; €% 4 A e=*") cosh, y

n=1 . . .

. + (B} et 4 B ey sind, y |
avece

A >0,

et nous étudions les propriétés des développements ainsi trouvés ainsi
que celles des fonctions qu’ils définissent.

Dans le Chapitre III nous montrons que, méme dans le cas ot il
n’existe pas de terme en « dans le développement de , cette fonction
n’est pas toujours la partie réelle d’une fonction analytique presque
périodique : ainsi se manifeste une différence entre les fonctions
périodiques et les fonctions presque périodiques car, pour les pre-
micres, la condition est suffisante.

Partant d'une fonction presque périodique réelle f(y) de la
variable y et formant la fonction harmonique presque périodique
définie et hornée dans le demi-plan 2 o qui se réduit 4 f(y) quand =
tend vers zéro, nous étudions la fonction conjuguée de cette fonc-
*tion : elle n’est pas toujours presque périodique. En appelant con-
juguée g de /, la limite, si elle existe, de cette fonctlion conjuguée
lorsque & tend vers zéro, cette fonction g, méme lorsqu’elle est
continue, n'est pas forcément presque périodique; si elle l'est, elle a
le développement conjugué de celui de / :

S~ +2. (e coshny + Bu sinkyy),

n=|

g(y)~ g' —2(0% sind,y — Bnr cosh, y).

n=1
Un des résultats de notre étude est le suivant :

Sif(y)— % satisfait 4 une condition de Lipschitz et a une inté-

grale bornée, et par suite presque périodique, alors g(y) est aussi
presque périodique (pour les fonctions périodiques lintégrale
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de f(y) — 5’;—" est toujours périodique). Si /(v) a une dérivée seconde

presque périodique, on est conduit & prendre, pour sa fonction con-
juguée, l'intégrale d'une fonction presque périodique.

Dans le Chapitre IV nous faisons la théorie des fonctions harmo-
niques de trois variables presque périodiques par rapport i l'une
d’elles ¢z) ou par rapport & deux d’entre elles (. et y) et nous éta-
blissons des développements analogues &4 ceux trouvés pour les fonc-
tions de deux variables.

Enfin le Chapitre I est consacré 4 Pexposé de quelques propositions
de la théorie des fonctions harmoniques que nous utilisons dans la
suite.

Je ne saurais terminer cette Introduction sans adresser mes remer-
ciments & M. le professeur Harald Bohr pour l'intérét qu'il a bien
voulu porter a4 mes recherches, l'aide hienveillante et les nombreux
conseils qu'il m’a toujours donnés.

Copenhague, février 1926.

CHAPITRE I.

QUELQUES PROPOSITIONS DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES.

12. Dans ce Chapitre nous nous proposons de rappeler ou d’établir
quelques propositions de la théorie des fonctions harmoniques dont
nous aurons & faire usage dans la suite; nous commencerons par la
théorie des fonctions de deux variables «(x, y) qui satisfont & I'équa-
tion de Laplace :

2 2
(1) , Au= %;lf + 37‘; =

Litant données deux fonctions £ (x, y) et g(x, y), ayant des dérivées
partielles au moins jusqu’au second ordre, définies et bornées ainsi
que ces dérivées dans un domaine (D), limité par une ou plusieurs
courbes fermées (C), continues ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre sur les courbes qui limitent ce domaine, on a la formule
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de Green :

f(m(fAé’—é‘Af)-dxdy+/(;)(fZ gd{l)d;;.o,

ot ds désigne ’élément d’arc des différents contours que nous prenons
positif, ~ fet 7. sont les dérivées des fonctions prises suivant la nor-
male qui pénétre dans le domaine (D), le sens de parcours des
contours n'ayant aucune importance.

En faisant dans cette formule f = u/(fonction harmonique)et g =1

on obtient, comme on sait, la relation caractensthue des foncuons
harmoniques

Si P(%, n) est un point régulier de la fonction u, en appliquant la
formule précédente i un cercle de centre P et de rayon arbitraire r,

mais tout entier contenu dans (D), puis en intégrant, on obtient le
théoréme de la moyenne ou de Gauss :

2R b4
. 1 1
w(i ) = = f u(ry, y)ds = = f udl,
e Ry

ot ) est ’angle que fait un rayon du cercle avec I'axe Ox.
De ce théoréme on déduit généralement la non-existence d’un

maximum ou d’'un minimum dans tout domaine ot la fonction est
réguliére.
Dans les mémes conditions que ci-dessus on a

Ju 1 i
9% = wucosfdb
0

du 1 T
= -—/ wsin0df
)y wrJ,

De la on peut déduire une borne des dérivées en fonction de la borne
de u sur le cercle : si, sur le cercle, on a |u|SM, il en résulte au
Journ. de Math., tome V1. — Fase. L1, 1927, 32

pour & =&, y =
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centre
du

) am
du 1—[: - pour z=E§, y=m,

dy

on peut en conclure aussi I'existence de dérivées de tous ordres et le
fait que toute fonction hdrmomque est aussi analytique.

Enfin, si I'on donne la succession u(s) des valeurs que prend « sur
les contours qui limitent le domaine (D), la solution du probléme de
Dirichlet, pour des systémes de contours assez généraux, ainsi que
pour des fonctions u(s) pas trop compliquées, est donnée par

"(ia‘fl)—— d d"v

ou g(x, y; &, n) désigne la fonction de Green relative aux contours
(C) et au point (, n).

13. Nous allons dire maintenant quelques mots au sujet d’une
equatxon aux dérivées partielles que nous rencontrerons dansla smte
il s’agit de I'équation 4 deux variables

(2) Au=)u (Azo).

Il est bien connu qu’une fonction satisfaisant & cette équation,
définie et réguliére a l'intérieur d’un contour, ne peut y avoir ni
maximum positif, ni minimum négatif, et que c’est une fonction ana)y-
tique des deux variables # et y. Pour une telle équation, le probléme
de Dirichlet ne peut admettre plus d’une solution et il en a effecti-
vement une pour des contours assez généraux; cette solution est
donnée par

- [ .%
u(E,n)_.-z—E 'u%ds,

(W]

~ou g(X |z, y; E, 1) (la fonction de Green relative i cette équation)
est définie de la facon suivante :

1° Elle est réguliére a l'intérieur du contour et sur le contour lui-

oy
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méme ol ses dérivées sont bornées, sauf au point (&, n) ou elle devient

infinie comme log —;) (r = distance de (&, n) & un autre point ) ;
2° Elle est égale & la somme de la fonction J(7) qui au point 7 =0

devient infinie comme log G) et qui satisfait & I'équation de Bessel
dJ  dl B
Ia—,—_;—i—zj;—)\z"c]—oy

et de 'intégrale de 'équation (2) qui prend les mémes valeurs que
—J(r) sur le contour.

Nous désignerons par C, un contour pour lequel la résolution du
probléme de Dirichlet est possible pour I'équation (2) et toutes les
valeurs de A(Z o).

14. Les fonctions harmoniques de deux variables dont nous nous
occuperons seront réguliéres dans une bande comprise entre deux
paralléles al'axedesy : x = »,, x = x, (z,>x,).

Le théoréme fondamental est, comme dans le cas des fonctions ana-
lytiques d’une variable complexe réguliéres dans un tel domaine,
celui de Phragmén-Lindelof (*).

Tukorive ve Puracin-LiNperoe. — Soct u(x, y) une fonction har-
monique régulicre dans la bande 2,22 Sy, saf pour |y | =% o l'on
sait que Lordre de cette fonction est o(y?) s st lon sait de plis que

mZu(x, v)SM (i=1, 2),
alors cette double inégalité est valable dans toute la bande.

En effet, £ — y* étant une solution particuliére de I'équation de
Laplace, considérons les deux fonctions harmoniques

u(z, y) = u —e(x*— y?),
w0 (z, yy = u + e(xr—y?),

ol ¢ est un nombre positif arbitrairement choisi.

(') Sur une extension d'un principe classique de I' Analyse et sur quelyues
propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d’un point singulier
(Acta mathematica, t. 31, 1908, p. 381-406).

o
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Désignons alors par X* le plus grand des deux nombres x; et x}, ou
'un de ces nombres si tous les deux sont égaux, on a

m—eX2Zu (x4 ¥)

oy, y)SM + eX? (=1, 2).

Or, d’aprés I'hypothése faite sur 'allure de la fonction lorsque y
augmente indéfiniment, on peut trouver un nombre Y (¢) assez grand
pour que les limitations précédentes soient encore valables dans toute
la bande dés que [y| 2 Y. Mais, dans le rectangle défini par les droites
x=2x, r=2a,, et |y|=Y, les fonctions u, et u, ne présentent ni
maximum ni minimum, donc les inégalités précédentes sont valables
dans toute la bande et nous en tirons

m—e(X2— a2+ y) Ju(z, y)IM e (X2 — 2t + y?)

et ceci quel que soit le nombre ¢ positif choisi ; or, pour un point z, y
donné dans la bande, X* — 2* + y?* est une constante et, par suite, les
inégalités précédentes ne sont possibles que si l'on a

mZu(z, y)SM.
i

15. Nons allons maintenant établir une proposition, due a
M. Walther, un peu plus précise que celle que nous venons de
démontrer, et qui est a celle-ci ce que le théoréme des trois cercles de
M. Hadamard est au théoréme classique du maximum. Nous donnons
en note (') quelques indications bibliographiques relatives &4 ce théo-
réme.

(') J.Hapauarp, Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Société mathéma-
tique de France, t. XXI1V, 1896, p. 186-187). Le théoréme des trois droites pour
les fonctions analytiques a été démontré par M. Deetsch, nous le donnons plus
loin sous la forme ou il nous sera utile. — G. Doerscu, Ueber die obere Grenze
des absoluten Betrages einer analytischen Funktionen auf Geraden (Mathe-
matische Zeitschrift, t. VIII, 1920, p. 237-240).

Pour le théoréme du texte et d’autres analogues pour les fonctions de deux ou
trois variables, voir A. Wavrtaer : Zeilschrift fur angewandte Mathematik
und Mechanik, t.1, 1921, p. 336-338; t. 11, 1922, p. 69-71, et Math. Zeit., t. XI,
1921, p. 157-160; W. Rocosinski : Zur Theorie der Dirichletschen Reihen
(Math. Zeit., t. XX, 1924, p. 294).
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TukoriME DES TROIS DROITES. — Soit u(x,y) une fonction harmonique
régulicre et bornée dans la bande x,S xS, désignons respectivement
par m(z), M(x) et am(x), la borne inféricure, la borne supéricure et
enfin lu borne supéricure de la valeur absolue de cette fonction sur la
droite x ¢ alors m(x) est une fonction concace de z, et M () et om(x)
en sont des [onctions concexes.

Nous rappellerons qu’on entend par fonction concave (convexe) de
la variable x, une fonction dont la courbe représentative, dans tout
intervalle, ou bien se réduit & une droite, ou bien est située tout entiére
au-dessus (au-dessous) de la droite qui joint les points représentatifs
de la fonction aux extrémités de 'intervalle; en d’autres termes, la
courbe représentative tourne sa concavité vers le bas (vers le haut);
toute fonction convexe ou concave dams l'intervalle x, Sz S, est con-
tinue dans @, << <, ; si f(x) est concave, — f(z) est convexe.

Etant données deux fonctions convexes de  dans un méme inter-
valle, si I'on définit une nouvelle fonction de « égale en chaque point
a la plus grande des deux fonctions données, cette nouvelle fonction
est encore une fonction convexe de .

Soient &,, %,, %, trois valeurs de « :

. , ,
125 < Eh<Eia,,

la démonstration de notre théoréme revient donc a établir les inéga-
lités suivantes :

m(z) & 1

(1) m(%) & 1 fZo;
‘ m(Ey) & 1
M(g) & 1

(2) M(E) & 1 [So;
) M(z) &
AM(&y) € 1

(3) M (L) & 1 |Zo.
IM(Z3) & 1

Pour les deux premiéres il suffira d’appliquer le théoréme de
Phragmén-Lindelof & la fonction harmonique

u+ kx,
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ol1 £ est une constante ; d'aprés cette proposition on peut écrire :
(4 m (&) + k&2 minimum  de sl mEy) + k& m(E)+ k&, },
() M (&) + k&2 maximum de {M(E,) + kE;; M(E) + KEs . -

En choisissant convenablement £ dans chacune de ces inégalités on
peut s’arranger pour que les deux quantités placées sous les signes
minimum et maximum soient égales ; il suffit de prendre, dans (4),

o m(E) = mE),

dans 59 L=k

ans (o
’ p— M) —M(&)
T T H—&

Eu remplacant £ par ces valeurs dans les inégalités (4) et (5) on
tombe sur (1) et (2) que nous nous proposions d’établir.
Quant 4 'inégalité (3), nous remarquerons que I'on a

I (£) = maximum de { M(x), — mn(x) },

o (x) est le maximum de deux fonctions convexes, c’est donc aussi
une fonction convexe.

16. Le théoréme sur la horne des dérivées que nous avons rappelé
montre que si une fonction harmonique est bornée dans une bande,
ses dérivées sont bornées dans toute bande intérieure. Or, si u est
harmonique, il en est de méme des deux fonctions

Ju du .
ek | — cosky + ——sink
(dx gy )

du Qﬂ

ke [ £2 o —
ex(dxsmky dyCOSk‘y>

: (ce sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la

fonction analytiquede z = 2 + iy : (3—: - t%) c’“), et si L{x)désigne

. e 2 du\? . ’
la borne supérieure de du -+ —ﬁ) sur la droite x on a comme
dx dy

.
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précédemment :

<maximum de |L(§)eth, L(E;) e |,

e“«( :;—-: cosky -+ g% sin/c_y)

z=by x=8
'e"az( 3— sinky — Q;’ cos /cy) < maximum de | L(£)et, L{£,) b},
.I:::.C, 1'—;,

d’ou, en élevant au carré puis ajoutant,

e?ké.,% (‘-)-ﬁ)2+ <g§)z i.j’maximum de {12(5)) ekh, L2(E,) €% |,

oz
=5, =Gy
En choisissant £ de maniére que les quanutes sous le signe maximum
soient égales on en tire

L(E, &8 L(¢, )(E.—Eo L% ye—tagy,

ce qui exprime que logL () est une fonction convexe de x : c'est le
théoréme de Deetsch sous la forme que nous utiliserons.

A7. TuEOREME DES VALEURS MOYENNES. — Soit u(x, y) une fonction
harmonigue réguliére et bornée dans une bande x, <x <, :
1* S¢ la fonction 9%\ une valear moyenne par rapport &y sur une
’ dx
drotte intérieure @ la bande, elle en a une sur toute autre droite inti-
reure et cette valeur moyenne est constante, ¢’est dire que Lon a :

£’£§=k.

M, ox

2° SCu a ausst une valeur moyenne sur une droitey clle en a une sur
toute autre drotte intéricure et cette valeur moyenne est une fonclion
linéuire de x :

M,{ u(=x, _y)}:kx+l.

a. Supposons que, dans la bande x, <x < x, on ait | #|<M et soit
x =¥, la droite sur laquelle on sait que la valeur moyenne existe,
= £, une autre droite de la bande sur laquelle nous voulons prouver
que la valear moyenne existe aussi; désignons par r la plus petite des



252 J. FAVARD.
distances de ces droites a celles qui limitent la bande, on a d’abord

du
ox

E

Soit R le rectangle limité par les droites x =§,, z=§,; y =o,
¥y =Y >o0;le long de ce rectangle ona

dn
—— ds = o,

d
c'est-a-dire

()u Y ou Ju Ju
f o ;,—;,d.v~£ [ St )= 3o e )| i

(x_ .) (=%
8M . v
Le deuxiéme membre de cette égalité est plus petit que - — |2, — g,
T r
en valeur absolue, c’est-a-dire borné, par suite :
A\
1 u . Ju 8 M E ¢
on [;&(cn,y)—(ﬁ< J’)Jd) =ZF Ty

en passant 4 la limite lorsque Y -~ o on voit que la valeur moyenne
du premier membre existe et est nulle; or celle de -g% (5, y) existe,

il en est donc de méme de celle de :%; (%4, y) et ces deux valeurs
moyennes sont les mémes.

0. Appliquons maintenant, sur le contour précédent, la formule de
Gréen aux deux fonctions harmoniques et u(z, y), ona, en séparant
comme plus haut les intégrales relatives aux cotés paralléles & I'axe
des y de celles relatives aux cotés paralléles a 'axe des 2,

[ (aB)ar=[ (o= =520

b = &) (r=8,)
_[ [d (2, Y zy(w, 0)] dx +>/;w[u(x, o)y— u(z, Y)]dz.

Cette fois le deuxiéme membre est borné par

b= RN
S22

(B—E&)* -+ 2M[&—4 |,
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donc la valeur moyenne du.premier membre existe et est nulle. Mais,

. . Ju .
si « a une valeur moyenne pour z = £,, ainsi que 5 alors trois des

quantités qui figurent sous le signe f au premier membre sur quatre

en ont une, donc la quatriéme en a aussi une. Désignant alors par /,
et /, les valeurs moyennes de u pour z =&, et &, on a

l— k51=12—k521

ce qui exprime que la valeur moyenne de « est une fonction linéaire
de ’abscisse et I'on peut trouver / tel que

M,,% u(x,y) } =hkx + L

Remarque. — Nous avons trouvé que
) Y ou
l/‘ du -1*}')"’.7"'"( '();(g'-”)/)‘

y
par suite si f T 2 dy est bornée sur une droite intérieure a la bande,
o

elle est aussi bornée sur toute autre droite.

S8 M

—
=r 7 ‘C.z Gt [,

18. Nous terminerons ces considérations sur les fonctions de deux
variables par une extension du théoréme de Harnack.

Soit u,, Usy..., Uy, ... une suite de fonctions harmoniques définies
dans la bande @, Sz S x.,, réguliéres et hornées; si ces fonctions con-
vergent uniformément vers des limites sur les droites « = x,, z = .,
alors ces fonctions convergent vers une fonction harmonique bornée
dans l'intérieur de la bande.

Puisque ces fonctions tendent uniformément vers une limite aux
extrémités de la bande, c’est que I'on peut trouver, pour ¢ > o donné
mais aussi petit que 'on veut, un nombre N tel que pour », et n, > N
on ait

Ntn (2 y) — tp (2, ¥) | S (=1, 2).

Or, par nos hypothéses nous sommes dans les conditions d’appli-
cation du théoréme de Lindelof et cette inégalité est valable dans
toute la bande, la convergence uniforme vers une fonction limite

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 111, 1g27. 33
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u(x, y) est donc réalisée dans toute cette bande; que cette fonction
est harmonique est un résultat classique qui résulte immédiatement
du fait que nous avons déja fait remarquer savoir que les dérivées
d’une fonction harmonique sont bornées a I'intérieur d’une bande
uniquement par la distance du point a la frontiére et par les valeurs
de la fonction.

19. Nous arrivons maintenant 2 la théorie des fonctions u(z, y, z)
harmoniques de trois variables : il s’agira, dans la suite, de fonctions
réguliéres dans des bandes comprises entre deux plans paralléles au
plan des xy, ou bien dans des cylindres 4 génératrices paralléles a
I'axe des 3.

Soient deux fonctions f et g des trois variables z, y, z ayant des
dérivées jusqu'au second ordre au moins et bornées ainsi que ces
dérivées dans un domaine borné (D) limité par une ou plusieurs sur-
faces fermées (X) et continues ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre sur ces surfaces, on a la formule de Green :

j[/m(fA-r—vrA/)dV-l—f /< % — s )de=o

s *f
A= da? ()y + ds?

avec

. df d

S 4 B ’ . . . .
et ou 5 Zﬁ sont les dérivées prises suivant la direction de la nor-

male intérieure : celle qui pénétre dans (D), dVest I'élément de
volume de ce domaine et ds I'élément de surface qui limite (D).
Pour deux fonctions « et ¢ harmoniques dans (D) on a en parti-

culier
/ dv Z‘—‘) do = o
(\ U du d/l/ -

Si.u est harmonique et réguliére dans (D) et si P(%, %, {) désigne
un point quelconque de ce domaine et (S) une sphere de centre (P)
et de rayon r tout entiére contenue dans (D), on a la formule de la

moyenne .
- - Y — l "
w(én, )= Zﬂ_"’j‘ﬁ,u do.
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En passant en coordonnées polaires, c'est-a-dire en posant sur la

spheére (S)

z=rsinfcosg; y=rsinfsing; s=rcosh; p=\2*+ y=rsinf
(026sm; oSg9sam),

1 22T 11
u(l’):ﬁ / j wsinfdo do.
Vo 0

3:(’ 45 /f u sin*f cosg df do,
d“ (P [”“ /fa sin?0 sin ¢ 6 do,

01:
))_[n ij,u cosf sinl df dg,

et par suite en désignant par [ une direction quelconque et en sup-
posant |« |<M sur (8),

Lu(P)|EM;

ona

Puis

Ju

.3M
al=e T

De la on déduitle fait que la fonction « n’a ni maximum ni minimum
et aussi qu elle est analytique.

20. Visant & la fois la théorie des fonctions presque périodiques
par rapport a I'une des variables et par rapport a deux des variables,
nous allons démontrer deux propositions analogues aux théorémes de
Lindelof et des trois droites. La premiére est due & Walther.

THEOREME DES TROTS PLANS. — 1° Sott u(x, ¥, 3) une fonction harmo-
nique régulicre dans la bande 3,225 3, sawf pour|o| = o o l'on sail
que son ordre ne dépasse pas o(p*) 5 st lon a de plus

miu(z,y, 5)M (i=1, 2),

ces Limitations sont valables dans toute la bande.
2° St lon désigne rz'sp('ctic’(’m('nt par m(z), M(3), on(z) lu borne
zn/ érieure, la borne . mpu'wu/'(' la l)orlw st 1‘_/'[('ur(' de la valeur absolue
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a. Une soluation particuliére de I'équation Au = o est en effet
1
3% — —2-(w’+y’),
nous considérons alors les deux fonctions harmoniques

u,’(x, ¥y 3)=u(z,y, s)—e[:.?— é(x’—ky'-’)_l

. , : (e>o0).
us(x, y, 3) = u(x, y,5) +sl52— E(x’-l-y’)]
On a, sur les plans qui limitent la bande,
Cme—ceZ2%u,(x, ¥, 3) )
(i==1, 2),

Uy (, ¥y 2;) M + 72

2 = max. (33, 32).

D’aprés I'hypothése faite sur 'ordre de croissance de «, on peut
trouver un nombre R tel, que pour pZ R et ¢ donné, les inégalités
précédentes soient encore valables dans toute la bande, alors sur le
cylindre de révolution autour de Oz de rayon R et limité par les deux
plans z, et z,, la valeur de la fonction «, ne surpasse pas une valeur
donnée, elle ne la dépasse donc pas non plus & I'intérieur puisque la
fonction n’a pas de maximum ; en faisant le méme raisonnement sur
u,, on voit que les inégalités précédentes sont valables dans toute la
bande et par suite, quel que soit ¢, on a

m—s[Z’—z’-l— % (x’+y2)] Su(r,y,s)SM+c¢ [Z’- 52+ g (.zr‘!-+-)"-’)J.

Pour un point donné dans la bande la quantité entre crochets est
une constante et comme 'on peut choisir ¢ aussi petit que I'on veut,
les inégalités précédentes sont seulement possibles sil'on a

miu(x,y,s)SM.
b. En appliquant cette proposition a la fonction harmonique

u-+ks

et choisissant convenablement, comme tout 4 I'heure dans le cas de
deux variables, les valeurs de k& on arrive au résultat annoncé pour
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m(z) et M(z); celui au sujet de o1 () s’obtient en remarquant que

M (5) = max. de { M(z), — m(2) }

21. TutoreME pu cyLINDRE. — Soit u(z, y, 5) une fonction harmo-
nique définie et réguliere dans un cylindre & génératrices paralléles a
laxe des 3, et dont la base, sur le plan des xy, est constituée par un ou
plusicurs contours bornés pour le systéme (C) desquels on sait résoudre le
probléme de Dirichlet.

1° 8¢ Uon sait que la fonction u est bornée sur la surface du cylindre
miu(z,y,3)SM  (pour (z, y) sur (C)),

et que pour |z| == elle est de Uordre o(3*) dans tout Uintéricur du
cylindre, alors les inégalités précédentes sont aussi valables a Uintérieur;

2° Stm (z, ), M (=, ), M(x, y) désignent respectivement les
fonctions harmoniques des deux variables x, y qui, sur (C), prennent
en chaque point la valeur de lu borne inférieure, de la borne supéricure,
de la borne supéricure de la valear absolue de la fonction sur la généra-
trice correspondante du cylindre (en supposant, bien entendu, que ces
fonctions cxistent), on a (')

&
14N

m(z, y)su(z,y,3) £ M(2,y),
lu(z, y, 3)| SO (=, ).

(*) Désignons par m(z, y), M(x, y), M(x, y) la borne inférieure, la borne
supérieure et la borne supérieure de la valeur absolue de « sur une drmte (z,7)
le théoréme exprime que l'on a .

m(z, y)im(r, ¥); Mz, y)M(z, y); Mz, y) S (2, y).

En adoptant une définition proposée par M. F. Riesz (Acta Universitatis
Franc. Jos., t. 2, p. 87-100), appelons fonction subharmonique de deux va-
riables 2, y, une fonction qui, dans le domaine o elle est définie est constam-
ment inférieure ou égale & I'intérieur d’un contour limitant une aire intérieure
au domaine, a la fonction harmonique qui prend les mémes valeurs qu’elle sur
le contour. : :

Alors, notre théoréme est le suivant: — m(x, y), M(z, y), M(zx, y) sont des
fonctions subharmoniques des deux variables z et y.-

Les fonctions subharmoniques généralisentles fonctions convexes d’une variable
et sont conservées par une transformation conforme.
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a. Cette fois nous choisissons, comme fonction harmomque auxi-
liaire, la fonction

! (2 + y?) — 5?
5 ;
et nous considérons les deux fonctions harmoniques

wy(z,y, a)—u(x,y, ,)—e[ (z*+y? )_,2]
(e>o).
(2, v, 3) =ul(z, y, z)—i—e[;(x’-&y’)—z’]

Désignant par R? le maximum de 2* + y*, nous avons sur la sur-
face, pour les mémes raisons que tout a I'heure,
€
m— ;R’i iy,

UM 4 = R"

Mais I’hypothése faite sur I'ordre de grandeur de la fonction
pour |z| = o montre que cesinégalités sont aussi valables a I'intérieur
du cylindre, le raisonnement s’achéve comme précédemment et l'on

parvient &
miu(x,y,s)SM,

b. Appliquons ce théoréme a la fonction
w(@, y, )+ p(@, ),

ou p désigne une fonction harmonique de z, y réguliére dans le
cylindre, on a
() - u(z,y, z)+p(x, ¥)Z minimum de % m(x, y) + p(z, y) },
(2) w(x, y, z) + p(x, )< maximum de { M(2, ¥)+ p(x, y) }
Aux deuxiémes membres figurent seulement les valeurs de x, y
relatives au contour (C), prenant alors dans (1)
p(z, y)y=— m(z, y),
dans (2)
plz, y) =—M(z, y),

on obtient sur les deux premiéres relations que nous nous proposions
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de démontrer, car les seconds membres des égalités (1) et (2) deviennent

égaux a zéro,
m(x, y)iu(z, y.3)SM(z, y),

d’ot1 'on tire ' -

| u(x, y, 5)| S max. de %M(.z‘, Y)y —m(z, y) }

Mais, sur le contour (C), on a

M (&, y)— M(.r, ¥y)Zo,
M (z, y) +m(z, y):

Y

IRv

0’
ces inégalités valent donc aussi a I'intérieur, et par suite

|u(z, y, )| SO (2, ¥).

22. Quant aux valeurs moyennes, nous avons deux propositions :
'une pour les bandes, 'autre pour les cylindres.

TukoriENE DES VALEURS MOYENNES SUR LES PLANS. — Soit u(x, y, 3) une
Jonction harmonique définie réguliere et bornée dans une bande limitée
par deux plans z, et s, :

1° S % a une valeur moyenne sur un plan situé a Uintéricur de la
bande, clle en a une sur tout autre plan et cetle valeur moyenne est
constante; v '

20 St, de plus, u(zx, y, 3) a une valewr moyenne sur un plun, clle en
a une sur lout aulre plan et cette valeur moyenne est une fonction
linéaire de s.

Clest dire que 'on a

Mxygggszk,

Mo f ul=ks+ L

(2]

[.a démonstration est la méme que dans le cas de deux variables, il

faut appliquer la formule de Green a un parallélépipéde, nous n’insis-
terons pas. ‘

25. THEOREME DES VALEURS MOYENNES POUR LE CYLINDRE. — Sott u(z,y,3)
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une fonction harmonique réguliére et bornée dans un cylindre a généra-
trices paralléles a 'axe des 5 ayant pour base sur le plan des xy un sys-
téme borné de contours (C).

1° Sicette fonction a sur le contour une valeur moyenne sur chaque .
génératrice et §'il existe une fonction harmonique A (x, y) prenant les
mémes valeurs que cette valeur moyenne en chague point du con-

tour (C), alors la valeur moyenne de la fonction par rapport a s existe
sur toute drotte intéricure au cylln(ll(f etlona

M:{ wu(x, y, z) 2—_—A(x, ¥

2° Les déricées partielles de w ont aussi une valeur moycenne
Uintéricur et Uon a
g ou %

du
1y

N

a. Soient z, y un point intérieur a (C) et g(%, n; z, ) la fonction
de Green relative a (C) et & ce point. Autour de (x, y) construisons
un cylindre de révolution () de rayon r petit et tout entier contenu
dans (C). Appliquons alors la formule de Green aux deux fonclions u
et g dans le volume compris entre ces deux cylindres, le plan des zy
et un plan paralléle a celui-ci et de cote Z, on a

u———- —>d0'+ f—i—-/ / —f f =
f/(;) dn /1 s=0Y(C)—(r) z=LY(C)~(r)

Les fonctions u et g sont bornées dans le domaine que nous consi-
dérons ainsi que leurs dérivées, les intégralesrelatives aux plans z = o
et z = Z restent bornées, par suite

ting] [ (v — o) o= [ [ (=) 2o} =

Or, sur le contour (C), ona g= o, puis g ne dépend pas de s et

H
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de plus, .
do =dsds sur (C),
do =rdfds sur (r).
par suite, '

dg
/h,“,‘o) ﬁ. [ 7. L K du]
27 7 2 7 N
’ ' dy 1 / du |
— — - 2 — | — —_— s ‘ [l = 0.
( [<Zu( lld‘)d/' °<Z._” 7 o ) ’ 9) o

Or, au voisinage du point, (x, y), u est uniformément continue,

du , .. . Ju . du .
— est bornée ainsi (ue les dérivées — et —, soit /i une borne com-
dr dz " dy
o
=]

. . . . d
mune de leur valeur absolue; g devient infinie comme log ' et R

1 . . .
comme — -; donc, si I'on fait tendre r vers zéro, on a
2
{< llﬂl; / ne.rg do : =

| [ (5[t ) ran]f<tim

et cela, quel que soit 5, uniformément en r.

v

. dg . . .
Ensuite  — tendant uniformément vers — 1 lorsque r tend vers

zéro, on a uniformément en r

wg LA \ ol
- [[ ar, v, :)(l::£~i:nl’/ </( {4(/:)12% UR

0

et par suite, on peut écrire

e T dg an " |
T — g siel — Z, ), 3)ds =
7,||>“:>'. . [<// i (L) d”] s 7 w(zx, y,s)d ‘ 0

Or, sur le contour (C), par hypothése, la valeur moyenne de u
existe sur toute droite; donc, pour Z assez grand; 2/ udsz diftére

peude M_{u} et la premicre intégrale tend uniformément vers

[M. 1:.;—(/s—27r‘\(.z"_)') '

! /A
et la relation précédente montre que 2—,—“ f u(x,y, 3)ds tend unifor-
: * Yo

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. III, 1g27. 54
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mément vers Ja%néme limite, donc M,{u(x, y, 5)| existe et nous
pouvons écrire
Mz{ u(z, y,s) —_— A(z, y).

6. Quant aux valeurs moyennes des dérivées partielles, nous
remarquerons d'abord que I'on a

7
O I o ‘
7/ Fdi=glu(z %) —u(@ y, 0l

comme u reste bornée nous en déduisons

-

Quant aux autres dérivées, nous avons vu que les signes d et M
peuvent éire permutés lorsque les dérivées sont uniformément conti-
nues, car c’est uniquement sur ce fait que repose la démonstration que

nous avons donnée (n° 8) et c’est bien le cas a I'intérieur du cylindre,
par suite on a

ou . J [ ___dA

MGl = as (M) = '
dul gy OA

G = Ol =

24. Pour terminer, nous énoncerons l’extension du théoréme de
Harnack que nous avons déja donnée dans le cas de deux variables et
qui se démontre de la méme maniére, on a les résultats suivants :

° Soit u,, Uy, ..., Uy, ... une suite de fonctions harmoniques
définies, réguliéres et bornées dans une bande x,, x, : si ces fonc-
tions convergent uniformément vers des limites sur les plans x,
et x,, alors elles convergent uniformément vers une fonction harmo-
nique bornée dans l'intérieur de la bande;

2° Si u,, Uy, ..., Uy, ... est une suite de fonctions harmoniques
définies réguliéres et bornées dans un cylindre borné et si ces fonc-
tions convergent uniformément vers une fonction limite sur la surface
du cylindre, elles convergent uniformément a l'intérieur vers une
fonction harmonique bornée.
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CHAPITRE 1L

LES FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES.

Définition et propriétés immédiates.

25. Les lettres ¢, b désignent a partir de maintenant deux nombres
réels diflérents, finis ou infinis avec, pour fixer les idées, a < b. Nous
dirons d’une fonction u(x, y) des deux variables x el y, qu’elle ‘pos-
s¢de une certaine propriété dans (a, &) si elle la posséde sur I'en-
semble des points du plan pour lesquels a < # < b; nous dirons qu’elle
posséde une propriété dans [a, b] si elle la posséde dans un ensemble
de points tels que a <a, < < b, < b; les notations (a, b] et [a, b)
se comprennent alors d’elles-mémes.

Nous délinirons alors les fonctions harmoniques presque pério-
diques des deux variables x et y dela facon suivante :

DirnimioN. — Une fonction harmonique w(w, y) réguliére dans la
bande a<x < b sera dite presque périodique dans (a, b) st a tout €0
donné, mais ausst petit que Lon veut, on peal faire correspondre une
longueur I(e), telle que tout intercalle de longueur Lsur Uaze des y con-
tienne au moins une presque periode 1 correspondant au nombre g, ¢'est-
a-dire que, dans (a, b), on a U'inégalité

Ju(a, y +n) — ulx, y)|5e

Toute fonction harmonique périodique est aussi presque pério-
dique, en particulier les fonctions kz, e*coshy et e sin7\y qui sont

périodiques par rapport & y dans (— o, —+—:>o) sont aussi presque
périodiques.

26. Au sujet de ces fonctions nous allons démontrer d’abord
quelques propositions qui légitimeront les considérations développées
-dans le précédent Chapitre.
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Tukorime 1. — Toute fonction presque périodique” harmonique dans
[a, b]y est bornée : a toute bande (a,, b,) intériewe a [a, b] corres-
pond un nombre M (a,, b,) tel que

u{x, y)iM dans (a,, b,):

La fonction étant presque périodique dans (a,, b,), prenons ¢ =1,
alors il existe une longueur/, =1/,(a,, b, 1) telle que tout intervalle
de longueur /, sur 'axe des y contienne au moins une presque période
relative & 1; cela veut dire que, pour toute valeur de y, il existe une
valeur y* comprise dans le segment o, /, et telle que I'on ait

‘”(-Ta.}’).—“(-f*’e .7‘)]—_:1

dans toute la bande (a,, 4,). Soit alors G la borne supérieure
de |u(z, y)| dans le rectangle a, << <b,, o <y <(!;; G -+ 1 peut
étre pris pour valeur de la constante M.

On a en effet

Lz, y) [ wle, y*) |+ lae(z, y) —u(z, y*)[ZG+1.

Il suit de la, d’aprés les théorémes sur les bornes des dérivées que
nous avons rappelés, qu'une fonction harmonique presque périodique
dans [a, b] est aussi uniformément continue dans [a, &].

D’aprés la définition adoptée plus haut de la presque périodicité, on
voit que, pour chaque valeur de x, la fonction u(x, y) se réduit 4 une
fonction presque périodique en y; mais si 1'on sait d’une fonction har-
monique qu’elle est presque périodique sur chaque droite  dans une
bande [a, b], est-on assuré qu’elle est, par ce fait seul, presque pério-
dique?

Nous ne répondrons qu’en partie a cette question dans le théoréme
suivant et aussi dans le théoréme V et les corollaires qui suivront.

Tukoréme 1I. -— Soit u(x, y) une fonction harmonique régulicre et
bornée dans la bande (a, b), si cette fonction se réduit a une fonction
presque periodique de y lorsque x = a et lorsque x = b, u(x, y) est alors
presque périodique dans (a, b) (*).

(') Le fait.qu'une fonction harmonique est bornée dans une bande el presque
périodique sur une droite seulement de I'intérieur ne suffit pas pour entrainer
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Iin effet, deux fonctions presque périodiques d’une variable for-
mant toujours un ensemble majorisable, on peut trouver des presque
périodes communes aux deux fonctions u(a, y), u(b, y).

Soit 1 une telle presque période relative au nombre ¢ auquel cor-
respond la longueur /, considérons alors la fonction harmonique

u(x, y+n)—ulz, y),

elle est bornée dans (a, &), plus petite que ¢ en valeur absolue aux
limites de la bande, donc aussi & l'intérieur : toute presque période
des deux fonctions u(a, y) et u(b, y) relativement & ¢ l'est donc
aussi relativement & la fonction dans (a, 6); donc, dans ce domaine,
u(z, y) est presque périodique.

27. Tukortme IIl. — La somme de deux fonctions harmoniques
presque périodiques dans [a, b] est encore harmonique presque pério-
dique; il en est de méme pour la somme d’un nombre fini de telles fonc-
tions; lu fonction limnite d'une suite de fonctions presque périodiques
harmoniques et uniformément convergente dans {a, b)y est encore har-
monique presque périodique.

Sur deux droites intérieures & [a, ] deux fonctions harmoniques
presque périodiques se réduisent & des fonctions presque périodiques
d’une variable dont la somme est aussi presque périodique; de plus,
comme chacune d’elles est bornée, leur somme I'est aussi et ¢’est une
fonction harmenique qui est presque périodique aux extrémités de
toute bande intérieure & la premiére, donc aussi presque périodique
dans [a, 4].

De la on passe sans difficulté é la somme d'un nombre fini de fonc-
tions; en particulier tout polynome

N
u(x, y)= 2 [(a} et + a7 ev) cos My + (b et + by e ") sin Ty,

n=1\

la presque périodicité. Il suffit de considérer par exemple d [(———T:*'_l—)]
5 —1

qui est bornée dans [—1, +1], identique & o pour 2 =0, mais non presque

périodique sur une autre droite, car elle tend uniformément vers zéro lorsque

|y | tend vers l'infini.
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ou les A, sont positifs et les « et les & réels, représente une fonction
harmonique presque périodique dans'[—z=, + o]. Si de plus a, =o
etb,= o, ce polynomn est presque périodique dans | — », + o) car
il tend vers zéro uniformément en y lorsque x tend vers + .

Enfin, la fonction limite d’une suite de fonctions harmoniques uni-
formément convergente dans (a, 3) étant aussi harmonique d’aprés le
théoréme de Harnack, il suffira de prouver que, si chaque fonction
de la suite est presque périodique, la limite U'est aussi.

Soient alors u,, u,, ..., u,,... cette suite de fonctions et.« la
fonction limite; par hypothése on peut trouver un nombre N tel
que, pour 22N, on ait l'inégalité suivante dans la bande («,f)

(a<alp<b):

[u(e, y)— u, (2, ¥)|~ —,)

. y . . . €
Si ) est une presque période de u, relative &

gona

wlwy - n) = ()= (4, g+ 1) = (@ y 1) |
—la(z, yy—u,(x, y)]
-+ [”ll("l"? Y+ n)— ll,,("l.', )’)]'

La valeur absolue de chacune des expressions entre crochets est infé-

rieure ou egale a paI‘ suite nous pouvons écrire
fwu(a, y +0)— u(r, y)|iz,

ce qui démontre la proposition. On eiit pu remarquer que la suite u,
tendant vers une limite bornée « et cela uniformément, u, tend uni-
formément vers une fonction presque périodique de y sur toute droite
intérieure & [a, b], donc « est aussi presque périodique dans [a, b].

Des exemples de fonctions harmoniques presque périodiques seront,
de ce fait, donnés par des séries de la forme

ha + l+2‘ [(an e+ a;; "=y cosh, y + (by e+ by e~} sinh, y |

n=1

uniformément convergentes dans [a, b].

28. Tueorime IV. — Les dérivées purtielles d’une fonction harmo-
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nique presque périodique dans [a, b| (ou (a, b)) sont harmonigues
presque périodiques dans [a, b].

D’abord les dérivées d'une telle fonction sont aussi harmoniques
dans [a, b] etil sullira évidlemment de prouver notre assertion pour
les dérivées du premier ordre.

Soicnt alors (a,, 6,) une bande intérieure & [a, 6] et » un nombre
positif choisi de telle facon que la bande (a, — r, b, + r) soit encore
contenue dans [«, ], nous allons montrer qu’il existe des presque
périodes relatives & ¢ pour les deux dérivées :-))—;-; et % dans la
bande (a,, b,).

Pour cela plagons-nous sur une droite x intérieure 4 (a,, b,) ou
méme sur les limites dc cette bande et considérons deux poiats d’or-
données y et y + v sur cette droite : un cercle de rayon r ayant pour
centre I'un de ces deux points est tout entier contenu dans

(ay—r, by+r)

ou est tangent aux limites de cette bande ct 'on a

ou [ am
9z = 3':7! ucosfdb,

d’oti

du(z, y+=n) dulr, )
Jdx Jdx

27
= —‘~f [e(e+rcosh,y+n+rsind)— u(r+rcosd, y-+rsinf)|coshds,
o )
“n

. ) e . . T
donc si v; est une presque période de u relative a ; rc dans

4
((ll -——r, b| ~+ ")
on aura

<z

Pula, y+u0) dulz,y)
- ! e oy

dans les mémes conditions on démontre aussi que

du(z, y+mn) du(z,y)
dy dy

Ze.




268 J. FAVARD,

‘,

Toute presque période de u relative a Ters dans (a, —r, b, +r)est

presque période pour ses dérivées premiéres relativement 4 ¢ dans
(ay, b,), ce qui démontre le théoréme.

. Takorime V. — S8i Uon sait, des dérivées Zu et ?i( d’une Sfonction

harmonique qu’elles sont bornées dans [a, b] et presque perzodu/ues loutes
deux sur la droite z,, alors elles sont presque périodiques dans [a, b].

Soit (a), b,) une bande intérieure & la premiére et qui contient
elle-méme la bande (a,, b,) ot nous voulons prouver que les dérivées
partielles sont presque périodiques. Désignons par K la borne supé-

Ju du
rieure de (M) + (dy) dans (a,, 6} ) et posons

d 9’ - ) 2

D’(.T,.)’, n)= [u(w )/—*-‘.)n‘l); ulx y)]z
RUACEESEPERDI)
i oy ’

dans (a;, b,) on a évidemment |D|S2K et nous voulons prouver qu’il
est possible de faire en sorte que |D|Ze dans (a,, b,). Or, d’aprés ce
que nous avons vu, la borne supérieéure de log|D| sur chaque droite
de’la bande est une fonction convexe de x; par suite, pour satisfaire
4 Ja condition que nousvoulons obtenir, il faut que la borne supérieure
de log|D| sur la droite «, ne surpasse pas un nombre facile & trouver,
soit ¢, la valeur correspondante de |D|.

Par suite si 'on a |D|<¢, pour = x,, alors |D|S¢ dans toute la
bande (a,, b,); donc toute presque période relative a ¢, pour x =,
le sera relativement 4 ¢ dans la méme bande pour — ?u et 3;

CoroLLAIRES : 1° S une fonction harmonique bornée dans|[a, b] a ses
deux dérivées presque periodiques pour x = x, a Uintérieur de la bande,
alors la fonction elle-méme est presque périodique dans [a, b].

En effet, les dérivées sont presque périodiques dans [a, b] et I'on a
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du
u__f—rg/d),

u est bornée sur chaque droite donc presque périodique;

de plus sur chaque droite

2° Si une fonction harmonique bornée dams [a, b] est presque
périodique dans une bande intérieure [c, d|, elle est presque périodique
duns [a, b].

Les deux dérivées premiéres de la fonction sont en effet presque
périodiques sur toute droite intérieure 4 |c, ].

Le développement des fonctions harmoniques
presque périodiques.

29. Nous avons vu qu’a chaque fonction presque périodique f(y)
d’une variable réelle correspondait un développement de la forme

/))/) ~ %(_’ +Z(a“ Cﬂsln)' + ﬁn Sinzn)’)v

=13

ol les « et 3 sont des nombres réels et les A, des nombres positifs et
que, si I'on sait d’un tel développement qu’il est celui d’une fonction
presque périodique, il n'existe qu’une telle fonction qui loi appar-
tienne. D’autre part, une fonction harmonique presque périodique se
réduit 4 une fonction presque périodique de la variable y sur toute
droite « intérieure 4 la bande ou elle est définie; nous allons donc
chercher quelle est la forme des coefficients « et § considérés comme
fonctions de x et nous en déduirons un développement analogue 4
celui que M. Bohr appelle « développement de Dirichlet » pour les
fonctions analytiques.

En somme, comme chaque terme du développement doit étre lui-
méme harmomque, nous nous proposons de montrer qu'a chaque
fonction harmonique presque périodique correspond un développe-
35
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ment et un seul de la forme suivante :
u(e, yy~ka+ 1 +Z [(A} et 4+ A, ") cosh, v
n=1 . .
4 (Bret B, e ") sing, v],

ot les A et B sont des constantes réelles et les A, des nombres positifs,
et tel aussi que, si I'on sait d'un tel développement qu'il est celui
d’une fonction harmonique presque périodique dans une bande, la
fonction soit déterminée par cela méme d’une fagon univoque.

30. Soit donc u(«, y) la fonction harmonique presque périodique
dans [a, b], dont nous nous proposons de trouver le développement.
Tout d’abord, quant au terme qui ne contient pas y, il est égal sur

chaque droite 4 la valeur moyenne M, dela fonction sur cette droite.

du , . T Jdu . .
Or 5o €tant aussi presque périodique, MY{JZ% existe aussi sur toute

droite et nous avons vu que, dans ces conditions,

M_,.f u(L, v) : = hax + L.

Pour les termes en cosA,y, et sin A,y, il faut montrer d’abord
qu'une suite dénombrable seulement est nécessaire : cela résulte,
comme nous 'avons vu, de la continuité uniforme de «, mais cela
résiltera aussi de la forme des coefficients de ces termes, forme que
nous allons rechercher.

Nous arriverons trés simplement & ce résultat en appliquant la for-
c052 7| | long du
sin} y 8

rectangle que nous avons déja eu l'occasion de considérer, et formé
par deux droites intérieures 4 la bande [¢, b]: x =2,, z=ua,, et
par y=o et y =Y, puis en faisant croitre Y indéfiniment; appli-

quons-la par exemple aux deux fonctions u(w, y) et e coshy, on a

Y y du
[ "’[ <— Ju et cosl)’ —c ~'/..r'c“s~/. y (E) c/y

XUy =t

e 1 N Ju’
—j +[ (——lu ¢="% sinky — =¥ cosly o~ | dr =o.
ry Ly \ ())'/

0 r=Y

mule de Green aux deux fonctions u(z, y) et ef’""g
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. . . L y )u
Soient K une limitesu périeurede |2.«| et de l:‘)}? ’

rieure de e~ dans la bande (z,, z,) de largeur / = |z, — @, | ol nous

BEY
opérons, les deux intégrales[ sont bornées au moyen de ces trois
oy .

nombres, on a en effet

ry
’ [ —hwe " sintyde
. ' f e 1% cos). y dr
<. r]

et, par suite,

. ¥ W\ ,
- Aoty — o e goshy O kLt
l"l ( _f,, (" hue Mreonhy = "C‘“--Yo.r> dJ’_I ’: Y

o=y r=r,

<K.L.I,

IK.LY

Or, puisque «, ;)éi et ¢~ coshy sont des fonctions presque pério-
diques de la variable y pour x =z, et x = @,, sous les deux signesf

figurent seulement des fonctions qui ont des valeurs moyennes et
I'inégalité précédente nous montre, par passage a la limite, que ces
valeurs moyennes sont les mémes :

(.»N,-I.y ;('—ln cos .y \/II —+ %/)2 ’N_],, 5() “1E opg ).'Y()'ll + j—;—:) g‘

PR

v e e . duy | , ,
c’est-a-dire que Myée ! cos)\y(Au + 07) [ me dépend pas de z, c’est

seulement une fonction de A que nous désignerons par AA* et nous
écrirons

(1) M. 3cos)y<)u+ L)$_1A+'e7~1.

On obtiendrait de méme par application de la formule de Green
aux deux fonctions u et ¢ cosAy

d e
(2) M, ?‘cos/'y(7 u— C—;S)%:)A e,

En ajoutant les égalités (1) et (2) puis en divisant par 2A(s% o) on
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obtient

Myjlucosdy|=-|A+eie 4 A-e s

N |-

et 'on montrerait, d’une facon tont & fait analogue, que l'on a

My wsindy|=1|B* et B-elr ),

Les A et les B sont des fonctions de A seulement déterminées, bien
entendu, par la fonction «; or, une quantité de la forme de celles qui
figurent dans le deuxiéme membre des égalités précédentes ne peut

s'annuler deux fois en z sans étre identiquement nulle; par consé-
“quent si A n’est pas exposant pour deux fonctions presque périodiques
de la variable y auxquelles se réduit « pour deux valeurs de =, A ne
sera pas non plus exposant pour toute autre valeur de x; donc les
exposants des diverses fonctions presque périodiques de y aux-
quelles u(x, y) se réduit pour x donné dans la bande [a, b] se
trouvent parmi les exposants qui appartiennent a I’ensemble de deux
fonctions seulement, ces exposants sont donc dénombrables et le
calcul précédent nous montre comment il sera possible de calculer
les A et les B dés que l'on connaitra le développement de la fonction
sur deux droites; les développements sur les autres droites proviennent
tous d'un méme développement de la forme

u(wx, y)N kx +l+2 i (A} e A e ") cosh,y
"= + (B} et 4 B e="n) sm)\,"y';
que nous appelons développement de la fonction « et nous dirons que
les A, sont les exposants de la fonction dans la bande [a, 5], £, I
Aet B seront appelés les coefficients.

Bien entendu, une fonction presque périodique dans deuxbandes
différentes n’y posséde pas nécessairement deux développements iden-
tiques et alors, comme nous le montrerons plus loin, il est nécessaire,
ou bien que la fonction ait des points singuliers entre les deux bandes
ou bien qu’elle y devienne infinie, mais ce dernier cas est seulement
une possibilité et la question reste ouverte.

Remarquons tout de suite qu'une fonction harmonique périodique,
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de période p a nécessairement un développement de la forme
® 27 : o
n=—ux —n = 21
A'a;+l+2§ (A,;e ro4Aye 7 )cosn;—y

n=1

( i LA a2t |
+\Bte 7 +A,e /- sm/z—ﬁ-‘ys,

car les exposants des différentes fonctions périodiques obtenues en fai-

2T
sant & constant sont tous de la forme n =

31. De ce que nous avons déja vu au sujet des fonctions d’une
variable, et du développement obtenu, nous allons déduire quelques
conséquences.

TuioriME FONDAMENTAL. — Sur chaque drotte i« de la bande |a, b on a.
l’égalité de Parseval

My i L, = (ko 1y DY (A e Ao lany:
’ ‘n=1

-+ ( H;}" l,’""'r 4- B;' e—-)-,,,l')?].

TueoriME 'usicITE. — SU dewx fonctions harmoniques presque pério-
dzques u(z, y) et v(x,v) dans une méme bande | a, b ont le méme
developpement alors ces deux fonctions sont identiques.

En effet, sur une droite quelconque & intérieure a [a, 6], les fonc-
tions « et v se réduisent & deux fonctions presque périodiques de y qui
ont le méme développement et qui, par suite, coincident; u et ¢ coin-
cident sur toute droite intérieure & [a, 6] : elles sont identiques.

D’aprés la méthode méme qui nous a servie a trouver le dévelop-
pement d’une fonction harmonique presque périodique, nous voyons
que, pour obtenir le développement de la somme d’un nombre fini de
telles fonctions, il suffira d’ajouter formellement les développements
de ces fonctions. De méme le développement de la Jimite « d’une
suite de fonctions harmoniques presque périodiques uniformément
convergente u,, u,, ... l,, ..., sobtiendra par un passage & la limite
formel, car on peut en effet trouver un nombre N tel que, pour nZN
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on ait [« — u,|<e dés que < est donné, et cela entraine les inégalités

I M, g (0 — uy) ”(:8,
| Myf (wcoshy — u,cosl. )) ; | “e,

M, (e sindyr —uy, sinky) e
g J Y)yl=

qui expriment le théoréme si I'on fait tendre ¢ vers zéro. En particu-
lier toute série uniformément convergente dans [a, 6] de la forme

P

kx -—I+Z (a,,c Y+ a,e ety )uns/,,y-{—([)*‘e’ '+/;,,e a ')sllll,,yl

n=j\

est le développement de sa somme car nous savons déja que cette
somme est presque périodique, et le théoréme précédent nous apprend
que son développement ne sanrait étre que celui que nous venons
d’écrire.

Enfin les développements des dérivées partielles de u(x, y) s’ob-
tiennent par dérivation formelle du développement de la fonction, il
suffit dé le montrer pour les dérivées premiéres et cela est déja une
conséquence de ce que nous avons montré au sujet de la permutation
des signes 0 et M, mais cela peut s'établir facilement par un calcul
direct.

ox
qui ont permis de trouver le développement de « et 'on a

Pour 2% il suffit de retrancher au lieu d’ajouter les égalités (1) etog(z)

M, zd— cosly : = ;(\ ekt — A~ g,

et de méme

M%gg sinl. y % = §(3+ et — B— etk

on a vu de plus, dans le premier Chapitre, que

du |

Ju

yonad abord
Jdy

Quant a —

[ Y ou

y (I)’ }—Y[u(l y) —u(r,0).
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N
~J
(24

d’otlt, puisque u est bornée,

. Juy
A‘] 3 I))" 20,

ensuite, en intégrant « cosAy par parties,

N N .
\I / weostydy = ‘l‘/‘ usin'/.\'} ; / /l 3;’ sinzy dy.

'y

et ceci montre que

/

Myt aeoshy =M, ‘(_)l.’ sinty P

{J

de méine

. .. Jdu N
My singy =M, | Socosty

{
| dy J
Ces diverses relations établissent l’exactitude de notre assertion.
A propos de I'ensemble des fonctions presque périodiques de y que
Pon déduit de u en fixant @, nous savons que cet ensemble est majori-

.

sable car u(a, y) étant uniformément continue dans | «, b}, ces fone-
tions sout également uniformément continues el u(a, y) élant presque
périodique, ces fonctions sont également presque périodiques.

De la le théoreme d’approximation :

THEORENME v’APPROXINATION. — Soit u (2, y¥) une fonction harmonique
régulicre dans | a, b, pour qu’elle y soit aussi presque périodique, il est
nécessaire et suffisant qu’on puisse I approcher uni formément dans |a, b)
par des polynomes de la _forme

N

N . . . . O
ha—+1 ~+—2‘ [(a, e+ day e ") cosh, y + (b '+ b, e =" )sink, )]

On peut méme choisiv les polynomes d’approximation Lels que
leurs exposants soient parmi ceux de la fonction u(z, y) que on se
propose d’approcher.

Que la condition est suffisante, cela résulte immédiatement du fait
que les polynomes d’approximation que nous avons choisis sont eux-
mémes des fonctions harmoniques presque périodigues et du fait que
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la fonction limite d’une telle suite de fonctions qui converge uniformé-
ment dans [a, ] est aussi presque périodique.
Que la condition est nécessaire, va résulter dn fait que P'ensemble
des fonctions de y auxquelles 1 se réduit pour & donné est majorisable.
Nous savons, en_cflel, qu’(m peut approcher toutes les fonctions
d’un tel ensemble uniformément dans tout intervalle — e < v < + =
el avee la méme erreur par des polynomes de la forme

N
ka + l+z rp(at cosk, y + b7 sind, y),

n=1
ot les «™ et les 4,7 désignent, pour abréger I'éeriture, les fonclions
de 2 que nous avons déjatrouvées et ol les r, sont des nombres ration-
nels réels qui ne dépendent que de I'approximation ¢ demandée, du
nombre N des termes du polynome et de la bande (a,, b)) intéricure
i [a, b] ot nous nous sommes proposé de faire Papproximation, mais

non des fonctions en particulier.

Mais cela vent dive que, dans toute bande (ay, b)) intérieure afa, b

on a
N

u(w.y)—(he+1) ——Z [/',, C(Af e+ Ag e~ ) cosh, y
1

+ (B e+ B, e ) sin)-.,,y)] Se,

et cette inégalité acheéve la démonstration.

32. Jusquici nous avons seulement trouvé le développement d'une
fonction harmonique presque périodique «(x, y) et nous ne nous
sommes pas préoccupé de savoir si ce développement convergeait : en
général il n’en esL rien el toul ce que 'on peut affirmer c’est la con-
vergence en moyenne d’un Lel développement, au sens que nous avons
donné & cette expression dans Fintroduction.

Nous allons cependant indiquer guelques cas ot I'on peut conclure
a la convergence. ' " '

En premier lieu, il y a celui o le développement ne contient que
des termes en cosAy et ou les coefficients de ces lermes sont Lous posi-
tifs dans une bande intérieure a celle ot le développement est valable;
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il y a également le cas ou les %, sont linéairement indépendants, la
convergence ahsolue est également assurée.

Un autre cas est celui ot 'on sait que le développement converge
sur deux droites .z, et .z, intéricures a la bande ot ce développement
est valable, alors on peut trouver un nombre N tel ue, pour 22N
on ait

"

u(ziy v)— (hri+ 1) —-2 (a7 cost, v+ brdsing, v)|ie
1
({ =1, 2),

et par suite la fonction harmonique presque périodique

n

w(x, v)— (ke +1) —2 (@ cost,y + bllsind, y)

est plus petite que 2 en valeur absolue pour & =.r, ¢t .r =.r,, cette
limite est donc aussi valable dans (z,, x.).

Nous indiquerons enfin un aulre cas qui contient celui des fonctions
périodiques comme cas particulier : ¢’est celui o la série

DR

est convergente pour loul ¢ positif.

Soient en effet 2, une droite quelconque intérieure a [a, b], >0
un nombre tel que la bande (2, — 5, .x,—2) soil conlenue dans [, h]
et M= M(wx,, ) une limite supéricure de la valeur absolue des déri-
vées du premicr ordre de « dans (., — 5, Ly 5).

Alors, ne tenant pas compte du terme en kx +/ qui n'altére en
rien la convergence, on a, dans (£, — 2, £,+2) :

| )~n ( A// e)"'"' + f\/[ 4 A'.""I) | M [
7. (A el — A, e_‘l""") [ M,

d’ou
Ager 2 2M
n
|A; ear |2 2M,
T

Journ. de Math., \ome VI. — Fasc. 111, 1g92-. 36
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o N ~ (X L4 1 4 y A
En faisant & = @, - ¢ dans la premiére de ces inégalités et x =, — 2
dans la deuxiéme, on a
, _2M -

| A eharo |= Z 7 e—taG

I

! 9

2M 5
l A; e—)mro l é -— e‘—)-n')’
M

el le méme raisonnement montre que

] B,'I.e}'"'” I:E _{_lv_] e—)«,,a’
S
. N
l B; e—'nto l_/ : M e b

‘n

Or, d’aprés Phypothése de la convergence de la série Ze~, les 2,
ne sauraient avoir aucun point limite & distance finie, et la série est
absolument convergente dans [a, h]. Il est nécessaire et suffisant pour

n

cela que, les A, étant rangés en une suile croissante, i

augmente
ogn

- indéfiniment avec n.

33. Ktant donné un développement d’une fonction u(z, ) harmo-
nique presque périodique, nous ne nous sommes pas encore demandés
dans quelle bande il était valable : car il est valable dans [«, 6] mais
peul éire valable dans une antre bande plus grande et nous savons
qulil vaut dans toute bande, contenant la premiére, ot la fonction
reste presque périodique.

Une fonction donnée peut, nous 'avons déja dit, avoir plusieurs
développements valables dans différentes handes qui n’empiétent pas
les unes sur les autres : ¢’est ce qui aura lieu, par exemple, si la fonc-
tion posséde des points singuliers distribués entre deux bandes ou elle
est presque périodique ct les fonctions périodiques fournissent facile-
ment, comme on le sait, des exemples de cette possibilité. Une autre
éventualité, mais dont la possibilité n'est pas prouvée, est celle ot la
fonction, quoique réguliére dans une bande, est bornée el presque
périodique dans deux bandes attenantes a celle-ci : il est nécessaire
alors que la fonction ne soit pas bornée dans la premiére bande. Nous
allons cependant démontrer que, dans ce cas, la fonction a nécessaire-
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pe by

ment deux développements diftérents dans les deux bandes ot clle est
presque périodigue. Pour cela il nous sera nécessaive d’établiv d’abord
la proposition aux limites que voici

TueorEME. — ST, sur les deuzx droites x = x, et x = x, on donne deuz:
Sfonctions presque périodiques dey @ f(y)et [,(y), t existe alors une
fonction harmonique bornée et une seule qui est régulicre dans la bande
(@1, o) et qui prend sur les droites @, et xy les valeurs [,(y) et f2(y)
et cette fonction est presque périodique.

Cette fonclion existe el est unique : ¢’est un résultat bien connu et
qui se démontre facilement en effet, une transformation conforme de
la forme ¢ transforme la bande (x,, 2,) en un demi-plan, puis
une inversion transforme ce demi-plan en un cercle et le probléme que
Pon a & résoudre sur ce cercle est le suivant @ Trouver une fonction
harmonique bornée dans le cerele et qui prenne sur sa circonférence
les mémes valeurs gu’une fonction donnée bornée et continue sauf en
deux points. Ce probléme est un cas particulier de 'un de ceux qu'a
résolus M. Fatou (') el il n’a qu'une solution. Cette fonction esl
unique : cela peat aussi étre démontré au moyen du théoréme de Lin-
delof car, s'il existait deux fonctions de cette sorte, leur différence
serait nulle pour & =2, el x=1w, et bornée dans l'intérieur de la
bande, done nulle partout. Cette fonetion est presque périodique, en
effet une presque période commune aux deux fonctions de y a
laquelle clle se véduil pour x =z, el & =a,, relativement a g, Pest
aussi relativement & ¢ dans Loule la bande (théoreme IT),

De ce théoréme nous allons donner une autre démonstration : une
construction effective de la fonction que nous cherchons. Pour cela
nous supposerons, ce que 'on peul toujours faire a condition de sup-
poser certains coefficients égaux a zéro, que les fonctions f,(y)
et f2(y ), auxquelles la fonction doit se réduire pourx =x, et = .,

(") P. Farou, Séries trigonométriques et séries de Tavlor (Acta math.,
t. 30, 1906, p. 335-400).
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ont les mémes exposants et les développements suivants :

(1) Sip) e+ D AL costy v + Bl sing, o,
' ne=1
’,-‘ - " .
(2) fﬂ(y) ~ oty +}- A2 cost, )y + B sind, y,

n=i

et nous déterminerons d’abord les constantes &, 15 AT A7 B, B par
les équations suivantes :

" hoi+ == a,
(3) A et 4 Ag emhatiz= AlD ({=ut,2;n=1,2;...),
{ B" e)u':+ Bn e—'u e Bll")

ce qui est loujours possible car, lorsque @, £ w,, aucun des détermi-
nants des systémes de deux équations que I'on a a résoudre ne s’annule.
Je dis alors que le développement

-

ha +1 +2 [ (A, e+ A, ety cosl, y + (B, et 4- B, e=tet) sin 2yl

=1

est celui d’une fonction harmonique presque périodique : la fonction
annoncée.

En effet, deux fonctions formant Loujours un ensemble majorisable,
on peut les approcher uniformément par deux suites de polynomes :

N
¥ (y) = oy +2 N (ALY eost, y 4+ BY sink, y),

n=|

eM(y)= a>+2 r (AR cosh, y 4+ B2 sing, y).
n=1
Formons alorsles polynomes harmoniques trigonométriques suivants:
N

’ N o . .
uN(z, y)y=/lhz+ [+}- PN (A et 4 A, e ) cosh, )

n=1

+ (B; e*" 4 B, e=t7) sinl, )]

Chacun de ces polynomes représente une fonction harmonique
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presque périodigue bornée dans (2, x,) par les valeurs qu’elle prend
aux extrémilés de la bande el gui sont précisément, i cause des rela-
tions (3) o™ et 2. Done, les polynomes «™ (., y) forment une suite
de fonctions harmoniques qui converge uniformément vers /| et f,
pour w=u, cl x=.ur,; ils convergent donc uniformément dans Loute
la bande vers une fonction harmonigue et cette fonction est presque
périodique : cela résulte du théoreme sur fa convergence des suites, ou
bien, si 'on veut, du fait gue la fonction se réduit i deux fonctions
presque périodiques de y aux extrémités de la bande.

Arrivons maintenant au théoréme que nous avions en vuae et que
M. Bohr, pour les fonctions analytiques, appelle théoréme d'unicité
généralisé :

THEORENE. — Soient, dans deux bandes |, b| et | ¢, d | qui ne chevau-
chent puas (c'est-a-dire que l'on a, par cxemple, a« < b < e<d), deux
Jonctions harmoniques presque périodiques u,(x, y) et u,(x, y) qui ont
respectivement dans chacune de ces bandes deux déceloppements formel-
lement identiques : ces fonctions prociennent d’une méme fonction
‘harmonique réguliére et presque périodique dans toute la bande | a, d).

Choisissons dans [a, 0] une droite 2, et dans [e, d] une droite z,
toutes les deux intéricures a chacune des bandes. Formons alors la
fonction harmonique presque périodique dans (2, 2,) qui, aux extré-
mités de la bande, se réduit & u, (@, y) el uy(a,, y); son développe-
menl sera précisément celui qui est commun aux deax fonclions u,
el u, car la détermination de ces coeflicients doit étee faile au moyen
d’équations analogues an systéme (3) et cette détermination se fait
d’une facon univoque : les A et B déterminés de cetie fagon seront
précisément ceux qui sont communs aux deux fonctions. '

La troisieme fonction u(e, ¥) ainsi obtenue a le méme développe-
ment que u, dans (x,, b et par suite, coincide avee celte fonction
dans toute cette bande, done aussi dans tout le domaine d’existence
de u, cL véciproquement @ le domaine d’existence de « est domaine
d’existence de w,5 de méme u(@, y) coincide avec u, dans [ ¢, x,). Par
suite «, el «, sont le prolongement une de Pautre et la fonction u
définic seulement dans (., x,) peul étre prolongée dans [a, d].

Ainsi, étant donnée nne fonction harmonique presque périodique
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.dans une bande, le développement qu’elle y posséde la représente
dans une bande maxima ot elle est presque périodique. En dehors de
cette bande, ou bien la fonction présente des points singuliers, ou bien
devient infinie (') lorsque |y| augmente indéfiniment, ou bien cesse
d’exister; si elle redevient presque périodique c’est avec un dévelop-
pement différent du premier.

34. En vue du probléme de la décomposition, dont nous allous
nous préoccuper maintenant, et de I'étude de la fouction conjuguée
d’une fonction harmonique presque périodique qui fera I'objet du
Chapitre suivanl, nous allons traiter le probléme aux limites ¢qui con-
site & déterminer une fonction harmonique presque périodique bornée
dans un demi-plan et se réduisant a une fonction presque périodique
donnée sur une droite. Nous démontrerons le théoréme suivant :

TheoREME. — Sott

S(y)~A +2 (A, cosh, » + B, sinz, y)
"=\
une fonction presque périodique réelle de la variuble y, il cxiste une
Jonction harmonique presque périodique u(x, v) continue pour x 2o,
réguliére pour x> o0, qui se rédutt a [(y) pourxz=o et reste bornée

(') Nous présentons ici une remarque a propos de cette éventualité,

Soit « une fonction harmonique presque périodique dans [a, b] et dans [¢, d]
{(a<<b<<ec<<d) et qui n'est pas bornée, quoique réguliére, dans (b, ¢). Nous
choisissons deux droites @, et x, intérieures a [«, 6] et 4 {¢, d] et nous cons-
truisons la fonction harmonique presque périodique qui pour £ = x, el & =ua,

se réduit a « (2, y) et « (&4, y), soit u (z, y) cette fonction. Considérons la
différence

U(‘T) )’) = U(ZIJ, }’) - l(((l}, )’),

c’est une fonction harmonique réguliére dans (x4, ;) et nulle pour z = z, et
& = 2y, elle peut donc étre prolongée au dela de ces droites par la méthode des
images et nous voyons que :

U est une fonction harmonique entiére périodique par rapport a4 z et presque
périodique par vapport a y dans des bandes telles que (2,, b] et [¢, x;) : Clest
un exemple d’une telle fonction qu’il suffirait de donner pour prouver la possi~
bilité de I’éventualité dont nous nous occupons.
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dans le demi-plan des x positifs. De plus cette fonction tend unifor-
mément vers A lorsque x augmente indéfiniment et son développement
est donné par

u(z, y)y~A +2 (A, e cos), y + B, g~tnr sin, ).

n=I

Cette fonction, si elle exisle, est unique, car, s'il en existait deux,
leur différence serait harmonique, réguliére pour x> o, continue
pour 2o, nulle pour z = o et bornée dans tout le demi-plan x> o;
on pourrait alors la prolonger par le principe des images dans le demi-
plan & < o et I'on obtiendrait ainsi une fonction harmonique réguliére
dans tout le plan et bornée, donc une constante qui serait nulle puisque
la fonction est précisément nulle pour £ =o0. C’est aussi une consé-
quence de la convexité de M (.r) car cette fonction est bornée quel que
soit x =E trés grand et nulle pour z = o, donc

M (.r)_r')—r&é(—g),
pour & donné on peut prendre % assez grand pour que le deuxiéme
membre de cette inégalité soit aussi faible que l'on veut, par suite
M (x)= o. Que cette fonclion existe est un fait hien connu dont nous
allons donner deux différentes démonstrations :

1> D’aprés le théoréme sur 'approximation des fonctions presque
périodiques, nous pouvons trouver une suite de polynomes
Ntm)
. on(y)=A +>: (ay cosl, y + bi™sinl, y)

n=1

qui converge uniformément vers f(y) lorsque m augmente indéfini-
ment.

Formons la suite de polynomes harmoniques trigonométriques :
N
uplx, y)=A +2 e~ x(al cosh, y + b sind, y)
. n=1\
qui tendent uniformément vers A lorsque # augmente indéfiniment.
D’aprés le théoréme sur la convexité de la borne supérieure de la
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valeur absolue d’une fonction harmonique, on peul écrire :

horne sup. | 1, — tt,,,| = borne sup.|o,, — o, |.
rZ0 —aLy< 4w

[l suit de la que les polynomes u,, tendent uniformément vers une

limite « quand s tend vers P'infini ¢t dans tout le demi-plan x2o0:
c'est la fonction que nous cherchions. Elle tend en effet vers /()
lorsque . tend vers zéro ct vers A lorsque .x: lend vers 4 o¢ puisque u,,
tend lui-méme vers A 5 de plus ¢'est la limite d’une suite de fonctions
harmoniques bornées dans tout le demi-plan et qui tendent uniformé-
ment vers des limites presque périodiques pour x=o et lorsque x
augmente indéfiniment : c'est donc aussi une fonclion harmonique
presque périodique.
" Quant a son développement, il sobtient i partir de la suite des
polynomes u,, par passage a la limile, or a;™ et b} lendenl respecti-
vement vers A, el B, puisque 3, tend vers /(y): c’est donc hien celui
(ue nous avions annoncé.

2* La démonstration que nous donnons ci-dessous est destinée a
préparer les raisonnements du prochain Chapitre

A partir de la fonction” donnée /' (y) formons Uintégrale suivante :

I/{/;
f f()r+)’—/)

Elle a unsens pour loute valenr dex el de v puisque f(+) est
bornée et elle représente une lonction harmonique en.zely, je dis que
pour x > o c'est la fonction u(x, y).

Elle est en effet réguliére pour.:> o el hornée dans tout le
demi-plan z > o par la borne G de la valeur absolue de f(y);
b. Lorsque x tend vers zéro, elle tend vers /' (v) : c’est aussi un fait
bien connu dont la démonstration Lient en quelques lignes.

Par une transformation linéaire évidente, nous avons, en effet :

+ %0

! d
u(:r,y)—f(.)’)z,-lc[ [fzn+y)—f(3)]| =)

vy [+q
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J étant uniformément continue on peut trouver un nombre & tel que
pour |y’ — y|<¢ on ait
() =FN|2e

quel que soit le nombre ¢ donné, désignons alors par v, un nombre
positif tel que
26
TNy

€

A

et choisissons x assez petil pour que
Z Ny < 6-

Partageons alors I'intervalle d’intégration en Lrois autres comme il
suit :

Lo += +n, dn |

w(z, y)=fy)= %3 f_” +fm +f_ /(@ +) =Sy

T n
Dans V'intervalle — v,, 1, on a

|zn| <9,
donc
If(zn+y)—f(r)]<e,
et par suite

[ Real 1!

[ UEn+ =70
v —n

<o
:sa

an
1+ 7?
" dans les deux autres intervalles on a

i - - 2G - d‘f) <£‘
7 ok L+t

p— -—

pour la méme raison

+®

I
_ ;<—5’
T

it

et par suite
lu(‘z‘» .y) —f(y)§3€.

c’est-d-dire que cette différence est plus petite qu'un nombre arbitraire
dés que x est assez petit.

3° Cette fonction est presque périodique. Soit en effet Y une
Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. 37
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presque période de f(y) relativc a ¢, on a

u(w,}'+Y)—u(x,)’)=1_lrf ‘f(y+y)"f(’)'w’—+wT;—n_—)

et de
‘ [f(r+Y)—S(»)|Ze

on conclut immédiatement que
lu(z,y +Y)—u(z,y)|Se;

que cette fonction tend uniformément vers une limite quand x aug-
mente indéfiniment, cela parait plus difficile 4 démontrer au moyen
de cette seule expression.

Du théoréme que nous venons de démontrer, découle immédiatement
la proposition suivante : Si le développement d’une fonction harmo-
nique presque périodique dans une bande [, b] n’a que des exposants
négatifs (positifs), alors la fonction existe el est presque périodique
dans tout le demi-plan [a, ) ((— o, b]) et elle tend uniformément
soit vers une limite, soit vers I'infini lorsque « tend vers + o (— ).

Occupons-nous seulement du cas des exposants tous négatifs et
débarrassons-nous d’abord du terme en 4x + [s'il existe, il restera
alors un développement ne contenant plus que des termes en e~ cosAy
et e=**sin Ly ; soit #, une droite de la bande [«, b], considérons la
fonction u(zx,, y) et formons ainsi que nous venons de le faire la fonc-
tion u, (@, y) qui, pour z,= x,, se réduit a u(x,, y).

Si

L]

2 e (A, cos)\;,‘y + B,sind, y)

n=1

est le développement de u(x, Y) dans [a b], celuide u, dans (x,, + )
sera le méme car ce sera

2 e~ g=hnlx—z) (A, cosh, y + B, sind, y).

ne=1

Les deux fonctions u et u, ont le méme développement dans (x,, b},
elles coincident donc dans cette bande et par suite dans tout leur



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PKBIODIQUES 287

domaine d’existence : c'est-a-dire que u existe et est presque perlodlque
dans [ a, 4 ).

35. Quant & l'allure a 'infini, d’aprés ce que nous avons montré,
la fonction u, (z, y) tend vers zéro lorsque « tend vers D'infini et, par
suite, la fonction d’oll nous sommes partis tend uniformément, soit
vers une constante, soit vers I'infini comme kx.

Nous allons maintenant établir les réciproques de ces propositions
en démontrant le théoréme suivant :

TrEoriME. — Soit u(x, y) une fonction harmonique presque pério-
dique dans [ x,, + ® ], alors trots cas peuvent se présenter :
A. u(z, y) tend vers unc limite finie lorsque x tend vers Uinfini;

B. u(x, y) tend vers Uinfin comme kx;
C. u(z, y) prend toute valeur donnée a lavance;

ils correspondent auzx trois éventualités suivantes :

a. les exposants de u(x, y) sont tous négatifs et il n’y a pas de terme
enx:

B. les exposants sont tous négatifs mais il y a un terme en x;
Y. il y ades exposants positifs.

Nous avons vu que les cas (A) et (B) sont effectivement possibles et
réalisés dans les éventualités (o) et (B), il reste a montrer qu’en dehors
de ces cas, le cas (C), seul, est possible.

Pour cela nous ch0151ssons un nombre M et nous supposons que la
fonction ne prend pas la valeur M dans le demi-plan z >z, : c'est-
a-dire qu’elle restera constamment ou bien supérieure ou bien infé-

rieure & M. Supposons que ce soit la premiére éventualité qui se pré- -
sente, alors on a
: xz(x,y)—MZo (z > z,).

Cela posé, formons la quantité

M,| (1 coshy)[u(z, y)—M]|=kz+I—M= (AT-Fe“—i- %e‘“‘).

Que I'on prenne le signe +- ou le signe — devant cosAy, la quantité
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qui figure sous le signe M, est toujours non négative dans tout le
demi-plan 2 > x,, sa valeur moyennc elle aussi est non négative; or,

s A Y
dans le deuxiéme membre le terme — ¢~ lend vers zéro lorsque

tend vers l'infini, on peut donc choisir & assez grand pour que, ¢ étant
donné, on ait

__ e—)\x
2

<t
et alors, il est nécessaire que I'on ait & partir de cette valeur de

e,

A4 —M— l'ﬂ
2

et cela n’est possible que si, pour toute valeur de %, on a A*=o0. On
montrerait de méme que l'on doil avoir B* =o, par suite la fonc-
tion u(x, y)— Mn’a que des exposants négatifs ct elle tend vers I'in-
fini comme kx ou vers une constante quand « lend vers linfini. Le
cas ol I'on aurait constamment u (@, y)— M <o se traite de la méme
fagon, scul le cas (C) est donc possible et les raisonnements que nous
venons de faire montrent de plus qu'il est effectivement réalisé lorsque,
parmi les exposants, il s’en trouve de positifs. Les trois hypothéses
s’excluant mutuellement, le théoréme est complétement établi.

36. Pour clore ce Chapitre il nous reste a parler d’'un probléme
auquel nous avons déja fait allusion et qui est le suivant :

Etant donnée une fonction presque périodique de y surladroitex =«
et une autre sur la droite x="5b(a<b), on avu qu'il exislait
deux fonctions bornées harmoniques presque périodiques, l'une
dans (a, + «), I'autre dans (— oo, b) et la somme de ces deux fonc-
tions est harmonique presque périodique dans (a, b); si, inversement,
nous nous donnons unc fonction harmonique presque périodique
_ dans (a, b) nous sommes conduits & nous demander si elle est décom-
posable en la somme de deux fonctions de cette sorte (*). '

Retranchant d’abord, si cela est nécessaire, le terme en kx -/, le

(') Pour une fonction harmonique périodique, on sait que cette décomposition
est toujours possible (théoréme de Laurent).
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probléme revient & trouver deux fonctions harmoniques s'annulant
'une pour & — —+ oo, l'autre pour x— —oo. L'une de ces fonctions
n’aura que les exposants négatifs de la fonction dont nous sommes
partis, I'autre que les exposants positifs. Afin de simplifier ’écriture
nous supposerons que a=o ct b=1, cas auquel on peut toujours se
ramener par une Lransformation linéaire sur et y qui conserve les
fonctions harmoniques : une translation et une homothétie.

Soient alors f, et / les fonctions presque périodiques de y auxquelles
se réduit la fonclion que nous nous proposons de décomposer
pourz=o ct =1 : le probléme revient alors & rechercher 'l existe
deux autres fonctions presque périodiques ¢,(y) et o, (y) telles que

d
+ im l+(),t —fo()’)
+ d
P (¥) + = f 9o(¢ )I+(yt =fi(y).

Par addition et soustraction on lire de ces deux équations

, i d
9o(¥) -+ (y)+ ,:tf [90(2) +‘P|(’)]’l—_:'(3,tt7)s =/fo())+ /1))
2N =0 =L | [0 = (0] g = = i)

Nous sommes ainsi conduits a4 I'étude de 'équation intégrale

) e 4
@(.)’)2%[ ®(¢) ,—_i_—('};l-__"[)‘z + (),

pour A=1:E1 et il se trouve que précisément A = -+ 1 est valeur sin-
guliére et c’est méme la plus petite en valeur absolue. Toutes les
valeurs de A supérieures a 1 sont aussi valeurs singuliéres et les solu-
tions quiy correspondent sont de la forme cos(ay + (3), ou @ =logA.
Ce noyau a donc les mémes propriétés que le noyau de M. Picard,
mais son étude est facilitée par la représentation de 'intégrale au
moyen des fonctions harmoniques. Notre intention n’est pas de faire
ici 'étude de I'équation intégrale & laquelle nous sommes arrivés;
mais il nous a paru intéressant de la signaler; nous allons entre-
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prendre le probléme de la réduction par des raisonnements d’un tout
autre ordre. Nous donnons en note quelques indications relatives au
noyau (').

(*) La méthode des approximations successives converge, lorsque /' (y) étant
bornée et continue, A est plus petit que 1 en valeur absolue. Posant, en effet,

o(y)=Sf(y)+1fV(y)+ [ (P) oot RSO () ey

on a
di

I r n—1
S ’(.}’)=1~r>fw° St )(‘)T_T_‘G':T)—g'

Si G est la borne supérieure de | /| on a alors

Lf ]G, e IS 2 G, e

et, par suite, le développement de ¢ converge dés que { 4| << 1.
A partir de f(y) construisons la fonction harmonique « (2, y) qui se réduit
a f(y) pour x = o et est bornée dans le demi-plan 2 >0, on a

SO =, y), Y=, y)=w(ry),
e d
SN y)=u(n,y)= %_[s f(t)n—:!—_*_—%—y_t:z.)_z.

En posant, comme d’habitude,

H

! 1
K(t = ——
y ON= Sy
le n'*™® poyau itéré est
' n

K®(¢, y)= (=0

A =1 est une valeur singuliére a laquelle correspond la fonction fondamen-
tale g =1.

A= —1 n'est pas valeur singuliére, car construisant la fonction «(z, y) a
partir de la solution ¢ de I'équation sans second membre, on en déduit

u(o, y) =—u(1, ),

d'ou, puisque u peut tout aussi bien étre définie par les valeurs qu’elle prend
sur la droite z — 1,

u(x,.}’):—“(x-f'l,)’):U(x+2;)’),

u est harmonique, bornée dans le demi-plan positif et périodique par rapport



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 291
37. Nous allons montrer que si u(w,y) n'est pas décomposable,
u
en tout cas 2% Dest.
ox

Pour cela, dans la bande [a, b] ol u(, y) est définie nous choisis-
sons deux droites intérieures D, et D, d'abscisses d, et d, (d, < d,)
¢t nous rappelons que I'on a dans la bande (d,, d,) :

du 1 (‘[dlogr du i 0 <d|og1 4
Y oz dz ‘oz\ dz K
(r=d,) (r=dy)

dlogr du (dlogr
—:mf[ oz dz "z \ dw >Jdl)

(= x =dy)
Or, lintégrale
1 dlogr
w—>=>dn

2Ty, dx
(r=d,

représente la fonction harmonique qui dans le demi-plan 2 > d, reste
bornée et se réduit & u(d., y) pour x = d,, I'intégrale

1 J [diogr

[ ()

TJ, “ oz \ dx
(r=d)

converge donc également dans Lout un demi-plan et elle est égale 4 la
dérivée par rapport a z de la fonction dont nous venons de parler ou

a z, c’est donc une constante qui doil étre nulle pour que I'on ait
u(z, y)=—u(x+1,y).
% > 1 est aussi valeur singuliére, car pour
9(y)=cos(ay +fp) .
on a, d’aprés la théorie des fonctions harmoniques,

e dt .
) eostar s Byt = slosar 48,

—

il suffit alors de prendre « = log A pour se convaincre que A est valeur singu-
liére.



202 J. FAVARD,
a cette dérivée changée de signe. Rcmarqu‘ops aussi que

dlogr _ dlogr

oz dz ’
" z (x"‘fia)
donc l'intégrale
dlogr dud
an), oz o0z"

aun sens et reste hornée dans tout demi-plan puisque %f-: est bornée
dans [«, b]. Donc l'intégrale

1 dlogr du d (dlogr\"
am D’[ oz d_x—"Tﬁ'( dzx >Jdn

(r=d,) (r=dy)

a un sens dans tout le demi-plan & < d, et y représente une fonction
harmonique bornée, soit U, (x, y), de méme, Pintégrale relative a D,
représente une fonctlon hdrmomque dans le deml-plan x > d,,soit U,
cette fonction changée de signe, nous avons

ou
’de 5“1 +u2,

-

la décomposition est effectuée.

Si « est elle-méme decomposahle en deux fonctions w, el i, on devra
avoir
U= Uy~ Uy,
()u1 duz
oz =W gz =W
Partant d’une fonction harmonique presque périodique, les inté-
grales dont nous avons parlé représentent toules, clles aussi, des fonc-
tions presque périodiques et U, et W, sont presque périodiques.
Si u, et u, sont bornées, alors elles sont aussi presque périodiques;
démontrons-le par exemple pour u,, soit ¥, la fonction conjuguée

de U, définie & une constante prés par — ‘%’ =1¥,, elle est aussi

bornée dans le demi-plan = > d, et nous verrons, dans le Chapitre
suivant, que, dans ce cas, elle est aussi presque périodique; or on a

Y
. u,(x,y):-—f Y, (z, y) dy + fonction de z;
[
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Y
done dire que 1, est bornée équivant i dire ([ll(tf B, (=, y)dy cst
[}

bornée; sous le signe [ figure une fonction presque périodique qui a,
par hypothése une inlégrale bornée, done anssi presque périodique
ety est presque pcmodu[uc sur toute droite,

Remarquons aussi que, si I'on se propose de résoudre le probleme
an moyen des éequations intégrales que nous avons signalées en se pla-
cant sur des droites intéricures a [a, b] el que si 'on trouve des solu-
tions bornées pour ces équations, ces solulions seront presque pério-
diqures @ c’est un résultat qu’il semble difficile de démontrer « priori.

Un criterinm permetlant d’affirmer qm' la .décomposition esl,
possible est le suivant : si les exposants 7, n ut pas zéro pour point
limite, la décomposition est Loujours possible,

Considérons en effet la fonction analylique presque périodique

du ()u
or r)y

ses exposants n'onl pas zéro pour point limite et M. Bohr (I11)
démontré que, dans ce cas, ses intégrales sonl aussi presque pério-
diques 5 en choisissant bien entendu les intégrales qui n’ont pas de
terme constant, on voit que « est la dérivée d’une fonction harmonique
presque périodique, done clle est décomposable.

38. Il nous reste i donner un exemple de fonction harmonique
presque périodique et indécomposable. M. Bohr a déji donné un
exemple de fonction analytique indécomposable, la partic réelle de la
fonction qu'il a construite est aussi indécomposable.

Nous allons donner ici un exemple que nous reprendrons dans le
prochain Chapitre.

Soit la fonction

u(z, y):X [A, (e — e ") cosk, ¥ + B, (% — e ") sind, y],

n=t
ot les 7, sont linéairement indépendants et tendent vers zéroj pour
qu’clle représente une fonction presque périodique dans (—1, +1),

Journ. de Math., tome VI, — Fasc. III, 1927, 38
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il faut que la série

N 1A+ B, []sh,

ne=1

converge, ce qui permel en méme temps d’éerire le signe = an lieu du
signe ~.

Je dis que cette fonction esl indécomposable lorsqne 3[|A,| 4B, ||
diverge.

Si elle I'était, ce serait en effet, en la somme des deux fonclions

@

E e (A, cos b,y 4 B, sink,y)

n=1

et

-z

Z e~"* (A, cos b,y + B, sin), y).

n=1

Mais aucune de ces séries n'est celle d’une fonction presque pério-
dique, car, pour = o elles réduisent toutes deux i

Y. (A, cosd,y + B, sininy)

n=1\

et ce développement ne peat étre celui d’une fonction presque pério-
dique de y que si la série Z[|A,| + |B,|] converge, pnisque les %, sont
linéairement indépendants, et cela est contraire a Phypothese.

CHAPITRE 11,

LES FONCTIONS CONJUGUEES DES FONCTIONS HARMONIQURS PRESQUR PERIODIQUES.

39. Nous arrivons maintenant au probléme qui a donné lieu a ces
recherches el qui est, comme nous I'avons déja dit, de voir si les fonc-
tions harmoniques presque périodiques peavent loujours étre consi-
dérées comme élant la partic réelle des fonctions analytiques presque
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périodigues, nous montrerons qu’il n'en est rien, ce qui justifie les
recherches du précédent Chapitre.

Nous nous occuperons aussi du probléme suivant : une fonction
presque périodique f(y)étant donnée, nous avons formé la fonction har-
monique presque périodique bornée parle demi-planz 2 o et se védui-
sanl & f(y) pour & = o3 nous rechercherons alors dans quelles condi-
tions la fonction conjuguée de cette fonction est presque périodique et
aussi dans quelles conditions la limite de cette fonction, lorsque 2 tend
vers zéro, ¢st presque périodique. Ce probléme est, connne on va le
voir, intimement lié a celui de Pintégration et nous formerons des
exemples des diverses éventualités dont la discussion mettra en évi-
dence la possibilité.

En somme, les problémes que nons allons aborder sont lessuivants:

Soit u(2,y ) unefoncetjon harmonique presque périodique dans[a, b}:

(1) u(r, yy~ha + /+Z [(A; e+ A; e~ )cosh, y
n=1
+ (B er" + B, e ) sink, y].
Le développement de cette fonction est la partie véelle d’un déve-
loppement, purement formel, en s =x + iy.

ks (L k) + 3\ [(A;—iB)) e+ (A7 + iB) e,
n=1

ce développement est-il  celui d’une fonetion analylique presque
périodique dans une bande intéricure & [, 612 11 faut d’abord qu’il
1’y ait pas de terme en 5 dans le développement, mais nous verrons
que cela n'est pas suflisant; dans le cas ol cela a lieu, alors la partie
imaginaive ¢ de la fonction dont nous avons écrit le développement
a le développement suivant :

(2) v(z, yy~h +2 [(A}, e=*— Ay e *=*)sind, y
’ n=t

— (B eln' — B ei—)‘”.") cosh, y I’

el nous montrerons que si ¢(x, y) est presque périodique, elle a effec-
tivement le développement ue nous venons d’écrire.
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Quant au deuxi¢me probléme, il se pose de la fagon suivante :
A partir de )
J()~ At X (A, cosh, y + Bysind, ),

n==1
nous formons

v
u(z, y)nr A0+2 e (A, cosh,y + B, sinl, y);
n=1
alors si la fonction conjugnée v(a, y) de u est presque périodique, elle
aura pour développement

A} ’ Y . . -
v(z, y)y~C ——Z e~'»(A,sind,y —B, cosk, y),
n=1
et le probléme auquel nous nous attacherons surtout sera de recon-
naitre si'le développement

C— Y (A, sint,y — B, cosh, y)

n=1

est celui d’une fonction presque périodique.

40. Soit u(x, y)unc fonction harmonique presque périodique dans
une bande | a, b (ou (a, b)), sa fonction conjugude v(a, y ) est définie
a une constlante prés par les équations

v du, Jdv __ du

dz= 9y’ dy ~ Ox
et elle est réguliére clle aussi dans [a, 6] ou («,b). Au sujet de cette
fonction nous allons démontrer le théoréme que nous avions annoncé
au sujet de son développement.

Tukoreme. — 87 la fonction v (x, y) est presque périodique, le déve-
loppement de u (x, y) ne contient pas de terme en x et le développement
de ¢ estle conjugué de celut de u :

En effet, pour une fonction presque périodique harmonique, telle
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gue v, on doit avoir:
()V

Or nous avons vu que
du|_,
Nogze\ ™

ce (qui néeessite k= o.
Eusuite, d"aprés la propriété de permutation des signes M et d,
on it

,_M)

dx

\ fcoshy | _ de cosky( du cosk‘y‘
)v?sm)\y\ M ox sinZyy =My = ()y sml_y

et ces égalités nous montrent immédiatement que si « a le développe-
ment (1) dans | @, b], ¢ ne saurait en avoir d’autre que (2) si elle est
presque périodique dans une bande intéricure a [a. b]. Si v(x,y) est
presque périodique dans une bande intéricure & |a, b}, elle y est
hornée sur toute droite, or, pour x=a,, on a

v(Zy y)= ‘—’l-‘cly,

(=)

et nous avons vu (n*47) que si f dy est bornée sur une droite inté-
vicare & | a, b, elle est bornée sur toute autre droite de la bande; ; de

u ’ e R . 4 walo @ » o hvac >
plus, 7o Clant presque périodique dans[a, b], son intégrale sur chaque
droite est aussi presque périodique, si elle est bornéesdone o(a, y) est

presque périodique dans [ a, ] dés qu’elle est, ou bien hornée, ou bien
presque périodique sur une droite de Pintéricur.

A1. Quels sont les cas ol on pourra affirmer qu'il en est ainsi ?

Si la série formée formellement converge uniformément, il en sera
bien ainsi. ‘

Dans le cas oli les exposants sont tels que Ze—* converge quel que
soit ¢ posilif, nous avons montré que les termes [ATeE | | BEesir |
étaient plus pelits que ceux d’une série convergente; par suite la série
conjuguée de celle de u seva elle-méme absolument convergente et
représentera la fonction ¢(z, y) conjuguée de .

Nous allons démontrer que, plus généralement, si les exposants %,



298 : J. FAVARD.

n'ont pas zéro pour un de leurs points limites, ¢(x,y) est aussi
presque périodique,

Nous avons vu, en effet, que, dans ces conditions, la fonction est
décomposable en deux autres : I'une définie dans (— =, b] el lautre
dans [a,+x) et il en est de méme de la fonction analytique
de s =a+iy:

SE)= s =i =)+ /()
ol /~(5) est réguliére et presque périodique dans (—=¢,b] et n’a que
des exposants positifs qui n’out pas zéro pour un de leurs points
limites; mais, dans ces conditions, M. Bolr (IH) a démountré

quef:f—(z) ds est bornée et presque périodique elle aussi dans (—ac,b].

Le raisonnement est le méme pour f/+(3) et alors on voil que

u(x‘y)+iv(z,y):f(z)=ff’(z)dz :f[f—(:)+f+(:)]dz

est presque périodique dans[a,b], il est donc nécessaire pour cela
que ¢(z, y) soil aussi presque périodique.

,
Nous citerons également le cas ol I'intégrale f u(z,y)dy est

bornée et par suite presque périodique, sur deux droites de la
bande [«, 6] (et par suite dans toute la bande comme nous allons le
voir). La fonction harmonique

y W
U(w,y>=f u(x,yw-f (x—z)%%s,o)da
0 o .

a pour dérivées partielles : .

(1'] -—u(a- )

ay = 'y Y

U _ [ du " du .

o9r | Iz‘d‘y_ " @(Ev 0)di =v(z, Y)—v¢(x, 0).

,
Or 1a fonction f u(x,y)dy est presque périodique sur deux droites

]

a l'intérieur de la bande; U(x, y) est donc presque périodique
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dans la bande formée par ces deux droites, il en est de méme de ses
dérivées partielles et de ¢(x, y) dans cette méme hande, par suite
dans toute la bande [a,b]. La fonction U a ses dérivées presque

o | o - oU
‘penod:qucs dans [a,b] et par suile bornées, et comme f;y-(/y est

hornée dans une bande, U est bornée dans [a, 6], donc presque pério-
dique et nous avons le résultat que nous avions annoncé concer-

nant fu(x,'y)dy.

42. 11 ne nons reste plus qu’a donner un exemple de fonction indé-
composable dont la fonclion conjuguée n’est pas presque périodique,
car, dans la suile, nous aurons 'occasion de donner des exemples de
ce genre pour les fonctions définies dans un demi-plan.

Reprenons i cet effet lu fonction que nous avons considérée au n° 38 :

' u('”& _}’) =Z (e)~ox~'—'__ e-)"""‘) (An COS)\“‘}’ -+ Bu sin )‘n _,V))
n=t
ol les 7., sont linéairement indépendants et ot la série
z,n Aul+ |Bn|]sh>m
n=1

-converge, alors la fonclion précédente est presque périodique
dans (— 1, -+ 1); nous avons vu qu’elle est indécomposable lorsque

LA +]Bu]]

diverge, mais, dans ces conditions, si sa fonction conjuguée ¢(z, y)
était presque perlodlque on aurait

v(z, y) =Z (e + e~y (A, sin A,y —B,cos), ¥);

n=i

pour x = o ce développement devrait converger absolument, ce qui
est en contradiction avec nos hypothéses.
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43. Venons maintenant au deuxieme probléme : nous donnons
une fonction f(y) presque périodique sur 'axe des y3 nous avons
déja montré qu'il existe une seule fonction harmonique presque
périodique dans le demi-plan positif, uniformément bornée et se rédui-
sant a_f(y) pour x = o.

"Nous avons Lrouvé :

O AR xdt
wan =1 [ 10z
ét si ;
f(}’) ~ A0+2 (A’l COS)‘".}/ + B// Sin)“n,y)v
n=t
alors

u(z, y)yrv A,,-}-Z e")"r"(A,, cosk, y + B,sink, y)

n=1\

si ¢(x, y) esl aussi presque périodique, son développement sera

0(2, )~ C— Y, e (A, sink, y —B, cosh, y),

n=t

oit la constante C est indéLerminée. Nous allons exprimer une fonction
conjuguce an moyen d’une intégrale, ce qui facilitera la discussion et
la recherche des conditions pour que ¢(x, y) soil presque périodique.

Pour cela choisissons un nombre o quelconque posilif et définissons
deux nouvelles fonctions f,(y) et f, (y) par les conditions suivantes :

_{f(y) pour|y|=op,

F =" pour | y|>p;
our Z o,

fily)=; pour 71 - ¢

I f(y)  pour |y|>p.

S =Soly) +fi(r)-

Cela posé, considérons les deux expressions

On a évidemment

+e t—y)dt
vo(x,y)z;'r fo(l)xz(—_*_—(t'y_)—y)g’

—o0

"1(%)’):%/ f:( )[m’(j———)_—%J de.
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La premicre définit une fonction bornée ‘sur Loute droite d’abscisse
ositive, Soit en eflet G ane limite supéricure de | /(¢)], on a :
| . ) :

R Al |t-—-y|dt
) S G 2 (7 12
| vo (2 ‘y')l"ﬂ"/ﬁp 22 (t—y)
Si y est dans Pintervalle — 2, 4 2, on voit que
L Je—y] 2 G -
|p0(1},‘)‘)'£ 1;/ (Tl?‘—ldt‘&"f{ (—-p‘}‘lo).

—_
?

Pour y extérienr i Pintervalle — ¢, ¢, ona

(- G {1, E+e—y)? 1 &+ (p+ 1| j<—p
l“)(‘t’))lz p max ' QIng“+(p+,)')” EIO ‘T2+(.[’_.y)2’ y '> o

T xr

Ensuite cette fonetion est harmonique dans tout  le demi-plan
positif, car clle y a visiblement des dérivées de tous ordres et le
t__.)/ ! . . e g .
noyau IOy est la partie imaginaire de la fonction analy-

. 1
tique —— dont
q — L

”
v

x y e A
—————— est la période réelle.
22 (t—y)
La deuxiénie expression délinit également une fonetion harmonique
dans le demi-plan positif car le noyau est la partie imaginairve de

i 1 3

e TaT it(s— i1y’
et alors, pour | ]2 R, ona:

L—y

S SN 2] R
2 (t—y) !

RUIEE ¢|_|_*l‘_|’

Or, a, v étant donnés, on peut choisir | ¢] de fagon que

R
m<|—a (o<<a<r)

dés que ¢ surpasse une cerlaine valeur, ceci nous montre, puisque f(¢)
est bornée, que Pintégrale qui définit v, (2, v)a un sens; le méme pro-

Jowrn. de Math., tome VI. — Fase. 111, 1927, 39
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cédé montre aussi qu’elle a des dérivées de Lous les ordres, elle est par
suite harmonique puisque le noyau esl.
Montrons que la fonction

v(z, y)=vo(2, y)+ vs(2, )

est 'une des fonctions conjuguées de la fonction u(a;y). .

o . . 1 V4 .
Les foihclions - ot — onl toutes deux pour partie
z— it w(s—1it)

.

, aZ , f . .
réelle IO = par conséquent les fonctions
v e x dt

Uo(w,y)—;(f_n Sol) =
N zdt

w(x, y)= - - S a5 o

ont respectivement pour I'une de leurs conjuguées ¢, el ¢, el d’aulre
part on a évidemment

' SU== Uy Uy ‘
el par suite une fonction conjuguée de u sera

V== Vot ¢y.

Indiquons l’expression suivante de ¢ :

4+
o(, ]‘):%f FIOK(; 2, y)de
avec
. t—y
24 (L —y)?
t—y 1
w’-f—(t—y)?_ t

pour [¢] = o,
K(¢; 2, y)=
pour || >p.

Nous avons déja montré que si ¢ est hornée, elle est aussi presque
périodique et nous avons vu que ¢, est bornée sur toute droite du
demi-plan posilif, par suite; pour que ¢ soil bornée, il faudra que ¢, le
soil et il suffira méme gu’elle le soit sur une seule droite.

4%4. Un cas particulier simple est celui ou la fonction f(¢) a une
dérivée bornée [ce serale cas si, au licu de partir de f(¢), nous partons
de la valeur de u(x,y) pour & positif quelconque], ou méme si la
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sfonction satisfait & une condition de Llpschltz d’ordre a (o lal1);
¢'est-a-dire si 'on peut trouver un nombre 3 et une constante M tels que

|f(t2) = f(t)EM|ta— 4y |2

|6,— ¢4] 28

dés que

Faisant tendre alors ¢ vers zéro on pourra écrire :
o -
I t—y 1
(2 = - )| ——————— — - | dt
v ) ﬂj_, 4 )lx“r(t—y)’ t] ’

en entendant que
- +»
[ = [
L p>o —_—n d

Car, quel que soil z, lnxprosslon que nous avons obtenue préeédem-
ment définit ane fonction C()lljllgll(‘c de u oty d apres les limitations
oblenues pour ¢,(z, y), celle derniére foncllon tend uniformément
vers zéro dans Lout demi-plan & >z, (2, > 0).

Alors, dans ce cas, 'intégrale

é(y)z,‘—rf_” rol -1

existe également (en prenant, au voisinage de t = o et £ =y les valeurs
principales de cetle intégrale comme nous Pavons fait pour v, c’est-
a-dire que, en supposant par exemple y positif, nous posons

(}')——lpl_;':’ [f ¢ fy_ N _M]..

W@ n—sn=2| SO

Or, on a
— ardt
(t=NTz*+ (=77

el cette fonction est bornée sur toute droite du demi-plan positif car

e —s=1 fery)(zia—1)a

=S

(o< pidy,
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mais ~
—[fmp ou 1f+” "Elog<1+‘ﬁ>
) . | nJ, Com p?
et
1 P aMpe
af_p e

La condition nécessaire el suffisante pour ques(x, y) soil bornée dans
le demi-plan des z positifs est done que g(y) le soit également,

Remarquons maintenant qu’étant donné un nombre positif & quel-
conque, on peul trouver les nomhres z el g de fagon a salisfaire a la
fois aux inégalilés

d’on
[o(z, y)—g(¥)|5e

et d’aprés la forme de ces inégalités nous voyons que si clles sont
salisfailes pour une certaine valear de z posilive, elles le seront pour
les valeurs plus petites. Par suite ¢(, y) tend uniformément vers g(y)
lorsque 2 Lend vers zéro. De plus, si g(y) est bornée, elle est presque
périodique, car, sur la droite & que nous avons déterminée par les iné-
galités précédenles, ¢ (x, y) est presque périodique; soit v une de ses
presque périodes relative & &, on aura

lg(y +n)—g(¥)|ilgly +0)—v(r, ¥y +m)l
+lo(x,y+n)—v(z, y)|+|e(x, y) —5(y) ]3¢,

7 esl une presque période de g(y) relative & 3e, nombre arbitraire-
ment petit. ‘
Soit alors

.

v(z,y)y~C —2 et (A, sinl,y — B, cos?, y)

n=I

le développement de ¢, les fonctions presque périodiques de y
auxquelles cette fonction se réduit pour des-valeurs de z qui tendent
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vers zéro, tendent uniformément vers g(y), donc

g(¥)~C ——2‘ (A, sm),,y B, cosk, y).

//_I

Nous appellerons fonction conjugucée g(y) de la fonction f(y), la
limite (définie a une constante pres), s¢ elle existe, de la fonction har-
monique ¢(x, y) lorsque x tend vers zéro.

Le résullal trouvé peut s’énoncer ainsi :

SEfQy) satisfait @ une condition de Lipschitz, la condition nécessaire
et siffisante pour que ¢(x,y) soit presque périodique est que sa fonction
conjuguce g(y) sout elle aussi presque périodique.

¢l
45. Nous signalerons également un aulre cas simple, celui m'lf
g

—
f f( Y 1 existent qui, combiné avec le résultat précédent, nous

fonrnn'a un crilerium nous permettant d’affirmer que la fonction
conjuguée de [(y) esL aussi presque périodique.

Dans les conditions oii nous nous plagons maintenant, les précau-
Lions que nous avons prises pour mellre ¢(z, y) sous forme d’inté-
grale ne sonl plus nécessaires. Nous avons Lrouvé

+ »
@ =x [ SOKE 2y

mais dans ce cas 'intégrale

¥)
/_«, S ):v’+(/ y)’d‘

aun sens el la différence entre cetle fonction de x el y et la fonction ¢

est
“(, 4o
f +f f——(f) dt,
—_— ¢

c’est-d-dire ane constante; alors la deuxiéme intégrale que nous
LY . . . , .
venons d’écrire est aussi une fonction conjuguée de «, c'est celle que
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nous choisirons maintenant el nous écrirons, car il ne peut y avoir
ambiguilé,

o . ¢ — +» t
v(x,y):% f(t):T;T(-i—:(t—i)y)—"’dt:%,f f(t‘{".}’)x'z_i_tzdta

.—‘; “+@»
. ’ 4 y s
Quand les mLegralesf ctf f(l—)(/l auront-clles un sens? Cela
—-— P

arrivera lorsque /(¢) a unc intégrale bornée ou si, plus généralement,
ff(t)dt:o([ L=y (o<<aZli),

el pour cela il est nécessaire que f(¢) ail une valeur moyenne nulle
mais cela n'est- nullement suffisant ainsi que nous le verrons sur des
exemples el nous aurons en méme Lemps le résultal suivant : )

Si petit que soil le nombre posilif «, il est possible de déterminer
des fonclions presque périodiques /() & une valeur moyenne nulle et
telles que leurs intégrales ne restent pas toujours inféricures i |¢)' -*.

Remarquons aussi que nous pouvons loujours suppeser que la
valeur moyenne de /(¢) est nulle; cela revient simplement & retrancher
unc constante a la fonclion u(x, y) cl ccla a un effet semblable
sur ¢(z, y). ,

Plagons-nous donc dans le cas ol v(z, y) peut étre mise sous la
forme précédente et cherchons la condition nécessaire et suffisante
pour qne ¢(z, y) soil bornée. ‘

Posons
: -p v+
ll(y):f—i[f ﬁ‘—tﬂ)du- —-f“7_7),dt] (p>o).
—» 4
Sif L(ti) dt a un scns, il en est de méme dcf'w ﬂ‘_;"?’_)(ﬂ car, en
g . e
posant

F(t):ff(t)dt,

on a

[ Py (EHELU PN IESTEL)
b ¢ o & P
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Or on a vu dans I'Introduction que
t+y

F(t+y)—F()= f(e)de
l .
est presque périodique, Pintégrale du deuxiéne membre de cette éga-
lité a donc un sens et le méme raisonnement montre que

f—pf(“"”(u

4

@ aussi un sens, ce gui |)louvc Pexistence de la fonction Ay ).
Mais la Ionclwn

viz, y)—h(y)

1

:E[f_“'q_ p ft+y)<l T >dt+ f(z+y) ,_H,dz]

esl bornée sur chaque droite > o, car on a

d’oft il suit que

| (2, y)—h(y)L(;ir [<t+£;><n+%:)],

ce (ue nous énoncerons :
At
Lorsque les mtwmlesf VAQ) dt el‘j f( ) diomt un sens, la con-

dition nécessaire et suffisante pour que la fom,llon v(x,y) soil presque
périodique est que A(y) reste bornée.

Cetle dernitre condition est véalisée lorsque f(¢) a une intégrale
bornée, car on a

f‘PF<t+y)d,'+f“F<z+y)d,}+r_sF(y—p)_F(y+p) ,
¢ e 7| p P

/e(y)=-7—'r

— . ¢

Si|F(¢)]<Hona

:zu.\
o=

hy)<
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Nous donnons, dans la suile, un exemple de fonction pour laquelle
h(y) existe sans &tre bornée.

Enfin, si /() satisfait & une condition de Lipschilz, la condition
peul s'énoncer en disanl que

gn=1 _:w&—tﬁ)d‘ [f:'*(f_‘*f)]

. \ . . \
doil étre bornée, car si Pon a pris ¢ < 2, ona

1/”‘. (L+2) g,

T ¢

aMg®
.o

{1

() —g(y) =

—_
i

el I'on démontre, comme dans le numéro précédent, que g(y) est la
limite de o(x lorsque @ tend vers zéro el que celte fonction est
'Y q |
presque périodique si elle est bornée.
Nous donnerons un exemple de fonction pour laquelle /fi(y) est
bornée sans que ¢ soil presque périodique,
fue gy I I q ,
Nous avons vu que A(y) est bornée lorsque f(£) a une intégrale
bornée, nous avons done le résultal suivant :

St une fonction presque périodigue a une intégrale bornée et st elle
satis fait @ une condition de Lipschitz, sa série conjuguée est celle d'une
Jonction presque périodigue.

Si une fonction presque périodique f(y) a une dérivée presque
périodique /'(y), partant de /'(y) on peut refaire les raisonnenments
que nous avons fails, mais une fonction qui satisfait & une condition
de Lipschitz est uniformément continue, par suite si f7(y) satisfait
A une condition de cette nature, clle st aussi presque périodique,
donc :

1 8¢ une fonction presque périodique posséde une dérivée verifiant
une condition de Lipschits, on est condutt a lut attribuer pour fonciion
conjuguce L'intégrale d’une fonction presque périodique ;

2° St une fonction presque périodique a des dérivées bornées jusqu'a
Lordre n (ou st sa dérivée d’ordre n —'1 satlsfait & une condition de
Lipschitz) su fonction conjuguée @ des dérivées presque périodigues
Jusqu'a ordre n — 1 comme lu fonction elle-méme.
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Nous termincrons ici 'étude générale des fonctions conjuguées et
avant de passer aux excemples, nous voulons indicuer un criterium
permettant de reconnaitre si une fonetion presque périodigque a une
intégrale bornée; l'importance de ce cas est mise en évidence par
les considérations précédentes.

46, TugortMe. — Une fonction presque périodique réelle a valeur
moyenne nulle

S(y) NZ (A, cosh, y + B, sind, y),

n=t

dont les exposants 1., n'ont pas séro pour une de’lewrs limites, a une
intégrale presque périodique clle auss,

Formant en effet la fonction harmonique presque périodicgue
dans (0, )

.
u(z, y) NE e~"(A, cos Ay -+ B, sind, y),
n=
nous avons va dans la premicére partic de ce Chapitre qu’elle a pour
conjuguée dans (o, ) une fonclion presque périodidque ; soil

v(z, y)rv —2 e~’"(A, sinl, y — B, cosd, y)
n=1
celle qui tend vers zéro lorsque  Lend vers Tinfini,
D’aprés le résultat de M. Bohr, que nous avons rappelé, plusicurs
fois déja, la fonction analytique

JGE)=u(x,y)+iv(x,y)
a une intégrale presque périodique dans (o, ) soit IF(z), celle qui
s’annule a 'infini

. . aU oV
F(s)=U(z, y)+iV(z, y) (‘—’; :u,d—$:v>
et dont le développement s’obtient par intégration formelle de celui
de f(z) sans introduire de terme constant. Pour « positif donné,
U(z, y) se réduit a une fonction presque périodique de y; d’autre
Journ. de Math., tome VL. — Fasc. I1I, 1g27. 4o
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parl, on a
. U ,,
Uz, y) = U@y, 7) = (@ — 21) 5= (5 )
[E=0r 4+ (1—0)ry; 0 <h(2y, 23, y) <1].
Or puisque
ou_,
oz
on a
()U P s
oz ()6,
donce

lU(xh ,V)—U(xh Y) lglxz—xllGa

el celle inégalité montre que Uz, ¥) tend uniformément vers une
limite lorsque x tend vers zéro, cette limite est done unce fonction
presque périodique qui, ayant le développement limite de celui de U
lorsque & tend vers zéro, a celui qui se déduit de celui de f(y) par
intégration formelle : c’est dire que f(y) a une intégrale presque
périodique.

AT7. Nous domnons ici quelques exemples destinés a illustrer les
différents cas dont la discussion a mis la possibilité en évidence.

. . St .
L. Excemples de fonctions telles que f -/:(?—) dt n'ait pas de sens. —
. ¢
Nous donnerons deux exemples :
Premier cxemple. — Considérons la fonclion presque périodique

définie par la séric absolument convergenle

J :2 (A, cos?, i+ B, sind, ¢t)

n=1

avec

Z { [A,|+]Bn, lg convergente et El;n h=0;
4 ®

n=1

il scra en outre commode de supposcr A, > o et la discussion mettra
en évidence la condition que la séric dont le terme général
est A, |log%,| doit étre divergente.
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T

On a
cosl,,tdl /‘ B, s_m‘},,tdl}
. e

T % T
S, g
[ fRa=3) [ s
P
T Mt .
a cos ! " sin¢ |
Z% / D di+B, R z/!i.

n=1 b

Or, on sail qu’il existe une constante K telle que

2t
" smt

o

.o, “sint ‘ oy .

el que les 1nlc"ralcsf - dt onl un sens, par suite les termes qui
g

proviennent des sinus dans lopcr.nllon que nous faisons convergenl

uniformément vers des limites, ainsi que leur somme, lorsque T

augmenle indéfiniment el Pon pent éerire

N smt sint .
lim B,, ¢ =SB, j sint o — 1, Ll<KS B,
T;,, E LI<K |8, |

= " n=1 n=1

11 reste seulement & s’occuper des lermes en cosinus; puisque les A,

’ 2 . . . . -~ T
tendent vers zéro, on aura, & parlir d’un certain indice n, 4,5 < 3

3
alors
T
iy - K] I T

COSA, L “7cos

T dt=] + cost dt
A - ‘
2 ns m
3

Or, pour les indices n tels que 2, T > g, on peut délerminer une
constante K, indépendante de T et telle ue

E cost
f ———(lt <K;.
T

3

’

. . . - . T 1 e .
Mais, pour ces indices, on a de 2,6 it 3» cost2 5 d’otr 1l suit

i

s cos! 3 1 1 1 T
—-—-dl ~ — J = -log | — -log| — )~
[ > log Top 2]05 ()\”>+ 2|00<3. )

-
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Done, lorsqne
ﬂ rp
AIIP < ‘3‘<_)‘/1 T,

on peut déterminer une conslante K, positive qui dépend senfement

de ¢ et telle que .
cos, L
f N [[>
. L
) . aulres lermes tels ) T ,
Pour les autres lermes tels que A, < 3 on a

f cosh. ¢ 4, _f C—O—Sld1>o,

Infe

logl,,' —K,.

el par suile

ff(t)d,>2 "lo( ) “221\“—“2'“"

n=1 n=1

ot le signe £* indique la sommation faile pour touates les valeurs de n
telles que

o<z % T,

ct, si on fait croitre T indéfiniment, cette somme contiendra un

, . I
nombre de termes de plus en plus grand ct comme la séric A, log()\—>
n

diverge, llntwralcf f (/t augmente indéfiniment avee T.

Cependant cetle f(mcllon a pour conjugnée une fonction presque
périodique

g(t) :—-2 (A, sind, ¢t —B, cosd, t).

=1

Deuxiéme exemple. — Considérons la somme

sint sinat sin3¢ sinmt
Sty = — + —— g e

on sail que 'on a

Ifm(t)léf ey,
0

ceci quels que soient entier m et la valeur de la variable réelle ¢
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Considérons alors la fonction presque périodique représentée par
la séric absolument convergente

7

S()= Z En [ (hmt) (2 [€m] convergente).

m=1

Nous allons montrer qu'il est possible de choisir les 2, de Lelle sorte
(que 'intégrale dont nous nous occupons n’ait pas de sens.

La fonction / élant mise sous la forme d’une série uniformément
convergente, Uintégration peat éire faite terme i terme et Pon a

[ 0= [ Fetln)

m=1

~ ! ln/
S et
m==1 e " T
1 sin2 A 1 [ sinmh,,t
+ - AT K PR UL L
2 p ¢ m p ¢

g

)’abord la fonction ne doit pas avoir d’intégrale bornée c’est-a-dire
4
gJue lil série

N £, [COSAp L  cOS2hp! cosmh,t
Z_n_x( mé mt o m_)

. 1 2? m?

m==1
ne doit pas étre le développement d’une fonction presque périodique,
si alors nous supposons que g, est positif ct que les A, sont linéairement
ind¢épendants afin d’éviter les réductions dans ce développement,
celui-ci ne contient que des termes en cosinus avec des coefficients
positifs; pour étre celui d’une fonction presque périodique il doit con-

verger absolument et, pour que cela n’ait pas lieu il faut que Z;i'-’
m

diverge car

M . i)
: Em 2 Em 1 TR Em
= + ; T+ = T
2 bom ( ln’) < 6 A
mz=]

m=I m—1

De plus, nous allons étre amenés a faire tendre les 2, vers zéro et
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alors, & partir d’un certain indice on aura

smlt
l‘lf 0 s [Tt
o

pour que la limite de l'intégrale n’existe pas il faut que

25,,,<1+ T+ m)

m=1

diverge el nous avons finalement les conditions

[ J .
En>0; E €, cOnverge; E )\—”‘ diverge; E € logm diverge.
m

Pour simplifier encore, nous allons nous arranger de facon qu'il soit
possible de substituer o 4 la limite inférieure ¢ que nous avions primi-
tivement choisic. On a, si toulefois les opérations que nous faisons ont
un sens :

M2 gint g [PhmE smt " hm? int
:2 Em —dt 4 - +
o t 2/, Tt

int
en remarquant que ’5-';"—'<1 ona
4 ”
o<f j—‘—(t—t}dt<p2ml,,,s,,,:
0 m=1 .

pour ue soit légitime ce que nous venons de faire, il suffira que ma,,
soit borné, d’oi la nouvelle condition

mi, <K,

et dans ce cas il est loisible de prendre o pour limite inférieure de I'in-
tégrale au lieu de ¢, c’est ce que nous ferons. Alors Lous les termes qui
figurent dans I'intégrale que nous étudions sont maintenant positifs.

T -
D’autre part f 1';—‘ dt tend vers ;—r lorsque T augmente indéfiniment et
[



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES, 315

I'on peut trouver un nombre @ tel que, pour 2 on ait

T .
f—sltdt>l
° t

et, puisque nous supposons que les A, tendent vers zéro, pour tout
nombre entier M, on peut trouver T tel que A, T > 0 lorsque m<M,
alors on aura

T M M
Q) ( VL §
ju‘ ; dt>2£,,, I+ -zt >Z‘emlogm‘
ms=1| m=

«i grandit au dela de toute limite en vertu de nos hypothéses.
Remarquons que la fonclion f(¢) n’a pas pour conjuguée une fonc-
tion prescque périodique car celle-ci aurait alors pour développement :

2 e/ﬂ(cosl,,,t - cos2 At T cosml,,,t)’

I 2 m

m=t

série en cosinus & cocfficients positifs qui n’est pas absolument conver-
gente, donc ne peutl représenter une fonction presque périodique.

De méme si, & partir de f(¢), nous construisons la fonction u(z,y),
puis la fonction conjuguée ¢ de u, ¢ n’est pas non plus presque pério-
dique, car son développement serait

”
e Nz g, | e cost.,, y +
( ’ y) ”l[ m .y 2 m

e—z).,,,m cos 2 )\ e—m).,,,-l‘ cosm )&
——-_—”LZ +. + " }’ ,

m=t

et cette séric n'est absolument convergente pour aucunc valeur

de & puisque mh,, < K.

L . WAL :
L. Fonctions aintégrale non bornée, telles que f '%) dt ait un scns
P

et @ h(y) bornée. — Nous donnerons encore deux exemples, le premier
d’une fonction telle que non seulement A(y) est bornée mais encore
telle que g(y) est bornée, le deuxiéme d’une fonction telle que A(y)
est bornée sans que g(y) le soit.

Premier exemple. — Fonction a g(y) bornée.



316 J. FAVARD.

Nous prenons la fonction définie par la séric ahsolument conver-
gente

f(t):E(A“ cos, ¢ + B, sinl, (),

ne=1

et ol nous supposons les 7, linéairement indépendants ct tendant vers
zéro lorsque n augmente indéfiniment. Cette fonction a hien une fonc-
tion conjuguée hornée

g(t) = -—-Z(A,, sin’, (— B, cos2, ¢).

=t

n reprenant le calenl fait tout & I'heare & propos du premier
excmple, on voit que la convergence ou la divergence de

[Z'Z(Tt—)dt

est donnée par les termes en

or, comme |cos t| <1, on a

g

’cost T 1
./;’-—t—d6<l0g(3—9 7’;)’

hn

donc si|A,].[logn,| est le terme général d’une série convergente, alors

_[ ARy

a un sens et 1l en est de méme de

f_jl({_)dt.

Pour que /(¢) n’ail pas d’intégrale bornée, il faudra de plus que
q . p 8 ’ plus q

3| |« |2

o
soit divergente; en définitive les conditions & réaliser sont les sui-

A
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vantes :
N {1AL|+1Ba]{  convergente,

2 |A.| < [logd,| convergente,
Un calcul immédiat prouve d'ailleurs que, dans ce cas, g(y) est
hornée et 'on trouve précisément la série conjuguce.

A,
A

B,

divergente.
Aa

Deuxiéme exemple. — h(y) cst borncc mais g(y) n’esl pas prc%qun
périodique.

Il suffit de prendre pour f(y) une fonction périodique dont la fonc-
tion conjuguée n’cst pas conlinue, dans ce cas h(y) est bornée
mais g(y) n’exisle pas; ce sera aussi le cas pour la fonction

S :Z emSm(Ant) (avec £m20} Z £ convergente) ,

m=1

et oit les A, sont tous plus grands qu’une constante X5 dans cc cas la
fonclion a une intégrale bornée, c’est une conséquence du théoréme
qque nous avons démontré 4 cc sujet ou, aussi, du fait que

€
2 <= converge.
. )‘l’l
Si
2 ¢mlogm divergente,
alors

2 €’ng"”(.Alllt)

ne saurait étre le développement d’une fonction presque périodique.

HI. Fonction a f SO oristant et a h(y) non bornée. — Nous

reprenons la fonction dcﬁmc par la série

-z

f(t) :2 €m.fm()*mt)

m=i\

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 111, 1927. 41
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avec
2 |en| convergente

et

Z |em |logm divergente.

Nous sapposons de plus que les |, | forment une suite monotone
ainsi que les [e,|logm el que les z, onl des signes alternés, par
exemple :

>o0 sim=oap+1,
m{ <o si m=a2p,
alors

z ¢nlogm convergente.

Nous avons vu gue, pourve que les 7, tendent assez rapidement
vers zéro, il étail loisible de prendre o au lieu de ¢ pour limite infé-
rieure de I'intégrale dont nous nous occupons.

Or, d’antre part, il est facile de montrer qu’a partir d’une certaine

valear A on a
f .
T sin ¢
n [ty
2 ¢

il est donc possible de trouver une suite monotone de quantité A,
supéricure 4 A et tendant vers I'infini de fagon que

Ané“ﬂ‘

n+41

2

2 ou>a,

<

tende vers zéro :

A,> A, Anii>A,, - limA,= o,

n>»wo
lim A, Y |en] = o,
" s
n+1
et alors si les 2, tendent vers zéro :
A A .
el nrt, lim =2 = e,
An 7-n+l nrx )‘n
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Supposons (ue T tombe entre A ot Auss

on a
I Angy
f f(t)dt.—-z f fm mt)dt
m=1
+5,'_”/ f11+1()\n+ll)dt+ Z huf f,,,()&,,,t)dl
m=un+2
Orona
”l—l m=t
avece
T 4 |Em ( I ' 1
lH”(l)|<2 Aml‘ l+2_2++;n—2>
n=\
[ €m ]
<- 27\'1_ 3AZl€m|<—
=1 m=1
Puis

o [ L2220ms) g,
v

1 ‘ | sin ¢
€ 1 - —dt
<|n+l|< > ﬂ+l)[ 7 d

<K,|epyi|log(n + 1),

“w 'l' kA
' A
2 5///] fL“——‘"(t nt) di| < Z em |”l)\m'l‘-

m=n+2 m=n+:

Nous choisirons maintenant les 2, tels que

(m + '))\m-ﬂ = )‘m'

1 Alllt -
ef St nl) gyl < AL Z eal.

m=n+2 m=n+2

Alors

Finalement on a

f f<‘>d,—gﬁs,,,(.+ ! . ”le) + R, (T)

m=1
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avec

3

K
|Ru(T) < g2 + Kl enaa [108(n +1) + Apsy Y Leals

m=n-+t2

lorsque T augmente indéfiniment il en est de méme de n et &,(T)
tend vers zéro, donc :

A

“f) , m . i
[Tdt—aze,ll ‘+§+“.+E)’

m=1

car la convergence de la séric qui figure au deuxiéme membre est
assurée par la convergence simullanée des deux séries

Z[s,,,| et 25,,,|ogm.

Si la fonction ¢(x,y) était presque périodigque, elle aurait pour
développement

.

i o
y e 2m* cos2 A e—"mx cosmh
v(x,y)NE s,,,(e—/.,..rcosl,,,y-}~ _____2__JL7 .*_.”_‘_____,;____m_y .

m=1

Introduisons encore la condition nouvelle que les A, sont linéaire-
ment indépendants, alors d’aprés le théoréme de M. Bochner (n° 6),
pour toute valeur positive de @, la séric des valeurs absolues des
termes devrait étre bornée; c¢'est-a~dire que, pour y = o, la série sui-
vanle devrait étre convergente :

”

e~hmt e—z'/.,,,::.- e—m’l\m.rr
Dlen(—— e ‘

m

m=1

Or m#,, <K et la série

e Kz I 1
28 1em | l+;+.-.+a

m=1

a termes plus petils serait aussi convergente, ce (ui esl en contradic-
tion avec nos hypothéses.

Par suite ¢(@, y) n'est pas presque périodique et A(y) ne saurait
étre bornée.

-~
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CHAPITRE V.

LES FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES DE TROIS VARIABLES.

Les fonctions presque périodigues
par rapport & la variable s seulement.

48. Nous nous occuperons d’abord des fonctions' harmoniques
presque périodiques par rapport i la variable 5 seulement, et nous les
supposons définies dans un cylindre borné D 4 génératrices paralléles
aPaxe des 5 limité par une surface dont la trace sur le plan des xy
est un contour () form¢ par une ou plusicurs courbes fermées.

Nous dirons d’une fonction qu’clle posséde une certaine propriété
daus le eylindre (D) lorsqu’elle Ia posséde a l'intérieur de D; nous
dirons qu’elle posséde une propriéié dans le cylindre [D ] lorsqu’elle la
posséde dans tout eylindre (D) intéricur a D et tel que la distance de
tout point de D, & la surface de D soit au moins égale a d, el ceci quel
ue soil d.

Nous adopterons la définition suivante :

Définition. — LUine fonction harmonique u(x,y, s) régulicre dans
un cylindre (D) sera dite presque périodique dans ce cylindre si 4
tout nombre z posilif donné, mais aussi petit que 'on veut, correspond
une longueur {(¢) telle que tout intervalle de longueur I sur I'axe
des z conticnne au moins une presque périodc { relative 4 ¢ et & la
fonction « dans tout le cylindre (D) : c’est-a-dire que dans (D) on

doit avoir
I u(w,y, s+ 8)—u(x, y, 5)|§5

Nous dirons qu'une fonction est presque périodique dans [D] si,
quel que soit d, elle est presque périodique dans (D,).

Toute fonction harmonique périodique dans (D) y est aussi presque
périodique, en particulier les fonctions

Ay(z, y)coshz et By(z, y)sindz,
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ot A et B sont des solutions de P'équation (1) (n* 13) réguliéres

dans (C):
(1 AU(z, y)=2U(x, y).

Les mémes proposilions que nouns avons démontrées, dans le cas
de deux variables, peuvent &tre étendues icei el les démonstrations sont
les mémes 3 Loutefois nous ne possédons pas de théortme analogue au
théoréme de Doetseh ¢ il nous sera par suite impossible de démontrer
qu'une fonction harmonique bornée dans | D] et presgue périodigue
dans un eylindree (D) intéricur au premier est aussi presque pério-

dique dans [D].

Tukorkme V. — Toute fonction harmonique presque périodique en 3
dans un cylindre | )| y est bornée : ¢'est-a-dive qu'a tout cylindre Dy
intérieur a | D | i correspond un nombre K (dy tel que Con ait dans(D,)

|u(z, y, )| K(d).

Le raisonnement se fait comme dans le cas de deux variables en
choisissant ¢ =1 ¢t en appliquant le principe de fa non-existence du
maximuin, :

Considérons ensuite la fonction dans un cylindre (1,.5); on a vu
que, dans ce cylindre, les dérivées. de la fonction étaient bornées en

3K : S
valeur absolue par fa quantité =« = parsuite = toute fonction” harmo-

nique presque périodigue en 3 dans un cylindre [ D]y est aniformé-
ment conlinue.

TutoriMe 1. — Soit u(x, y, 3) une fonction harmonique réguliére et
bornée dans le cylindre (D), st cette fonction se réduit @ une fonetion
presque périodique sur la surface de (D), clle est presque périodique
dans tout le cylindre.

Prenons d’abord le cas ou le contour (C) se réduit & une seule
courbe fermée el soit s une abscisse curviligne sur ce contour, alors,
sur (C), u(z, y, 5)se réduil d une fonclion u(s; s) que nous supposons
presque périodique en s : ¢’est dire yu’on peut trouver des presque’
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périodes  relatives i tout nombre & et telles (que, pour les s
[te(s; s+8)—u(s;s)]| "¢

mais la fonclion harmonique
u{x, ¥, s +§)—u(x, y, s)

est bornée dans (D), done la limitation précédente vaut dans Lout
Pintéricur.

Sapposons maintenant que e contour (C) se compose de plusieurs
courhes fermées en vombre fini < (¢)), (,),..., (¢,); sur ces contours
la fonction u se réduit i n fonctions : w(s, 5 3), u($253), ..., #($,33)
el nous avons vu qu'il est possible de trouver des presque périodes
relatives & Lout nombre e, communes i ces n fonctions; le théoréme
est done également vrai dans ce cas.

Tukoreme . — La somme d’un nombre [ini de fonctions harmo-
niques presque pértodiques en s dans un cylindre | 1) | est encore presque
periodique: la fonction limile d’unc suile de fonctions harmoniques
presque périodiques en s dans || et uniformément concergente est
encore presque périodique en s dans | D]. ‘

Deux fonetions u, el u,, par exemple, sur la surface d’un
cylindre (D), se réduisent & deux Tonclions w,(s33) et w,y(s53)
prescue périodiques par rapport & 3 leur somme est aussi presque
périodicque en s el nous sommes ramendés an théoréme précédent.

Yar suile Lonle fonction de la forme

N

u(zx, y, s) :Z[A}"'(";’ y)cosh,s + By (z, y)sind,z],

n=1
on les A et les B sont des fonctions réguli¢res dans (C) et telles gue

A,

Y

I B, =~ " B,

est une fonctmn presque périodique:
Pour la fonction limite d’une  suite de fonctmns harmoniques
presque périodiques uniformément convergente, la démonstration est
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tout a fait la méme que celle que nous avons donnée dans le cas de
deux variables, en utilisant ici, bien entendu, 'extension du théoréme
de Harnack donnée dans le cas de trois variables.

Donc, toute séric uniformément convergente dans un cylindre [D ]
et de la forme

»

2 [Asw.(z, y)cosr, 5+ B; (=, y)sind, 5]

n=1
représente une fonetion presque périodique dans ce cylindre.

Tukoreme V. — Les dérivées particlles d’une fonction harmonigque
presque périodique en z dans| 1) | sont aussi presque périodiques dans| D ].

. , . du
IFaisons par exemple la démonstration pour —-
dx

Dans le cylindre (D,,,) cetie dérivée a pour expression (n° 19) :
W TC 4T
3%‘ = [”3:—,/ f usin®f cos ¢ d do,
0 [

du(z,y. s +8) du(z y,5)
dx dx

i 27T
=7&%‘f f [u(z + rsinfcosg, y + rsinfsing, & + £ + 7 cosf)
o Yo

— u(x~+ rsinfcose, y + rsindsing, z + rcosf)]
X sin?6 cos ¢ df dg.

d’on

Si Ton choisit { presque période de « dans (D,) relativement
.3
4 = re, on aura

2

du(x,y, s -,-;)_du(x, ¥, 3)
oz ox

e

ce qui démontre le théoréme.

Le développement des fonctions harmoniques de trois variables
presque périodiques par rapport 4 la seule variable z.

49. Ainsi que nousI’avons fait pourles fonctions de deux variables,
nous allons chercher pour les fonctions dont nous venonsde parler un
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développement de la forme

wu(z, y, sy~ A0+2 [A;, (2, y)cosh,s + By, (w, y)sind,z]

=y
avee
(n AAo(x,y):u,
A, Ay
" ‘2 n
(h A% ”/,,—)"t B,

el avee unicité comme nous Pavons expliqué a propos des fonctions
de deux variables, o

Sur Loute droite (2, y) intéricure an cylindre [D] oi la fonction
est détinie, la fonction « se réduil & une fonction presque périodique
de la seale variable s et, grace i la continuité uniforme de « dans | D],
Pensemble de ces fonctions d’une variable est majorisable, done une
suite sculement dénombrable d’exposants A, sera néeessaire pour le
développement de ces diverses fonctions et les coefficients de ces expo-
sants satisferont i Péquation (11) ainsi que tous allons le montrer.

Nous avons déja montré (n® 23) que A, est une fonction harmo-
nique de 2 et de y; cherchons la forme du coefticient de cos &s.

Pour cela choisissons un cylindre (@) intéviear a [D] et limité par
un contour (€) et appliquons la formule de Green & la fone-
tion u(ax, y, s)cosns et a la fonction g(nl%, n5 2, v) relative au
point (£, 7) et a (€) a Pintéricur du evlindre limité par les deox
plans s = o et 3 =7, par la surface du cylindre (@) et par la surface
d'un cylindre de révolution (r), de rayon teés petit r, autour de la
droite (£, ;) COMME axe.

On a
// +j f [u'coslzd—g -—gd———(u coshs) da
W) ) dn dn .

+/f/ g d(usm} 5)dV =o.
(i«))—(/) J

Occupons-nous d’abord de Pintégrale triple, on a, puisque g ne
dépend pas de =z

jjf 213——(usm7\ ydvV = ff 2hg w(w, y, Lysinhl dx dy.
() —tr 03 (C)—r)

Journ de Math., tome VI. — Fasc. III, 1g27. 42
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Soient: §.(r) une limite supérieure du module de g et G celle de u
dans le domaine oli nous opérons, on a évidemment en désignant
par 8 I'aire de (C)

ff[. zlgf)j(usin)\z)de_:eM,’(r)GIS.
U )~ (r) ¥

Lorsque I'on fera tendre r vers zéro il w’en résultera aucune diffi-
culté car, dans le cylindre (7), on a

I
= log; -+ gy,

.
et par suite I'intégrale triple reste bornée; alors, lorsque nous ferons
croitre 5 indéfiniment, la valeur moyenne de celle intégrale sera nulle
et Pon a par suvite

lim 5 % jf [ucos} — d(ucosl»)]
2> L (®) an
d(ucoshz) _
+fj lucoe).,——--— Tl ai_o.

Or, sur la surface de (), on a

do =dsdz

et sur celle de (7)
da=rdbds,

en remarquant tout de suile que g = o sur le contour (€) et effecluant
d’abord T'intégration par rapport & 3, puis passant a la limite comme
nous "avons déja fait aun® 23 :

M,‘ucosl = Mz tcoshs du rdo.
© ! el

-Passant ensuite & la limite pour r=o, il vienl :
M~‘“(.E 0 z)cos)\z ::-i— M, ‘ucosl i-‘zgds
”I ’ ! 27 (e) ”‘ } dﬂ ’

et celle relalion nous montre que la valeur moyennede u(x,y,5)cos)z,
sur chaque droite (z, y) intérieure a (M), est une fonctiondex et dey
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qui satisfait a l’équation (II). Le raisonnement peut étre conduit de
la méme fagon pour M, {usinas}, et si 'on pose

M;) ucoshs | = - A;(x )

M,,, usinhz | :%B;(a‘,)’),

on voit que la fonclion « est susceptible d’un développement tel que
celul que nous avions annoncdé.

50. Sar Chd([ll(‘ droite (i, y)onalethéoréme Ionddmcntdl el I'éga-
lité de Parseval s’éerit ici :

M.jut(@, y, 3)| = A}(2, y) + > 2.A..<x ¥) +BL(z, )l

de L le théoréme d'unicilé :

THEOREME D'uNicITE. — ST dewr fonctions harmoniques des trois va-
riables x, y, 3, presque périodiques en s dans un cylindre [D] ont le
méme développement, elles sont identiques.

Elles coincident, en effet, sur chaque droite (£, y) de l'intérieur.

Le développement de la somme de plusieurs fonctions s’obtient par
addition formelle des développements; le développement de la limite
d’une suitc uniformément convergente s'obtient par un passage a la
limite formel; les développements des dérivées partielles s'obtiennent
par dérivation formelle grice aux régles signalées de permutation des
signes d et M.

Nous avons vu que I'ensemble des fonctions de = auxquelles « se
réduit lorsqu’on fixe & et y est majorisable dans le cylindre [D], par
suite on peut approcher simultanément et uniformément ces fonctions
par des polynomes de la forme ‘

N

A, +2 rv, (A, cosk, s + By sink,s), -

n=1

et nous obtenons la proposition :
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THEOREME n’APPROXIMATION. — La condition nicessaire et siffisante
pour qu’une fonction harmonique borndée dans un cylindre [D)] y soit
aussi presque périodique par rapport a s est que I'on puisse Uapprocher
uniformément dans tout cylindre intérieur au premier par des polynomes

de la forme
. N

Ao+ 2 (A, €osh, 5 + b, sink,z),

n=|I

ofi les b et les wy satisfont a Péquation (11 )ol sont régulicres dans (©).

Nous venons de voir que la condilion est nécessaire, elle st aussi
suffisante, d’apres la proposition sur la limite d’ane suite de fonctions
uniformément convergente telles (que celles que nous venons d’éerive.

Les cas de convergence du développement sont les mémes que pour
les fonctions d'une variable : cenx ot 'on peul conclure & la conver-
gence absoluc; c’est, par exemple, le cas o les 2, sont linéairement
indépendants; ce sera aussi le cas ot les 7, possédent un exposant de
convergence p; car, puisque les dérivées de 2 sont aussi presque pério-
diques, si I'on désigne par M, une limite supéricure dela valeur absolue

dru . . . .
de 5 dans un cylindre intéricur & [D] on a évidemment

‘ w(coshs 2 AL
IM’Q :"f inl.z 2 23, Mo
d'on
TA]
IB,\]: )\
et

PRERES A

n=|

En particulier le développement d’ane fonction périodique en s el
harmonique dans [D] y converge absolument.

Remarquons enfin que la convergence du développement sur la
surface d’un cylindre entraine sa convergence a 'intéricur, car alors, a
toul ¢ donné, correspond un nombre N tel que, sur la surface du
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cylindre on ait

w(z, y, 3)— A‘,——E(A‘,‘" cosh, s+ B, sind,z)| e,

n=i

mais la fonction que nous venons d’écrire est bornée, parce que
prescue périodique, sa valenr absolue est moindre que z sur la surface
du cylindre, done aussi a Uintéricur.

81. Au sujel de ces fonclions nous allons encore résoudre le pro-
hleme anx limites suivant

THEOREME. — Sur la surface d'un cylindre (D) on donne une suite
majorisable de fonctions presque périodiques en s : u(sy 3); alors, st le
probleme de Dirichlet, pour Uéquation (1), peut étre résolu pour la
base (C) du cylindre (D) et pour les fonctions qui figurent dans la
démonstration, il cxiste une fonction harmonique presque périodique
en = :u(x, y, ), régulicre dans (D) et qui se réduit & u(s; 3) sur
la surface.

Soil en eflel

u(s; z) o Ay(s) +2[A;,,,(.9) cosh, s + By, (s)sind,s]

n=t

la suile majorisable donnée; ces fonctions peuvent étre approchées
aniformément par des polynomes

N
P (s;3)=Ay(5) +z ri Ay, (s)cosk,z + B, (s)sind,z].

n=1

Construisons maintenant les fonctions A; (z, y) el B, (x, y) régu-
lieres dans (C) el se réduisant sur le contour aux fonctions A, (s)
et B, (s) et considérons les polynomes

N

Pu(2, 7, 3) = Ag(#, ) + 3, PV [ AL, (2, ) c0shy3 + By (, y) sink,s];

n=.
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ce sont des fonctions harmonicues presque périodiques qui se réduisent
ap \(.s, 3) sur la surface du cylindre (D) or, dés que n, el n, sont
supérieurs 4 un certain nombre N, on a

| Pa, (85 5) — Py, (s; 3)] Z¢,
et par snite aussi dans (D)
| Pn,(xa yy 3) - P,,’(JL‘, ya :) ‘ ( €

la snite Py (z, y, 5) converge donc nniformément dans (D) vers une
fonclion harmonique presque périodique en 3

Les fonctions harmoniques presgque périodiques
par rapport 4 deux des variables : z et y.

82. Définition. — Une fonction harmonique u(z, y, 3), régu-
liere dans une bande limilée par deux plans paralléles a celui
des xy(35,<35<3,), sera dite presque périodique par rapporl aux
deux variables & et y si, & tout ¢ posilif donné, on peut faire corres-
pondre une longueur /(¢) telle gne, dans ane bande intéricure a Ia
premiére, et dans tout carré de cotés paralléles aux axes des 2 el des y
et de longueur /, il existe au moins un point Z, 7 tel que l'on ait

lu(z+& y+mn,z)—u(z, ¥, 5)[le

dans toute la bande intéricure choisie.

Pour chaque valeur de 3, la fonction « se réduit 4 une fonction
presque périodique des denx variables x el y et est susceptible d’un
développement de la forme

(@, y, 5) v Aa(3) + 3y D Apa(3) etmmtbar (1] || >0).
m=1 n=t

Cetle fois, nous conservons le développement sous la forme imagi-
naire qui est plus simple que le développement complet en termes
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réels qui exigerait de longues écritures, mais, bien entendu, les expo-
sants A et u peuvent étre positifs ou négatifs.

Tous les théorémes précédemment démontrés sont valables pour ces
fonctions. Toule fonction harmonique presque périodique par rapport
aux deux variables et y et dans une bande [s,, 5, ]y est bornée et
uniformément continue, ses dérivées particlles y sont elles-mémes
presque périodiques; la somme de plusieurs fonctions, la limite d’une
suite uniformément convergente de telles fonctions, est encore harmo-
nique presque périodiques toute fonction harmonique réguliére et
bornée dans une bande (s, 5.) qui se réduit & une fonction presque
périodique des deux variables & et y pour s =3, cl 5 =173, esl presque
périodique dans toute la bande. :

Les démonstralions sont les mémes que dans le cas précédent, nous
n’insisterons pas et nous allons nous attacher & la délermination des
fouctions A, ,(5).

Pour A,(5) qui est la valeur moyenne de la fonction par rapport
a z el y, nous avons déja montré (n” 22) que

Ay(B)Y=ks+ L.

Pour la rechierche des autres fonctioris, il ne sera pas nécessaire ici
de prendre antant de précantions que dans le cas du cylindre, il nous
suffiva d’appliquer la formule de Green aux deux fonctions « et
e-VR+ps-de-iy dans un parallélépipede rectangle limité par les deux
plans 5 et 5" et donl la base sur un plan paralléle & oy sera un carré de
cOtés paralleles aux axes des x et des y et de longueur L et dont un
sommet scra sur 'axe des 5.

On trouve, par passage a la limite, comme dans le cas de deux
variables, '

tim gz f | VT = G | et dy = hr PR

¢'est-a-dire

M,,

(u Vi 2 ) pa— % o AT T g el
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On trouve de méme, par application de la formule de Green dans
)
le méme domaine aux fonctions u ¢l ¢Verws—na—my,

Mxy% ( Y %‘i) ety } — A~y Vs,

d’ol, par addition,

Mw)'% u e—ihv—ipy % — A+ e\//,"+pﬂ; + A- c—s/).*+g":,

ot A+ el A~ sont des qu.mht(‘s gui dépendent seulement de 7 et de w,
par suile
A wn(3) = A n eVhh - AZn e“/7'3'l+l‘-;2-=’

el nous arrivons ainsi & un développement de la fonction (ui nous
permet, comme tout i lheure, d’¢labliv les régles de caleal formel el
de démontrer un théoréme d’unicité et un théoréme d’approxima-
tion.

83. Nous terminerous en vésolvant, pour ces fonetions, deux pro-
blémes aux limites, 'un d’eux nous fournira, comme corollaire, le
théoréme d'unicité généralisc.

Tutortme |. — Sur les dewx plans z =3z, ¢t z =13z, on donne deux
Jonctions presque périodiques des dewx variables x ety : il existe une
Sfonction harmonique presque périodique des deux variables x ety, régu-
liere dans (s,, 5,) et se réduisant aux deur fonctions données aux
limites de cette bande.

Comme nous l'avons fait dans le cas de deax variables, nous
déterminons d’abord les constantes &, [, A* ¢l A~ par les équations
suivantes ot A® désignent les cocllicients des fonctions données
pours=3;:

kai+l=AD  (i=1,2),

Am ne \/’m*‘l‘mw_*_ A'—n " e—\/"m’*‘l’nv:—— ("’l)" ([ =1, 2),



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 333

et nous formons le développement

ko £
ks +1 +2 2 I-A/A}':.n c\/'l- L -+ A;z,n e—‘/)'?""-M;J ei).m.'r:+ip.,,y,

m=1 n=|\

c’est celui de la fonetion cherchée.
En effet, les deux fonctions que nous avons données peuvent étre
approchées simultanément et uniformément par une suite de polynonies

de la forme
M N

Pia(z, ) = AP+ X 3 rIDAR, ednrrivr,
m=1 .-n=1

Alors les polynomes

Pyx(x,y,5) = ks + t+z Z il Az, Ao /P8 A e VPIPEs | glim+ivay

m=1 n=1

sont des fonctions harmoniques presque périodiques par rapport aux
deux variables x et y. D autre [)cl[‘l, par hypothése, on peut trouver
‘deux nombres M et N tels que

!l);lll)“ll.(‘z‘) J’)—Pf,'z),,u,(x,.}’)fii (i=1, 2),
dés que
. n
zM, '2N,
m, n,
et alors on aura, dans toute la bande (3, z.),

IPm‘,n,(‘r’ .}/) 5) - pm,,u,(xa }’, z)]is.

Done les polynomes Py (2, y, =) tendent uniformément vers une
limite dans cette bande : vers la fonction harmonique presque pério-
dique annoncée.

La généralisation du théoréme de Lindelof que nous avons donnée
montre de plus que c’est la scule fonction harmonique bornée régu-
liére dans (z,, z,) et se réduisant aux fonctions données pour 5 = 3,

Ce théoréme va nous donner le théoréme d’unicité généralisé.
Journ. de Math.. tome VI. — Fasc. III, 1927. 43
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THEOREME D'UNICITE GENERALISE. — Sotent w, et u, deux fonctions har-
moniques presque périodiques par rapport aux deux variables x ety dans
deux bandes qui n'empiéctent pas Uune sur Uautre [a, b] et [c, d]
(a b e d), et qui ont respectivement dans. chacune de ces bandes
le méme développement (cela veutdire les mémes valeurs de k, I, A+, B+,
A=, B™), alors ces fonctions sont le prolongement Uune de Uautre et pro-
vtennent d’une méme fonction presque périodique dans [a, d] avec le
développement commun.

Choisissant en effet deux valeurs de z, o el  telles que : « < a < b
et ¢ < B d, u, et u, se réduisent respectivement pour s =w el 5 =73
& deux fonctions presque périodiques des deux variables x et y. IFor-
mons alors la fonction « qui'se réduit 4 celles-ci pour s=2a et z=13
el qui est harmonique presque périodique dans (2, 3); les constantes £, /,
A+, A-, B, B~ que I'on déterminera ainsi sont précisément celles cui
sont communes aux deux fonctions «, et «,. Dans (2, b)les deux fone-
tions u, et u ont le méme développement, donc elles y coincident et
par suile elles coincident partout; de méme les fonctions s, et « coin-
cident dans [¢, p], donc partout, donc les fonctions u, et u, sont les
mémes et le développement est valable dans toute la bande [, d].

Tutoreme II. — Dans le plan z = o, on donne une fonction f(zx, y)
presque-périodiqne par rapport aux deux variables x et y; Ul existe une
fonction harmonique réguli¢re et bornée pour z > o, tendant vers f(x,y)
lorsque 5 tend vers zéro et vers une limite lorsque s tend vers Uinfini.

Soit en effel

| f(.z', y) ~ Ao—i-ﬁ i Am,n ei).m1+ip”_y~

m=t n=1

la fonction donnée, formons le développement

\
o o
N — 73 2 N
u(z, y, sy v A+ 2‘ 2 Ay eV mthn s T ey
m=1 n=1

je dis que c’est celui d’une fonction harmonique presque périodique.
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(¥

Formons en effet une suite de polynomes d’approximation de

VACHD

M N

PM,N(x, y) frasma Ao —t= 2 2 "(I)!ﬁt) A mn ei'/.m.v;-»-ip..,y

m=1 n=Ii
et la suite de fonctions harmoniques.

M N
Z N VIR APE Syt :
PM'N(x’ ‘)/’ 5) — 1\0 —+ 2 r’;k?) A”l,” e /ﬂm‘l’p'n Fi T4 lhny .

m=1 n=1\

Pour 5 =0, Pyy(x, y, 5) seréduil a Pyx(z,y) quitend vers f(z,y)
lorsque M el N augmentent indéfiniment et lorsque z augmente indé-
finiment Py y(2, ¥, 3) tend uniformément vers A,.

Or, on peul trouver un couple de nombres M et N tels (que

I Pm.,m(xa J’)— Pm,,/h.-('rv .7) | gsv
dés que

Mais, la fonction
Pm',n.(xv .)" 5) - Pm,,n:(xv )', :)

<

augmente indéfiniment; donc, on a aussi, dans lout ledemi-espaces > o,
grice & la convexilé de la borne supérieare de la valeur absolue,

est bornée dans le demi-espace >0 et tend vers zéro lorsque 3

Ipm.,m(x7 Y, 5)—Pm,,n,(xv Y z)li;e.

Par conséquent les polynomes Py «(, y, 5) tendent vers une fonc-
tion harmonique «(z, y, =) presque périodique par rapport aux deux
variables x et y et qui, elle-méme, tend vers f(x, y)lorsque = tend vers
zéro; son développement s'obtient a partir de ceux de Py (z, y, 5),
par passage & la limite; c’est celui que nous avons écrit plus haut.

Cette fonction est la seule fonction harmonique réguliére et bornée
dans le demi-espace = > o et qui tend vers f(z, y) lorsque = tend
vers zéro, comme dans le cas de deux variables, ce fait est une consé-
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quence du principe des images ou de la convexilé dela fonction I (3).
Les résultats précédents s’obtliennent aussi en partant de 'expression
Le Itats précédents s’oht t tantdel’

de u sous forme d’intégrale

-~

1 '+ ‘+=° § s )
u(®, y, “"";?:f, | fem) - dt di.

[(z —E)*+ (y — )2+ 522



