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SUR UNE SUITE DOUBLE DE POLYNOMES. 381

Sur une suite double de polynomes lide & la représentation
conforme des aires planes simplement connexes ;

Par Gaston JULIA.

1. L’aireD dont on s’occupera ici sera supposée bornée; clle contient
lorigine O du plan 5. On considére parmi tous les polynomes P,.
de degré n, normaux en O (*), celui pourlequel la moyenne d’ordre p
dans D de la valeur absoluc est minimum, c’est-a-dire pour lequel

ff[ P.lPds est minimum (ds=dxdy ecst I'élément d’aire de D).
D

On démontre que ce polynome minimant est unique, on appellell, .
On pose

1

, p
M,,,,,:f/ i, "do et Pon p= [;l'.M,,,p
Jp B

}

%, est la moyenne d'ordre p de [IL,,|. On se propose d’étudier ici
la suite double des 11, , dépendant des deux indices n, p. L'indice n est
évidemment entier. L'indice p21 est, « priori, quelconque; on recon-
naitra ais¢ment que les raisonnements qui vont suivre, et dans lesquels
nous supposons pour simplifier, p entier positif, seraient valables
pour p 21 mais par ailleurs quelconque.

I’existence du polynome II,, ,, correspondant a deux indices n et p
donnés est établie au Chapitre I35 on y établit aussi que ce polynome
est unique. Au Chapitre II on étudie d'abord comment varie I, ,

(1) Clest-a-dire tels que Pp(0) =0, Pj(0)=1.
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lorsque n varie p restant fixe et I'on montre que

limll, = f,(5) = /()L f ()}

=

JS(3) étant la fonction normale en O, qui fournit la représentation
conforme de D sur un cercle |Z| < p; laconvergence dell, , vers f,(3)
est d’ailleurs uniforme dans tout domaine intérieur 4 D. Pour établir
ces résultats on se sert d’'un lemme intéressant en lui-méme et qui peut
servir d’ailleurs a bien d’autres applications : sz une famille de fone-
“tions u (3) holomorphes dans D, est telle que les moyennes d’ordre quel-
conque p21 des |u| dans D sont bornées supérieurement par un méme
nombre M, alors les maxima des | 1| dans tout domaine A intérieur ¢ D
- sont bornés supérieurement par un méme nombre M(4, M) dépendant
seulement de A et de M.

On étudie ensuite comment varie Il, , quand p augmente indéfini-
ment, n restant fixe; 'on montre que

!‘i_nlﬂ,,,,,(z) = [I.(3),

Le polynome II,(5), normal en O, étant celui que j'ai étudié en détail
dans un précédent Mémoire [A. E. N. S., 1927. Développement en
série de polynomes de la fonction f(z) qui fournit la représentation
conforme sur un cercle d'un domaine borné simplement connexe.
La convergence précédente est uniforme dans tout domaine borné du
plan 3. Pour la démontrer, on fait usage de la proposition suivante
qui me parait nounvelle aussi : Pour toute famille de fonctions Q(z)
holomorphes dans D, uniformément bornées dans D ('), également
continues dans D + F (F frontiére de D), la différence entre le mazimum
de | Q| dans D+ F et la moyenne d’ordre p de | Q| dans D tend vers
36ro avec = et uniformérent quelle que soit la fonction Q choisie dans
la famille. Au Chapitre III on étudie la variation simultanée des
deux indices n et p et 'on prouve que

lim I, ,(2)=f(3);

n=ow p=w

(1) Clest-a-dire | Q| < M dans D, M ne dépendant pas de la fonction Q choisie dans
la lamille.
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n et p devenant infinis indépendamment l'un de l'autre. Si l'on
remarque que la détermination des coefficients de 11, ,, se fait par des
équations algébriques par rapport anx coefficients, on a la un moyen
théorique de déterminer f(3) par un passage 4 la limite en prenant
par exemple lim IT,,, 4.

p=n

Au Chapitre IV on examine la détermination effectiye des II, , pour
des domaines particuliers : d’abord le cercle de centre O ou tous
lesIT, , sont identiques a z, cnsuite les domaines pour lesquels tous
lesIT, , correspondant a une certaine valeur de p sont identiques, a
partir d’un certain indice &; un cxemple effectif de tel domaine s’obtient
pour p=2et k=3 avec une ovalede Cassiniayant un foyer al'origine
lorsque le module de l'ovale est inférienr a la valeur critique pour
laquelle 'ovale acquiert un point double. On montre enfin que les
symétries de D simplifient le polynome II, ,, une symétrie par rapport
a I'axe réel lui donnant des coefficients réels, une symétrie par rapport
a O le rendant impair.

La question n’est pas close avec les recherches précédentes. D’abord
I'analyse faite s’étend [comme on I'a déja indiqué au Mémoire
des 4. E. N. S. 1927 précédemment cité, zoir Chapitre V], aux fonc-
tions rationnelles qui permettent 'approximation indéfinie des fonc-
tions holomorphes dans D [fonctions rationnelles & poles simples ou
multiples, fixes ou mobiles dans une aire extérieure 4 D]. L'existence
d’une (ou plusieurs suivant les cas) fraction rationnelle, normale
en O, dont le nombre des poéles nesurpasse pas n, et qui rend minimum

I'intégrale f/alﬂn,,,(z)l/'da se démontre comme au Chapitre 1. Les
D

passages a4 la limite des Chapitres Il et III s'établissent pour ces
fractions rationnelles comme pour les polynomes; il suffira de rap-
procher les analyses du Mémoire précédemment cité et de celui-ci
pour s'en rendre compte aussitot. Je signale seulement ici que la
réciprocité signalée au n° 26 du Mémoire précédent est valable avec
une appropriation convenable : Parmi tous les polynomes de degré n
nuls en O, pour lesquels la moyenne d’ordre p dans D de la valeur absolue
a une valeur donnée, il y en a un et un seul ayant une dérivée positive
en O supérieure aux valeurs absolucs des dérwées en O de tous les
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e i,,, f e . .
polynomes considérés, c’est le polynome ;‘——’ dount la dérivée a 'origine

n,

1

est le nombre —. Ces 22, par passage 4 la limite (p =%, n =),

./ npy

donnent la fonction f—%z—) qui donne la représentation conforme de D

sur le cercle unité avec conservation de l'origine et des directions &
Porigine.

En deuxiéme lieu il reste 4 étudier la dépendance entre IT, , et le
domaine D pour des indices n et p déterminés. Comment varie I, ,
quand D se déforme, quand O tend vers la frontiére ' ou bien quand
la frontiére I de D se rapproche indéfiniment de O. Qu’arrive-t-il
lorsque D se déforme en enfermant un continu linéaire ouvert vers
lequel il tend 4 la limite. Ce sont autant de questions sur lesquelles je
reviendrai ultérieurement.

CHAPITRE 1.

EXISTENCE DU POLYNOME “,,,/,.

2. Nous démontrerons d’abord un lemme que nous aurons ['occa-
sion d’appliquer plusieurs fois dans cette recherche [voir par exemple

Chapitre II, n° 6].

Lewme. — S¢ une famille de fonctions u(z), holomorphes dans D, est
telle que les moyennes d’ordre quelconque p21 des |u(3)| dans D sont
bornées supéricurement par un méme nombre M, alors les maxima
des |u(z)|dans tout domaine A intéricur & D sont bornés supéricurement
par un méme nombre M, (A, M), dépendant sculement de Aet de M, et
bien entendu de D.

Il est clair d’abord que la moyenne, d’ordre k> o, d'une fonction
continue positive dans D, étant une fonction croissante de k, les
moyennes d’ordre un des |« (5)| dans D seront inférieures 4 M, si les
moyennes d’ordre p21 le sont. Soit donc une famille de fonctions u(z)
holomorphes dans D, les moyennes dans D des |[#| (moyennes
d’ordre un) étant bornées et <M. Envisageons la transformation
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conforme 5 = o(Z) qui fait passer de D au cercle C[|Z| <¢]. On a

aM>ffD\u'.dc=:jf'.u[q»(mtcp’(zwz.

u[o(Z)]=U(Z).

Posons
On aura

fflU(Z)Hcp’(Z)\’dZ<aM.
¢

Dans tout cercle |Z|<¢ — e, |¢'(7Z)] restant différente de zéro a un
minimum positif ¢ == o. On a donc dans ce cercle

qufmép_em(zn dz<'[fcw(znx<p'<VZ>vd2<aM-

ffm 6|U<Z>|dz<—<m,

C'est-a-dire que, dans tout domaine A, intérieur a |Z]| <p, les

intégralesff[ U(Z)|dZ sont inférieures 4 un nombre m,, dépendant
A,

Donc

seulement de M, A,, D. On va en déduire que les | U(Z)| sont bornées
supérieurement dans A, par un méme nombre dépendant seulement
de M, A,, D. On peut, sans restreindre la généralité, supposer que D,
est le cercle |Z|<p —e.

On a
p—e o
m(>f /'(lrf 1U. df.
o 3

D’autre part, on aura

U(ly=a,+a,Z + a, 2>+ a, L’ +
avec

— U(2)
al’ .2 l'R Z//+| dZ

C, étant un cercle quelconque |Z|=¢, <¢ —¢

k414
la,| < mo,,j | U(p.et) df.

Journ. de Math., tome VII. — Fasc, 1V, 1928, 49
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Or de 'inégalité
g—€ v p—e 1
m, >f rdrf | U(re) df > rdrf [U(re!) db,
0 0 Ps

0
résulte qu’en posant

f “} U(retyds=g(r),

et remarquant que + 8(r), moyenne sur | Z| =r de la valeur absolue

de la fonction ana13 thuc U(Z), est croissante avec r |voir G. JuLia,
Sur les moyennes des modules de fonctions analytiques (Bull. Sc. math.,
juillet 1927)], on a

{;-—E
m|>g(pn)f rdr=g(p,). %[(p~5)’~pﬂ,
P

c’est-a-dire
am,

g(.|)<(‘—'—-‘g)—‘——-

Les g (o) sont donc uniformément bornés dans tout cercle

On peut poser

2T
f [U(pe) db <O,

“o

le nombre I dépendant seulement de ¢, ¢ —z, m,.
On a alors

a, < =

et par suite, dans tout cercle |Z|<s, < ¢y,

, 311 p.\/__ M P
vel<Zmir<Sag =5 20 =R atn

w'e

Ceci démontre que, dans tout cercle|Z| § e, << p—¢,les|U(Z)|
sont bornés supérieurement; et puisque, ¢, étant un nombhre quel-
conque < ¢ donné a priori, on peut toujours choisir g, et e de maniére
que p, < 6, < ¢ —£¢, il en résulte que dans tout domaine A, intérieur
: les [U(Z)| sont bornés supérieurement par un méme
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nombre dépendant seulement de M, A,, D. Il en est donc de méme
pour les |u(z)| qui dans tout domaine A intérieur & D seront bornés
supérieurcment par un méme nombre M, dépendant seulement de M,
A, D.

3. Counsidérons maintenant I'intégrale

(1 Ipwn):ffn; P, rdedy,

relative au polynome
P,=5+a,5°4...+ a,5", de degré n, normal en O.

C'est une fonction continue et toujours positive des coefficients
complexes a,, ..., «,; lorsque p est un entier pair, c’est méme un
polynome par rapport aux a, et aux a;. Cette fonction admet donc un
minimom M, , lorsque les a; prennent toutes les valeurs complexes
possibles. On peut voir aisément que ce minimum n’est atleint que pour
des valeurs finies de a;. En ellet, soit

Ip(z):f‘/nvlzlf’dxdy:;M,

la valeur acquise par 1, lorsqu’on choisit pour P, le polynome z
(normal en ), et considérons tous les polynomes P,, normaux en O,
qui, substitués dans [, (P,), lui donnent une valeur inférieure oun
égale & M[I,(P,)<M]. 1l résulte du lemme du n° 2 que, dans toute
aire A intéricure 4 DD, le maximum des | P, | sera limité supérieurement
par un méme nombre M, (A, M), indépendant des paramétres qui
figurent dans P,,. En vertu de la formule de Cauchy

ares P.(2)dz
=i Y PLAI

étenduc a un cercle y de centre O, intérieur 4 4, les | a;| de tousles P,
considérés seront aussi limités supérieurecment par un méme nombre A,
dépendanl seulement de A, D, M, £. En d’autres termes, les P, d’un
méme degré n qui font acquérir a I, des valeurs <M ont tous leurs
cocfficients bornés ¢n valeur absolue par un méme nombre A. Les
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valeurs des a, qui feront acquérir a I, sa valeur minimum sont donc
finies et inférieures en module & A. I.’existence d'un polynome P, an
moins faisant acquérir & [, sa valeur minimum M, ,, en résulte aussitot.
Appelons I, , un tel polynome et posons, bien entendu,

M, ,= / f | M da.
D

On va montrer que ce polynome 11, ,, ¢st unique.

3 bis. Soit en effet I}, , un autre polynome de degré n, différent
dell, , et qui fasse acquérir a1,(P,) sa valeur minimum M, ,. 1l est
clair que, A et p étant deux constantes positives quelconques de
somme 1 (A + . =1), le polynome

M, p+ p.Ra,

appartiendra a la méme classe que II, , et R, ,; il sera normal en O,
de degré n.
Or il est clair qu’en tout point de D on a

(2) | MIn, 4+ pRo p i K|+ e Rl

le signe égal n’étant acquis quesiIl, , et R, , sont des nombres com-
plexes de méme argument.

Le signe égal ne peut donc étre valable en tout point de 5 que sill, ,,
R,,, ont en chaque point de D le méme argument; mais alors logll, ,
et logR,,, auraient méme partie imaginaire et par conséquent ne
différeraient que par une constante réelle. On aurait

Bn,/;: ann,/n

a élant une constante réelle positive. D’otl il résulterait que
s L[Bsp) =allp( M,
c’est-a-dire
Mn,/;: aPM,,,,,

el par suite a = 1.

On ne peut donc avoir dans (2) le signe egal en chaque point de D
quesiR, =11, ,.

Si donc, on suppose R, , différent dell, ,V'inégalité (2) ne deviendra
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égalité dans (1) que sur certaines lignes [celles pour lesquelles le
rapport R, ,:11,,, est réel positif}].

Considérons maintenant les moyennes dans D, des trois polynomes
I, ,, R,y ML, ,~+ R, . On aura

1

[ffl)\ﬂ,,,,—&—pﬂ,,,,\/da] [f/[x!n,,,,,+p;Hn,,,:]/'da]"

sans égalité possible puisque IT,, , et R, , sont différents. On a ensuite
en verlu d'une propriété classique des moyennes d'ordre p™>1 [la
moyenne d’une somme est au plus égale & la somme des moyennes ]

1
Y4
Vo S [0 g e
eJ Jp |
l' 1t
1 [ T y [ Y
g[_/f)‘/)l“n'pll'dqj +[_/ F/'l]{,,,l,i//da] pour p21.
4 1] _c' B

En définitive on aurait pour p 21

%5/’./‘“\";.,/1’*’“HRn.I’II’do'§‘;,<)\[ ff H:l/}i/dﬂ] +p.[ / l! npl”da']
v )
oen 5T

[/'”\"n,/:—f‘ I.I.R,,_,,l/’da'<iw,,’,,.
v D

c’est-a-dire

Le polynome A1l , + uR, , normal en O ct de degré n ferait aussi
acquérir a l'intégrale L[ A, ,+ wR, ,] une valeur inférieure an mini-
mum M, ,, ce qui est impossible. 11 en résulte que 11, , est bien unigue.

CHAPITRE IL

trupe pes I, , LORSQUE L'UN DES INDICES /2 OU ) VARIE.

1° Variation du degré n. — l<tudions d’abord la suite des moyennes

1
Hn,p-—-[ ffl“npl’ dxdy]p [Mn /,J
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4. Lorsque le degré crolt et passe de n & n-+1, comme tout
polynome de degré¢ n normal eu O peut étre considéré comme un
polynome de degré (n+ 1) dont le coefficient a,,,., est nul, il est clair
que [a,p2 sy, py 1'égalité pouvant avoir lieu pour certains domaines
particuliers, comme on le verra plus loin (Chap. 1V, n° 16). J'ai,
d’autre part, montré ailleurs [G. Juua, Sur quelques questions de
minimume... (Bull. Sc. math., 1927)] que, pour Loules les fonctions 2 (5)
holomorphes dans D, normales en O, il en existe une et une seule pour
laquelle la moyenne d'ordre p dans D acquiert sa plus petite valeur
possible, ¢’est la fonction

Fo) =f(2).1S ().

La valeur minimum de la moyenne envisagéc est

1
_ I—o-;) 27 _.’;
Hr=Pp [0'(1)+ 2)_] ’

Il en résulte que, tout polynome II, , étant une fonction de la classe
des \.(3) envisagées, on aura nécessairement

Mn,p2 Mps

I'égalité n’ayant pas lieu c¢n général puisque /,(5) n'est pas, en
général, un polynome. En définitive, lorsque n croit indéfiniment,
p restant fixe, les @, , vont en décroissant et restent 2 w,. Il y a done
une limite pour les w, , lorsque n=w et I'on a

limp, 2 py.

8. Montrons que 'on a, plus précisément,
lim p, ), = p.
n=wx

Pour cela nous supposons que le domaine D soit tel qu’ou puisse en
faire I'approximation par I’extérieur, au sens que j'ai indiqué dans un
Mémoire antérieur [ 4. E. N. S., 1927, p. 215, n* 8, 12 et suivants...].
On peut alors trouver un domaine D’ contenant D a son intérieur, et
dont le rayon ¢’ relatif 4 O, supérieur a p, est arbitrairement voisin
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de P; posons
p'=p-+¢

[ arbitrairement petit positif].
Pour ce domaine D’, le minimum des moyennes d’ordre p relatives
aux A(z) holomorphes dans D' sera

o a5 am P
br=F T+’

o', aire de D', tend vers o, aire de D lorsque D’ tend vers D; o' tend
alors vers ¢. Donc p.;, tend vers p., lorsque D’ tend vers D. On a donc

Mo = pp+ €,

¢’ tendant vers zéro quand D' tend vers D,

Soit F,(5) la fonction du type %(z), holomorphe dans D’ et qui
fournitlamoyenne minima .. [lest possible de trouver un polynome P,
normal en O qui, dans D, différe de F,(5) de moins de 7 (v étant
arbitrairement petit) [vodr par exemple 4. £. N. S., 1927, p. 297, n°9]

Pi(z2)=F,(3) + ¢ avec | ex] < n dans D.
On aura alors, puisque
| Pl S| Fpl + | ex| < | Fpl + n,

et en vertu de la propriété des moyennes d'ordre p 21 rappelée au n° 3,

1 1
1 P I . r
[;ffbmlpda] <[&ffnal*,,|ﬂdo] .
ff\Fplpd°’<ff|F,,ll'do‘::o"p.';;.
D D

Il en résulte que

Mais on a

1 1
I ' P a'\?
[-&fjnlpklpdc] <11+<;) Vp-

!
. .« . e a . .
Puisqu'on peut choisir D’ assez voisin de D pour que - soit arbi-
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trajirement voisin de 1 el 11, de 1, on voit que

1

7
['l'ff“’kl/’dd] < Mp~+ My,
9) Jo

7, arbitrairement pelit positif.
Or, si £ est le degré du polynome P, on aura certainement

1 1
b P
on[if s o e

Py << Pp+ 4

c’est-a-dire

En définitive, v;, étant arbitrairement petit et positif, on pourra

s P P ’ P
toujours choisir I)’ assez voisin de D et le nombre K assez grand pour
que 4, , devienne inférieur & 11, v,. Il en résulte que

lim = )
n=w»

6. Je dis maintenant que les 1I,,(3) convergent vers f,(z), uni-
formément dans tout domaine A intéricur 4 D. Montrons d’abord
pour cela que les |IL,,(z)| sont uniformément bornés dans tout
domaine A intérieur a D, c'est-a-dire qu'a tout domaine A correspond
un nombre I (), dépendant de A, indépendant de r, tel que, dans A,
on ait

(T, (5)] < M(A).

Nous savons en effet que les moyennes 1, , d’ordre p, des |11, ,|,
dans D sont toutes inférieures a ., ,. 11 en résulte que leurs moyennes
d’ordre 1< p seront aussi toutes inférieures a ., ,, et en vertu du lemme
démontré au n* 2, les maxima des |II, ,| dans tout domaine A inté-
rieur &4 D seront bornés supérieurement par un méme nombre JN(A)
[dépendant de A, de 1,,, de D nais o~ bE n].

Les |IL,,,| étant bomes snpérieurement dans A, on peut choisir une
suite infinie d’indices nr,, n,,.. ., n, ..., telle que lasuite des II,, ,(3)
converge uniformément dans A vers une fonction holomorphe F(3z).
Si ensuite A’ est un domaine quelconque intérieur 4 D et contenant A,
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puisque les {IT, ,| sont bornés dans A’, la suite des II,,, convergera
aussi uniformément dans A’ vers la fonction F(5) qui sera ainsi holo-
morphe dans tout D et sera, dans tout D, la limite des IT,, , pour n,=oo.
On va prouver que F(z)= /,(5).

7. En effet, a cause de la convergence uniforme des I
dans A on aura

ff‘, F(s)irdo = Iimfflll,,k‘,,(z)i/'da.
A nEy=x JA

[/ L, p "de <f L, P de =0 . (fhny, V'
- A »
D’ou résulte

vers F(z)

K4

Or

Iim[/ W, rdeZ lim oy, ) =6 (p0)"
- A

n==« np=w

ffA@l«‘(z)l/’dogo-(wi)f'-

Ceci étant vrai quel que soit A intérieur 4 D, l’intégralef[ | 1| de
Ja

et, par conséquent,

aura une limite lorsque A tend vers D, par conséquentj / |F(z))rds
J,

aura un sens et 1’on aura

[ [[Fvasse.cuy,
“p

1
2 [ [1Fvanl <,
o) Jy }

Ainsi F est une fonction holomorphe dans D, normale enO (comme
les IT,, , dont elle est la limite) et la moyenne d’ordre p de sa valeur
absolue dans D est <. F ne peut donc différer de /,(z) (voir n° 4 pré-
cédent). La famille des I1, ,(3) n'a donc pas d’autre fonction linite
que f,(3); il en résulte que

c'est-A-dire

limIl, ,(2) = fu(2) = f(2). [(f'(5)T,

la convergence étant uniforme dans tout domaine intérieur i D.
Journ. de Math., tome VII. — Fasc. IV, 1928,
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2° Variation de l'indice p. — 8. Le polynome II, , est, de tous les
polynomes de degré n normaux en O, celuil pour lequel la moyenne
d’ordre p de (11, ,) dans D est minimum. Lorsqu’on fait croitre indéfi-
niment 'ordre p de la moyenne, I'application du principe du plus petit
maxymum que j'ai signalé dans des publications antérieures [voir par
exemple Sur quelques questions... (Bull. Soc. math., décembre 1927)]
nous conduit a penser que I, , aura une limile pour p=cc, cette
limite étant le polynome II, (5) de degré n, normal en O, pour lequel
le maximum de |II,| dans O est minimum. J'ai étudié en détail ce
polynome II, dans un Mémoire antérieur | voir Développement en séric
de polynomes... (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 1927)].

Démontrons maintenant I'exactitude de celte conjecture.

Envisageons la suite des
1

1
VL » 1 »
[J.“‘/,:{;f\[';:ll"‘//.l'{,o‘; o= (; Mn./’)

lorsque, n restant fixe, p grandit.
Ie polynome II, ,., ne coincide pas en général avec I, , ; dans tous
les cas sa moyenne d’ordre p dans 1) sera 2 celle deIl, , qui est p., ,;

on a donc
{;fff]ln,/‘vl ./Idc 2/,?: V‘”J“
b

Or la moyenne d’ordre p+1de|Tl, .| est 2 la moyenne d'ordre p
de |11, 14
Donc,

1 * , ';
>l=~ i A T I
“It-ﬁ*l:%ajﬁlll"v/""l / (’7’ 2 ey

Pt 2 Mg '

c'est-a-dire

Les ., croissent lorsque p croit.

Soit d’autre part m, le maximum dans D de la valeur absolue du
polynome II, de degré a. 1l est clair qu’en tout point de D, la valeur
de |IT,| étant <me,,, la moyenne d’ordre p de |II,| dans D sera<ne,. Et,
puisque IT,, , est le polynome donl la valeur absolue a la plus petite
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moyenne d’ordre p dans D, on aura

( * »
p.,,,,,gggf I, /'rja'} Sty
* n

Les . p, tous Sm,, croissent avec p. [Is ont donc une limite

limpy, Sy,

=

Je dis que im v, ,= m,, cela va résulter de I'analyse suivante.

=

). Les I, , quand p varie forment une famille de polynomes (nor-
maux en Q) dont les moyennes w, , sont <m,. [.'indice n restant le
méme, nous poserons pour simplifier les notations II, ,=P,.

P, a dans D une moyenne d'ordre un < sa moyenne d'ordre p. 11

, . I c e, .
en résulte que toutes les intégrales /(P,,[(lc sont inférieures au

nombre fixe m,. {’analyse du n° 6 montre que les | P,| sont bornés
supérieurement (ct uniformément en p) dans Lout domaine intérieur
a D. Il en résulte, en exprimant tous les P, par la formule d'interpo-
lation de Lagrange 4 I'aide de leurs valeurs en n — 1 pointsintérieurs
a D que les |P,! sont uniformément bornés duns tout domaine fini du
plan, et que leurs coefficients sont bornés en module. Les polynomes P,
formenl donc une famille égalementcontinue dans tout domaine borné,
c’est-a-dire que, & tout nombre e positif correspond un 2 tel que
|5 — 3’| < ¢ entraine| P,(3) — P,(5)| < e quels quesoient 'indice p et
la position des 5 et 2’ dans 'aire bornée considérée. Nous choisirons
D pour ce domaine d'égale continuité en adjoignant bien entendu
a D sa frontiére F.

Ceci va nous permettre de montrer que, pour p assez grand, la
moyenne d’ordre p dans D de | P,(3)| et le maximum m), de | P ,| dans D
différent d’une quantité ¢, infiniment petite quand p devient infini. 1l
est & remarquer que tous les m, sont 2m, car m, est la plus petite
valeur que puisse acquérir le maximum dans D de la valeur absolue
d’un polynome de degré n normal en O.

10. Remarquons d’abord que si, connne onle suppose, le domaine D
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est d'aire o, la partie de D intérieure a un cercle de rayon 3,
dont le centre z est intérieur & D ou situé sur F, a une aire tou-
jours 24¢'(8), o’(¢) n’étant nulle pour aucune valeur de 4. En effet
I'hypothése contraire équivaudrait & l'existence d’une valeur 3 et

d’une suite infinie de points z,, z,, ..., 5,, ... appartenant 4 D +F
et pour lesquels I'aire commune & D et au cercle | s — 5,/ <2 aurait des
valeurs respectives 6,, Gg, ..., 6,, ... tendant vers zéro. Les 5, ont

au moins un point limite appartenant 4 D+ F; on peut sans nuire
a la généralité supposer que { est la limite de 5,, et 'aire commune
ADeta|s—3z,/$6 aura pour limite I'aire commune a4 D et au
cercle | 2 — {| <2, laquelle n'est pas nulle et a une valeur positive o,.
g,ayant pourlimite g, = o, cecicontredit 'nypothése d’apreés laquelle s,
tendrait vers zéro. L'existence de ¢'(2) est ainsi démontrée. Considé-

rons alors l’intégra]ef/ | P,|? do et soit maintenant 5, un point de F
1]

ou | P,| atteint son maximum m,: La famille des P, étant également
continue on peut trouver & (indépendant de p) tel que |z —z'|<3
entraine |P,(3) — P,(z') | <e quel que soit p.

En tout point de D intérieur au cercle |z — 3,/<3 on aura

! l)/l(z) - P/:( :/:). < E.'

et par suite
IP,(3) > my,—c¢ car (5= my,.

L’intégraleff| P |7 do esl certainement < o (m,)". Elle est certai-
D

nement supérieure a I'intégrale defj |P,|" ds étendue & 'aire com-

mune & D et au cercle |5 — 5, < ¢. Dans cette aire | P,| est >m/, —:
et la valeur de cette aire est quel que soit p>¢'(¢). On a donc

[f P, rde > a'(3).(m,— e)'.
J Jb

m},>§;// b, rde ‘ >[g( 9) p(m,’,—s).

{}

1l en résulte que

D’oi: résulte pour la différence ¢, entre le maximum 7, et la moyenne
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d’ordre p de | P,| dans D la limitation
' 5
m};—{é/y[ll)piﬂda <m;~[ :- )|
=) [, - (?:g_)')ﬂ] N s[a”i&)]l-'.

Or on a vu que tous les | P,| étaient uniformément bornés dans tout
i 1. P aurs: / 1 (3
domaine fini; quel que soit p, on aura donc n7, <M et puisque o’(3)
est <o on pourra écrire encore

(m,,——-e)

1

Ep=m,— . f{ P, /‘rla <M§

™

3177
’ 7
Akl

Dans le deuxiéme memhre M, o'(2), 5, & sont indépendants de p.
1

. . . [ (5)1r .y
Lorsque p devient infim [i%—-)] tend vers un, le deuxiéme membre

est donc dc la forme 1,+¢, v,=M

]
sy f) 3 .
[ — [a io)] ‘ étant infiniment
etit avec —, et ¢ étant une quantité arbitrairement petite choisie
P q I

a pnorz. Il en résulte que ¢ étant donné a priori on pourra prendre
¢= - d’ol résulteront ¢ et ¢'(3) mdependants de p; on pourra

ensuile chmsu‘p assez grand pour que 7], soit < ; el par conséquent

1
1] I ;, 14
&p=ny,~— = Prdel <&
4 1

ce qui prouve que ¢, est bien infiniment petit avec ;',

11. Ceci posé, les P, formant une famille également continue, on
pourra toujours en extraire une suite P, P,, ..., P,, ... qui dans
toute aire hornée convergera uniformément vers un polynome P. Cela
peut résulter aussi du fait que tous les P, étant de degrés n et ayant
leurs coefficients bornés, on pourra extraire des P, une suite P, , tous
les coefficients de P, ayant des limites pour /= =». Le polynome P
est normal en O comme les P,; ses coefficients et sa valeur absolue
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ont les mémes limites que les coefficients el la valeur absolue des P,
La convergence uniforme des P, dans D + I vers P eniraine que le
maximum dans D ou [V + F de | P, | tend vers le maximum ' de | P |
dans le méme-domaine

P

. Sy
i g, == mi'.
PR

!

,. par une

La moyenne d’ordre p, de {P,,|dans D différant de m

-y . P 1 .
quantité ¢, qui tend vers zéro avec o on a aussl
k

.o\ "
() \-f/ P, midg " =,
pme 17y a

12. Revenons aux notations primitives. Les P, sont les 11, ., on

aura donc
i gy, == nt’,
YIRS

d’oit résulte : puisque les u, , n’ont qu’une scule limite pour p =,

iy == m’.
=
St m' était < m,, le polynome P vers lequel convergeaient les P,

serait normal en O, de degré n, et le maximum daus D de sa valenr
absolue | P | serait i’ < m,. Or ceci contredit le fait que m, est la plus
petite valeur que puisse acquérir le maximum dans D de la valenr
absolue d'un polynome de degré n normal en O. Kt cette contradic-
tion prouve deux choses :

1° On aura nécessairement m' = m,,, ¢'cst-a-dire

i pn, ==ty
P

2° Le polynome P ne peut différer de II,. Par conséquent, tout
polynome limite pour la suite des I, , (p variable) se confondant

aveclIl,, on aura
i, (s) =Ha3), |

p== Aj

uniformément dans tout domaine borné
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13. L’analyse du n° 10 s’étend a toute famille de fonctions Q(3)
holomorphes dans D également continues dans D -+ F puisque nous
n'avons pas la fait intervenir le caractére polynomial de P,(s): il
suffit de supposer que les inaxima de toutes les | Q | dans D admettent
une méme borne supérieure M.

Pour une telle famille la différence entre le mazximum de | Q| dans

DT ¢t la moyenne d’ordre p de | Q| dans D tend vers zéro avec é et uni-

Sormément quelle que soit la fonetion de la famille que I'on considére.

L’analyse du n° 10 s’étendrait évidemment & toute famille de fonc-
tion d'une ou plusieurs variables réclles également continues dans un
domaine borné et le théoréme précédent est valable pour ces familles.

14. Ainsi se trouve conlirmée 'exactitude dua prencipe du plus petit
mazimum dans le cas qui nous occupe : limIl, ,=1I,.. Le polynome II,
ll.’:ﬂ

qui minime le maximum de la valeur ahsolue dans D des polynomes
de degré n normaux en O est la limite pour p =o0 du polynome II, ,
qui minime la moyenne d’ordre p dans D de la valeur absolue des
polynomes de degré n normaux en O.

CHAPITRIE 1H.
trenE pes I, LORSQUE 7 BT ) DEVIENNENT SIMULTANEMENT INFINIS.

15. Envisageons les deux tableaux a double entrée suivants qui
résument le Chapitre 11 :

Moy g = Mooy =y =0 P D2 o My

AN N N\ /\ AN

I-’-i,z>f’-e.z>ll~:q,z >000> V-u.:! LRI S D

PaN 7\ N AN AN

a3 > o > a0 o> [y >0 My

(T) FEVZAN VAN A\ AN s
AN AN N\ AN

Pa,p = Rop = [ow p > > Py > e

: N N @

Y v

v v v
My > My > Ny > > > P
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et ,
M, W, T, ... My ... - fi(s)
\ "1 2 ﬂag ]I;;‘z an - fﬁ(‘)v
(1) e Tar T o o o S
o, I, "gx,p i, > fuls)
n i, o Ii, - J(3)

On a ajouté dans (T, ) et (T,) certains résultats démontrés dans des
Mémoires antérieurs [voir G. JuLa, Sur quelques questions... (Bull.
Sc. math., décembre 1927) et Développement en série de polynomes...
(Annales de I'Ec. Norm. sup., 1927)].

Dans (T,) on a mentionné que les m, tendent, en décroissant, vers
le rayon p de I'aire D relatif a O lorsque D est soumis aux restric-
tions précédemment énoncées. On a marqué aussi la croissance vers ¢
des moyennes minima (., pour les fonctions holomorphes dans D nor-
males en O. Dans ce tableau (T,) les signes < peuvent dans certains
cas étre remplacés par des signes <. Les fleches indiquent des passages
a la limite.

Dans (T,) on a mentionné que les II, ont pour limile f(3)
lorsque n =10, et il en est de méme des f,(s) pour p= o, et ces
limites sont uniformément atteintes dans tout domaine intérieur a D.

* A T'inspection du tableau (T,) on reconnait d’abord que

limy, , = 5.
IIE:
On a en effet ’
‘U'/:< [J-n,/:< mp,
Pep < 0 < Ny
Donc

x? Vnp— P <m,-- My == (”lu~ 4 ) — (V'l’ -0 ).
d’'ott résulte
(im{;,,‘/,: o-

n=»
p=z

r et p tendant vers I'infind indépendamment U'un de U autre.
A T'inspection de T, on conjecture que
lim, ,= f(3).

n==x

p=r
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Démontrons-le en touterigueur. La valeur absolue du polynome II, , a
une moyenne ., , d'ordre p dans D qui reste <m,. Sa moyenne
d’ordre un est donc aussi < m,. Il résulte donc de I'analyse du n° 2
que les |II, ,| sont, dans tout domaine A intérieur 4 D uniformément
bornés quels que soient n et p. On peut donc, de toute suite infinie
formée de polynomes II, ,, extraire une suite partielle uniformément
convergente dans tout domaine intérieur a D. Soit F(z) la fonetion,
holomorphe dans D, vers laquelle tend cette suite partielle TI,, ..
Posons

I 7= F(3) 0,0

On aura, dans 4, |¢, , | < & [z arbitrairement petit donmé a priori] dés
que n;, p; sont assez grands.
On a successivement

I, | Flz) -¢ pour ;i > Nfe).

Donc, ainsi qu’on I’a indiqué précédemment,

Moyenne d'ordee p; de (11, ! dans A
<z Moyenne d'ovdre p; de | + Moyenue d'ordre p; de ¢
< Moyenne d'ovdre p; de |F| + ¢,

onaurait de méme

Moyenne d'ordre p, de I dans A < moyenne d'ovdve p;de 11, 0 + e.

| N

car
F= H"i./’i"’ Enipie

On conclut de 12

Moyenne d'ordre p; de F|dans A — & << Moyeune d'ordre p; de | II,, ,,! dans A
o < Moyenne d’ordre p; de () dans A +¢.
r

[ Moyenne d'ordre p; de [T, | dans A}~
| ) 1 - T\ )
—_— ‘Ill -[,,'d - n i ;,"d = N i (
0Af£ U 0<0,Af > i 7 7‘.\'”’“"8 )

ou 3, désigne l'aire de A.
On en déduit

1
;h

P,

7
_9Aa
Journ. de Math., tome VII, — Fasc. 1V, 1928, 51

Moyenne d'ordre p; de 111, ,, dans A<
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et, par suite,

|
. . AL
Moyenne d'ordre p; de |F| dans A <& +| ;— l TP
LOA .

Faisons grandir n; et p; vers I'infini; le premier membre a pour

limite le maximum dans A de |F(z)|; dans le deuxiéme membre
1

P ..
[633] "+ Un,p, @ pour limite ¢. On adonc

Max | F(z)| dans A<p +¢;
¢ étant arbitrairement petit, cela veut dire que I'on a

Max | F(z)! dans A<p,

et cela est vral dans tout domaine A intérieur a D. En faisant tendre A
vers D on conclut de 1a
Max | F(z)| dans D<gp.

F(z) holomorphe dans D, limite de polynomes II,, , normaux en O,
est elle-méme normale en O. Elle est donc identique 4 la fonction £(3)
normale en O qui donne la représentation conforme de D sur un
cercle | Z| < puisque f(z)est la seule fonction dont la valeur absolue
a pour maximum ¢ dans D. La conclusion est F(z) = f(z).

. Ainsi toule suite convergente de polynomes 1, ,, dont les deux
indices grandissent indéfiniment, a pour limite f(s), uniformément
dans tout domaine intérieur 4 D. La conclusion est donc bien

Iimil, ,(z)=f(3),
—

uniformément dans tout domaine intérieur a 1), les indices n et p
grandissant indéfiniment, indépendamment 1'un de 'autre.

En particulier, la suite diagonale 11, , a pour limite f(z).

En prenant n = 2p la suite IL,, ,, est une suite de polynomes dont
les coefficients se déterminent par des équations algébriques puisque

l’intégraleff|Il,,,,.,,,]9" ds, 4 rendre minimum, est un polynome par
b

rapport aux coefficients de II,, ,, et 4 leurs conjugués. On a donc ici
une méthode, purement théorique d’ailleurs, de trouver f'(3) comme
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limite d’une suite de polynomes qui se déterminent, indépendamment
les uns des autres, par des calculs algébriques.

CHAPITRE 1V,

QUELQUES PROPRIRTES DES POLYNOMES. Il,,,,,(:).

16. Détermination de ces polynomes dans le cas des suites 11, ,=11,..,
pour n > ny. — On a dit an n° 4 que les I, , pouvaient étre tous iden-
tigues, pour une méme valeur de p, quel que soit n > n,. En voici un
exemple.

On a vu au n° 7 que, sous les restrictions indiquées pour le
domaine D, II,, , avait pour limite

Srsr=f(s ).[f’(:)]/-;.

uniformément dans tout A intérieurd D.
Soit alors P(3) un polynome normal en ) donné « prior

P(s)y=3+a,2*+... 4 a;z%,

et considérons la fonction £(3) nulle en O, holomorphe en O, définie
au voisinage de O par I'équation différentielle

foe) [ fr="
ou encore
fof=r
" 2:,):'
Cela s’écrit
1 df Ly £
;,"‘,T[f J="-
-~ 41

et, par suite,

Au voisinage de (), on peut écrire

2 L
Pi=z2[1 4 p 5+ paa2+...]
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et, par suite,
p+a

2

I ‘ .
f E d~—~~+ [t p) 5+ pysis.. b
0
c’est-a-dire
L

VE

H(z) étant holomorphe et égale 4 un en O. On tirera de la

I—'~~'-l
=3z* H(z),

f=sl,(3),

H,(3) étant, comme H, holomorphe et égale 4 un en O.

La fonction f est alors holomorphe et normale en O.

Considérons alors le domainc | f| <¢ contenant O; tant que ¢ est
suffisamment petit (') il est bien défini, simplement connexe, et
limité par une courbe analytique. Prenons-le pour domaine D. La
transformation Z = f(z) transforme D en un cercle C,|Z|<¢. J'ap-
pelle z=0(Z) la fonction inverse de f(z). Elle est holomorphe
dans | Z|Sp.

Envisageons un polynome P, , normal en O, de degré nz /.. Dans

Vintégrale _
la,/::f | Pn,,, [” d.L‘d)’,
»

arendre minimum, remplacons 5 = & + iy par s = ¢(Z). Elle devient,
en posant
np ?(Z)] yp(Z)’

,p—fflﬂn/fl”'? [*dZ,

df =dX dY étant I'élément d’aire du cercle C.
Or, en posant z = ¢(Z) dans f'?f?=Pr, qui est la relation diffé-
rentielle définissant f, et en remarquant que

el = sz

(1) On suppose évidemment que dans D, on a f 32 o; alors P ne s'annule pas dans D
hors de O.
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on obtient, en notant P[@(Z)]= % (Z), la relation

ARV
n—|) 2
=]
‘L;” Pz

(14
l"'":ff"‘"' Znp
C

Prenant Z = Re® il vient

2T
n ”——f B""‘"de

On a vu que P ne s’annule pas hors de O dans D; -— "(Z) n’admet

et, par suite,

Zn ,,(Be“’)
“2(Re®)

dans C que le pélesimple Z = o qui disparaitdans L
est holomorphe dans C et s’y développe par

L,

5 =1 + py L+ pylt+

En vertu d’'un lemme établi dans le Mémoire précédemment cité

[G. Juua, Sursquelques questions...,n° 2 (Bull. des Sc. math., dé-
w i . .

cembre 1927)], le minimum de f \%%-)i df n’est réalisé que

pour —=£ "” =1 et c'est 2n. Le minimum de I, , est donc atteint pour
,,,,,(z) = P(3) pour toute valeur de n2 £.

Le domaine D considéré est done bien tel que, pour n> k; tous les 11,
sont identiques @ un méme polynome P(3), lequel, bien entendu, est

égal a leur imite f,(3)=f.[f V’

L’exemple le plus simple de ce cas s'obtient avec P(3) = 3. Il vient
alors aussitét /=3 et ledomaine D est un cercle de centre O de rayon

quelconque p. Tous les II, , sont alors, quel que soient n et p, iden-
tiques a 3.

Prenons, comme deuxiéme exemple,’

p=-2 et = Px=z—3ay5*+ 24z,
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a, nombre complexe quelconque, on aura pour définiv /

L
[

—j’——f Pds = ~) —~(/2:“+(/3%;
d’onr

2

L= —0a3+adzt et f=z—a,3
Le domaine D défini par| f|<¢ sera linu'té par une ovale de (,'assz'ni de

1 . e .
Joyerss=oets=—ct remplira les conditions requises tant que ¢ < 7—— AN | ol
L) X 2

En effet o(7), fonction inverse de /(z), n’admet pour point critique &

distance finie que le point Z = ,— [provenant de 5= — oil s’an-
NY/2 209

nule /'(3)]. Pour ce domaine D et pour tout indice n>3 on aura

M,,—5— 3a,5"+ 2als"

On remarquera que, & part le cas o D est un cercle |3]<g, les
domaines D dont nous venons de parler sont distincts de ceux pour
lesquels tous les IT, sont identiques & partir d'un certain rang u,, et
qui sont définis par |P|<p, P étant un polynome quelconque normal

en O, et p suffisamment petit.

A7. Symétrie de D par rapport @ une droite issue de O. — On peut,
par une transformation [ 3|z ], supposer que la droite est V'axe récl.
Alors tous les 11, |, ont leurs coe fficients récls.

En effet, dans le cas contraire, posons

ll/x,//:: s+ a, R e o L
et considérons le polynome a coefficients conjugués

R,, =2+ a5 +. ..+ anzh.
On a
B, (5)=10,n(5)-

Les valeurs de R, , en s el de II, , en 3 sont conjuguées. Par suite,
D étant syméirique par rapporl & 'axe réel, on aura évidemment

f/ []l,,,,,(.:)il'(lx'r/)‘:j/ [ Rt 2) [Pdedy.
v [



SUR UNE SUITE DOUBLE DE POLYNOMES. 407

Il y aurait deux polynomes distincts normaux en O, de degré n, fai-
sant acquérir a I, , sa valeur minimum. Cela est impossible. Donc R, ,
est confondu avec II,, , qui a par suite des coefficients réels.

A8. Symétrie de D) par rapport ¢ (). — Dans ce cas tous les I, , sont
rmpatrs.
En effet, dans le cas conlraire, considérons

Ru,/:( S)y= = "n,/;( —z).

C’est un polynome de degré n normal en O et 'on aura évidemmnient a
cause de la symétrie de D par rapport 4 O

fj IRy (33 |rdxdy :f/ | M, (z)irdedy.
» )

R, , etIl, ,seratent deux polynomes minimants distincts : c¢’est impos-
sible, done R, ,= 1T, ,(3), c’est-d-dire que il, , est impair.



