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POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. \'ΐη 

Sur Les polynômes orthogonaux relatif s à un segment fini; 

PAR SERGE BERNSTEIN. 

| Le présent Mémoire contient l'exposition, avec quelques développements, de 
mes Conférences faites au mois <le juin 19^.9 à l'Institut Henri Poincaré à Paris, 
que j'ai reproduites ensuite au mois de juillet au Séminaire de Mathématiques, 
à l'Kcole Polytechnique de Zurich Ι1).] 

Introduction. 

1. En suivant la voie ouverte par Tchebycheff, on rattache, en 
général, la théorie des polynômes orthogonaux correspondant à un 
poids donné sur un segment déterminé à celle des fractions continues (2). 
Cependant, par cette voie, on n'est pas encore parvenu à résoudre 
certains problèmes importants comme, par exemple, celui de la repré-
sentation (asymptotique) du polynome orthogonal valable sur tout 
le segment considéré. 

La méthode que je développe ici consiste à combiner un pro-
cédé algébrique élémentaire de réduction, avec un passage à la 
limite fondé sur le théorème de Weierstrass relatif à la représentation 
approchée des fonctions continues par des polynômes. Le point de 
départ de cette méthode que j'ai aussi employée dans mes Leçons sur 

( ') Plusieurs des principaux résultats ont été résumés auparavant dans des Com-
munications que j'ai présentées à l'Académie des Sciences de Paris : Sur quelques 
propriétés asyniptotiqu.es de la meilleure approximation, t. 180, p. R/|o; Sur les 
polynômes de Jacoùi, t. 180. p. 1090; Sur les polynômes orthogonaux, t. 188. 
p. 301). 

(-) Une méthode différente est employée par M. Szegn dans deux travaux impor-
tants : Entwickelung nach Polynome η eines Ο r tho gonalsy stents {Mathem. Ann., 
t. 82); Ueher den asytnplotischen Ausdruck von Polynotnen die durch eine 
OrtogonalitiitseigensehaJ't dejiniert sind (lhid., t. 86). 
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les propriétés extrémales, etc., professées à la Sorbonne en IÇ)23 (col-
lection E. Borel); pour l'étude de l'écart minimum sur un segment 
fini ou infini d'un polynome multiplié par une fonction positive donnée, 
se trouve dans mon ancienne L\ote, Sur quelques propriétés asymplo-
tiques des polynômes (Comptes rendus, ier décembre 1913). 

On reconnaît ainsi que, sous des conditions très générales, les poly-
nômes orthogonaux sont asymptoliquement identiques ci ceux écart 
minimum correspondant à un poids convenablement choisi. Cependant, 
il y a des cas importants où cette identification n'est plus possible, et 
dans la seconde Partie, nous allons faire une étude spéciale de certains 
de ces cas plus difficiles, ce qui nous obligera de compléter sur quelques 
points la théorie classique des polynômes de .lacobi. 

2. L'identification en quesLion est une généralisation de la pro-
priété correspondantedes polynômes trigonométriques deTchebychefï. 

On sait, en eifet, que les polynômes trigonométriques de Tchebycheli 

(1) __ (./• -I- v'.r2— .)"+ (./■ • ν'./•* •- I )" _ Cl)s//0 Lit•*.)— i>n — 5 

οίι x = cos0, jouissent de la double propriété : 
i° Ces polynômes s'écartent le moins possible de zéro dans l'inter-

valle (— 1, +1) parmi tous les polynômes de la forme 

( ·λ ) ) = xn-1r 6, -r"-1 + ...+ /<„= ~^T\ h ci cos " ~~ 1 j _1~ .· · · ■+" '·'«> 

cet écart minimum étant ainsi égal à 

(3) Ln = 1/ 2n_1 ; 

20 Ces polynômes réalisent aussi parmi les polynômes considérés le 
minimum de l'écart quadratique intégral, correspondant au poids 

q(x)— ——. » 
y 1 — χ 

qui se trouve ainsi être égal à 

(4) H!
?>=/" ' τ= w ̂ =Γ-y y= II _______ 2 2n _ 1 ; 
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les polynômes Τfx) sont donc orthogonaux relativement au poids 

V(A')= 7=V 1 _ x2 ==' 
et Ton a 

(S) 11 « ' = —2 ΐ-Λ · 

3. Il est aisé de montrer que : 

Les polynômes Ύ fx) de Tchebycheff réalisent d'une façon générale 
le minimum de Vintégrale 

(6) ■«=f 7n i'-.(·'·) H-J^=> </_. ι \/1 — oc-

quelle que soit la fonction J\x) non décroissante et convexe. 

En effet, la l'onction f(z) jouit, par hypothèse, de la propriété que 

/
(Ι^Ι)=

/
(
1ι:1

τ
Μ)=ί|:/<ι·,'!Η"/(|;|ι]· 

de phis, le dernier signe d'égalité peut être rejeté si l'on admet 
d'abord que la convexité a lieu au sens strict. Il en résulte, sous cet Le 
condition supplémentaire, que le polynome Ρ fx), fournissant le 
minimum de l'intégrale J

/(
, doit être unique, car, si deux polynômes 

P
/t
(a?)et Q«(a?) donnent la même valeur à cette intégrale, le polynome 

\\i-J·· ) H- Qja?) 
•A 

conduira à une valeur moindre. 
Or, d'autre part, on a, quel que soit ©, 

(dt/ts) \,
t
= ~j /[j P,

t
(cos0) \] drJ, 

donc, en particulier, en prenant zi — —, et en remarquant que 

P
/t
 |~eos ^0 -h cos nFJ -F- c\ cos η — 16) H-... + C'n, 

nous devrons avoir identiquement (puisque le polynome fournissant 
Journ. de Mathtome IX. — Fasc. II, ig3o. l'J 
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le minimum est unique) 

(7) P/^cos (θ -f- — P
rt

(cos
 f
j). 

Ceci exprime que P^cosÛ) admet la période et, par consé-
quent, P„(cosG) se réduit au terme unique 

1 «(cosfr) — ^
nil

 — \
n
{x). 

La démonstration est achevée pour le cas où /'(*) est convexe au 
sens strict; pour passer au cas général, il suffit d'observer que toute 
fonction convexe au sens large peut être considérée comme limite de 
fonctions convexes au sens strict; donc, dans ce cas également, aucun 
polynome P„(a?) ne pourrait donner à l

/t
 une valeur inférieure à 

Γ' ΛΥ\'Λ^)\}~^==· 
j- ^ v ' — ·*" 

Remarque. — On prouverait par le môme raisonnement que 

a0 eosnb 4- b0 sin//0 

fournit la plus petite valeur à l'intégrale 

a II up = _ Fc G II P LII ds II _ F D G P Q F Q dw Q.ViV = — j:"r — pJTr, — v0, ; 

quelle que soit la fonction /(s) non décroissante et convexe. 
En particulier, en posant 

/OJ = Oi' (l>= 1), 

on trouve immédiatement, d'après ce qui précède, que le minimum 
H;:1 de 

Fc G II P LII ds II _ F D G P Q F Q dw Q.ViV = — j:"r 
est égal a 

(8) ηϊ=η^\ιο= "V*) \ » )
u

. 

r (/2 + 1 
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4. La question principale, qui dirige toute notre étude actuelle, est 
de reconnaître dans quelle mesure et commenVla propriété générale des 
polynomeS trigonométriques qui vient à? être établie s'étend aux poly-
nômes orthogonaux correspondant à un poids quelconque. 

Nous étudierons de la façon la plus complète les polynômes ortho-
gonaux R^a?) correspondant au poids 

(9) ('·») Φ»=(Ι-.·5^RR)/(P) («SO. 

où t(x) que nous appellerons poids trigonométrique est une fonction 
continue, satisfaisant dans l'intervalle (— J , —{— ι) à la condition 

(ίο) ο < λ < l(χ) < L, 

λ et L étant des constanles fixes. Nous verrons ensuite que plusieurs 
de nos conclusions resteront vraies sous des conditions plus générales, 
tandis que d'autres ne le seront plus. 11 semble ainsi préférable de ne 
pas fatiguer l'attention dès le début par ces généralisations qui trou-
veront leur place naturelle dans l'exposé systématique qui va suivre, 
en conservant pour le moment l'hypothèse de la continuité de t(x) et 
la condition (io). 

Désignons par L
/(
[/(a?)] le minimum de Vécart du produit 

(il) l{x)Y*
n
(x) 

sur Le segment (— ι, —|— ι), et par H^'[i(o?) | le minimum de L'intégrale 

(«-Ο f [H-cj ] ΐ'„(.χ·) γ ——, 
J..., V 1 — :χΛ 

où est un polynome quelconque (2) de degré Λ, dont le terme 
du plus haut degré a son coefficient égal à 1. Il sera démontré que 
Végalité (8) s*étend asymptotiquement, et Con a 

(i3) h',= r -y-, — -ΓΑ;__ (./• -I- v'.r2— .)"+ (./■ • ν'./•* •- I )" _ Cl)s//0 Lit•*.)— i>n — 5 

au moins pour 1^. 2, et que les polynômes orthogonaux R
yi
(.r) qui rèa-
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lisent le minimum deVintégrale (12)pourl = 2 | correspondant au poids 
trigonomê trique l~ (a?)] »fournissent asymplotiquement le minimum 
de (12) pour l^> 2 et aussi celui L

/t
[/.(#)] de Vécart de (11). 

Ce résultat est une conséquence du théorème suivant : 

Les polynômes orthogonaux R«(a?) normes correspondant au poids 
trigonométrique t^x), c'est-à-dire définis par les conditions que , 

(il) h',= r -y-, — -ΓΑ;__ (./• -I- v'.r2— .)"+ (./■ • ν'./•* •- I )" _ Cl)s//0 Lit•*.)— i>n — 5 

et 

(i5 ) R ( \Γ) — j" I ζ' G(M Î M' ) Φ''» 

admettent Vexpression asymplotique 

(.6) 
! — 

Ι^(·«)~|/
rA[x)

C0S(n(j + ψ h 
où 0 = arc cos.x' et 

(17) XTO"1"®" F/ΕG,<7 / PM s' —5Ί1 2 (m _ 2)_, 

valable uniformément sur tout le segment (—1, -f- 1), pourvu que la 
fonction t(x) [satisfaisant à (10)] satisfasse encore à la condition 

(18) 1 /(Χ + 0) — L(;C) | [ LOGO |' "£< /.' (Ε > Ο, /, > Ο). 

ο. La démonstration de ce théorème occupera la place centrale 
dans la première partie de notre travail; mais, en admettant l'exacti-
tude de la formule (16), nous allons dès maintenant en déduire 
l'égalité (i3). Pour le cas de /=2, cette affirmation est évidente, 
car le polynome R„(a?) multiplié par sjt(x) atteint enn + i points 
avec des signes successivement opposés son module maximum qui est 

asyniptotiquement égal à y/~' puisque ψ prend la valeur zéro aux 

deux extrémités ± 1. Donc, R
;i
(a;)'\/i(a?) donne asymptotiquement 

l'écart minimum du produit Ρ,fx)<Jt(x), où P„ (a?) est un polynome 
quelconque de degré η, ayant le même terme de degré supérieur que 
li„(a:); par conséquent, l'égalité (i3) pour /=2 [qui correspond 
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à l'égalité (5) pour les polygomes tri go nom étriqués | résulte de ce que 

(Ό) ^/-;(·*') = ΐί;
/
-:{ν,//(·χ') I__ R 2/n (x). 

où 11« (a?) est le polynome orthogonal correspondant au même poids 
trigon orné trique t(x\ non normé, mais ayant le coefficient de xn 

égal à r. 
Pour obtenir l'égalité (i3), lorsque />2, observons d'abord que 

(ψ étant continue) on a 

(9.0) lirn ( \co*(nO -|- I \c»snO \' dO" 
n = x D 0 

-7IG"(n),,rfS" £( b ) -- y f l'V ( ν}ί) Z( q ^ î/m^ = o, 

En effet, 0 étant un nombre positif arbitrairement petit, décom-
posons l'intervalle'(ο, r.) en parties suffisamment petites: o, bn 

60, ..., 7., pour que la variation de ψ dans chaque partie reste 

inférieure à — ; alors ψ/,, désignant le milieu de la /rlèmc partie, on aura 

f | cos (//. 0 -ι- ψ) \' dO — 2 f I cos ( // 0 -f- ψ/. ) d
r
) 

0 bk _ 1 
ο 

< -5 9. 

et, d'autre part, on pourra prendre η assez grand pour que la diffé-
rence entre 

bk _ 1 I | cos bk (η 0 H- ψχ.) |' dr) bk + — I j cos// θ |' dcJ 

et 

/(Ι^Ι)=/(1ι:1τΜ)=ί|:/<ι·,'!Η"/(|;|ι]· 

soit inférieure en valeur absolue à —7-; donc, 2 n 

I J* '
 c

°
s
 ^

n rj+
^ ' '''—J* ' '

 c
°

s n Cj
 ̂ ^^. 
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Ainsi, l'égalité (γ3) sera établie, si nous montrons que pour tout 
polynome P«(a?) de degré η, assez élevé, commençant par le même 
terme que R„(a?), on a 

(ai) f 1l'iv7?U))/-^t=~f I Κ « ( ■*- ) f (y// (.T ) Y -7====. > — 2. 

quelque petit que soit le nombre positif donné z. 

Or, quels que soient y >0, :>o,/» = '> j) 011 a 

\γ">— —3): 
donc, 

^/-;(·*') = ΐί;/-:{ν,//(·χ') I__ R 2/n (x). 

>= 1/ _1 Γ'ίV;(*)«»)ίI<ir. 

II suffit, par conséquent, de prouver que, pour η assez grand. 

(αά) ί ! \'τΑ·
τ )— {·

τ
)\f(/r)\<:<ts(nO -f- ψ) /ffJ > — ζ. 

0 

A cet elTet, en développant (cos(/jO + ψ)|/-2, en série trigonorné-
trique, 

| cos(/î 0 -f- ψ/-2 j = An -h À, cos-,*(//.0 -h ψ-ι- Λ/· cos / (/ιΟ -h ψ) -h êj. 

où A0 > o, nous pouvons fixer k (indépendamment de n) assez grand 

pour avoir | ζ,,.| <^ · De plus, en appliquant les formules (16) et (17), 
où t(x) est remplacé par tP(x), on a 

\,,= f ! I'?,(■'■) — WJii.r) J i(x) cospin/j -f- ψ ) ri() 

~f' l
/(,

^).l
 ?

— !t« (·? .)]«#, 

Idésignant le polynôme orthogonal nornié de degré pn corres-
pondant au poids trigonométrique tp(x). Donc, p> 2 étant fixé, I,, tend 
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vers zéro avec l-\ cela est évident pour ρ = 2 à cause des équations 

d'orthogonalité de R
s

,
lia

(i;) et du fait que P^(.z-·) — Κ*(λ?) est un poly-
nôme de degré non supérieur à in — ι ; de même, Q/

t
(#) étant un 

polynome de degré η assez élevé pour que Qk(x) diffère aussi peu 
1 _ P 

qu'on veut de [*(#)] 2, nous aurons, pour ρ ]> 2, 

(·'.:{) f μ(./.·)]/'iW(-'
r

)Q/'(«
r
)I '

>2

 L
/;

) — κ»(·'■) I
 rlr

 = <>, 
0 V 1 _ x2 

d'où il résulte que \p tend vers zéro, de sorte que pour η assez grand, 
on a 

i L < ~~î ' 

et l'inégalité (22) se trouve établie. 

6. Remarque. — Par ce qui précède, l'égalité asymptotique (i3) 
n'est démontrée que sous la condition (18), mais les considérations 
qui nous permettront dans la suite de nous débarrasser de cette res-
triction pour le cas île /=2 sont applicables, quel que soit /; ainsi, 
toutes les extensions de Γ égalité (i3) correspondant à l— 2 sont (''gaie-
ment vraies pour l > 2. 

Le raisonnement qu'on vient de faire n'est pas valable pour /<^2; 
cependant, il ne paraît pas douteux que l'égalité (i3) subsiste pour 
toutes les valeurs /> 1. Pour trancher la question, il suffirait d'étudier 
le cas particulièrement intéressant de l = i. L'élude de ce dernier cas 
permettrait de généraliser (asymptotiquemerit) encore d'autres pro-
priétés dos polynômes trigonométriques T„(a?); sans nous arrêter lon-
guement sur celte question, bornons-nous à quelques indications 
sommaires. 

La détermination des polynômes Q
/(
_, (a?) de degré η — ι pour 

minimer l'intégrale 

f l/(^) — Qn _ 1 (x) q (x) dx. 
·- — 1 

où le poids q(x)^> ο et la fonction /(ir)sont donnés, conduit à un 
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système de η équations (') 

(24) Ι χ'' q (x) dx — / x!> q (χ) dx ±: / x>' q ( χ ) dx — ο 

(ρ— ο, i. . . u — r), 

où a* sont les points au nombre non inférieur à η, où /(a?)—.Q„_,(a?) 
change de signe ; on aura, en particulier, fe = η toutes les fois que/("' (x) 
ne change pas de signe sur le segment (— ι, +1); alors, quelle que 
soit la fonction f(oc) de la classe considérée, les polynômes cherchés 
Q,,-, (χ) sont les polynômes interpola leurs de Lagrange correspondant 
au système bien déterminé de nœuds (2) qui sont les racines du poly-
nôme (2) de degré η qui rend minima l'intégrale 

J ! IV·'·) |'/(-'Ό
 (Ιχ

· 

En particulier, d'après le résultat obtenu au paragraphe 5, on a 

I'«(.r) = T/, (·■*)· 

lorsque q(x) — , ' donc, dans ce cas, 
V1 _ x 

Ι χ'' q (x) dx — / x!> q (χ) dx ±: / x>' q ( χ ) dx — ο 

(') Pour le cas de q{x)=i, la solution du système ( ·λ4 ) a été donnée pour la 
première fois par Korkine et Zolotarelf dans Particle : Sur un. cerlrtin minimum 
(Nouvelles Annales fie MulhémaUques, t. XII, ι8"'ί). 

(-) L'unicité du système de solutions de (·>./\) s'établit de la façon suivante. Admettons 
qu'il existe encore un autre système -Jj, [j

n
 satisfaisant à (v,-j). Le serment (—1, -M) se 

trouvera alors décomposé en ·Λ«-Τ-Ι intervalles (dont η — Ι ou plus pourraient être 
de longueur nulle) par les points a

;
, 3,·. (I y aura ρ de ces intervalles, ou le signe 

devant l'intégrale dans ( >4) sera 'e même que dans l'équation correspondante formée 
avec les [ï; et px de ces intervalles jouiront de la propriété inverse. Au moins, un des 
nombres ρ ou px ne dépasse pas η : soit, par exemple, p^n. L'intégrale formée avec 
un polynôme arbitraire H„-j (x) de degré η — r. prise suivant ces ρ intervalles avec 
les signes imposés par (^4), devrait être nulle, ce qui n'est pas possible, puisqu'on 
peut disposer des racines de Q

/(
_i(.x) pour rendre positive la partie de l'intégrale 

relative à chacun de ces ρ intervalles. 
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// est également facile de montrer que pour q (x) — ι, on a 

■ h π v.), — COS ) n + 1 

de sorte que Ρ„(#) =
 /j~· Τ^

+
, {oc) est alors le polynome qui, multiplié 

par \/i — ce·, s"*écarte le moins de zéro dans Vintervalle(— ι, -f- i);dans 
ce dernier cas, où toutes les formules sont également non seulement 
asymptotiques, mais rigoureuses, on a ainsi, conformément à (τ3), 

IIV '(\ I - X-) = ·>, L„(v' I — x2). 

On trouvera la démonstration de ceci dans mon article (1 ) : Sur une 
propriété des polynômes de Tchebychejf, où j'en ai tiré la conséquence 
que de tous les polynômes P„(a?) de forme (2), le polynome T

/t
(d?) est 

celui dont la variation Lotale sur (—i, + 1) est minima; cette varia-

tion minima est donc égale à · 

J'observerai, enfin, que les deux systèmes de nœuds que nous 
venons de signaler comme correspondant aux minima des intégrales 
des modules conduisent à des formules d'interpolation qui ont été 
employées par divers auteurs. La première a joué un rôle essentiel 
dans mon étude sur la meilleure approximation de |Λ?| où je l'ai appli-
quée a la fonction f(x) égale à + 1 ou — 1, suivant qued? > ο ou χ <o. 
Sons une forme générale, cette formule d'interpolation a fait l'objet 
d'une étude importante de M. M. lliesz, qui en a tiré, en parti-
culier, une démonstration élégante du théorème concernant le maxi-
mum du module de la dérivée d'une suite trigonométriqûe finie(2). La 
seconde formule, qui appartient à Lagrange, est intimement liée au 
développement eu série trigonoméLrique de Fourier, et sa convergence 
est essentiellement du même ordre que celle de ce dernier. 

(') Comptes rendus de VAcadémie de VU. R. S. S., [»)·■>.7. 

(*· ) C. R. Acad. Sc., ι<)ΐ·1· 

Journ. de Math... tome IX. — Fasc. II, ig3o. iB 
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CHAPITRE I. 

FONDEMENTS AEfi ÉI» R IQ U Ε S , 

1. Soient Ρ„(.χ·) des polynômes orthogonaux correspondant à un 
poids 

K>) ηΛ.
τ)=

Μΐ1_, 
V 1 _ x 

proposons-nous de former les polynômes R,
( /,(a?) orthogonaux corres-

pondant au poids 

(26) (/,,(*) ~ V 1 _ x2 fh (.r), 

011 

(27) C (P) I — '/ ^ l'Q ( ) -· ( Q ) '/'i)y = Ο 

est un polynome de degré A, positif sur le segment (—ι, + i); le 
coefficient de la plus haute puissance dans P

M
(a?) et dans R

Wi/
,(a?) est 

toujours pris égal à 1. 
Il est aisé de vérifier alors que (') 

(28) JC WF ( V11 ι s di\fi —-—· J* ^ l'r,, p\ \ f^\ \ — Le,,· 

ou 

(29) Δ
η
(αΊ, a*, . . ah) = 

P n (a1) ... P (ah) 
Pn + 1 (a1) ... ...... 
............ ... ........... 
Pn + h _ 1 (a1) ... Pn + h + ..1 (ah) 

(t) Un cas particulier de cette formule a été indiqué par M. Szégi) dans le travail 
Entwickelung einer analytischén Funktion nach des Polynomen eines Ortho-
gonal systems, (Mathem. Ann., t. 82, 1921, p. 188-212). 
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et-

(•Mjbis) Δ„(r/ fih, œ) — 

•V" |) ... I \(«/») l'\,(.«) 
1 u ι-1 ( ft ι ) ... ..... ..... 
..... ... ......... ........... 
IV/,Κ)) ... ...... Pn + h (x) 

puisque, d'après (28), R„
i/t

(.x') est effectivement un polyriome de 
degré n, ayant son terme du plus haut degré égal à xn, et que le 
second membre de(28)est linéaire et homogène par rapport aux poly-
nômes 1\,(.2·)? . . Ρ,, H/,( ·*-·)· 

Donc, en employant les notations adoptées dans l'Introduction, 
on a 

(30) l ι ('»•.) I V,( Il ) «il c/S|| —■ Λ J i, <^U υ Y,(ll)=r f I* )<7o)P 

a II up = _ Fc G II P LII ds II _ F D G P Q F Q dw Q.ViV = — j:"r — pJTr, — v0, ; 

ψ,:( V|,' ) = ψ (μ -ι-- ι ) On -ι- ψ(> )0 -h ( \ — μ — H, ν ) Η- ( Ιί, -I- II, μ — ^ · 

= a1 a2 ... anΗ Κ·«.,· An (a1 ... an) ··■"*) n;j |s Z— 

Il va de soi que, dans le cas où plusieurs des racines a
x
 =a

2
 = ·. .= «

Λ
·, 

les colonnes correspondantes de nos déterminants contiendront, au 
lieu des valeurs des polynômes, celles de leurs dérivées successives 
jusqu'à l'ordre k — 1. 

2. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, uniquement du cas où 
J

 a
(x) = 1 ; nous avons donc actuellement 

\\{x) = Τ
Λ

(.χτ). 

De plus, toutes les racines a
t;
 de t

h
(x) étant extérieures au segment 

(— 1, H-1), on a la formule asymplotique 

(3.) (/,,(*) ~ V 1 _ x2 fh (.r), 

où le module de 
ρ/.·= «Λ-4- V'V'ï — I 
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est égal à la demi-somme des axes de l'ellipse passant par ak
 et ayant 

pour foyers (— ι ,· + ι). 
Donc, 

Λ„(
βι

, «,,
Ρ φ

[ à=& à=h... E=F»=!J 

et, d'après (3o), 

(3,) ··. (4)·«?'= ̂ rfe) te) ' 
11 est aisé de \erifier, grâce à la remarque faite plus haut, que la 

formule (3s) subsiste dans le cas-où les racines ak ne sont pas dis-
tinctes. 

5. De la formule (-28), nous pouvons également déduire une for-
mule asymptotique pour nous avons, quel que soit x

y 

(33) R«,/,(·*·) t
h
{x) ~ \ l)

 Ί 

1 ... Τ
/(
 (.'/;) 

£ ·'· W*) 

. ... . 

(7) Ί»+'Λ·χ) 
1 ... 1. 

Q1/2 ... Qh/2 

. ... . 

(P1/2) h _ 1 ... (Ph/2) h _ 1 

Dans le cas où χ est extérieur au segment, on peut remplacer T
/t
(a?) 

par son expression asymptotique ( y— 1 ; donc, 

(34) R« „(.r ) ~ + ^~ 'y' (J; + ^~ ~ P, )■ ' 2"+/l (.r —r/A)·■(·* + ^ - 1 - ?*) 

__ Q|Q,... p
/t
(.r H- \!X- — I)N , 

2 " ( û, — a: H- \Jx- — 1) . . . (ρΛ — χ -4- \/x- — t) 
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où la dernière expression met en évidence que lefacteur de (x-{-sJx- — ι )" 
reste fini, car son dénominateur ne s'annule jamais. 

4. Pour le cas où χ est un point du segment (— ι, -f- i), en posant 
χ = cosô, et en remarquant que le numérateur du second membre 
de (33) est une somme de deux déterminants de Vandermonde à cause 
de l'identité Ύ„(χ)~ — , nous obtenons la formule asympto-

tique 

(35) \\
n
j,(:v ) //,)./·) ~ J (V"0 (e<" — p, ). . . (e'° — pA)' 

-Y- e-l,lf>(e- '(> —ρ, ).. . (e~l<> — pA)]. 

Or, les quantités p/,. étant réelles ou deux à deux conjuguées, les 
deux produits sont conjugués, et l'on a 

(30) 

(— i)A.(e'° — p, ) ; . . (e'"~- p
A

) 

— v't ·
ν — Ρ ι )" -+~1 — x" \ ' · · [ (x — 9h )'- H- ι — xl | e/i a'H"a'+· ·. + xh1 

= yA*«,
P

, ...
 n/

,
p/
,(. - £). ··('-£) ei (a1 + ... + x4), 

(__ ! )A (g- -/0 _ p
(
 ) _

 #

 (e-/0 _ &A) 

■V* "
,p

' · · ■ ""K*
1
 " " ■ (■

+1)«-^··-"·. 

où «/. est l'argument de p/,. — c':i), lorsque p/,. est réel, et αΑ + αΑ+.ι est 
l'argument du produit (βΛ — — p/,+0? lorsque p/, et pA+) sont 
conjugués, eu posant dans tous les cas (puisque pj +ι = 2aApA) 

(37) P = IV Q = H = R'ni= Δ'/*, — : ο, \ϊιν'(a2//.,r., ) m ο, 

Lorsque us- varie de —ι à +i, la somme 

(38) ψ m «α -+- α, +. . . -+- αΑ· 

reprend la même valeur qui, sans restreindre la généralité, peut être 
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supposée égale à zéro ou T., car 

(37 bis) tanga/.rr: î- —-V I — ■('" ' 

ne devient pas infini dans l'inLervallc considéré ('). 

Nous tirons ainsi de (35), (3G) et (38) que 

(3y) Η„,λ(χ)\/(h{χ) ~ VMλ cos(nfj Ή ψ)· 

où 

(.'10) -M,,= il ΐ2-...ϋ. 
·>, a, ;>.a., ·>. a 

Donc, V écart minimum <Tunproduit 

1>« (■'·") s'thix)-

où l\(a?) est un polynôme quelconque de la forme (2), est réalisé 
asymptotiquement par le polynome orthogonal H„,;

t
(.x·), et Von a 

(■10 L„|y7/,(.r) y M/,· 

En tenant compte de (82), qui s1écrit sous la forme 

( 3:î bis ) /(Ι^Ι)=/(1ι:1τΜ)=ί|:/<ι·,'!Η"/(|;|ι]· 

on a ainsi 

(\·>■) Il,r'fν'0,(·*') J^ \ L?,| \th(■ r » |. 

quel que soit le polynome //,(#). 
La remarque faite plus haut permel de rejeter dans les formules 

(' ) Dans le cas où &/,· el p/
f+i

 sont conjugués, 

tang(a/t• +- st£+l)— ——<J 1 — X2(2 Χ — p/, — ,W,-H )γ-—; "XX" ( J/t• p/,-4-i)x -t~ pkpli+ | ' 

pourrait devenir infinie, niais ses pôles né sont pas séparés par une racine, car le deno-

minatenr est positif pour χ = ——^ comme pour χ — ib i. 
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asymptotiques qui précèdent la restriction que les racines de th(x) 
soient simples. Ainsi, en particulier, lorsque tk(x)—p'ffx) est un 

carré parfait, la formule (4i) est identique (aux notations près) à celle 
que j'ai donnée dans ma Note Sur quelques propriétés asymptotiques des 
polynômes (') où j'ai indiqué pour la première fois l'expression asyrnp-
totique (39). 

5. Nous allons à présent étendre les formules (4i) et (32 bis) [et, 
par conséquent, la formule (42) qui en résulte ] au cas où th tend uni-
formément vers une fonction continue (2) quelconque t(x). 

A cet effet, observons que l'inégalité 

( l'M 1—ε < , / \ < 1 + ε 

entraîne 

h',= r -y-, — -ΓΑ;__ (./• -I- v'.r2— .)"+ (./■ • ν'./•* •- I )" _ Cl)s//0 Lit•*.)— i>n — 5 

quel que soit n. Donc, à cause de (32 his), on peut prendre η assez 
grand pour avoir 

( I i ) -r,Γ7
 λ|

Α(1 - '<«2 » < 1 v>r] tin'r) J <
 2

J„, M
a
(i + 22). 

Par conséquent, si 4,(^') est un autre polynôme approché de t(x) 
qui satisfait aussi à (43), la quantité qui lui correspond devant 
également satisfaire à (44)? on aura 

M h —| < VIΛ <; M /, y 

d'où il résulte qu'il existe un nombre parfaitement déterminé 

(45 ) \1 =zr 1 i 111 M/,= lim — ÏL 
«=» 2«, 2 an 

(') C. II. Ac. Sc., iur décembre 19ύ.-Foir aussi mes Leçons sur les propriétés 
extrémales, p. 12-19. -

('-) Voir le paragraphe G du premier Chapitre de mes Leçons sur leç propriétés 
extrèmales. 
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lié à la fonction t(x) indépendant de la façon dont la suite des poly-
nômes t/fco) tendant uni forment vers t(x) a été choisie. D'après (44 )> 
on a 

(•16) HI
I

2>
|Y/(.R)]'

N
' CL DE MÊME U[V^(·^)]~ ^TT^

/;VI
· 

Ainsi, la relation (42) subsisté, lorsqu'on y remplace li,.(x) par une 
fonction continue quelconque t(x) satisfaisant à (10), et l'on peut 
l'écrire aussi sous la forme 

(42 bis) (/,,(*) ~ V 1 _ x2 fh (.r), 

De la formule (45), on tire immédiatement la relation l'onction-
tionnelle (1 ) 

(47) αΜ[/(^)ί(./·)] = ΑΙ[/(.Τ)1\ί[.Ν(.Γ)]. 

Je renverrai à mon article (2), Sur la distribution des zéros des poly-
nômes tendant vers une f onction positive pour quelques autres consé-
quences de la formule (45). 

6. La relation (47) fait prévoir que logM est une fonctionnelle 
linéaire de la fonction log t(yv) dont elle dépend. 

La forme de cette fonctionnelle est aisée à trouver. 
Partons de la formule (4o). On a 

i°kM„=2 '■* =Σ "* ,V 1 _ i/an2 ; 

en appliquant la méthode des résidus de Cauchy à cette somme symé-
trique par rapport aux racines th(x), on obtient 

logM„= Je rûifjio/'V' 1 _ 1/z2) dz, 

(!) C. ft. Acad. Sc., t. 180, p. 840. 
( -) Jouriial de Mathématiques, 1929, VOL. il DU Jubilé de MM. P. Appell et 

El·Picard, P. 3:J>7. 
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où le contour d'iliLégration C est formé par : i° le segment (ει, ει-f-1); 
2° le demi-cercle de rayon très petit ε, ayant ι pour centre; 3° le seg-
ment (— ει + ι,— ti— i); 4° le demi-cercle de rayon ε ayant —ι 
pour centre; 5° le segment (ει — ι,ει')· intégrant par parties, on 
trouve donc 

log Mh = •λ M e( I' ) > ; F( l'j ·■— Φ( l'j I. 

= τ]"
5 

I Fk(fD~ l'K(!')!<*M νκ(Ι'), 

Puisque la dernière intégrale est prise entre des limites réelles, elle 
aura un sens lorsque Z/,(a?)->i(a?), et, par conséquent, on a pour toute 
fonction positive continue /(a?) la formule 

( 4 8 ) logM= 1 f dot. 
II _ 1 1 _ x2 

D'après (4d), on aura ainsi 
, ± f l^rfx 

(49) ULv''("c).|~ e- ' -ιV* ·«··* 

et 
, ± f l^rfx 

KM) n;r Lv 2~ïï^=r
e 1 . 

La formule (5o) a été établie par M. Szégô (1 ), qui a même prouvé 
son exactitude dans l'hypothèse générale où la fonction bornée logi(a?) 
est inLégrable au sens de M. Lebesgue. 

7. La formule (49)? qui résulte essentiellement de la validité uni-
forme sur tout le segment (—i, -f-i) de la formule asymptolique (39), 
ne se trouve pas chez M. Szégô. D'ailleurs, l'extension de la for-
mule (49) aux fonctions discontinues est plus restreinte, et pour cela, 
l'intégrabilité au sens de M. Lebesgue est certainement insuffisante. 

(1 ) Loc. cit. 

Jaurn. de Math., tome IX. — Fasc. II, 1930. 19 
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En effet, considérons la fonction t(x) = ι en tous les points où 

^ arc cos# est rationnel, et t(x) = ^ en tous les autres points. La for-

mule (49) conduirait à la même valeur -1- pour L
n
[\Jt(x) | que dans le 

cas où on Fa identiquement *(#)=|. Or, le polynôme P„(#), qui 

s'écarte le moins possible de zéro en n-f-1 poinls cos~) où t(x) = 1 

par hypoLhèse, se réduit au polynôme de Tchebiclie.il' Τ
Λ
(#); donc, la 

valeur exacte de L
n

\ ft(x)] est, quel que soit/1, égale à contrai-

rement à la formule (49)· 

il suffit pour que la formule (49) [et, par conséquent, (fi) égale-
ment:] soit exacte que la fonction logi(#) soit bornée et intégrable au 
sens de lliemann. 

En effet, la condition énoncée est équivalente à l'affirmation qu'il 
existe deux systèmes de fonctions continues ΤΛ(.χ·) et S*(a?) telles que 

I. £ T/, Ο ) > 11 ·'·' ) > S/, ( χ ) 2 λ > ο 
et que 

(5i) lim Γ' losT»(J'Γ'}2β£}α*=Γ'
ι
%Μ£· 

h = x J_{ \J 1 — h = nj_, \J 1 — ,v- J_, \J r — x2 

Or, pour η suffisamment grand, on a, quelque petit que soit ε, 

1 _ e _ 2n _ 1.Vl[T
4
(.r);| < l.„[T„(.,.·)] < i M[T„(.r)], 

1 _ e/ 2n _ 1 M [Sh (x) ! < m; S,,(.£■)]< '-±iM[S,,(a--)l; 

donc, puisque 
l u[ rlV/(X) ] > Lu 11 (χ) "I > Lu[SA(x)), 

on a 

£r Μ[Τ»(χ)]>^ M (S;, (#)], 

d'où il résulte, à cause de (5i), que la formule (49) s'applique effecti-
vement à notre fonction t(x). 
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8. Dans les formules précédentes on considère le segment fixe 
(—i, -M); dans ces conditions, M[i(a?)] est une constante. Mais, si 

l'on fait le changement linéaire de variables s= ^ ^ a, le segment 

(—ι, -f-1) sera remplacé par (o, u), et l'écart minimum L
rt
[i(s), u \ du 

produit 
l(z) (v" -h «, -+-. . . -f- an

) 

sur le segment (o, u) sera donné asymptotiquement par la formule 

(5-2) ) M(U), 

OÙ 

(53) loSM(«) = l''(") = ~ /(Ι^Ι)=/(1ι:1τΜ)=ί|:/<ι•,'!Η"/(|;|ι] 

Donc la fonction Φ(^)= log/(-) est liée à F(z) par l'équation inté-
grale d'Aboi 

(53 Λ/Λ) V(h)=Z- f ,1 ^ ί φ(ιι$\
η

'-Θ) dû. 
TtJ» ·γ'.χ·(ι — x) 71Λ 

Par conséquent, on a inversement 

φ( u ) =Z I· (O) -f- u f — ί 
0 V 1 _ x 

dans le cas au moins où F(//) admet une dérivée. 

9. Le même procédé qui nous a servi pour représenter par une 
intégrale définie logM peut être appliqué pour transformer l'expres-
sion (34) et la somme ψ qui intervient dans (3q) représentée par la 
formule (38). Occupons-nous d'abord de cette dernière. On a, 
d'après (37 ôw), 

(54) bk _ 1 I | cos bk (η 0 H- ψχ.) |' dr) bk + — I j cos// θ |' dcJ 

=
 _L f %1 I

F

„.1±Α*~ <-* + y··1·'-1
 H, 

-|7Ï Jc z + V-2 — 1 — -r — V 2— 1 
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où le contour d'intégration C est le même qu'au paragraphe 6. D'où, 

en intégrant par parties, 

(55) ψ=— ' Λ
0

«;/
Λ

(.3)ί 
•f K Jc [_ 3 + V 3 — 1 ~ ·*' ■+■ \J·' ' 1 

( ! | Ι',,ΟΙ \Ί(·'·) |; — | ·Μ·'ί\ \ \ /fr 

'■>-KJc _(z -H v'-'J — I — .*)" — (π* ~ l)J \ \ z' — V == — / log i/4(ar) 7 ) Â 1 (I + -ρ^=Λ tlz 

.7τ- / ® '^(·3) /—; z + Vz2 _ 1 _ 2 x + (z _ Vz2 _ 1) / /-, \ ~7~0 . 

= si
:

los4(=)
\/^-

Puisqu'on a ψ = o, si est constant, on peut mettre (55) sous la 

forme 

(1=
 , . r log/„(*> - logi„(.c)

 dz 

'\^JC 3 ~ ^ V 1 — 3'-

donc en faisant tendre le contour C vers le segment double (— ι, 1), 

on trouve finalement 

(56) ψ= --- f \/l—~dz. 

L'expression (34), valable pour tout point a? extérieur au segment 

(— ι, + i), transformée par le même procédé, donne 

(5
7

) «.,>(·»)~(
 ν

Γ ') ' >''-=· . 

Par ce qui précède, les formules (3^), (56) et (57) ne se trouvent 

établies que lorsque th(x) sont des polynômes quelconques. L'exten-
sion de ces formules n'est pas aussi simple que celle des formules (32) 

et (41). Le Chapitre qui suit est consacré à cette étude. 
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CHAPITRE IL. 

EXTENSION DES EXPRESSIONS ASVMPTO'LIQLIBS DES POLYNOMES ORTHOGONAUX. 

1. Commençons par évaluer l'erreur de nos formules asympto-
tiques dans le cas algébrique. Dans ce but nous allons établir le 

LEMMF,. — Soit 

S = 

1 ει,1 ... 1 + e1, h 
Pi ~+" Ê2,1 ... 1 + e1, h 
. ... . 

pf_l + £/,,, ... 1 + e1, h 
I ... I 

Pi ... Qh 
. ... . 

[A 1 ... Q h h _ 1 

5i pour toute valeur de k et i on a | p/.— c,| > o|p
/f

|, où I ρ* I ^ ρ > ». 

et | iij
; | ( ^ ) ' oiors 

(θ8) -r· — I <·>.//(-) ) 

pourvu qu'on ait ί1 · 
En effet, S—Δ se compose d'une somme de déterminants de la 

forme 

h= 

ε,.1 £ ι,2 · · · sl,A 1 · · · 1 

£2,1 · * · · · PA-Η · · · ?Λ 
........................ 
ε/Μ · ... £A,A PFCL · · · PÎ~"' 

dont le nombre pour chaque valeur de k<h est égal à CJ. Après la 
réduction des facteurs communs, on a 

Ik/A = Ek/Ak, 

où 
Δ*=± (ρ, — pj)... (ρ/;—1 - p*)/(pt) · · ./(pi). 
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en posanl 
Λρ) = (ρ-ρ*+Ι).··(ρ —PA). 

Quant à Ε
Λ
., il sera inférieur en valeur absolue à ( - J k\ multiplié 

par la somme Σ des modules de tous les mineurs des h — k dernières 
colonnes de I/; débarrassées du produit (p/H_2— ?/■+-<)· · ·(?/»— p/<-)) quV 
se réduisent alors à dès fonctions symétriques homogènes de p/;+,, . . ., 
p/t, dont totis les coefficients sont positifs; par conséquent, cette 
somme Σ ne sera pas diminuée, si nous remplaçons c, p/( par 
leurs modules respectifs | ρ,· | = R,. 

Donc, 

V < _ 

I ο ο I ... I 
— ι ι υ . . . Ι»/·.Η . . . It/, 

• — ·>■ 1 R/î 
.................... 

(— ι)Λ-' itf!■ .... R hh _ 1 
I ( 'h-.M — 'hw-2) · . · ( "Λ—! — R/<) I — I ( 1 + Ih-t-i) ...(n- It/,)p, 

car les déterminants 

, .. PA.Pi — i) 
2 

~f' l/(,^).l ?— !t« (·? .)]«#, 

■ afcil ... 
'λ 

= (/ΓΓΤ7!Π(''"-/") 

<·>' 

sont des entiers positifs, si · ·., sont des entiers non 
négatifs. 

Par conséquent, 

Ε* . λ·![(Κ/.·
Η
+0··.(Η,4-ι)ΡΛ3γ-^ 

V 1 _ x2 fh (.r), 
l/(pi) ···./(?/.·) Ι* ' 

II up = _ Fc G II P LII ds II _ F D G P Q F Q dw Q.ViV = — j:"r — pJTr, — v0, 

<.{V- <«©"■ 
puisque 0 < 2. 
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Donc, la somme de tous les quotients de même indice k est infé-

rieure à 

h {h — ι )... (h — /.· H- ι ) ί - j < ^ (
 ()

 ) ' 

et finalement 

ψ,:( V|,' ) = ψ (μ -ι-- ι ) On -ι- ψ(> )0 -h ( \ — μ — H, ν ) Η- ( Ιί, -I- II, μ — ^ · 

COROLLAIRE. — Si 

(h) 
2 ° = -» 
r?; 

on a 

(6o) 
S ' a//. 
Δ — 1 <7^· 

2. Pareillement, posons 

S,= 

I + £]
 fl
 ... I -i- £| y, 

. ... . 
ρ',-1 + «i-u . . . Ρ/Γ'+ ε'-Γ,Λ 

PV~' "+■ £/4-1,1 · · · Ρ/Γ' + ei +1, h 
. ... . 

PÎ+ £Λ,ι · · · Ρλ + ε//,Α 

et par A; désignons le déterminant qui se déduit de S,, lorsque tous 

les ε
()

/, = o. Dans les conditions du lemme précédent, on a alors 

( 61 )
 S

'
 Δ

 A

' <a(!pi j --H Ο ( I I -+- I ) - · - ( I PA | H- * ) Λ ^ | ̂  , 

car, en utilisant les évaluations faites pour la démonstration de ce 
lemme, on obtient immédiatement 

I Si _ Ai/A I <£ A(A -,)... (A - * + ̂ owo.-.^+or' M«", 

*=' \f(pi)---f(?k)\à -

d'où résulte (61). 
En particularisant les valeurs de δ, comme dans les inégalités (5q), 

nous déduirons de (61) des inégalités qui s'obtiendront en multipliant. 
(6o)par(|p|+i)...(|p;i|+i). 

Donc, en tenant compte de (60) et (61), on déduit de (28) dans le 
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cas clé foipc) == ι pour — ι <.r<ι, 

1 12 ... cos n O 
P1 . ... . 
................ 

V th (x) £r Μ[Τ»(χ)]>^ M (S;, (#)], 1 12 ... cos n O 

(x _ a1) ... (x _ ah) ............ 
P h_ 1 1 . ... P h _ 1 h 

1 :})·.= VVJ1 D' + f WK' d'»() YVJ.1 + YV'N 
. ... . 

V th (x) £r Μ[Τ»(χ)]>^ M (S;, (#)], 1 12 ... cos n O 

P1 ... Ph 
. ... . 

P h _ 1 1 ... Ph _ 1 h 

1 + 1/P2n 1 ... o'l . . . cos(η -+- h) θ 
............... 

PÎ+^Â ··* cos (n-hh)e 1 + 1/P2n 1 ... o'l . . . cos(η -+- h) θ 
+ 1 ... 1 

f l/(^) — Qn _ 1 (x) q (x) dx.1 + 1/P2n 1 ... o'l . . . cos(η -+- h) θ 
. ... . 

P h _ 1 1 ... P h _ 1 h 

JUR—Λ) < 7F ('"(Ρ) + RIR + r)' d's Kr s ____ dl = r'~ = d, 

car 

I Π
/1ιΛ

(,ζ·) v^l^) | 5 Ι,Λ|.\//Α (·-*)] ^ · 

Par conséquent, ψ et M/( étant donnés par les formules (38) et (4o) 
respectivement, on a 

( 6·;, ) | 2n-> (.·/;) \Ît.k (x ) — \/ M/, cos ( η 9 ■+■ ψ ) | 

•λ M e( I' ) > ; I Fk(fD~ l'K(!')!<*M νκ(Ι'), F( l'j ·■— Φ( l'j I. 

En introduisant le polynome norme 

(19 bis) R„.a(ar)= . 1—==■. R
nJl

(x), 
V"ir|V^(^)] 
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nous déduisons d'abord de (32 bis) l'expression asymptotique 

(63) Κ«,Λ(·«)S/M·
7'') ~ cos(/i0 4- ψΑ

), 

où.ψ/4
 est donné par la formule (56); en tenant compte de (62) et de 

la grandeur de l'erreur provenant de (32 bis), on a ensuite 

(61) K«,A (x ) sith (x ) — cos (+ Ψ*) <v4-i 

h(h Ζ)2h 

________ Pn 

et 

(6.1 bis) BB'> AA.'— BB"> À A' — A"A'"> \ AA'. I — /'(! — M) 1 - n < I . 
h ( h + 3 ) 2h 

p" ' 

5. Dans le cas où as est extérieur au segment (— 1, +1), l'évalua-
tion de l'erreur de la formule (34) ou (57) (qui est la même) résulte 
également du lemme précédent. Ainsi on a (pour ο) 

(65) ('·») Φ»=(Ι-.·5^RR)/(P) («SO. R ( \Γ) — j" I ζ' G(M Î M' ) Φ''» 

('·») Φ»=(Ι-.·5^RR)/(P) («SO. 
. ... . 

{ £=YK.,A(*) h',= r -y-, — -ΓΑ;__ (./• -I- v'.r2— .)"+ (./■ • ν'./•* •- I )" _ Cl)s//0 Lit•*.)— i>n — 5 

. ... . 
P h _ 1 i ... P h _ 1 h P h _ 1 i 1 ... P h_1 h 

1+pf I_hp?r IH~R4" 
. ... . . 1 ... . 

. ... . P = IV Q = H = R'ni= Δ'/. ... . : ο, \ϊιν'(a2//.,r., ) m ο,. ... . 

. ... . ... . ... 
P h _ 1 i ... P h _ 1 h P h _ 1 i 1 ... P h_1 h 

=
 (ττ^=ύ'^

χ)

\

0

^)' 

où ;· est le plus petit des deux nombres ρ et |R| = |a?-}-^a?3—ι|, 

Joum. de Math, tome IX. — Fasc. II, 1980. 20 
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pourvu qu'on ait également 

H!?>=/" ' τ= w ^=Γ-y y= II _______ 2 2n _ 1 ; 

Donc, en tout point extérieur (sans restrictions) Verreur relative de 
l'expression asymptotique de R

/(j/t
(#) [ou R„ .,,(#)] est uniformément 

de Vordre de si |R|>p, car la différence (65) est régulière à 

l'extérieur du segment (— ι, -f- r). 

4. Dans ce qui précède, nous sommes obligés de considérer les 
polynômes th(x), ayant leurs racines distinctes et assez éloignées. 

Les inégalités (64), (64 bis), (65) ne sont établies que sous la condi-

tion que, δ étant une borne inférieure de — — ι , où kfl prennent 

toutes les valeurs de ι à h, on ait 

(%) 
Q = 2/ nn'P. 

Pour pouvoir utiliser ces inégalités, nous devons montrer que l'on 
peut sans modifier d'une façon appréciable la valeur des polynômes 
donnés sn(x), approchés d'une fonction continue, les remplacer par 
d'autres, dont les racines satisfont à (5g). 

Daus ce but, nous démontrerons le 

LEMME. — Soit 

s,(*) = (—*)...('_ *) 

un polynome de degrc h, tel que b
k
-{- sjlf

k
—ι = rA

 satisf ait à la seule 
condition | rk | > ρ > ι. Il est possible de construire un polynome 

«-'-(-î)-(-Ï)· 

tel que | p
A
 | = | a

k
~y sja'l — 11 > ρ o, et qu'en plus j p

A
— p/1 > opA-, satis-

faisant à la condition que l'on ait sur (—ι, -|-i) 

(66) 1ο.!« < W ' où «
S

 ® (»ΠΐΥ. 
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En effet, soit 

k _ 1 I | cos bk (η 0 H- ψχ.) |' dr) bk + — I j cos// θ |' dcJ 

une quantité positive donnée; décrivons autour de tous les points r1, 
J\, . . ., TV_, , /'/I comme centres des cercles de rayon 

I d„/·, |<. . .<| ô0rA| 

respectivement; conservons successivement ceux de ces cercles seule-
ment qui, pris dans Tordre indiqué, n'ont pas leurs centres dans 
les cercles précédemment conservés et qui contiennent au moins un 
point d'indice supérieur non contenu dans un cercle précédent. Les 
points appartenant à plus d'un cercle seront attachés au cercle 
d'indice inférieur. Soit m,>2 le nombre de points attachés au cercle 
de centre /·/.; nous pouvons transporter mk— 1 de ces points k) 
sur la circonférence concentrique de rayon -J.|'7î|> de façon que 

leurs distances mutuelles soient au moins égales à lorsque m,,<3, 

et dépassent 2 sin^~—^ pour m
/f
> 3, leurs modules n'étant 

pas inférieurs à |rft|. Le polynome modifié tk(x) s'obtiendra en rem-
plaçant les racines b, de S/t(a?) qui correspondent aux points 77 ainsi 
transportés en p/ par les valeurs 

"
,=

Κ
ρ,

'
+

ΰ· 
Puisque 

|- °i— /7 ! < ^ d
0

1 /VI 

et que 

I a,- b, I < j I p, — r, I + Lp I < I 0,- r, |. 

donc 

I a-L— bi \ < ô
0

! r
0

1. 

Par conséquent, pour χ = cost), on a 

( ! | Ι',,ΟΙ \Ί(·'·) |; — | ·Μ·'ί\ \ \ /fr (a1 _ x) = 1 + e. 
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OÙ 

•λ M e( I' ) > ; F( l'j ·■— Φ( l'j I. 

I Fk(fD~ l'K(!')!<*M νκ(Ι'), Φ = β P'(o<p'<sp,) 
car 

I α ι x\= ^p/+ ^)- + e_10) 

BB'> AA.'— BB"> À A' — A"A'"> \ AA'. 
Done, 

1 _ x/b1 
l0«—7 <l^7y 

n/ 
et finalement 

log ('·») Φ»=(Ι-.·5^RR)/(P) («SO. 

par conséquent, en posant o=j-, nous voyons que les racines a
h
 satis-

font aux conditions voulues, et qu'on a effectivement 

(66) log ('·») Φ»=(Ι-.·5^RR)/(P) («SO. 

Cette inégalité est manifestement d'autant plus avantageuse que p 
est plus grand, mais dans la suite nous serons obligés au contraire de 
supposer p voisin de ι ; ainsi, pour simplifier un peu l'écriture, nous 
pouvons, sans inconvénient, faire ρ <^2 et utiliser au lieu de (66) la 
formule 

(C7) Ιο84(ΐ) < (p^TF' 

qui est certainement exacte dans l'hypothèse que ̂
lÛ

τ
γ

 ten
d vers zéro. 

Soit, en particulier, 
1_ 

(68) p — (ch )2 v/l, 

où c est une constante, et faisons croître h indéfiniment; alors 

(686/5) p — ι ̂  —^4 · 
2 Vh 
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Donc, sons la condition (68), on a, d'après (67), 

(69) ί·'/,(-<') — <;,(·' ) | = Ο [
T
^r J ' 

Si l'on ajoute la condition (59) qui s'écrira 

(7°) 
'>■ 0 = y 

( c/l )-h ^~h 

on aura 

(69 bis) ι- /„(,r,1/2 (7 _ n/, = οL——J 

et, enfin, en supposant, 

(70 η > /r, 

(7«) 1 Sh(x) — //,(./') | — Ο (ch) 1/2 (7 _ 1 h) / log3 h r^l 

ο. D'autre part, nous devons chercher l'ordre de grandeur de la 
différence entre les polynômes orthogonaux li

w
(a?) relatifs aux points 

trigonométriques t(cc), et les polynômes orthogonaux R
/l>/t

(a?) corres-
pondant aux polynômes t

n
(x), auxquels la formule (63) et les inéga-

lités (64) et (65) sont applicables d'après ce qui précède. 
Nous avons le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si sur (— 1, -f-1) 

(-3) \t(.r;)-th{.v)\<l. 
Ψ 

où t/^τ) est un polynôme de degré h, satisfaisant à (10), tel que c
/(
.> p, 

on a uniformément 

( 7Î ) I Κ* ( ) — H«,/«( x ) | = Ο ( ε 1 ogη ). 

sur(— 1, +1), lorsque ε log λ, ainsi que 

(09) 1 Sh(x) — //,(./') | — Ο (ch) 1/2 (7 _ 1 h) / log3 h r^l 

tendent vers zéro avec — 
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En effet, posons 
τι 

(7») Π„(α0=2"'ίί"(·τ>' 
0 

OÙ 

0]
_ Γ + 1 Hftp) Kt.Ap) /ftp)

 (j
 ̂  _ Γ' ' £ '(·/■') PP) H/,r) c/.r; 

J-, \/1 — J_, y' ι — 
[/·< Λ; jg'p·) j <ε], 

à cause de (73) et de l'orthogonalité de Κ„(λ?) par rapport à /(a?), et 

(76) «„ = \/ρ!ρ^4 =
 ι
 + «

>
 où « = 0<s). 

On a 

(77) bk _ 1 I | cos bk (η 0 H- ψχ.) |' dr) bk + — I j cos// θ |' dcJ ^/-;(·*') = ΐί;/-:{ν,//(·χ') I__ R 2/n (x). 

bk _ 1 I | cos bk (η 0 H- ψχ.) |' dr) bk + — I j cos// θ |' dcJ ^/-;(·*') = ΐί;/-:{ν,//(·χ') I__ R 2/n (x). 

Considérons l'intégrale 

(78) \,,= f ! I'?,(■'■) — WJii.r) J i(x) cospin/j -f- ψ ) ri() ~f' l/(,^).l ?— !t« (·? .)]«#, 

Sous la condition (09), l'expression K.„ au numérateur de cette inté-
grale diilerera infiniment peu de 

C„ = — λ = I cos (η θ -f- ψ
/(

 ) cos (/* — 1 -h- ψ/j) 
T>\!th(x)hl[z) 

— cos {η θ
0
 Η- i>l) cos (η — ι θ -4- ψ;, )] 

»» [ ( *«) -Χ— + ψ/, + •«] »»>%=-*π ν /ftp•) //,(5 ) 

+ sin (9.η — Ι) Η-
 ΨΪ
-

Ψ
Λ] sin -

î
^— j' 

où θ
0
 et ψ)| sont les valeurs de θ et ψ

Λ correspondant à s. 
Il faut évaluer Tordre de grandeur de la difi'érence K„— C

y(
. À cet 
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eflet, posons 

ι ι ... r cos/iO 
p, . ... pu '"OS(//. -+- J )9 
............... 
ρ'ί cos ( //. —t— /t ) 0 

ι ι ... cos ( //. — J ) 0β 

ρ, . ... cos n0„ 
............... 
ρ'\ . ... oos(/i-h/t—1)^<> 

I I ... c,os /iO„ 

Ρ ι · ... 
............... 
pf . ... cos (n + k)O

n 

ι ι ... cos(n.—r)0 
p, cos nO 
............... 

p\ ■ ···. , 

-λ-1'{a, a.,... α ι, f 

ι ... ι 
p! ...· p h 

........... 
ίA" - ti" 

Ι/ι ( & ) lit ( ■·» ) 

de sorte que 
f l/(^) — Qn _ 1 (x) q (x) dx. 

D'autre part, en posant 

j T
n
(a

t
) ... cosnO 

1 '1'//+1 («, > ... COS(/M
:

f )0 
.............. 

j '!"//+//(«,') ... cosU-t-A)0 

Tn _1 (a1)... (sus(// ι )Of) 
... (SUS//.0,, 

............... 
T/y+Λ ... COS (//.H-Λ—ι)0

ο 

T„(tf,) ... eu s η O
n
 j 

Tn + 1 (a1) ... cos(//+f/V , ... , | 
T„

t
.//(f/|) ... cos(n-t-/t)9

a 

Τ ... cos (η —ι)9 
Τ

β
(«() ... cos η Ο 

............... 
Ί... cos(/t-f-/t—r)0, 

2 rh (a1 a2 ...... ah)-1 

Ι· « ( · I /z ( «Λ ) 
1 /1-f-l ( ^ | ) ■ · · 
................ 
t rt4-/1-1 ( ) · · · J /i t-/i | ( «/, ) 

J /1-1 (χ/'Ι ) ... ■ /1-| (β/ΐ ) 
1 /ΐ(^Ι ) ' ' · l /l('-Ol) 
................... 

^ // ~h—> (. f 1 ) ... 1 /i t-/i—12 ( f//t ) 

Oi(.c) //i(2) 

on a, d'après (28), 

K^=r ν,-" :![H,,./(./;) I-*» , .Λ ( ^2 ) — Κ,<(/,(.5) H/t_,./,(.«) J 

= ·,/,_:iι/ιΓ»ι[ν-ΐ/,(./;)] II» ,[ι/ζ(ϊ)]κ„=ΐίίκ.[. + <»(£)]· 

Ainsi, en calculant les déterminants du numérateur au moyen des 
éléments de la dernière colonne, on a 

/1 /l 

c;= Σ Σ cos(/z -r-i)0 cos (/Î -h/:— — cos (m -+-A— \)Ocos (n-f-/)0<,] 
/l=r:0 /=0 
h h 

=2 2
Pi

'^'[
 sin<

 i (^o — sin L(0
o+

0) 
A=o 1 = 0 

+ SMI 0) SMI , — 0)1. 



ΐβο SERGE BERNSTEIN. 

où Ρ,· (qui sont les mineurs correspondants divisés par la racine 
carrée du dénominateur) sont les coefficients du polynome 

W+...+ p,= 2''«, a,... ah \ h, (x) //,(s) 

En calculant de la même façon K', et en tenant compte de (Gi), 
nous voyons que 

Ki- Ci=o(l2Î) 2 2 | *
 a" + t'

a

+<-'(().
 +

 6) 

-•H si H (0o4-0)sin {Qo — fy 

=0(7-)2Σ('-/·—'Ί "n ,- + s'"— . 

=»(")[|·^1Ηώ/^Ι]· 

Donc on a également 

(79) 

| K«- C.| = «p(^2l) | cci - «'), |, _ 

|h„-C„|=0(—-j 51.1 — h j. 

Donc 

(80) cos 6 cos θ0 ns/th{z)th{x) 
sin j ( a η — ι ) + ψ

Α
 4- ψ£ -h Ο (V' ̂  

sin - (θ 4- 0ο) 

+ sinΓ(9/ι — 4- ψλ— ψχΐ -+- °(
Λ

* j^). 

sin ~(θ — 0Ο) 

D'après (37) et (38), 

dtyh 1 — fn-cos# k 1 \Jai — 1 
άθ 1 4- p|—2pa-cos0 2 ζ *id cik—cos#' 

de sorte que 

d Y h(ίθ ρ h p— ι ' 
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car le maximum de ^'
k
__ J égal à est atteint pour x==zt. i, si 

la partie réelle a/f de ak. est supérieure à ι ; et lorsque la partie réelle oc
A 

de «/. est non supérieure à ι, le maximum, qui est atteint pour χ = α
Α

, 
en désignant par çp

/{ l'argument de pA, se réduirait à 

I 

H~ jk _ V7(l pig I — r)a -H /|| pig 1 ain»<p^, 

(i
P4
|-|l|).in,r (IPÏI-0»i"9* 

il correspondrait ainsi à α
Α
= ι et serait donc inférieur à ^ ̂  | » Donc, 

ΐψ/.-ψ;;ι<^;ΐ«-0.ΐ; ' 

ΐψ/.-ψ;;ι<^;ΐ«-0.ΐ; ' 

et puisque, par hypothèse, η croissant indéfiniment, on a 

R ( \Γ) log — j" I ζ' G(M Î M' ) Φ''» 

il est possible de fixer une constante 13, telle que 

(Si; 

sill ( ·Λ /I. — ι ) —~·- -f- ψ
Α

 -+- ψ}; J 

sin ~ (0 -+- 0„) 
< h/i. 

si" j"( 'Ml — ι )
 f

L—h + ψ
Α
_ ψ« j 

si η X- (θ — 0
o

) 
< ΒΛ. 

Par conséquent, grâce à (79) en appliquant (81) dans les inter-
valles | θ — θ

0
1 < l- et | 0 4- 0

o
— 2 ζ | < - et en remplaçant par 1 les 

numérateurs du second membre de (80) pour le reste du segment 
(— 1, -f- 1), nous voyons, d'après (78), que 

(82) I;i=0(log/i). 

Donc, d'après (77); 

( 7 7 & W) = Ο ( ε Μ
λ
 log η ), 

Journ. de Maihtome IX, — Fasc. II, igSo. 21 
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oùM,
t
 est le maximum de | R

A
(a?)| sur (— 1, H- 1); par conséquent, en 

vertu de (75), (7G) et (77 bis), on peut fixer une constante C, telle que 

|KMU··) — Κ«,/<(^)Ι < C(e log«)M
rt 

surtout le segment (—1,-1-1)3 ainsi finalement, puisque ε logn->o, 
on a 

(74) Ι-Κ/ιί·*·) ~ 'hi,A (·■'") | = (->(e l(-»n")· 

6. En conservant les notations du paragraphe précédent, on a pour 
les points χ extérieurs au segment (—1, -+-1) une proposition plus 
simple et plus générale, dont la démonstration ne suppose pas la con-
naissance préalable de la formule asyrnptotique (57), et par consé-
quent nous pourrons même admettre que th(x), au lieu d1ètre un 
polynome, soit une fonction quelconque bornée et intégrable au sens 
de M. Lebesgue. 

LEMME. — Soient l(x) et th(x) deux fonctions intégrables satisfaisant 
à (10) et à Vinégalité 

(;3) j l(x) — //,(./·) ; < ε 

sur (— 1, +1); dans ces conditions, on a 

(83) | Κ„(α·) - R„.,,(j:) | = O(£H- MS), 

où M est la plus grande des deux valeurs j j et | )| elo 
est la plus petite distance de χ au segment (— 1, +1). 

En effet, 

f ' iW·*·) p| j
((z) dz 

c/__, ( X — Ζ ) \/1 — -2 
^CLVI |K„-I,/I(S)H»(5)|H-|1VA(-5)H«(-3)| ^2£Ι\Γ. 

0 J_, oi ' 

donc, en tenant compte de (76) et (77), on obtient 

(83) | H„(.χ·) - U„/,(.£·) | = Ο+ Mcj. 
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7. Pour tirer des conséquences de ce qui précède, nous devons 
nous arrêter sur un certain mode d'approximation de notre fonction 
positive t(œ) par des polynômes th(x). A cet effet, adoptons pour 
logi(a?) des polynômes approchés Gk(x) de degré k, fournissant sur 
(— ι, -f- i) une approximation de l'ordre de la meilleure; soit 

(8/,) | G*(.■/■·) — log l{.v) | = Ο(«/,). 

Donc, on a aussi 
|β,:*'·,;ι — /(.r)| = 0(aA); 

posons ensuite 
S//(■·*') I -I- Cl/.(./■') + . . .H ■" ̂  J 

de sorte que le degré h du polynome S/
t
(a?) est égal à ket l'on a 

|
 β

<·ν*Ι _ S/
(
 (.7-·) | ·— i) ^ j, 

où Ρ est un nombre fixe (qui est égal pour h assez grand au plus grand 
des nombres logL et |logX |). Ainsi, en faisant abstraction du cas très 

|>Λ 
particulier, où α/,.<^ qui ne se préséntera que lorsque logi(a?) sera 
une fonction entière de genre non supérieur à ι, et de degré fini, nous 
écrirons simplement 

( 85 ) : S/, (./·) — /(./; ) I zrz ( j ( <y.k) = Ο ( α , 

en signalant seulement que pour appliquer les formules qui suivent au 
cas exclu il suffira de remplacer partout αλ par 

Or, l'équation 
C ( 3 ) I -f- Z -+- -h ...·+- Ο 

ne peut avoir de racine dont le module soit inférieur à car on 
aurait pour cette valeur 

-Λ-Ι-1 
β-,~Ι<2 (λ-4-i)! ' 

c'est-à-dire 
1 <

 (
,^

r 

2 (/. + 1)! ' 
ce qui est taux. 
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Par conséquent, si b est une racine de Sh(x) = ο, on a 

(/,,(*) ~ V 1 _ x2 fh (.r), 

d'autre part, Ρ désignant le maximum de |GA(ÎC)| sur (—Ι, +1), 

on a 
| G/.(/;) | < 1»| b + \/b-~ ι |<. 

Donc, 

(8«) |,
 +

 ,v— |>
ν

/ί-1>(
7

Α
!
)
!Λ

. 

Ainsi, ρ ayant la signification que nous lui avons attribuée précé-
demment, les polynômes Sh(x) que nous venons de construire satis-
font à la condition (68) et (68 bis) qui en résulte, én prenant c = ppp· 

Nous pouvons enfin, en vertu du lemme du paragraphe 4, remplacer 
S η.(ρή par des polynômes */

t
(a?), auxquels sont applicables les inégalités 

du paragraphe 5 ainsi que la formule (69 bis). Nous aurons, par 
conséquent, 

(rji Λ^) 
(«7) \t{x)-h{x)\ = 0 σΊ7+ j—ïïi , 

et, en supposant 

(70 η 2 /ι-, 

il viendra 
5(7-^)! 

(89) \l{.T)-l
h
(x)\ = Q a

s

r
h

.+ J. 

Observons que dans le cas où logi(u?) ri est pas une fonction entière 
de degré fini, on a 

(88)
 a

"
>L

^r' 

et l'on peut alors mettre (89) sous la forme 

(89 bis) \l (.-/·') — l/rir) I = 0(a f) ; 

dans le cas contraire [ en tenant compte de la remarque faite au sujet 
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de (85)], on aura 

(891er) \l(x·) — i
h
(x) 1 = 0 f — J , 

ou Ν est une constante. 

8. 11 est aisé à présent d'établir la validité de la formule asympto-
tique 

(57 bis) = a1 a2 ... anΗ Κ·«.,· An (a1 ... an) ··■"*) n;j |s Z— 

■en tout point fixe extérieur au segment (—i, -f-1), quelle que soit la 
fonction continue donnée l(x)positive sur le segment fermé (— ι, i). 

En effet, à cause de (65), si Ton fait 

(71 his) η ~ h-, 

on voit que l'erreur relative de la formule (5η) qui est de l'ordre 

R« „(.r ) ~ + ^~ 'y' (J; + ^~ ~ P, ) 

tend vers zéro ; en d'autres termes, 011 a 

(90) «„.»(*)= J «"A, V. (, h- s
A

), 

OÙ 

(90 
R« „(.r ) ~ + ^~ 'y' (J; + ^~ ~ P, 

On aura la formule correspondante pour les polynômes normés 

(9>)
 κ„.„(,0 =

 (/c + Î

--'
)

 >~
J

- β·„). 
V 2p 

où β
Α
 est de Tordre de β

Λ
 en multipliant (90) par . 1—== et en 

\Wn(\/th{x)) 
tenant compte de (5o). 
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D'après (89 bis), on déduira de (92) que 

{g* bis) Η«.λ(λ7) = ^ *7=—+-
e

 ** J~* '/-an'·-s· (14-νΛ), 

où 
■//,=:-Ο «

7
Η

 L
--

t
—Ί; 

M)T-J 

de sorte que, sous la condition (88), 

I9'r> ' 2"+/l (.r —r/A)·■(·* + ^ - 1 - ?*) 

et dans l'hypothèse contraire 

7 h = ° (
 1>S

 ' ) ' ]. 

D'autre part, à cause de (92), on peut présenter (83) sous la forme 

J ht (·*-") = ïh»,/i(a?) [1 + 0(e)], 

où ε doit actuellement être remplacé par <y - = a„j. Donc, d'après 
(92 bis), on a finalement 

V 1_ ewqsd f-u 
(94) H

rt
(,) = ̂ ±ipL

e
 «· '·»^[, + 0(^-)]

; 

1:1 4V N 
dans cette formule a^- sera remplacé par (-j , si log/(&') est une 
fonction entière de genre non supérieur à un et de degré fini (1 ). 

On a aussi manifestement 

(95) R n (x) = ('L±l±—■« J-, ν'.— I
 3

 — J [
1
 +

 0
 ( ̂ ) ]· 

Remarque. — Nous pouvons poser 

<</') *) «**/·· *■' '*·"■' ^ -I■"=?.(«)+/>.(«), 

( ') Ou d'une façon plus générale pour toutes les valeurs infiniment croissantes /t- ~ k 
telles que \/a/

;
 < ("où Ν est une constante). 
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où V„(x) est un polynorne de degré n. Alors (90) s'écrira 

R
/t
(,t;) = [V

n
(,/;) -4- [>n(.ζ?)] [ι + y„ |, 

où γ
/(
=0 (a^j) «St un développement suivant les puissances négatives 

de χ convergent poui >\x\ > 1 ; comme p„(x)(i 4- γ„) ne contient pas 
de puissances positives de a?, on peut écrire 

(97) \\„ (.r) = I *„(./') ( l -4- /«) M- 0„; 

ou o
H
 ne contient que des puissances négatives de x„, ce qui prouve 

qiie le polynôme V„(x) est une expression asymptotique de R„(a?) à 
l'infini, et leurs coefficients sont, en général, asymplotiquement 
égaux. Nous reviendrons plus loin sur cette question. 

Observons seulement que sans modifier les formules on peut rem-

placer dans ce qui précède ^~~1 ^ par {e polynorne de Tche-

bychefï T„(V). il résulte, en particulier de (95), que lorsque t(x) est 
une fonction impaire, L\,(.z·) sera [en même temps que R„(.t)] une 
fonction paire ou impaire, suivant la parité n. 

9. Occupons-nous à présent de la convergence de l'expression 
asymptotique sur le segment (— 1, 4-1)· Appliquons la formule (74) 
et utilisons les polynômes //,(a?)du paragraphe 7, en supposant n = h'2. 
Les conditions exigées par le paragraphe 5 seront remplies, 
d'après (89), si 

(98) a
n
 log//. ο. 

D'après un théorème connu ('), la condition nécessaire et suffisante 
pour que (98) soit vérifiée est que la fonction t(x) satisfasse à la condi-
tion de Dini-Lipschitz. Ainsi, sous cette dernière condition, nous avons 

| R„(./·) — Κ
Λ

,λ(ΛΓ) | = Ο Ιο%n -h J, 

ou N est une constante. 

(*) LBHESGUE, Sur les intégrales singulières {Ann. de Toulouse, t. Γ, 1909). — 
JÎEBNSTEIN, Sur l'ordre de la meilleure approximation (Mémoires publiés par 
VAcadémie de Belgique, t. IV, 1912). 
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En morne temps, en posant 

(50 bis) ' ψ,,(*)= X f 1 _ e/ 2n _ 1 M [Sh (x) ! < m; S,,(.£■)]< '-±iM[S,,(a--)l; 

nous avons, d'après (64), et en tenant compte de (68), 

R«./#(«) fth(x) — cos(/10 -4- ΨΑ) — Ο I Si _ Ai/A I <£ A( 

=°[(£)' ]· 

ou A est une constante positive. 
Donc, sous la condition de Dini-Lipschitz pour le poids trigonomé-

trique t{x), on a sur (— ι, + i) la formule asymptotique 

(99) \Jl ( X ) lï „ ( .'/· ) ru COS ( η θ + ψ^), 

et Verreur de cette formule est uniformément de l'ordre 

1:1 4 V n ] 
Ο 0«.-Ιο J· 

L'expression (99) contient η explicitement dans l'argument de 
cos(/?,0 H- ψ d'une façon assez compliquée à cause de la présence du 
terme ψdépendant de 11. Or, dans des cas très étendus, ψ/,(a?) tend 
uniformément vers une fonction continue 

(17) £r Μ[Τ»(χ)]>^ M (S;, (#)], r ... com η β 

lorsque th{x) tend uniformément vers t(x). Il est clair que, s'il en est 
ainsi, la formule ($9) se réduit à la formule (16). Donc, pour démon-
trer le théorème fondamental du paragraphe 4 de l'Introduction, il 
suffît de prouver que, sous la condition (18), l'intégrale (56 bù) tend 
uniformément sur le segment (— 1, —f-1 ) vers l'expression (17). 

Observons d'abord que l'expression (17) a un sens, sous la condi-
tion (18). En effet, soit #>0, pour fixer les idées; en décomposant 
l'intégrale (17) en deux parties ψ, (χ) -h ψ2(#) ; la première de — 1 à χ 
et la seconde de χ à 1, on voit que la premièrë partie a un sens, puisque 
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l'expression sous le signe d'intégration est inférieure en module 

à , où M est une constante. De même. 
ιπ\(ζ — x)iog{z — x)l+z\sji — z-

<Μ·Χ < 7^ J œ\ |0g(5 — χ) |,+ε JT^T2 
1 -f ,r; 

^ M y/1 — χ Ç 1 dz 
<

 ™ Λ |^-.'r||log(^-.x-)r
e
y/^ 

+ ■/ 1 - — ! i dz Kr(- — *) | 2'+ε s/i—s. 

Donc, en remarquant que dans la dernière intégrale 

- — '
r
)(

i
—

s
)> 

on a 

'M·'·) I < —: + —r / ; — 

επν,2 Ιομ - < \ozJ-{i-x){i-z) 

o'l . . . log (η -+- h)θ «-'-(-î)-(-Ï)· 

Cela prouve en même temps que ψ(#) tend vers zéro lorsque χ tend 
vers 1. D'ailleurs, la continuité de (J»(a?)sur tout le segment (— ι, + i) 
résulte du raisonnement qui suit. 

Les polynômes t,,(x) étant déterminés comme plus haut, posons 

hi=hl~% alors la série 

log t{.x) = log//,(./·) +2 — '/./(#)] 
j=\ 

ainsi que la serie 
T. 

/(.r) = l,,(x) [//„,,(» — //,,(#)] , 
/ — ι 

seront absolument et uniformément convergentes. De plus, en posant 

Ql(x) = log//£+1(A·) — Jog/A/(d7), 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. II, igio. 2.V. 
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nous aurons, d'après un théorème connu ('), à cause de la condi-
tion (18), 

lQ<(a',)l<y<==o(
| tos

^
|1+e

)> 

et, d'après le théorème de Markoff (a), on a sur (— ι, H- i), 

I Q/(^') 1 = 0 (./'?+,y/)· 

Par conséquent, en posant 

(IOO) ψ(.Γ)—ψλ(.ΧΤ) =2 τ, )./.·), 
/= I 

oil 

I α ι x\= ^p/+ ^)- + e_10) 

on a 
1 T,(

* >
1

 < ̂ £T'i
Q;

 ι v/hr?
Λ 

^ V/ ^ Ç1 δι
 y ι — χ- dz _ι_ (*

λ
 y/1 — χ- dz. 

71 L-ι (·■'■· — s) v/· — - ' Λ·+s, ( s — ·Ό ν' · — *s _ 

En posant 3,= ^— > nous voyons que la première de ces inté-

grales (:|) est de l'ordre de γ/Α;
+

, Jo, == quant aux deux autres, elles 
sont de l'ordre de logo, puisqu'on a, par exemple (pour x>o et 
r ... com η β 

XTO"1"®" F/ΕG,<7 / PM s'—5Ί1 2 (m _ 2)_, 

= — logô, -4- log'j ι — x{x -*r 5,) H- )/(i — #
2
)[ι — (.r + ô,)

2
]} < — log^-· 

Donc, 

(ΙΟΙ) |T/(a;)|=0(v/log/i
/+1

)=o[ye''
+,

)
e
logA] =0 (|j/,)s î 

(1 ) JACKSON, Ueber die Genahigkeit der Annaherung sledge Funktionen, p. f\o. 
(J) BERNSTEIN, S«/' Vordre de la meilleure approximation, p. u. 
(3) On considérera comme nulle la fonction sous le signe de l'intégrale pour l*| >1. 
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d'où, d'après (100), 

(.0») | ΨΜ - ψ»<*) I = ο | ,5 = 0 [
TI

-j^] · 

Par conséquent, la formule (16) a lieu sous la condition (18) et 

V ordre de l'erreur est G uniformément sur le segment (— ι, —f-1 ). 

D'une façon générale, il résulte de (101) que l'ordre de l'approxi-
mation de la formule (16) sera Ofay-log/ij si la fonction t(sc) est sus-
ceptible d'une approximation de l'ordre a„ par des polynômes de 

degré n, pourvu que oc„= Ο [(los)t> où ε > ο. 

10. La condition (18) étant supposée remplie, formons le dévelop-
pement trigonométrique 

( 1 o3 ) Ιο»· / ( cos 0 ) = A0 -h Λ , cos 0 4-... + A
/t
 cos η 9 .. . 

qui sera uniformément convergent. Dans ce cas, on aura 

( I Ο I ) 2 ψ (cos 4)=- I -5—i 2-i '-S\nB(lo 
II o cos p _ cos O 

= A, sin 0 H- /V, si η 0 Η- . . . -t- A
/t
 si 11 η θ Η- ..., 

et ce développement conjugué du précédent sera également uniformé-
ment convergent. Pour vérifier cette affirmation, il suffit d'observer 
que l'on a 

(105) -7IG"(n),,rfS" £( b ) -- y f l'V ( ν}ί) Z( q ^ î/m^ = o, 

Remarque. — L'identité (io5) que l'on vérifie par simple intégra-
tion est d'ailleurs une conséquence du fait que le développement en 
fraction continue de 

C (P) I — '/ ^ l'Q ( ) -· ( Q ) '/'i)y = Ο 

admet comme réduites > où les polynômes de degré k, Tk(x) 
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sont les polynômes dè Tchebycheiî et satisfont à la relation 

I V ) = f \ψ/*,( Ο ) <h»{} (/ = i, .... p) 

Or, du moment que Ton a ^Τ
Λ
.(#)= ^ycos/cO^ 

4 Τk+i ( a? ) -H ΊΥ-, () = 4 .r ΤX- (.*·), 

on aura également 

4 S*-H (■*■') -+- S*_, {χ) =f) X S;,(./;). 
Donc, 

s.W=A('
+
^-')'

+
 «(-rI V ) = f \ψ/*,( Ο ) <h»{} (/ = i, .... p) 

et puisque S
0

(a?) = 1, S ,(37) = #, on a 

A + B=i, .r = (A.-B)v/.*2—1, 
d'où 

A = /- > B = 7^= 

Par conséquent, 

v
^s.

(
*)=(i±^r- . 

c'est-à-dire 

p _> p0 , u sin O — H0\i Ι u — u* 4- ! u* — ιιη | 

Inversement, si l'on se donne la fonction 

ψ(οο»6ι) = ( A, sin 9 -h... -ι- A„ sin ηθ + ...) 

toutes les fois que la série conjuguée 

log[i(.r)] =/(cos0) = Α., cos θ -+■. . . h- At cos A 0 + ... 

converge uniformément et que /(x) satisfait à la condition (18), les 

expressions y/^cos^O -f- ψ) seront les expressions asymptotiques des 
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polynômes orthogonaux 11«(a?) multipliés par <Jt(x) = e - correspon-
dant au poids trigonométrique t(x). 

Il résulte aussi de ce qui précède que, si l'on désigne par a7/t=cos0,,. 

la hiblm racine de R
/(

(a?), on aura 

/10/,-+- ψ(.r/,) = hz — - +- ε/„ 

où i
h
 est uniformément de l'ordre a^-log/i. pour toutes les racines 

(//,== i, . . ., n). Donc, 

On = h π ■Α+Ψ(1'υ& η ) + h ψ (cos «
Λ
 ) H- Bn, 

n n n 

où β
/(ι
 tend uniforuiémenl vers zéro avec j et cos a

h
—b

h
 sont les racines 

du polynome trigonométrique T„(.u). Ainsi, on peut mettre les 
racines xh de H„(a?) sous la forme 

(l0(i) xe=bl+ + + (A=Il
;..., n), 

où 3/ tend uniformément vers zéro avec 1. 

Par conséquent, si l'on se donne un déplacement de l'ordre de ^ 

caractérisé par la fonction continue ψ (a?) des racines du polynom'e 
orthogonal II,, (a?), par rapport à celles de T,j(a?), le poids trigono-
métrique z(a?) sera asymplotiquement déterminé (à une constante 
près) par l'équation intégrale (io4), dont la solution peut être pré-
sentée sous la forme 

(107) f(£c) = 2xty1(x)—*f f îbifi y i (u) cos O du dO, 

où ψ, (a?) = ' la formule (107) ayant un sens, pourvu que φι (a?) 

satisfasse à (18). Sans discuter les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'il existe une fonction t(x) = e/{x) satisfaisant à la condition (18) 
et correspondant à la fonction ψ (a?), observons qu'il est en tout cas 
nécessaire que ψ (a?·) soit continue et que ψ(± i) = o; d'autre part, il 
suffirait que ψί (a?) satisfasse à la condition (18) avec ε > ι. 
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11. En particulier, si 

(108) 

(107) f(£c) = 2xty1(x)—*f f îbifi y i (u) cos O du dO, 

où lh(x) est un polynome, les fonctions ψ(#) et ψ/,(a?) correspondant à 
ces poids trigonomctriques seront liées par la relation 

Ψ(./·) + Ψλ(.ζ·) = Ο. 

Donc 
λ 

ψ(·<·)=2Χ· 
ι 

OÙ 

(,09) 
cosp.,< = 1pk _ x ? sin α,.= ' V 1 _ x2 

V* ρ ι- ( ou — χ ) ν 2 pu ( au — χ ) 

On a donc actuellement 

(110) Η„(α;) rv/ ^tu(x) cos^ηβ + Eh1 a' k) 

—
 Α
 /_! (-g+V,/;'2~1 )"(Ρ' —^+V^·2— 1 )+ ■.. +(·£—\/'χ-— ι)"(ρι —χ—\!.νι — ι ,. 

V °·τ· y'V'p, ci, ...pntth 
et 

K„(x)~ v',',-(a')c"s(;'!_+-4) = ΙΙ,,(χ), 
2"-' y M/, 

où M/j est donné par la formule (4<>)· 
Ainsi, conformément aux résultais du premier Chapitre, on a 

JC WF ( V11 ι s di\fi —-—· J* ^ l'r,, p\ \ f^\ \ — Le,,· 

mais à présent l'expression asymptotique H„(;r)de U„(.r) est elle-même 
un polynome de degré n, pour ?i>h. 

Il en résulte qu'actuellement le polynome H„(a?) est celui des poly-
nômes (2) qui réalise l'écart minimum du produit 

JC WF ( V11 ι s di\fi —-—· J* ^ l'r,, p\ \ f^\ \ — Le,,· 
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et l'égalité 

(II.) R — r d'n R -μ r _______ 1Γ+7 <7F < W^r' 

est non seulement asy/nototique, mais même rigoureusement exacte 
pour n>h. 

Ce résultat qui, dans le cas particulier où t,fx) est un carré par-
fait, se trouve déjà chez Tchebycheff, est à rapprocher des recherches 
de M. Fejér (') et de ses élèves sur les sommes trigonométriques 
positives. 

Nous allons prouver que le cas où le poids trigonomêtrique se pré-

sente sous la forme t(x) = — ■> où tk(x) est un polynome 

non négatif sur (— ι, —|— ι ) et α et β sont égaux à ο ou i, est le seul 
où V expression asy moto tique 

(II'O 5,,(./·)= 7=^=Τ^-

est un polynome (2). 
En eil'et, satisfait à l'équation aux différences 

( I 1 ) J' H+1 ( &ΙΙ— Ι ( X ) 2 W J" U ( X ). 

Par conséquent, la forme nécessaire de V'/fx) est 

Fn (x)= A (./: ) (x -h \jxl — Ι)" + M(x) (x — sjx2 — I)". 

Et, pour que fffx) et ΰγ,., (χ) soient des polynômes, il faut que l'on 
ait 

U'i) 
a(*>=\ >,(*> + ̂ (, _ sj^iy, 

B(*)=: ht ^'<*LZ^<*>](» + vŒrrry; 

(') Ueber trigonometrische Polynome (Journal fiir reine and angew. Mathem., 
t. 14G, I9i(>). — Szégô, Ueber die Εntwickelung einer willhurlichen Funktion etc., 
Math. Zeitschrifl, t. XII. 

('-) Voir 111011 article : Sur une classe de polynômes orthogonaux (Communica-
tion de la Société Math, de Kharkoiv et de VInstitut des Se. Math, de Ρ Ukraine, 
T. IV, I93«.). 
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Ainsi le produit 

l ι ('»•.) I V,( Il ) «il c/S|| —■ Λ J i, <^U υ Y,(ll)=r f I* )<7o)P 
[où I>(a?) = */(«), Q(x) = 7/-h (·'·) — x F 1 (x) ], 

est un polynorne ( 1 ) non négatif sur (— 1, —|— 1), ou bien un tel poly-
nôme divisé par ι —a?2 ou par izba?, suivant que Q(j?) s'annule ou 
non pour οσ — άζι. 

On a donc 

(115) l ι ('»•.) I V,( Il ) «il c/S|| —■ Λ J i, <^U υ Y,(ll)=r f I* )<7o)P 

= cos(/iO + ψ),. 
de sorte que 

'<·'')= ΛΒ 
et 

ψ = arc lang ^ ^ — 10. 
a II up = _ Fc G II P LII ds II 

Le cas où AB serait un polynorne possédant des racines d'ordre pair 
à l'intérieur du segment (—1, 4-1) se ramène directement k celui 011 
AB = t/iQr) 11'y a pas de racines, puisque alors &i(x) et (x) ont cette 
racine comme racine commune, et il en est de même de %

n
{x) pour 

toute valeur de /?<>/, de sorte que la formule (n5) ne serait pas 
modifiée à cause de la réduction des facteurs communs du numérateur 
et du dénominateur du premier membre. 

En général, pour que 
*h{*) 

V/ÂB 

conduise à l'écart minimum parmi tous les polynômes ayant le même 
coefficient du terme de degré supérieur, pour tous les degrés n>l, il 
sera nécessaire et suffisant que cette circonstance se présente pour 
1= n. 

En effet, si AB ne devient ni nul, ni infini aux points zbi, pour 
qu'un polynorne &

n
(x) de degré τι fixe conduise à l'écart minimum, il 

(J) Pour cela il faut et il suffit que &ι+\(ι) = &i+1(—i) = — & i(—i^· 
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sera nécessaire et suffisant que les maxima de (ii5) soient atteints 
en (n-\- i) points avec des signes opposés, ce qui signifie que ψ doit 
reprendre la même valeur o, lorsque χ varie de — ι à -f- ι. Si AB 

devient infini en ces deux points, ψ devra diminuer de -f- ^ à — II/2, 

pour que οοπ(ηΟ + ψ) s'annule aux deux bords et possède n-+-i 
extrema de signes opposés'à l'intérieur; de même, si AB devient infini 
en un de ces points (— r, par exemple), en restant fini au point -f-1, 

ψ devra varier de ~ à o. Le cas où AB s'annule en un de ces points se 

ramène évidemment à celui où AB devient infini au point considéré. 
Ainsi 5q(a?), étant un polynome arbitraire de degré /, dont toutes 

les racines sont intérieures au segment (—/, -f-i), on peut d'une infi-
nité de façons lui associer une fonction non négative t(x), telle que 

&i(x) \ft(x) s'écarte le moins de zéro sur ce segment parmi tous les 

produits 'ή, où le polynome l\(x) possède le même terme de 
degré supérieur que ^ι(χ). A cet effet, il suffira de choisir un poly-
nome arbitraire &l+, (a?) de degré /+ i, tel que les racines de iFt(x) et 
de 0(a?)= Sq.,., (x) — x'S^x) se séparent; alors on aura 

(116) ψ,:( V|,' ) = ψ (μ -ι-- ι ) On -ι- ψ(> )0 -h ( \ — μ — H, ν ) Η- ( Ιί, -I- II, μ — ^ 

Dans ces conditions, tous les polynômes ^
η
(χ) de degré n^>l, 

déterminés par la formule (n5) ou, ce qui revient au même, par 
l'équation (ι i3), jouiront de la propriété voulue. 

Journ. de Math., tome IX. — Faisc. II, if/lo. 23 


