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COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDEAUX DE POLYNOMES. 2.31 

Recherches· sur La valeur des exposants 
des composanls primaires des idéaux de polynômes ; 

PAR P. DURREIL. 

INTRODUCTION. 

Je roe suis proposé, dans ce travail, d'apporter quelques précisions 
de nature géométrique sur les composants primaires de certains idéaux 
de polynômes. II est connu depuis Nœther, qu'il faut et suffit pour 
qu'un polynôme V\x,y) soil de la forme 

F (.r, .y) — Λ y) /(./;, y) y)g(.vt y). 

ou f et g sont deux polynômes donnés, A et Β deux polynômes arbi-
traires, que l'on puisse déterminer pour chaque point d'intersection 
M,, de coordonnées χ·

η
γ,·, des courbes / = o, g— o, des polynômes 

AΒi(x,y) tels que la différence 

' \T
 - Λ,· / — Big. 

développée suivant les puissances de χ — χ·„ y—y
n
 commence par 

des termes d'ordre au moins égal à un certain nom bre p,(1 ). La théorie 
générale des idéaux met en. évidence la vraie nature de cette propo-
sition en la présentant comme un cas particulier du théorème général 
suivant : 

(' ) M. NORTHER, Ueber einen Salz ans der Théorie der algebraischeti Funk-
iionen (Math. Ann., t. 6, p. 35i ; t. 30, p. ι/jo ; t. 34, p. 4S0; t. 40, p. i4o). 
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Dans un anneau (1 ) satisfaisant à Γ axiome des chaînes de diviseurs 
(Teilerketterisatz), tout idéal m est plus petit commun multiple άΊιη 
nombre fini d'idéaux primaires 

ι» = | ι],. <i/ |. 

Si l'on suppose que le plus petit commun multiple [q,, ι)Λ. | de deux 
composants primaires quelconques n'est plus primaire et qu'aucun des 
composants n'est superflu, le nombre l des composants et les idéaux 
premiers qui leur appartiennent sont déterminés d'une manière unique. 
[Jn composant primaire, q, par exemple, est lui-mêmé déterminé 
d'une manière unique si l'idéal premier correspondant p, n'est divi-
seur d'aucun des idéaux p.j, . . ., p/ (a). 

Pour les idéaux de polynômes, l'axiome des chaînes de diviseurs est 
équivalent à celui de l'existence d'une base, vérifié pour tout anneau 
de polvnomes K.[X\, a?

2
, dont les coefficients appartiennent à 

un corps Κ (:|). Si l'on suppose le corps K. algébriquement fermé et 
que l'on considère dans l'anneau K[a?,,#2, ...,x„] un idéal ayant 
pour variété un système de points, chaque composant primaire q, cor-
respond à un point M,( J,'1, ξ1.!', .. ., ζ'/,1) de la variété, l'idéal premier 
correspondant étant 

Pi— ( ■' ι ·— ~ ί'· J'i 'Ίι 'ίΊι )■ 

En outre, chaque composant primaire est défini d'une manière unique. 
Le théorème de Nœther, ainsi que plusieurs de ses générali-

sations (') est un cas particulier de ce théorème général. La. valeur 

(') Pour la terminologie et les notations, voir VAN UKK W/KRDIÎN, Zur iS'ullslel-
lentkeorie iter Polynomideale (Mail). Ann., t. %, p. i83 ). 

Au lieu d'écrire, pour exprimer qu'un idéal a est multiple d'un idéal b. 

a ΞΞΟ {b). 
nous emploierons la notation 

a C b. 

(-) E. LVQETHER, ldealtheorie in Ringbereich.cn (Mailt. Ann.. I. 83, P. R.>.\ ). 

(;|) D. IIILBBRÎ, Uebcr die Théorie der algebraiscben For men (Mailt. Ann.. 
t. 30, p. /)~3). 

('') Voir, par exemple, SEVERI, SU alcune Proprieta dei Moduli di jorme 
algebriche ( Allidi Torino, t. l·!, p. if>j). -- TORBMJ, Sopracerte estensiouidel 
teorema di Nœlher (ibid., p. i8~). 
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du nombre ο (minimum ) de l'énoncé de Nœther n'est autre que 
I^exposant du composant primaire correspondant. La valeur de cet 
exposant était bien connue pour un idéal défini par deux courbes 
planes non tangentes (cas simple) 

Cj f -\- S · I . 

r el Î désignant les ordres de multiplicité du point, considéré pour ces 
courbes. Dans le cas général, rliilerenles limites supérieures, et notam-
ment le nombre 

β = /, - (/·■ !)(.<> - I). 

oil k désigne l'ordre de multiplicité de la racine correspondante du 
résultant, avaient été données. Ktant donnée la simplification apportée 
dans la démonstration du théorème parla théorie générale des idéaux, 
on pouvait espérer déterminer en fonction d'éléments géométriques 
simples la valeur de cet exposant dans le cas le plus général cl notam-
ment d'une manière indépendante de toute réduction effectuée sur les 
singularités, ce qui peut être important pour certaines applications 
géométriques, celles, par exemple, qui font intervenir des courbes 
multiples. 

Cette détermination est liée à celle du sous-résuliant, c'est-à-dire du 
polynôme d'une seule \ariable, #, de degré minimum,, appartenant à 
l'idéal considéré : ce polvriome est, en général, different du résultant. 
Λ moins de particularités provenant du choix des axes (coordonnées 
non normales), l'exposant relatif à un point de la variété est égal à 
l'ordre de multiplicité de la racine correspondante du sous-résullant 
dans le corps algébriquement fermé contenant les coefficients des 
polvnomes de base. Si l'on considère un corps parfait quelconque k 
contenant les coefficients des polvnomes de base, la décomposition de 
l'idéal en idéaux primaires dans l'anneau /. [a-,, a?

2
, . .., x„ | correspond 

à la décomposition du sous-résultant en puissances de facteurs irréduc-
tibles, l'exposant d'un composant primaire étant égal, en coordonnées 
normales, à la puissance avec laquelle le facteur irréductible corres-
pondant figure dans le sous-résultant (Chap. I). 

Le cas de deux polvnomes à deux variables fait l'objet des Cha-
pitres II et III·, le Chapitre II con tient un certain nombre de théorèmes 
grâce auxquels les calculs se trouvent par la suite simplifiés; ils per-
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mettent notamment de remplacer une des courbes par une courbe 
décomposée, ils conduisent à un procédé pratique pour le calcul de 
l'exposant, procédé souvent plus rapide que celui de M. Kapferer (') 
et fournissent un, critère de normalité des axes, ainsi que des conditions 
nécessaires et suffisantes pour que la limite supérieure 

/.■ — (/· — I ) (.V — L) 

soit atteinte et pour que le sous-résultant soit identique au résultant. 
Le Chapitre III est relatif à la détermination de Texposant : étant 

donnée une courbe décomposée g — g
t
g.

2i
 il existe une relation simple 

entre les exposants des idéaux (fgg,), (/g.,, g\'),(/, g\ ga) (théo-
rème 8). D'autre part, le calcul direct de l'exposant se fait assez sim-
plement lorsque l'une des deux courbes, g, constitue par rapport à 
l'autre, /, un faisceau, c'est-à-dire lorsque deux branches de ^ choisies 
d'une manière quelconque ont avec toute branche de/ des contacts de 
même ordre. On décomposera donc, dans le cas général, l'une des 
deux courbes, g, en faisceaux, décomposition dans laquelle certains 
faisceaux, les faisceaux principaux, jouent un rôle important. On 
obtient finalement pour l'exposant une limiLe supérieure, s'exprimant 
d'une manière simple au moven des ordres de multiplicité des deux 
courbes et de leurs ordres de contact au point considéré; il est possible 
de montrer que cette limite est toujours atteinte, sauf dans certains 
cas exceptionnels dont on peut préciser assez bien la nature. Enfin 
on peut, dans des cas étendus, étudier la normalité des axes (-). 

Il est également possible de donner quelques résultats simples sur 
la valeur des exposants d'un idéal de polvnomes à deux variables défini 
par un nombre c/uelconquc de polynômes de base : ces résultats sont 
exposés au Chapitre IV; ils s'étendent, ainsi que les précédents, au 

(1 ) IvApPEiUiit, NoUvendige u/tdhinveiehendc Mulliplizilu.lsbedingungen zum 
A'aUhersc he η Fundamenlalsatz der cdgebraisclten Funltionen (Silzungsbe-
richte der lieidelberger Ahad. der Wiss., 1927, 8. Abh., p. 61, et Math. Ann., 
t. 97, p. ààg). Le procédé donné par M. Kapferer a une signification théorique 
intéressante. 

(2) Un certain nombre de ces résultais ont été résumés dans deux Notes aux 
Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, mai, 21 octobre 1929. 
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cas d'un idéal primaire de dimension η— ι dans un espace à η dimen-
sions. 

Qu'il me soit permis enfin d'exprimer à M. Vessiot ma respectueuse 
reconnaissance pour les conseils et les cncouragemen ts qu'il m'a donnés 
au cours de mon travail. Je remercie aussi vivement M. Garnier du 
bienveillant intérêt qu'il m'a témoigné. 

CHAPITRE (. 

SOL'S-KÉSLILTANT. 

1. Etant donné un corps K
0

, considérons dans l'anneau de polynômes 
K.

0
[d?i,â7.j, . . ., x

a
 \ h polynômes/,, /

2
, . .., //,. L'ensemble commun 

à tous les sous-corps de K
0
 qui contiennent les coefficients de ces poly-

nômes constitue un corps /· qui est le plus petit sous-corps de con-
tenant ces coefficients. On l'obtient en adjoignant au sous-corps 
premier de K„ les coefficients de /,, />, . .., fh. 

Soit Iv un surcorps quelconque de k. L'ensemble des polynômes de 
la forme 

(!) J — Λ , J ι -ι- Λ ,, J., ■+■ Λ Λ Y/,. 

où les Λ sont des pol\ nomes arbitraires de l'anneau Κ[^,Λ7.
2

, . . ., a:,,] 
forme dans cet anneau 1111 idéal que nous désignerons parmK. Si K, est 
un sous-corps de-K

a
, l'idéal iîtKi

 est, dans l'anneau tC
a
 [x1, x1, ..., xn], 

un multiple de mKj. On démontre que l'ensemble commun à l'idéal mK 

et à l'anneau K,[a?
t
,a?

2
, . .. | est l'idéal ntK) : autrement dit, si un 

polvnome /admet une représentation de la forme (i) avec des A, dont 
les coefficients appartiennent à un corps quelconque, il admet une 
telle représentation avec des A, dont les coefficients appartiennent au 
plus petit corps contenant les coefficients de / et des polynômes de 
base/,,/,,, ..., Fn. 

Cela étant, considérons un polynome F par rapport aux variables 
a?,, ..., x

n
 et à un paramètre t, 

Fμ·|. .r, T,
t

; 0=2 Ό. 
/== 1 
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et soit.k un corps (par exemple le plus petit), contenant les coeffi-
cients des polynômes de base et des polynômes F;. 

LEMME l. — Si F appartient à un idéal in
li5

 les polynômes V, appar-
tiennent à ni/.. — On peut supposer, en eil'et, d'après ce qui précède, 
que Κ est le corps k{f). On a alors une relation de la forme 

V 
( h) (,U / /' Γ; (.■/·,, :C„ ) 

/·—. I 
h 

= E A j ( ./ |. ;i'., ''Λ J t ) J|. . . , ·/'/, ). 
j ι 

identité dans laquelle les coefficients des polynômes Q et A,· appar-
tiennent au corps k. Fn identifiant les termes de plus liant degré en t, 
nous obtenons 

u 
I'vpr,. ./-.j. .... ./·,/) =2 A/.v .r, '·/«»//( ·

Γ
ι< ·''·-· <"/J 

/-I 

qui, combinée avec (i), donne de nouveau 
Λ 

Fy _ 1 (x1, x2 η ) —Ay v
_.ι .''2 ι',, I j f[ .ι\ . J'.

: ''//'· 
)-\ ■ 

et ainsi de suite. 
Ce lemme s'étend immédiatement au cas d'un nombre quelconque 

de paramètres, t,, t.,, . . ., t
r

. 
Plaçons-nous dans le cas où le corps K

()
 correspondant aux polynômes 

de base est parfait. (Il en sera ainsi si l'on suppose, comme on le fait 
ordinairement dans les applications géométriques, qu'il contient le 
corps des nombres rationnels, de caractéristique zéro.) Soit Ω le corps 
algébriquement fermé correspondant à K„. Nous supposons les poly-
nômes de base tels que la variété de l'idéal ιιη2 dans l'espace C(i2) soil 
de dimension zéro et touL entière à distance finie, ce qui exige Ji>n. 
Cette variété se compose alors d'un certain nombre de points, M,, 
M

a
, . . ., et l'on a 

>»«--h.. <u· · · ·- ^]
: 

ip étant l'idéal primaire correspondant au point M,-('Ε',", ç'j', . . .,?'*), 
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auquel appartient l'idéal premier 

P1 = (·£·, — ξ1/1, ^s— , ■'-!> — i'iyι. 

Soit ç,· l'exposant de up; le polynôme 

/j'( u ) H- ,A' (. V ), /, = /( u ) -t- »·( V ) -l- h. 
i — \ 

apparlieul à l'idéal I«Q. 11 existe donc des polynômes appartenant à IHQ 

et à l'anneau Ω [Λ-·,]. Ces polynômes formant un idéal principal, sont 
par conséquent tous multiples de l'un d'entre eux, R(a?,), défini à un 
l'acteur constant prés. Nous appellerons ce polynome H (a;,) sous-
résultant de l'idéal tity. Si Hq est un multiple de mQ, son sous-résul-
lant S(.x,) est multiple de R(x,). Si l'on a 

itt
u
=[Mu',

î
 mtf-,mn 

le sous-résultant de ntr> est le p.p.c.m. des sous-résultants de 
IIUÎ , . . . ,., m(a) Q. 

Étant donné un sous-corps quelconque ω de Ω, nous pourrions 
définir de mèrne le sous-résultant de l'idéal ιη

ω
, qui, a priori, serait un 

multiple de 11 (x,). Mais nous verrons que R(a?,) appartient à l'an-
neau K

((
[.x, | et, par suite, peut être considéré comme Je sous-résultant 

de l'un quelconque des idéaux m
(1)

. Démontrons d'abord le théorème 
suivant : 

THÉORÈME 1. — En général, c'est-à-dire pour un choix convenable tou-
jours possible des coordonnées x

x
, on a 

R (x1) = P (x1) 

(■chaque racine du sous-résultant a un ordre de multiplicité égal à Vexpo-
sant de Ε idéal primaire correspondant). 

A partir d'un système de coordonnées fixes quelconques X,, 
X

3
, .. X„, effectuons la transformation 

(T) 

χ·1 ΧI + t·X ·/ + · · · -\- /„ X„ , 
.•r8 = X

SÎ 

........ 
./ // — X//· 
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Considérons 1« sous-résuliant par rapport, à la variable trans-
formée x. 

^ _ rt ' dv - ν'-du- ct ta'· s sin'·'s ^. 

avec S(?!,l>)^o, c'est-à-dire S Cp, ('). 
Nous avons 

. (^,~[χ.-s:,n+'Λ**-s;n)-t-...+mx«-s;,?)r'c «ι,. 

d'où résulte, d'après le lemmc 1, que chaque monorae de degré σ, par 
rapport aux différences X, — HV" appartient à l'idéal q,. On a donc 

' Σ, = Ρ,-

Mais R(a?,) étant, par définition, un diviseur de Ρ(Λ?Ι), on a 

o1 ί Pi 
et, par suite, 

*l = pl· 

Particularisons les axes en attribuai!L aux paramètres t des valeurs 
particulières (appartenant au corpsQ). Soient©,, ψ, les poly-
nômes de base de q,. On a une identité de la forme 

(3) | V, — —-/ + f->(^2 — ώ
2
' -!- //, ( X„ — i,,1 )]?' 

Λ 

^^Λ,Ο/.ΊΧ,, X
S
 X„). 

/- = 1 

les Λ/, étant des polynoines en X,, .. ., X„ à coefficients rationnels par 
rapport aux t. D'après ce qui précède, si les t i-estent indéterminés, 
aucun des systèmes de polynômes A

/t
. satisfaisant à l'identité (3) n'est 

tel que les polynômes de ce système soient tous divisibles par 

Χ,-Ξ^ + /
2
(Χ

2
- Ε'«>) + ...+ ΜΧ»-2Ί,:). 

(J) II existe des valeurs particulières des t pour lesquelles un deuxième 
point M ι se trouve dans le plan χ

Λ
 — Pour ces valeurs, on a S C PR rela-

tion SO: P. intervenir l'hypothèse que les t sont des paramètres indéter-
minés. Par la suite, dans l'attribution de valeurs particulières aux Λ nous 
exclurons toujours les valeurs pour lesquelles un plan x

x
 — const, contiendrait 

plus d'un point JVI. 
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Si, par l'attribution de valeurs particulières aux l, une telle divisibilité 
devient possible, auquel cas on a pour le sous-résultanl dans lesystème 
d'axes correspondants 

*l<0|. 

ce ne peut rLre que pour certains systèmes exceptionnels de valeurs 
des /. Les coordonnées seront dites normales au point M si l'on a 
cr, = ç,, non normales si l'on a σ, ρ,. -Il importe de remarquer que la 
définition du nombre σ, et de la normalité des axes est relative : à un 
point de la variété (à un composant primaire de l'idéal), à une variable 
particulière a;,, à un choix particulier des coordonnées. Pour l'idéal 
M = t] =(.£·,y2), on a par exemple 

p = 2, Qx = 1. Qy = 2. 

Les axes, normaux pour la variable y, ne le sont pas pour la 
variable x. 

2. Supposons les coordonnés normales. Soit Κ un corps compris 
entre Ω et K„ et pouvant coïncider avec ce dernier. Soit m,; l'idéal 
défini dans Panneau Κ [a?,, χ.,,..x

n
 ] = R

K
 par la base /i,/2, .. 

Nous allons montrer que le sous-résultant R(^C,) de l'idéal IHQ appar-
tient à l'anneau K.| x

K
, x.,, . . ., x„ |= ll

R
. 

Soit dans l'anneau li
K l'idéal mK =[(ÊX,, (ÊL, . . .', Cta] décomposé en 

idéaux primaires. Soient p, .. ., P*les idéaux premiers correspon-
dants. A lÛ.,el à correspondent dans l'anneau Rf2 = Ω[x

t
,x.,, . .. ,α?

Λ
'| 

des idéaux Cl',, "ψ; de même base, mais qui, en général, ne sont pas pri-
maires, ni premiers. Par exemple, l'idéal (χ- — 2), premier dans l'an-
neau des polynômes à coefficients rationnels, ne l'est plus dans un 
anneau de polynômes contenant s]i. Mais il résulte d'un théorème 
important (') que dans l'anneau RQ, la décomposition de chaque 

(') VAN DER WARDEN, Eine Verallgemeinerung des Bezoutschen Theo-
rems (Math. Ann., t. 99, 1928, p. 517, Satz 25). 

La démonstration donnée par M. Van der Warden fait intervenir deux hypo-
thèses : l'idéal Ρ est de première espèce et Ω est'une extension normale (ou de 
Galois) de K. Ces hypothèses sont une conséquence de celles que nous avons 
faites ( Κ parfait, il algébriquement fermé). 

Journ. de Math:, tome IX. — Faso. Ill, lySo. 3l 
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idéal p' en idéaux primaires rie fait intervenir que des idéaux premiers 
formant un système d'idéaux conjugués par rapport au corps K, 
soit 

V'— \ Pi- P/'l 
avec 

|,= iX( -2,", x
s
 a* \n ~Zi;). 

Syn, 2^", .. formant pour chaque valeur de / un système de 
nombres conjugués par rapport au corps K . 

Cela étant, on a 
&'=Γΐι· «t.- «l/'l· 

l'idéal premier attaclié à ιρ étant p,. En effet, el P' ont dans 
l'espace C„(i2) la même variété, en vertu des relations 

Ê'cr, V'-ne.', 

qui sont une conséquence des relalions analogues entre Ct et p, puisque 
ces dernières ne font intervenir que les polynômes de base; ρ désigne 
l'exposant de l'idéal primaire €L 

En outre, les exposants ρ,, p.,, .. ., des idéaux q,, .. ., dans 
Vanneau Ri2

 wnt t0fls égaux à p. 
lis sont d'abord tous égaux à un même nombre λ. Pour rétablir, il 

suffit de montrer qu'une relation telle que 

Pi c 1, 
entraîne les relations 

p; c<t/ (i = 2, ..., l). 

Soit a un entier supérieur ou égal au plus grand des exposants 
c

a
, p,. Posons 

t't --- — X , — —■+■ t., ( X
2
 — i'j' ) -r . . . ~h Ι,, ( X,, — I. 

où les *,sorit des indéterminées. Nous avons 

F,— .. I"5c «&/, 

c'esl-à-dire, en désignanL par ψ,., .. ., ψ
3 une base de Cl' (hase con-



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDEAUX DE POLYNOMES. 2/fT 

tenue dans l'anneau K.[X,, X
a

, ..., X„]), 

( ι > 

rj> 

ι··.=2Β)'ψΛ 
/ ·"— ' 

les IF1 dépendent des Ξ comme F,. On passe de F, au polynôme 

ν,— ϊη... ... I™ 

en permutant le système HJ1', ...,SJ
(

n avec le système conjugué 
S',", ..dette permutation, effectuée dans les deux membres de 
l'identité (4), donne une identité de même forme, 

O') 

ο F 

Γ/=2 B"'·^ 
j-I 

d'où résulte 
Γ, c Λ'. 

et comme 
p?... P£H...PM>. 

on a 
p;· c qi, 

d'où, les / étant des indéterminées, 

p;· c »i/. 

Considérons alors le polynome 

L'=IVIV..I»Y. 

Ce polynome appartient à l'idéal donc à l'idéal "JH, car, étant 
identique à tous ses conjugués par rapport au corps K, il appartient à 
l'anneau K[X,, .. .,X„"J. Nous voyons ainsi que le sous-résultant de 
ma» qub (-11 coordonnées normales, est le produit de facteurs de la 
forme F', appartient à l'anneau K[«z*, ). On a enfin λ = ο. En ell'et, le 
polynome F? appartient à €l', donc est multiple de F' en raison même 
de la définition du sous-résultant, par suite, λ <ç. D'autre part, il existe 
un polynome f de l'anneau Κ | X,, . . ., X„] tel que 

/cr, · /c*. 
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Il en résulte, €t cl Cl', ayant la même base, ainsi que el p' : 

/ crM, fric. 
c esl-à-dire 

/ C P1/™1 (pom· chaque v;iIr de /'). 

/ Γ| i], (pour au moins une voleur de i). 

On a donc λ> c, et finalement λ = c. Enfin il est clair que le polvnoine 

F = (·ΓΙ - Ç.1')·(·'·! — '%\ ) · · · - V\ )> 

où les ς | constituent un système unique de nombres conjugués par 
rapport au corps Iv, est irréductible(') dans Panneau Κ|Λ·, |. NOUS 

pouvons donc énoncer le théorème suivant, généralisant le théorème I. 

THÉORÈME I'. — En coordonnées normales Je sous-résultant de Vidéal 
ni η = ( /1, j ο, . ..,//,) est un polynôme dont les coefficients appartiennent 
à lout corps Κ contenant les coefficients des polynômes de base. Sa 
décomposition en puissances de facteurs irréductibles dans Vanneau 
K|ÎC, | correspond à la décomposition de Vidé'a/ mK en idéaux primaires, 
l'exposant d'un tel facteur irréductible étant égal à l'exposant de V idéal 
prima ire correspondant. 

En particulier, pour que l'idéal m,c soit premier (primaire), il faut 
et il suffit que son sous-résultant en coordonnées normales soit irré-
ductible (égal à une puissance d'un facteur irréductible). 

Pour des coordonnées qui île sont pas normales, on voit sans peine, 
par un raisonnement analogue au précédent, que les ordres do multi-
plicité, c,, σ

2
, ..., -7/ des racines du sous-résultant qui correspondent 

aux idéaux p,, p
2

, .. ., conjugués par rapport au corps k, sont égaux 
à un môme nombre σ, qui, celle fois, est inférieur & p. Le sous-résultant 
appartient encore à Panneau Kfa?,], sa décomposition en facteurs irré-
ductibles dans oet anneau correspond à la décomposition de mK

 en 
idéaux primaires, mais on n'a plus l'égalité des exposants. 

5. Cas de deux polynômes de hase, à deux variables χ et y. — Lon-

(1) 1J y a un cas d'exception, mais que nous avons exclu une l'ois pour toutes : 
celui des valeurs de l pour lesquelles plusieurs des l ' deviennent égaux. 
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sidérons en particulier deux courbes algébriques planes 

/(·''· y) — ". J) — o. 
Posons 

/( rj Il -i- ll,„_, (./·)./)' 4-. . .H- 11«(.·/·').ym. 
^'ί.Α·. v) = η- ΚΛ_,(χ).1' H- ·. · 4- K„(.r).j", 

oi'i nous supposerons que l'un au moins des polynômes H
0
(.r), Κ.

0
(Λ?). 

par exemple H
i(

, est une constante. 
Considérons un polynome en χ seul appartenant à l'idéal 

C>> IN .ι·)~ I .(./■. ν )/( ./-.',τ) -l- Ν (.''î ν )#(.-/;. r). 

Dans nue telle relation, on peut prendre pour V un polynome de 
degré m— ι au plus en y 

\ (χ, y) Y -i-. . .4- <·„(///). r'"-'. 

Car, s'il n'en était pas ainsi, la division suivant les puissances dey 

V_y )—/{■·'■ ,rM
v

> (./.·. y) -4- Vr). 

ou Q et V
0
 sont des polynômes en y et en χ (puisque H„ est une cons-

tante). donnerait un reste V
0 satisfaisant à cette condition et l'on 

aurait 

IN./·) r- [IN./·, y) -ν- η (./,·. ν)#(./.·. y)]f(-v, ν) 4- Ν „(a\ ,v)#(.r. τ). 

Le polynome \ dans l'équation (5) ayant par rapport à y un degré 
— ι, le polynome U a par rapport à y un degré <n— ι : 

i; ( r, y ) =: (./:) H- //Λ„2 ('./;) .y -+-. . . -+- ι/0(χ) .y11-* 

et avec de tels polynômes, l'identité (o) n'est possible que d'une seule 
manière. 

Soit en particulier 

Kl·») — vUN y)f(x> y) H- B(#· y) #(·«» y) 

le sous-résultant, B' étant de degré inférieur à η par rapport ày. Nous 
avons 

V{;v) = H(./;)S(>). 
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c'est-à-dire 
l;(./·. V)j\.r. y) -i- V(.r, y) g(./\ y) 

= S(.r) Λ (.r, .)')/(·'·, y) -I- S(./·') B(.r. ,r ) A',r ). 
cl où 

S(./·) Λ (.r, ν) — l i (y. r ), 
S(.r) B(.r. y) — V (y). 

D'autre pari, si l'un des polynômes l (x,y), \ (./·, y) s'évanouit 
pour une valeur de .r, il en est nécessairement, de même de l'autre. 
On obtient donc le sous-résultant à partir d'unpolynome Ρ quelconque 
de l'idéal ne contenant que χ (par exemple à partir du résultant) en 
mettant le polynôme Ρ sous la forme (5) et en divisant les polynômes 
U et V, choisis comme il a été dit, par le polynorne S (a?) plus grand 
commun diviseur des polynômes u(x) ou des polyriomes v(x). Nous 
retrouvons ainsi, dans le cas de deux polynômes de base à deux variables, 
le résultat établi plus haut : le sous-résultant appartient à l'anneau 
Κ„[Λ?|, K„ étanl le plus petit corps contenant les coefficients des poly-
nômes f et g. En effet, le résultant qui s'obtient par des opérations 
rationnelles (par exemple au moyeu du déterminant de Sylvester dont 
les polynômes a et ν sont des mineurs) appartient ainsi que les poly-
nômes u et c à l'anneau K„|.x]. il en est de même du plus grand commun 
diviseur S(.x·) des polyriomes u ou v, et par conséquent du sous-résul-
tant (1 ). 

(1) Le procédé que nous venons d'indiquer pour obtenir le sous-résultant se 
troinc effectivement en défaut si lΙυ et K„ ne se réduisent ni Tun ni l'autre à des 
constantes, cas d'exception qu'un changement de l'axe des r permet toujours 
d'éviter. Soient, par exemple, 

J\x. y) —— a-s + .ri). 
g ( y ) — χ — X- -f- χΛ -+- y- ( x- -f- ι ) ;. 

on a 
/(·>'. Y ) — A''( ·''· y)= — ·/;(·Χ'2 + 1 )· 

Mais ce poJynouie, pour lequel [j ( x, y) ~ ι. \ (x, y)=— J n'est cependant pas 
le sous-résultant R(.x ), car on a 

{./■ -i- y--- ι )/( ./·. y ) — ( ι - — ι ) g-[.r\ y j =x. 
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CHAPITRE II. 

'J'HÉORÉMBS PRÉLIMINAIRES. 

1. À vec des coordonnées normales, le sons-résullant permet de cal-
culer l'exposant d'un composant primaire de l'idéal m = (f} g). Il 
importe donc d'avoir un critère pour la normalité des axes. 

Definition. — Nous dirons qu'un système d'axes est régulier pour 
l'idéal m = (J\ g) au point O, si les coefficients II

0
, K„ des plus hautes 

puissances de y dans J' et dans g sont des constantes ('), et si de plus 
Or n'est parallèle à aucune des droites joignant Ο aux autres points 
d'intersection des courbes de base (-), ou tangentes en Ο soit à/, soit 
à §·(»). 

Il y a des cas ou tout système d'axes régulier est normal. Supposons 
par exemple que le point Ο correspondant «à l'idéal primaire q soit un 
point simple pour l'une des deux courbes de base, parexeinple pour g. 
Soient r l'ordre de multiplicité du même point pour la courbe /', 
ν,, v

2
, .. ., y,. les ordres de contact (positifs ou nuls) des branches de f 

avec la branche unique de g passant par O. Le résultant des poly-
nômes J\ g est de la forme 

L'O) — Q ( ·''* )=!?/ + V g [ ( ) ( ( > ) « » ] 
avec 

i r -Κ V, -I- y a -I- . . . 4- y,. (· ). 

Nous avons donc, quels que soient les axes, 

5" = ' -1— V, -+- V,, -h . . . -f- V/·. 

Mais on a aussi l'inégalité inverse, car si l'on considère y comme la 

(') Voir Chapitre I, § 3, p. 242. 
{-) Voir Chapitre I, § 1, note i. p. «38. 
( '·) Voir Chapitre II, § 2, Théorèmes 3 et 3', p. 253, 254-
(V) HALPHEN, Mémoire sur les points singuliers des courbes algébriques 

planes ( Œuvres, I. p. 2 16-311. art. 1). 
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fonction de χ définie au voisinage de Ο par l'équation 

A''(■J·. ;y) = ο 

et si l'on remarque que, les axes étant réguliers, la fonction f(x, y) 
est, pour cette valeur de/, d'ordre /·H- ν, -|- v

a
 -h . .. + v,. par rapport 

à χ (■'), on voit que tout polynome en χ appartenant à l'idéal est au 
moins de cet ordre. On a donc 

7 /· -i- V , h V-j + . . . -i- v,.-:: /.· -- 0. 

puisque 
Q' = Q' _ K, 

Ainsi : 

/'>1 ///i point (Ι'intersection simple pour Γ une nu moins des deux courbes, 
rm a c = k, ci tout système cfaxes régulier est normal. 

Dans le cas général, nous allons démontrer la condition nécessaire 
et suffisante suivante : 

Pour η 11 un système d'axes régulier soil normal au point O, il faut et 
il suffit que les polynômes A , Β dans l'identité 

Π (./.· ) — \ j + h£·. 

où R désigne le sous-rèsultanl, soient d'ordres C2) I/ = s— 1, l = r — 1, 
rets étant les ordres respectifs de J' et g. En outre, on a, que les axes 
soient ou non normaux, 

RJ — 7-\-R — I — /. 

Nous devons d'abord établir quelques lemmes. 
Considérons une courbe algébrique f d'équation 

/(..r, j) — 11,„(.*) H- M,,,-, (.r)./ H-.. .4- Ho(-r).7'"= °< 

où H
0
 est une constante (par exemple H„ — 1 ). Nous supposons que la 

courbe f admet l'origine Ο comme point multiple d'ordre r, possède 
en ce point et aux autres points d'intersection avec Oy, y' systèmes 
circulaires d'ordres r,, ;·

2
, . . ., ly. 

P) HALPHBN, IOC. cit. 
(2) Nous dirons par la suile, pour plus de simplicité, qu'un polynome j\x. y) 

est d'ordre a au point Μ (a, b) lorsque, développé suivant les puissances crois-
santes de χ — a, y — b, ce polynome commence par des termes d'ordre égal à a. 
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Lemme 1. — La courbe/satisfaisant aux conditions précédentes, on 
peut, étant donné un entier positif α arbitraire, déterminer un poly-
nôme /„(#,/) ne s'annulant pas en Ο et des polynômes . . . ,/μ., 

de la forme 
/(·'-'< J) = *n(>C) -+- Y.

n
,-A'V).Y +. .. . + Yr. 

tels que Ton'ait 

(0 /-/«./r/v/Cl>a [y = (.r,j)]· 

Sur une branche de / appartenant, au voisinage de# = o, au ilème 

système circulaire, d'ordre 7;, y est développable en série entière 
suivant les puissances de ξ,, ξ, satisfaisant à l'équation 

('•0 Er = x. 

Soit j," cette série. On passe de ce développement à ceux des r,— 1 
autres branches du système circulaire en remplaçant ci ans/j" la racine 
ξ, par les ι\~ ι autres racines ξ

2
, . .., ζ

η
 de l'équation (2) : y[t] se 

change alors en j!/1, .. ., f jL Le produit 

Ρ"'1 = {y — fi} )(,r — h--(y — y η ) 

est un polynome en y dont chaque coefficient est un polynome symé-
trique en j,", . . ., )/', donc peut se mettre sous la forme d'une série de 
polynômes symétriques en ξ,, . . ., ζ

η>
 c'est-à-dire sous la forme d'une 

série entière en #, et l'on peut choisir#,, de telle manière que les séries-
coefficients de P(,) soient convergentes dans l'intervalle — #0, +#0· Si 
on limite à un même rang, par exemple au terme en ξ·''α, les séries 
//\ . . ., jJÇ et qu'on remplace ainsi ces fonctions dans P!'' par des 
développements approchés η'/', . .., η·!| on obtient un produit 

Π''1 = (y — ·η{1]) (y — yj'a" )... (y — η<ί[) 

qui, en vertu du raisonnement précédent, est un polynome en χ et 
en/. 

Soit Π le produit des polynômes Π(/| correspondant aux différents 
systèmes circulaires de la courbe f =0 aux points d'abscisses x = o. 
Le produit des expressions correspondantes P{,) n'est autre, dans un 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. III, ig3o. ^2 
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intervalle convenable — x
0

, -\-x0, que le polynome f(x,y). Posons 

■^=yf-riï. 

Θ'Ι/ est, au voisinage de x = o, une fonction d'ordre au moins égal à α 
par rapport à x. 

Nous avons, dans l'intervalle —χ
ϋ

, + x
u

, 

/-Π=0' -r/,»- θ';·)\.. (j ~ θ%) - (γ - η<") · · · (r - <»)· 

Par suite la différence /— II est un polynome en y dont chaque coef-
ficient est une fonction de χ d'ordre au moins égal à α par rapport à x. 
Mais ces coefficients sont eux-mêmes des polynômes, dé sorte que nous 
avons 

J'—Uc Î>a. 

Si nous désignons dans II par /,, . . ., /μ., les polynômes II" corres-
pondant aux systèmes circulaires relatifs an point O, par/

0
 le produit 

des autres polynômes Π(/), nous avons bien une relation de la forme (i). 
Considérons un polynome g et deux polynômes f et /tels que 

Z-J'CP*. 

Désignons par q le composant primaire, en O, de l'idéal 

!« = (/>£)> 

par ή celui de l'idéal 
«ï — (7> s)· 

Soient ρ et ρ leurs exposants, et 

χσ S(^·) = H(x) = 13 g, 

xn S(^·) = H(J?) = Λ/ -T- B^'·, 

leurs sous-résultants. Soit enfin r l'ordre en O de / et de/(/·=/·), 
s celui de g. ' 

Lemme 2. — Si α est assez grand, on a ρ = ρ, σ = σ, ι] = q ; et si les 
polynômes Â, Β sont d'ordres respectifs s — A, r — λ ( ι < λ < r, s) il en 
est de même des polynômes A, B. 

a. Supposons donné le polynome /, et prenons α>ρ + ι. On a 
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alors 
Px = C q. /Cl; icq cl Ρ = P· 

Soit m = [q, q,, . .., qj. Considérons un polynôme Τ tel que 

το. τ c hi, ..·» q/]· 

Soit Ρ ρ un polynome quelconque d'ordre ρ 

PpC pPCq-
Nous avons 

TPp C m. TPp = U/ 4- V 4 = U (/ + Ρ
α
) + V g, 

d'où 
TPp-lÏPaC: q. 

Le polynome TPp — UP* est d'ordre ρ(α^ρ 4- ι); il appartient à q et 
son polynome homogène d'ordre ρ est arbitraire. On a donc 

Ρ l Ρ 
et, par suite, 

-p = p, 
ce qui entraine 

a^p + ι. /Ci, q C q et q = q ; 
donc 

σ — σ. 

b. Considérons les polynômes A et A, ce dernier étant supposé 
d'ordre s — λ. On a 

.x,ff SS SA/ -H SB# 

= SA/ -h Slié. = s.\</+1»,) + SBA'. 
Or 

S Pe c m 
et, par suite, 

S Ρ
 a

— llj -H 44, 

où le polynome « s'annule à l'origine : en effet, d'après l'identité 

jcaS = Af -+- Β4, 

le polynome/, lorsqu'on y remplace jpar une des racines de g(x,y) — o 
au voisinage de l'origine, devient une fonction derr qui est d'ordre σ 
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au plus. Or 
α = Ρ + 1 = σ H- ' · 

Le polynôme a, dans les mêmes conditions, doit donc être une fonction 
d'ordre au moins égal à ι, par conséquent s'annuler à l'origine. 

Cela étant, nous avons, en remplaçant P
a
 par sa valeur, une identité 

de la forme 

a^SS = SA/+ SB# — A(S H- //.)J + (SB ·+- Av) g, 
qui exige 

SA — A ( S 4- a ) — Q g. 

Or A est par hypothèse d'ordre s — λ, S et S sont d'ordre o, u est 
d'ordre ι au moins, donc S -f-u d'ordre o; cela exige que A soit aussi 
d'ordre .y — λ. En outre les courbes A = o et A = o ont en O les 
mêmes tangentes. 

Dans l'identité 
xo S (x) = \ig. 

les produits A/, Bg sont nécessairement du même ordre au plus égal 
à σ, si l'on suppose les axes réguliers, car alors O y n'est tangent ni kf 
ni à g. Donc, si le polynome A est d' ordre s — A, le polynôme Β est d'ordre 
r — A et inversement. 

liemarque. — La courbe / considérée plus haut admet, avec les diffé-
rentes branches de la courbe g, les mêmes ordres de contact que la 
courbe /; on a en effet 

« ^ Ρ H- ι ; 

or ν, désignant l'ordre du contact d'une branche de g· avec la ïlème branche 
de /, nous avons 

r 
pïr +2 v/> v. 

ι— I 

ν étant le plus grand des ordres de contact d'une branche de g avec 
une branche de /. On a donc 

a > y -h ι. 

et les ordres de contact sont conservés. 
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Lemme 3. — Soient deux courbes quelconques /= o, g — ο ayant 
un point commun O, /0(a?, j) = ° une autre courbe ne passant pas 
par ce point. Considérons les idéaux 

m = (/îé')î = £'). 

Soient q et q'leurs composants primaires en O. On a 

q = q', 

et si les polynômes A, 13 correspondant à l'idéal tu sont en O d'ordres 
s — λ, r— λ, il en est de même des polynômes A', B' correspondant à 
l'idéal m'. 

i° Soit m'=[q', q'
M
 .. q),]. Considérons un polynome F tel que 

F C q'. 

On a, U désignant un polynome tel que 

UvlP. uc[i, q/-]. 
UF C m'<C i» C q. 

donc 
Fcq et q'Cq. 

Inversement, soit m = [q, q,, .. ., q, ]. Considérons un polynome F 
tel que 

Fcq, 

F désignant un polynome tel que 

UCP. FC[q,· q,.l: 
nous avons 

UF c m 
et 

/. UFcm'Cq'; 
or 

fo<Zh /OUCP; 

donc 
F C q' et q c q'. 

donc 
q = q'. 
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2° Considérons les sous-résultants 

xo S(*) = A/ + B# ^ S'(.7;) = A//,,/ H- Β V, 
S (o) S'(o) o, 

où A et Β sont par hypothèse d'ordres s— λ, /· —λ. On a 

.7;ffSS'=AS7-h BS'g— A'S/„/+ B'S# 
d où 

AS'-A'S /.= QA', 

et puisque S(o), S'(o), /„(o, o) spnt différents de zéro, À'est néces:-
sairemept d'ordre s — λ comme A et admet les mêmes tangentes. 

Considérons deux courbes /(a?, 7) = o, g(x, j)= o d'ordres r et .y 
au point O. Supposons tes polynômes f, g de degrés r et s par rapport 
à y (les axes sont alors nécessairement réguliers). Soit 

x" S (a?) = Λ (j:, y)f(x, y) + B(.r, y) g(x, y) 

le sous-résùltant, où A, par exemple, est de degré s^— 1 au plus en y. 
L'un au moins des polynômes en χ coefficients des différentes puis-
sances de y dans A (χ, y) ne contient pas χ en facteur, sans quoi nous 
ne serions pas en présence du sous-résultant; A(x,y) est donc 
d'ordre s — λ, avec 1 <^ </*, s. Β est d'ordre r— λ. 

Cela étant, les lemmes 1, 2 et 3 nous permettent de remplacer des 
polynômes de base quelconques /et g par les polynômes 

J' = /. ./s · · . /χ. η = Ari · A'a · · · AV 

avec les propriétés suivantes : 

THÉORÈME 2. — Etant donnés, en axes réguliers, deux polynômes /, g 
ûf ordres r et s au point O, on peut trouver deux polynômes /, g de degré 
en y égal à leur ordre au point O, le coefficient de la plus haute puis-
sance de y étant Vunité, décomposés en autant de facteurs irréductibles 
que la courbe correspondante admet, en O, de systèmes circulaires, et tels 
que Ε idéal (/, g) ait en O le même composant primaire que lJidéal (f, g), 
donc le même exposant ρ et le même ordre de multiplicité a de la racine 
x=o pour le sous-résultant· En outre, les polynômes A, Β sont en O 
respectivement de même ordre que les polynômes A et B, c'est-à-dire 
d'ordres s — λ, r — s). 
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Remarque. — L'ordre de multiplicité k de la racine x = o pour le 
résultant est aussi le même pour les polynômes f et g que pour les 
polynômes /, g] k s'exprime en effet en fonction de r, s et des ordres 
de contact v,-j des différentes branches de f avec celles de g, au 
point Ο 

t\ Λ 
k = rs-h 2 vu (1); 

/= 1, /= 1 

or, dans le passage de /, g à /, g
3
 les ordres de contact v,j sont con-

servés. 

2. Les polynômes f(x) y), g(x, γ) étant, nuls à l'origine et les axes 
réguliers, soit 

H (j?) m Λ/-+- Β .χ,σ S(,x· ) '[S ( °) yé. o]. 

un polynome de l'idéal m ne dépendant que de x
y
 par exemple le 

sous-résultant. 

THÉORÈME 3. — La condition nécessaire et suffisante pour quun poly-
nome ¥(x, y) appartienne à Vidéal q, composant primaire de ttt au 
point O, est que le reste Τ (χ, y ) dans la division du produit BF par f 
suivant les puissances de y, soit divisible par χσ (2). 

a. La condition est nécessaire. 
Posons 

m = [q, q,. .. ., q/]. 
Nous avons 

F (a?. J)C IJ, S(tf)C [1M LA» ···> <!/]ï 
donc 

S(,x·) F(x·, y) cz OT. 
S(a?)F(a?, y) = ;//-+· ν g. 

Soit 
B(x. y) F (χ, y)=zQ.f{x, y) -+-Ύ(χ, y) 

(*) HALPHEN, ibid. 
(s) Ce théorème et le suivant reproduisent sous une forme un peu plus pré-

cise une démonstration classique du théorème de Nœther (voir par exemple 
PICARD et SIHART, Théorie dés fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes, t. II, Chap, 1, p. 1-7). 
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Tidentité de la division de BF par / suivant les puissances dey. Nous 
avons 

BFS = QS / + TS — Β uf + Β ν g. 
d'où 

S (*·) Τ(Λ··, y) — (Bw. — QS )/ -+- Β ν g ( Β a ~ A<>— QS)/+ <>.^S(,r), 

et enfin, /(A;, y) n'étant, par suite de la régularité des axes, divisible 
par aucun polynome en χ seul 

Τ (x,y) = Q'f-h ν.-έ*. 

Supposons alors Τ divisible seulement par <^h <a) 

Τ(χ. y) Τ, (,τ·, j) avec Τ, ( ο. y) ̂  ο. 
Nous avons 

Τ,(α·, y) = Q"J' + ν,τ'1 

et, Λ n'étant pas nul, le polynome T,(o, y) de degré η — ι au plus 
en y, devrait être divisible par /(o, y), qui est de degré τι, ce qui est 
impossible. 

b. La condition est suffisante. 
Supposons 

11F m Q / 4- .r° Τ, (y ). 

On en déduit 
BFS — Q'/ + B^T,. 

Β divise le produit Q '/, donc Q' : si en effet Β (a?, y) et f(x, y) 
avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait aussi donc 
serait un polynome eri χ seul, et/n'admet pas de tels diviseurs. Nous 
avons donc 

FS = Q7+TjA' C m C q 
et, puisque S C ρ, 

Fcq-

Soit, avec toujours les mêmes notations, l l'ordre du polynome Β , 
au point O. 

THÉORÈME 3'. — ΟΛ Α Ρ <σ + /·— ι —I. 

Nous désignerons par α le nombre σ + r — ι — l, 

Utilisons une base /, g ayant les propriétés des polynômes /, g 
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considérés au théorème 2. En particulier, nous supposons les degrés 
de /et g eri y égaux respectivement à r et s (' ). Nous allons montrer 
que si un polynome F(a?, y) est, en O, d'ordre supérieur ou égal à a, 
il appartient nécessairement à l'idéal q. D'après le théorème pré-
cédent, il suffit d'établir que le reste T(a?, y) correspondant est divi-
sible par xG. On a 

T(.R, y) = Β y) F (Λ', y) - y) 

et le produit 13F est en Ο d'ordre au moins égal à 

a + /r:J4-i' — I > r. 

Τ (a?, y) est donc divisible par a?, sans quoi le polynome T(o, y) de 
degré r— ι au plus en y, devrait admettre, avec un ordre de multi-
plicité au moins égal à r, la racine y = o. Soit 

Τ ( .τ, y ) — .r?· Τ, ( χ, y ) avec Τ, ( o,y ) o. 

Supposons λ < σ. Le polynome BF — Q/ est divisible par x'-\ consi-
dérons-le sous forme d'une somme de polynômes homogènes en χ 
et y : tous ces polynômes homogènes sont divisibles par x1. Donc les 
polynômes homogènes du produit Q/ qui sont de degré inférieur à 
l'ordre a + /·— ι de BF au point O sont divisibles par x1·. Or le poly-
nome homogène de degré minimum /·, dans f ne contient pas χ en 
facteur. Donc le polynome homogène de plus petit degré de Q est 
divisible par x'· et, en poursuivant ce raisonnement, nous voyons que 
les polynômes homogènes de Q jusqu'au-polynome de degré σ — ι 
inclusivement sont divisibles par x'· (ou identiquement nuls). Ecrivons 
donc 

f> — j/aQ, + Q.,, 

Q
2
 étant d'ordre σ — ι au moins. Le polynome 

B — Q »/=x'~τ ι + ·*λ Q. f = D ( ■*, y ) 

est d'ordre — ι au moins. Donc si λ est inférieur à σ, D est' 

(*) Cette hypothèse simplifie notablement la démonstration, surtout si l'on ne 
veut pas exclure le cas des courbes multiples. 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. III, ig3o. 33 
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d'ordre au moins égal à /·. Mais ceci est impossible, car l'identité 

Τ, (#, y) = D(ar, y) — Q, ./(.r, y) 

exigerait que le polynome T,(o, y), non identiquement nul, et de 
degré en y au plus égal à r— ι, admette la racine y = ο avec un ordre 
de multiplicité au moins égal à r. On a donc λ> σ, ce qui démontre le 
théorème. 

Remarque. — La limite a = o + r—ι— l a une valeur indépen-
dante du polynome R(a?) choisi, à condition toutefois que les poly-
nômes A, B correspondants soient de degrés s — ι, /·— ι au plus en y 
(plus généralement η — i, m — i). S'il en est ainsi, en effet, on passe 
du sous-résultant à un polynome quelconque en χ de l'idéal en multi-
pliant le sous-résultant et les polynômes A et Β par un même poly-
nome en x, ce qui revient à ajouter un même nombre à / et à σ. Mais 
si l'on change la représentation du polynome considéré en ajoutant 
à A un polynome Qg et à Β un polynome — Q/, on peut ramener l à 
la valeur r et obtenir ainsi pour α une valeur trop grande. 

Prenons en particulier pour R le sous-résultant des polynômes f, g. 
Nous avons 

σ^ρ^σ-t-r— ι — l + — ')· 
Par suite : 

THÉORÈME 4. — Pour que des axes réguliers soient normaux, il suffit 
que le polynome Β soit d'or dre r— ι. 

En particulier, si le point d'intersection Ο considéré est simple pour 
l'une des deux courbes de base (;· = i), tout système d'axes régulier 
est normal. 

THÉORÈME 5. — Les axes étant réguliers, on a 

ρ = σ -h r — ι — l — <x. 

Prenons comme polynome R(#) le sous-résultant. Le théorème, 
d'après ce qui précède, est vrai si l— r — i. Supposons donc l<r—2 
et montrons que l'on a . ' 

p>(7-+-r — 2 — / 
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et pour cela que les monomes 
,βΠ—4 yjj*—1—i /£•1—2^1/·--/^ ^ ^ ^ 

n'appartiennent pas tous à l'idéal. 
Supposons le contraire. Alors les polynômes Β yr~3~Ml(h=i1

2,...), 
divisés par / suivant les puissances de y donnent un reste divisible 
par xh : 

fty-A-l — Q, /+*■ R,, 

By-' =Q,/+®« R
f

, 
................................., 
Byo + r _ a-/— (

ν
)σ/ +

 λ
.(Γ R*. 

OU 
13j-,-,-/=Q1 /-v- x R1 
jR, rr r/J + di, 
............................, 
J IL-, = <7σ/ -+- a? Ησ

 ; 

d'où l'on tire, en multipliant ces dernières équations par ja_1, 
ya~~x, ..., ocr'~s et ajoutant 
( 3 ) By"*'—·-1— /[Q,y"-' h- ^.

ΐ
χγσ~--ί-1. . + r/

a
xa~^ ] ^Rg·, 

ce qui donne l'expression de Q^. Ce polynome est d'ordre c— ι au 
moins, / d'ordre r. Le premier membre de (3) est d'ordre 

σ + r — 2 < σ -t- /· — ι ; 

on a donc, en identiiiant dans les deux membres de (3) les polynômes 
homogènes de moindre degré (1), 

j u j J — ^ j ηα j· 

ce qui exige que ( Β } soit divisible par x°. Or, nous avons 

l <= r — 2<r<a. 

Nous arrivons donc à une contradiction, et l'on a 

p>a + r — ι — Λ 
donc 

ρ — σ-h r— ι—L C.Q.f.D. 
Ce théorème entraîne : 

O) Nous désignons par {F(-x,y) \ le polynome liomogène de moindre degré 
deF(#, y). 
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THÉORÈME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que des axes 
réguliers soient normaux est que le polynome Β soit en Ο d ^ordre 
l=r— i. 

Considérons notamment le cas où les deux courbes de base /, g ne 
sont pas tangentes en leur point commun Ο (cas simple). Alors, dans 
l'identité 

( 4 ) a?» S ( a? ) = A ( λ?, j ) / ( x, y ) H- Β ( χ, y ) g( χ, y ), 

les polynômes homogènes de degrés r, s dans g n'ont aucun facteur 
commun, ce qui exige que l'on ait 

(7=,?+/; 

d'où 
p = / + .?-l. 

Nous retrouvons ainsi le résultat classique. 
D'une manière plus générale, soit Ν la somme des ordres de contact 

d'une 'branche quelconque de g avec toutes les branches de /. Si l'on 
remplace dans l'identité (4) y par la fonction de χ définie par cette 
branche de g, J\x,y) devient une fonction de χ d'ordre r+N, 
A (a?, y) une fonction de χ d'ordre au moins égal à s— ι si l'on sup-
pose les axes normaux. On a, par suite, 

Ρ ^ /' -+- s — l H- Ν. 

3. Considérons trois courbes sans parties communes /, g
t

, g
2 

d'équations 

/( 7 ) = °: ni j) = 0, «5 (.«, 7 ) = O. 

ayant en commun l'origine O. Soient ρ,'ρ^ ρ
2
 les exposants des com-

posants primaires (fit, ip, q2
 en O des idéaux 

m = (/> é'iO!), «*l=(/
5
 *1 )' '«2 = (/< gt). 

Soit ja
 l'ordre de g

2
 au point O. 

THÉORÈME 7. — On a 
Ρ ^ PI -T- Ί. 
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et l'égalité a nécessairement lieu si les courbes f et g
2
 ne sont pas tan-

gentes en Ο. 

Nous avons, en coordonnées transformées 

ivt = ,e+· ΐγ, y ,=y, 
dsi=K du"- h- :t Γ du de -+- G dv'1 

En posant 
m —[l&, «Ι,, &,· .. «t/], 

soit S un polynome tel que 

Sc[Û|,Ê
s
....,ft/]i s CL Ρ " [p = (j;, j)]. 

Nous avons 
ir

p~*, ̂ as = u /-h ν ,c, g,, 
ce oui exisre 

dsi=K du"- h- :t Γ du de -+- G dv'1 
donc 

xY1 _ N2 S C m, C q, 
et, puisque S CL Jb 

xP1 _ N2 c q, ; 

donc enfin, puisque nous sommes en coordonnées transformées, 

(5) ρ—Λ3>ρ,. 

Supposons les courbes f et g
2
 non tangentes en O, et choisissons 

des axes normaux pour les idéaux m et m,. Soit 

R, (x) — ,χ'Ρι S, (.r) — Aij Β.,#·,, 

le sous-résultant de l'idéal m,, nous avons 

p2.= /· H- îs — ι ; 
donc 

x*«B, c <|2 

et S
2
 désignant un polynome convenable non nul à l'origine 

χλ=Β,S,= M/-ι- N^'n-
Par suite, 

xP1 + N2 S1 S
2
=r A, xs*S.2f + (M/4- i\)g\ C n» C Cl, 

d'où 
xP1 + + S2 < Q. 
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et, les axes étant normaux, 
P1 + S2 > = P, 

ce qui entraîne, en vertu de l'inégalité (5), 

p = Pl + ia. . 

4. Le théorème précédent fournit d'abord un procédé souvent com-
mode pour le calcul pratique des exposants. Supposons r>s, et divi-
sons f par g suivant les puissances de y (les axes sont supposés régu-
liers). Le reste étant de degré s — ι au plus en y et d'ordre s au moins 
au point Ο admet χ en facteur, donc est de la forme x*lg\ (χ, /), où gt 

est de degré en / et d'ordre en Ο au plus égaux ks— i. On a 

(/: £') = (# xx1 g1) 

et, en désignant par p, l'exposant du composant primaire de l'idéal 
(g, g1), 

ο — α, + ρ |. 

Si les axes sont réguliers pour l'idéal (g·, g-4), on divisera de même g 
par g,. On obtiendra un reste de la forme xXtg.2 et l'on aura, p., dési-
gnant l'exposant de l'idéal (gt, g2) 

ρ = α, + α., + ρ,. 

Si les axes ne sont pas réguliers, on devra d'abord effectuer un chan-
gement d'axes. En poursuivant les opérations, on arrive à un poly-
nôme gp tel que le reste de g^_, par rapport à gn ne contienne 
plus/. On a alors 

P/>—.fyH- y-i'+\ ~1 · 
Ρ 4- Α/;+Ι -4- sp— Ι 

s ρ désignant l'ordre de gp en O. 
Reprenons l'exemple donné par M. Kapferer (1 ). Soient 

f =pcA -+- g = .x- -t- y?>. 

(J ) KAPFERER, Notwendige and hinreichen.de Multiplizitâtsbedingungen sum 
JVœtherschen Fundamentalsatz der algehraischen Funktionen (Sitzungsbe-
richte der Heidelberger Akademie : Math. Nat. JViss. Fiasse, 1927, 8. Abhan-
dlung, p. 61). 
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Nous ferons ici les divisions suivant les puissances de χ. On a· 

(x2 + Y4, x2 +r) = j)) 3), 
( j?s4-y\ χ —y ) = (.» — r, y-(y -+- ι )) (a

s
= a.; s, = 1), 

d'où ρ = 5. Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu par M. Kapferer. 
Le même procédé permet de reconnaître si un polynôme donné 

F (a?, y) appartient au composant primaire q de l'idéal (/, g) considéré. 
Supposons pour plus de simplicité que les axes soient réguliers pour 
les polynômes g

t
 obtenus par divisions successives, par exemple par 

rapport à la variable x. Divisons égalemen t, suivan t les puissances de χ, 
F(a?, y) par g : soit yli F, (x, y) [F, (χ, ο) φ ο] le reste obtenu. Divi-
sons de même F, par g, : soitj^Fjj le reste obtenu, etc. 

Pour que F appartienne à l'idéal q, il faut et il suffit que l'on ait 

(6) 

λ, ^ α,. 
λ, -h λ,;> χ, χ.,, 
............................, 

λ, + λ., ^ -+· Χ., -h . . . ·+■ Χ/Ι+-1. 

En eilet, il faut d'abord que y'lF
f
(x, y) appartienne au composant 

primaire de l'idéal (g, y*'gi). On aura alors, S, (y) désignant un 
polynome convenable non nul pour y = o, 

.r'" S, (r) F, {.r, y) = t" y -h Vy x1 g1. 

relation qui exige λ, >α,, sans quoi F, (χ, ο) devrait être divisible par 
g(x, o) qui est de degré supérieur. Réciproquement, si λ,>α,, le 
polynome S, F appartient à l'idéal (/, g) si j)l-a,S,F| appartient à 
l'idéal (g, g,), ou si F

2
 appartient à l'idéal (g

t
, y^g*), ce 

qui exige λ,-+-λ
2
>α, + a

s
. Et ainsi de suite. Pour qu'enfin le poly-

nome ■■+>·,·■·,-!a,+...+vF^appartienne à l'idéal (gf), y
ap~'r>), il 

faut et il suffit que l'on ait 

p1 + Y2 -H .·· -t- 1
 ^ <2, -b X* . . . + Χμ+1. 

Reprenons l'exemple de M. Kapferer et considérons le polynome 

F (x,y)=zy'>~xy\ 
On a 

y^F^y-'iy - χ), λ, = 3:. F, = y - χ = — g,. 
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Le polynome F
2
 est identiquement nul (λ

8
 = χ); F appartient à 

l'idéal q. 
Soit encore le polynome F(a?, y) ~ xy\ On a 

J''" C = χ y'', λ, = i, l;, = x. 
y1 _ 2 F2 = µY, Â2— I. I.;3= I. 

On a encore 
Κ C q. 

Considérons enfin le polynome F(#, y) =/'·. On a 

Y1 = 4, Ρ, ml. }..£zzz ο. I;2=r. 

y/l n'appartient pas à l'idéal, et nous voyons ainsi que les axes sont 
normaux (1 ). 

o. Proposons-nous de déterminer la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une limite supérieure classique de ρ 

β =/.·—(/■— 00 — ,) 

soit atteinte. Calculons pour cela le sous-résultant à partir du résul-
tant . 

Soit en axes réguliers l'idéal (f, g), les polynômes /, g étant pris 
de la forme 

/= 11,-4- y +... + H, j'-> H-y, 
g — F* "I- , y -4-... -t- Κ ι y* -1 -+- y". 

où les polynômes H,(a?), Κj(x) ont en facteur une puissance de χ au 
moins égale à leur indice. Le .résultant P(a?) dés polynômes /', g est 
donné par le déterminant de Sylvester 

Ρ (χ) = U (χ, y)f 4- V {χ. y) g = 

Il
r

 I f/- ι ι ο ... ο 
ο \\

r
 Η, ι ... ο 

. ... ... ... . ... . ... . 
ο II,.. ... ... ... . ... . ... . . 

Κ, —ι ... K| ι ο . ... ο 
. ... ... ... . ... . ... . 

ο K.< X.,_, . . Κ, ι 

(*) La variable y joue ici le rôle attribué ordinairement à x. 
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Soient u
s
_

tJ
 n

0
; cy_

2
, . . c,, e0 les mineurs, avec 

leurs signes, relatifs aux éléments de la première colonne. Nous avons 
les 7· + ί identités 

P(a?) = υ,-) H,· + iv_lfv,, 
ϋ ==·//.<_., H,..., -H 7/.V—JJ I t/. -+- \>r- I κ.

ν
 -1 -h (',.„2 K.,.

; 

......................................., 
ο _— //| -4- //.II, -+- r, -f- r„Κ|, 
«=://„+ Ρ,ι. 

d'où résulte 

P(.Î;) = ( -ι- u.<-,r -f- // ,.;>-î_2 -+- u
n
) "-1 ) 

χ (II,.-i- +...+ Il, r''-1+jy') 
H- ( H- Ρ,·-87 H- ... -h Ρ,.;"'-2 -h P„7'-' ) 

Χ (Κ
Λ
.-|- K.v„, r H- ... H- K, 1 -+- y s), 

cequi donne l'expression des polynômes II et Y. 
Désignons par x~ la plus grande puissance de χ en facteur clans tous 

les polynômes n,_,, u
s
-2, .. ., uQ. Nous avons 

σ = /.· — r. 

Nous allons montrer que l'on a 

~ = (r — 0 (s — 1) 

et donner la condition nécessaire et suffisante pour que l'égalité soit 
réalisée. Elle l'est visiblement, en axes normaux, si les courbes n'ont 
pas de tangentes communes 

[/r = rs. ρ = r s — 1 = k — (/· — 1) (s — 1)] 

ou si elles en ont une seule, simple pour l'une au moins des deux 
courbes 

[/>· = rs + Ν. ρ = /· + s — ι -+- Ν = k — (r — 1) (s — 1 )'_]. 

Nous allons voir qu'elle l'est seulement dans ces deux cas. 
Nous utiliserons un artifice classique (') qui consiste à multiplier, 

(') Voir, par evemple, Voss, Ueber eitien Fundamentalsatz der Théorie der 
algebràischen Funktionen {Math. Ann., t. 27, p. 533). 

Jown. de Math., tome IX. — Fasc. III, 1980. ^4 
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dans le déterminant de Sylvester, la première colonne par i, etc., 
la ^lcπ", par od~x, la dernière par £cr+,~l. Soit dans le déterminant Ρ ainsi 
transformé //,_,· le mineur correspondant à On a 

(x2 + Y4, x2 +r) = j)) 3), 

Or, nous pouvons mettre en facteur dans la A1"""' ligne de Ρ 
(A = ι, 2, . . ., s), χΤ+,ι~χ, dans la s -f- Aièn,c(/· = 1,2, . . ., /·), a?+k-x, 
soit en tout χ à la puissance 

/' /' -t- 1 -f-... H- /' -f- — 1 -1- s -f- s ·+- 1 H- ...-f-/* s — 1. 

et nous voyons finalement que le polynôme us-î contient en facteur 
une puissance de χ d'exposant 

7/ — f + /' 1 -+-,., —)- /' + s — j -{- s —f- s + 1 -+-... -t— /' + s — 1 
— (/· 4- i — I ) — ( I -h a -H ... -h /' H- Λ — 1 ) — /■·* - - ( /■ + /' --· ι ) 

Nous avons donc 

7,·> rs — (/· -4- s — 1) = (r — 1 ) (a- — j ). r ̂  ( /· — 1) (.v — 1 ). 

CT</,· — (/· — !) (A· — l) 

et, si nous considérons des axes normaux, 

o< /« — ( /· — 1) (s — I ). 

REMARQUE. — I)''après ce qui précède, pour que le sous-rèsultant coïn-
cide avec le résultant, il faut que tout point commun aux deux courbes 
de base soit simple au moins pour Γ une d'elles. D'après ce que nous 
avons vu plus haut (Chap. II, η* 1 ), cette condition est aussi suffisante. 

Pour que τ soit exactement égal à (;· — i)(a — 1), il faut, d'après ce 
qui précède, que le mineur u

0
 soit exactement divisible parx(r _ 1) (s _ 1). 

Or, nous avons, en désignant par 

ο = | / | = hr-\v H-... -f- A,•rj'·-1 -f- y'\ 

y = j g j = k, x* + A,_, a·*-' j+...+- A, xy2 _ 1 + Yx2. 
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les polynômes homogènes de degrés ;· et s dans / et g 

d G/du + 1/E + 1/2 _ 1 = 0./ = - ·>. DO, 

hr _ 1 '. . I Ο ... Ο Ο 
h, ι ... . ο 

.................................. 
ο ... //,. h,—> · ·.· ι ° 

/>'.«—ι . .. Λ°.» /'j ι · .·· * ο 
/.·, /r, ι ... . ο 

.................................. 
ο ... />·, .. .. : ... /- ι » 

Λ,·_, ..' ι ο .. ο 
h ι . . ο 

.................................. 
ο ... Λ A/.—| ίι—». . .. ι 

= Ks ... .. .. K2 />', ι / · · ° 
/. · 

ν
 / ·, I .. ο 

.................................. 
Ο ... /(·, /.·, I 

Ce déterminant ο est un mineur d'ordre r+$ — 2 du déterminant de 
Sylvester Δ des polynômes homogènes 0, γ. Or, si ces polynômes ont 
un diviseur commun de degré supérieur ou égal à deux, ce mineur est 
certainement nui. Donc : 

Si les deux courbes de base ont en commun plusieurs tangentes ou 
une tangente multiple pour chacune d'elles, on a, pour tout système 
d'axes régulier, 

T> (/· — !)(« — J), 
donc 

ξ, < S = /.■ — (/■ — ι) (s — 1.). 

Par suite la condition nécessaire et suf fisante pour que la limite β soit 
atteinte

y
 est qu'au point considéré les deux courbes aient en commun au 

plus une tangente simple pour l'une d'elles. 
Si les deux courbes ont en commun une tangente simple pour Γ une 

d'elles, le déterminant δ n'est certainement pas nul. Donc dans ce cas, 
tout système d'axes régulier est normal. 

Si enfin les deux courbes n'ont aucune tangente commune, 
o^o exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les axes 
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soient normaux. On peut donc, Ox étant donné, trouver les positions 
non normales de Oy. Ces positions dépendent uniquement des 
nombres hif kh c'est-à-dire des faisceaux de tangentes des deux 
courbes au point O. 

CHAPITRE 111. 

CALCUL DU L'EXPOSANT. 

1. Considérons trois courbes sans partie commune 

<p,(.r,y) = o, <M'
K

> }') — ψχ(·
7
'Ί .Τ) — ° 

admettant l'origine*comme point multiple d'ordres r
{
, r

u
, r». Soient 

m,, m,, m3, les idéaux : 

m, = (φι, φ·.φ
:ι
), ms=(<ps. φ»?,). m*= (<p

3
. <p, φ,). 

Soient enfin c,, ρ
2

, p
3
 les exposants des composants primaires »p, 

q2? des idéaux lit,, m
2

, m». 

THÉORÈME 8. — Un seul des nombresρ,, p
a

, p
3
 ne peut pas être supérieur 

aux deux autres : deux d'entre eux sont nécessairement égaux et leur 
valeur commune est supérieure ou égale au troisième. 

Désignons par m l'idéal (o
2
ο

:ι
, <p

;
, φ,, ο, φ

2
). Nous avons 

nt C '«/ 

quel que soit i, et par conséquent 

m c [
m

z>
 m

/]· 

quels que soient i et j. 
Inversement, considérons un polynome Fappartenant à [ m,, m

2
 ] par 

exemple. Nous avons 

F = U, <p, + V, υ2φ2+ V
2

ç>
;l

<p,, 
d'où 

©ι (υI — V
â

<P
a
)=<?,(U, V, φ.,), 
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et, puisque φ, et φ
2
 n'ont aucun diviseur commun 

U,— v
8

<p
s
= V^J. 

d où enfin 
F = "V , <f»s 9;, + V., 9;, 9, V;| 9,9, C "» 

et 
[m,, m,] C m, 

donc 

(1) [m,, mi] = m = [ms, mj] = [m3, Wj], 

Cela étant, soit i) le composant primaire de m au point O. La rela-
tion (1) entraîne 

(■;.) q = [q,. q/]. 

Soient alors σ,,σ3,σ
;
, et η les ordres de multiplicité respectifs de la 

racine# = ο pour les sous-résultants, en axes quelconques, des idéaux 
m

4
,m

3
,m

3
, et m. En vertu de la relation (2), a est égal au plus grand 

des deux nombres a-
n
 gj. Soit alors, dans le cas où les σ,· ne sont pas 

tous égaux, σ
:(
 le plus petit d'entre eux (ou l'un des deux plus petits). 

a est égal à τ, et à a., : ces deux nombres ne peuvent donc pas être 
différents. 

En prenant des axes normaux pour les trois idéaux m· 9 itta, 111 nous 
obtenons le théorème énoncé. De plus supposons que l'on ait ρ„ > p

s
, 

et choisissons dés axes normaux pour Vidéal m2. Nous avons 

σ2— ps> ρ,Ισ·Λ] 
donc 

σΐ — σ '2 = Pl· 

et, par suite, les axes sont normaux aussi pour m,. 

2. Supposons le polynome g décomposé d'une manière quelconque : 

S —S \ -s*· · · A^-
Considérons les idéaux 

r*l=U-SfSf · 'Ârt-fê'i+l · · -Sh gl) ( ί = 1. 3, ···· *), 
posons 

Pi = Ρ (f-Si - Si · · · Si-1 · St+1 · · · é'h Si) = r + 5 - 1 H- M'i 
a't— <r{f>Si>St>-Si-1·St+i· · ·Sh Si) = r + s -1 + pi> 
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et supposons les notations choisies de manière que l'on ait 

M', jVI'a>.. M*. 

THÉORÈME 9. — I° Si M', >M'
2

, l'exposant p du composant primaire 
de Vidéal (f,g) en Ο a pour valeur 

ρ — ν -t~ s — ι -f- M', = ρ', ; 
si de môme 

i'àî,+'iïh'+r'> rTu+ite*·"·' < 
on a 

σ = ι· -+- Λ — ι H- F, = σ\. 
2" Si 

i'àî,+'iïh'+r'> rTu+ite*·"·' < 
on a 

ρ ^ -+- s — ι -f- M j — ρ |, 

i° Supposons M', Posons 

Pi—Pif' #+1 . Λ'ϊ+2 · · · β\ 'ê'-l· · ' Si ) · 

Nous avons ρ, = p\. Supposons démontré c,· = p'
f
, et montrons que l'on 

a aussi p/+, = p',. Appliquons le théorème 8 aux courbes 

? 1 = f■ &+ι · · · gh ,S\ - A's · · · S'h = Si-m ; 

nous avons les trois exposants 

p/-H ι pi—1 Ρ ι ' pi+\ p^ · 
On a donc 

P'-t-i —Pu 
d'où finalement 

Ρ = Ρ'ι -

Le même raisonnement s'applique aux nombres a. En particulier, 
si M, >M'

S
, on voit qu'un système d'axes normal pour l'idéal m', est 

normal pour l'idéal m car les relations 

M; > M;, Ρ', = M; , M;^P; 
entraînent 

p, > p;, 
donc 

σ = σ\ = o\ = p. 
2° Supposons 

M | — Ma —...— Μ
α
> Μ

α+1
 -— ..— Mp_f.i.... 
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Comparons les nombres ρ',, p
2
 et p!

(
, en appliquant toujours le théo-

rème 8. L'égalité p', = p[, entraîne c
2
<pSi α est plus grand que 2, et 

si l'on a p
a
 <^ p'

(
 on conclut p

3
'= p'

(
 = p'

r
 Si p

a
 == p',, on a seulement 

p
:
, <p'r En poursuivant le raisonnement, nous voyons que les nombres 

pu pa» . · ·, p* sont tout au plus égaux à p,, et qu'il n'y en a jamais 
deux de suite qui lui soient inférieurs. Si p

a
 est supérieur à p'a+.i, 

nous aurons p^, = ρχ; à partir de ce moment, tousles pf serontégaux 
à ρ

α
. En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que l'on 

ait ρ = o\ est que p
e
 soit égal à ρ',. 

Si ρ
χ
 est inférieur ou égal à ρ'

Λ+)
, la suite des nombres p

a+l
, . . ., p«j 

possède les mêmes propriétés par rapport à p
a+

, que la suite des nom-
bres c,, . . ., pa

 par rapport à p',. El le raisonnement se poursuit' ainsi 
de proche on proche. 

3. Désignons par D,, D,, . . ., D, les droites (distinctes) dont se 
compose le faisceau des tangentes communes en Ο aux courbes f et g. 
Nous pouvons remplacer les polynômes f et g par des polynômes 
décomposés 

/— Jo-fi 'fi' · ·/>.' H —- A'n · H\ Ή·ι· -

tels que les courbes /
0

, g
(n

 comprennent respectivement toutes les 
branches de /"et de g qui ne sont tangentes à aucune des droites D,·, 
les courbes /„ g

n
 toutes les branches de / et de g qui sont tangentes à 

la droite D,·. l'osons 
Ji—J ' Jl' Hi—H ' Hi 

et désignons par /·,·, y,·, les ordres de multiplicité du point Ο pour les 
courbes fh g(. Soit 

p ( fh π) = η-+· -h —1 + Λί"'\ 

d'où, en vertu du théorème 7, 

P(/, Hi) — r-{- Si— I + M"'1, ρ (JWi, ffi) — r + .ν - 1 + M">. 

THÉORÈME 10. — On η 

p(/> h) =-+-s —1 + M'1'? 

si Von suppose les notations choisies de manière que Von ait 

H''5S + 7 W. + Λ7 = °· Τ Si + 7 Λ. + r'j If = °· 
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On a, toujours en vertu du théorème 7, 

P(/> AoA'i ) == + *0 H- Si — 1 -4- MO ; 

supposons que l'on ait 

pifi A'oft'1 · · · éi't) — r ·νυ -+-·Α'ι -h ... -h Si— I + M'1) 

et établissons l'égalité analogue pour l'indice ζ-j- 1. On a 

Ρ ij gt-M » flnA' ι · · * A'' ) — Ρ(^' ΛΟΑ'Ι ' ' ' A'/) '^/+1 
— r-l·- s„ -4- .v, + ... H- — J -+- M'1', 

p(Jg»g\ · * · ArM A'At-1 ) — /'H- H- Λ'ι -4- · · · -+- Si +· 1 — 1-4- M"~H) 

^ /' -4- -V,, -4- SJ H— . . . -4- S,
+I

 — 1 -4- M'1', 

d'où, d'après le théorème 8, 

p(/« Ar»A'i · · · A'/A*'/-H ) = r H- ·νι»Η- .ν. H-... H- .v<-(- .S'/.j.j — 1 H~ M'". 

Maison a aussi, d'après le théorème 7, 

Ρ (./ ; A'o Ari · · · Α'ίo"i-H ) = p(j : A'i ) "+" A<i + 's'i + · · · -I- Si + 1 
— /' -4- .V„ -4- .V| A- . . . H- ,S'

T
·-|- Sj

+
1 — l H- Ml1). 

En poursuivant le raisonnement par récurrence, nous arrivons à 
l'égalité 

0 (/, g) = r -4- s — I -4- M'n. 

Ce théorème nous donne la valeur de c dans un cas particulier 
important : 

THÉORÈME 1J. — Si chaque tangente commune aux deux courbes con-
sidérées est simple au moins pour l'une d'entre elles, on a 

Ρ ZR: /· 4- Λ — 1-4- N. 

Ν désignant la plus grande des sommes des ordres de contact d'une de 
ces branehes simples avec toutes les branches de l'autre courbe qui lui 
sont tangentes [Ν = M(1 ']. 

En outre, si l'on a 
Ν = Λ,>Ν^ιΝ3£..., 

N
t
 désignant les sommes analogues pour les autres branches simples, 

tout système d'axes régulier est normal. En effet, l'une des courbes f K, 
gt, par exemple g\

y
 est d'ordre 1 au point 0. Donc (p. 246) tout sys-

! 
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tème d'axes régulier est normal pour les idéaux (/i,gi)> (/, g',), 
(y^·'.. )- Mais on a 

*(A'i: fsι ) ^ /' + .v — ι H- Ν, < σ(/Λ'',, g, ) = /· +■ s — ι -h IS, ; 
donc 

*(/. é'i g\)=σ(/^'ι · g\ ) —/' + .v - i -h ^, = ρ ( y, g, â)· 

D'une manière plus générale on peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME 12. —Si l'on a 

M"' > iVl1-1^ Μι:ι'^... 

et si les courbes A,, 13, définies parle sous-résullant 

xp1 S1 = /V,/, -4- Brg, 

n'admettent pas en Ο d'autre tangente que la droite D,, tout système 
d'axes régulier normal pour l'idéal (/,, g·, ), r.y/ normal pour l'idéal (/, g). 

Il suffit de montrer que les axes sont normaux pour l'idéal 

(J ι */l · I · o' i ) (/ch » ό'ι )· 
On a 

σ(οΊ ! /gi ) = ~+" s ~ 1 M1"' < r + ,y — ι + Min. 
rosons 

ρ = σ~h ε' (ε'^ο), 

on passe de l'idéal (/,, g<) à l'idéal (/,/',g\, g<) en multipliant /, 
par un polynorne ¥=f\ g',, d'ordre r

0
, tel que les courbes F = 0, 

/, = Ο n'aient aucune tangente commune. Soit 

cp — ο 

l'équation de la droiteD,. Nous avons 

j/.} = 9''1· j } = ?'·> j B,} = ?'·>-' 

et (F j n'est pas divisible par ©. Soient 

R0= UF +- Vgn 

σο— f\) + s
{
 — ι — c (ε ^ o), 

R =ζ_.χσ S (x) = AF/, -f- Βg,, 

ïh = A,/i +(x2 + Y4, x2 +r) = j)) 

les sous-résultants des idéaux (F,g,), (F/n gi), (/i,gO· U est un 
Journ. de Math., tome IX.— Fasc. III, ig3o. 35 
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polynome d'ordre .ν, — r — ε, el (U) n'est pas divisible par ψ. Le pro-
duit II,, 11, étant un multiple de R, le polynome A est défini parla 
division de A,!) par#·,, suivant les puissances de y 

(3) A|U + x% 11 (Λ-") A(./■. y) [Il(o)^éo] 

avec 
α — ρ, σ0 — σ = /·, -y .y, — i-t- M'1*-!- r

()
-y .y, — ι — è 

— [/',ι -y /'ι -y λ, — ι H- Λί"' — ε J — s, — ι — ε -y ε'. 

Supposons que l'on ait ε'> ι. 
Dans l'identité (3), les trois termes ont nécessairement le même 

ordre : si A,U était d'ordre supérieur aux deux autres termes, [ A| qui 
est d'ordre y, — ι devrait être divisible par ofl. Si Q#·, était d'ordre 
supérieur aux deux autres termes {A, J n'étant pas divisible par x, 
{U} devrait l'être par xx, ce qui est impossible puisque U est d'ordre 
.y, — ι —ε<α. Enfin ή xCiA(x

1
y) était d'ordre supérieur aux deux 

autres termes, le produit {A, j j U} devrait être divisible par ce qui 
est impossible puisque {tJ} n'est pas divisible par φ, et que {A,) l'est 
seulement par φ*1"1. 

Cela étant, A est d'ordre 

.y, — ι -t- .y, — ι — ε — σ. — y, — ι — ε'; 

mais d'autre part, en vertu toujours de l'identité (3), {A] doit être 
divisible par φϊ1_ι, ce qui est impossible si ε'> r. 

Remarque. — L'hypothèse relative aux tangentes aux courbes A,, 
B, est vérifiée d'elle-même si Ο est point simple pour l'une des courbes 
y,, . Dans le cas général, on peut donner des exemples montrant que 
cette hypothèse est indispensable ('). 

(') Ainsi prenons 

/,—y" -y « — **. y->—y- — &, 
F= y--+- a H- ·*2 (1 — & ) · 

On a 
A , = .Z'(l — .x'1 ) 4- u = X — 2 J, 

(3) Α,υ =— 4 + &i2(i — ocr — 4 x'" -h 2 xy) =r — 4 Ai 4- .«'-A, 

la courbe A =0 ne passe pas par l'origine et Ton a 

σ = 6, ρ = η. 
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4. On est ramené, par ce qui précède, à l'étude du cas où les courbes 
de base/=<>, g= o, ont toutes leurs tangentes confondues avec une 
même droite. Un nouveau théorème permet de se limiLer au cas plus 
particulier où l'une de ces courbes, ou même toutes les deux, n'ont 
en Ο que des systèmes circulaires d'ordre ι : on peut alors les rempla-
cer par des courbes décomposées en branches simples. Un changement 
de variables de la forme 

.ν = ξ\ J = n, 

où λ désigne le p.p. c._m. des ordres des différents cycles pour les deux 
courbes données, transforme ces courbes en deux autres n'ayant que 
des systèmes circulaires d'ordre ι. Désignons par p.,. et p* les nombres 

p.r= ρ(/(·'·', *'(·'·, .>'))< Ρξ=ρ(/(ξλ· ό), Λ'(ξ>, vj)). 

THÉORÈME 13. — Si les axes sont réguliers et normaux pour Vidéal 
{f(x,y),g(x,y))on<i 

pt=).p.
c

. 

Soit 
xPx S (.τ) = A (y ) /(.r, y ) -ι- H (x, y ) g\x, y ) 

le sous-résultant de l'idéal g{&iy))· Le polynome Β est 
d'ordre r—ι et {11} n'est pas divisible par λ?. Par suite Β(ξΑ, η) est 
également d'ordre r— ι et l'on a 

{ Ήςλ· r') \ = Cnr _ 1, 

C étant une constante. Le polynome 

f^SU>-)=A(?>'
î
 η)/(ς\ Ό) + Β(ξ>·, η)*(ξ\ V,) 

est donc le nouveau sous-résultant, les axes sont encore normaux et 
nous avons 

ρξ= λρ.,.-

Remarque. — Si les axes ne sont pas normaux, on a 

Ρξ < λρ.·,.. ; 
en effet, nous avons toujours 

. — λσ.
Γ
< λρ

χ
; 

le polynome est d'ordre l = r— ι — (p — σ). Le polynome 
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Β (ξλ, η) est d'ordre au moins égal (supérieur si ( Β j est divisible para?). 
Nous avons donc 

PS — σξίΡχ — σ.ν 
et 

ρξ^(λ — ι)σ.,.+ρ.,< λρ.,. 

5. Supposons que toutes les tangentes des courbes f et g au point Ο 
soient confondues avec une même droite D ; et que g admette seulement 
des systèmes circulaires d'ordre i. Nous pouvons décomposer g en 
branches simples, 

ft ft 1 * ft 2 · · ' ft M 

si Ν,·, Θ; désignent les sommes des ordres de contact de g,· avec / 
et g\g*. . . gi-igi+i. . . gs> nous avons, avec les notations du théo-
rème 9, 

M/= l\ — JN/-+- Θ/· 
Par suite : 

THÉORÈME 14. — Si l'un des nombres Y
F
 = /· -}- s—Ι N

;
< +· Θ,· est 

supérieur à tous les autres, il donne la valeur de c, et les axes sont nor-
maux. Dans tous les cas, le plus grand, γ, des nombres donne une 
limite supérieure de p. 

Cette limite γ peut effectivement ne pas être atteinte : il en est ainsi, 
notamment, lorsque g possède des branches multiples, car alors cer-
tains des nombres 0/ sont infinis, et il en est de même de γ. Nous 
allons voir qu'on peut remplacer la limite γ par une autre meilleure, 
généralement atteinte, toutes les fois que plusieurs branches de g· ont, 
avec toute branche de /, des contacts de même ordre. 

6. Nous supposons maintenant que les deux courbes n'admettent 
que des systèmes circulaires d'ordre ι. 

Nous dirons qu'une courbe γ forme un faisceau par rapport à une 
courbe /lorsque deux branches quelconques de γ ont, avec n'importe 
quelle branche de/, des contacts de même ordre. Soit ν l'ordre maxi-
mum de contact d'une branche (quelconque) du faisceau avec une 
branche de / : le contact de deux branches du faisceau est d'ordre au 
moins égal à v. Inversement, si nous adjoignons à un faisceau γ une 
branche Γ ayant avec une branche de γ un contact d'ordre θ supérieur 
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à ν, γ Γ constitue encore un faisceau par rapport à /. Il peut n'en etre 
plus de même si θ est égal à v. 

Nous pouvons distinguer dans / l'ensemble <p des branches qui ont 
avec une branche quelconque de γ un contact d'ordre maximum v; s'il 
contient plusieurs branches, φ forme un faisceau par rapport à γ. Nous 
dirons encore que φ forme un faisceau s'il ne contient qu'une branche, 
réservant le terme de faisceau véritable au cas d'un faisceau contenant 
plusieurs branches. Nous dirons que le faisceau φ est le faisceau 
conjugué de γ dans / et que les faisceaux <p et γ sont séparés si l'ordre 
du contact de deux brandies quelconques de o ou de deux branches 
quelconques de γ est supérieur à l'ordre v du contact d'une branche 
quelconque de φ avec une branche quelconque de γ. Deux faisceaux 
conjugués ayant chacun une seule branche doivent etre considérés 
comme séparés. 

Soient, par exemple, les courbes 

f — y- — :r-" — υ (y z=. ± x'L ), 

y ■=. y- — 'λ rJ'y H- χ'1'' ( 1 — χ:'1 ) — ο ( y = a:'' ± χΐ'+λ ) ; 

/et £· forment deux faisceaux conjugués si pjén\ dans le cas ρ η et 
seulement dans ce cas, les deux faisceaux sont séparés. Si n=p, 
g forme encore un faisceau par rapport à /, mais le faisceau conjugué <p 

ne se compose plus que de la branche y = -f- χ'1 ; φ eigne sont pas 
séparés. 

Kludions d'abord le cas dans lequel la courbe g constitue un faisceau 
(véritable) par rapport à f. Nous supposons la droite D avec laquelle 
coïncident toutes les tangentes de f ou de g, prise pour axe des x, et 
les équations de / et de g mises sous la forme 

/=«„-f a
x
y + ... H- «V-, 1 + y''— o, 

g = b0 + à,j-h... 4- ys~~l -l·ys = o, 

où les a et les b sont des polynômes en x. Soient v l'ordre de contact 
maximum d'une branche de g avec les différentes branches de /, r, 
l'ordre du faisceau conjugué φ de g dans /, Ν la somme des ordres de 
contact d'une branche de g avec les branches de /. 



2J6 P. DUEREIL, 

Une transformation de la forme 

t
r — γ _ Φ( ^·)? 

où Φ(χ) est un polynome nul pour x = o, ne change pas le sous-
résultant des polynômes f et g\ elle ne change pas non plus, dans les 
polynômes A et B, les coefficients des monomes qui ne contiennent 
quey\ en particulier, elle laisse subsister la normalité ou la non-nor-
malité des axes. Par une telle transformation, on peut se ramener au 
cas où l'une des branches de la courbe g = ο coïncide avec la droite D : 
le polynome 6„(a?) dans l'équation de g est alors identiquement nul. 
En outre, on peut mettre, dans b,·, χ en facteur à une puissance au 
moins égale à (.y — f)(v + i), certainement supérieure si g et Φ sont 
deux faisceaux séparés. Posons 

(4) bi~ 'v+l) b\. 

De même <2
0
 contient χ en facteur à une puissance exactement égale 

à ;·+Ν. a-, est la somme des produits /■ — i à r — i des racines de 
l'équation /=0 considérée comme équation en y, Chacun de ces pro-
duits est au moins d'ordre N-f-r—i(v-)-i) si ι</·|, d'ordre supé-
rieur si i ;·, ; nous pouvons donc poser 

(5) Η> + ΐ -^J + H,=0· 7(3 Λ + î-35-J + rl) =0· 

a] étant un polynome, nul pour χ— ο si i]> /·,. 
Soit 

«·(·*) = x h, (./·') — Λ, (χ, y)/(.7·, y ) -f- B, (.a-, y ) *'(y ) 
[S, (0)^0, /■ = .?(/■ +N)], 

le résultant des polynômes /, g\ nous avons 

'h (./··) = 

«, | a | 1 ο ... ο 
ο a0 .. . 1 ... ο 

............................................, 
ο ο ... au αχ ι 

ο ΰχ ... b
s
..x ι .... ο ο ... ο 

ο ο ... ο .... ο ο ... ο 

............................................, 
ο ο ο υ 6, . ... \ 
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En désignant par α
υ

, α,, ..., α.
ν
_,, (3

0
, (3,, ..., β,_ι, les mineurs (avec 

leurs signes) relatifs aux éléments de la première colonne, nous avons 

A, O, ,r ) = x„ 4- x,y 4-... 4- a*_, , 

^ 1 (,r 1 y ) — Po 4- p, y 4-... 4- β,— ι y' 1, 
R1 (x) = a0 a0. 

et nous obtenons le sous-résullant 

B (.·/; ) = .r* S'(./·) = Λ ( .r. y ) f 4- Β (//.·, y )g [S ( ο) ο] 

en divisant R .4·) par le p.g.c.d. des polynômes <%;. Si x~ est la puis-
sance de χ qui se trouve en facteur dans ce p.g.c.d., nous avons 

σ — k — τ. 

Pour avoir une limite inférieure de τ, remplaçons dans Η,'εΙ dans 
ses mineurs les a et les b par leurs expressions (4) et (5) en fonction 
des a! et des b'. Multiplions la première colonne par i, la deuxième 
par x'+\ ..., la p^mt par .... Désignons par a'f le mineur 
déduit de a, par la substitution des a' et des b' aux a et aux b. On voit 
sans peine, comme au n° 5 du Chapitre II, que a, est égal au produit 
de ol] par une puissance de χ d'exposant 

- = (s — ι ) {Ν 4- /· — y — ι ) 4- (.ν — ι — /) ( ν 4- ι ). 

Nous avons donc 
T = (s — 0 (N 4-/·— y — ι), 

d'où 
σ< 4- /' + [.Ï~I)(V4-I) = /' + Λ —ι 4- Λ 4- (.ν — ι)ν. 

Nous n'avons fait aucune hypothèse sur la normalité des axes. En 
les prenant normaux, nous obtenons pour ρ la limite supérieure 

ρ <; ô = /■ 4- .ν — ι 4- Ν 4-· ( .ν — ι ) y. 

limite qui est, comme on le voit, indépendante des ordres de contact 
mutuels des différentes branches du faisceau g. Si deux branches quel-
conques de g· ont un contact d'ordre seulement égal à v, la limite δ 
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coïncide avec la limite précédemment donnée 

y = r s — 1 -4- Ν 4- Θ, 

et il est intéressant de remarquer que ce nombre 0 reste limite supé-
rieure de ρ lorsque le faisceau g « se resserre » d'une manière quel-
conque. 

Une condition suffisante pour que la limite 0 soit atteinte est que le 
polynome a

i
_,(^)soit divisible exactement-par ic'v~',IN+'~"v"n, ou encore 

que le nombre 
t.j) =r ( Ο ) 

ne soit pas nul. S'il en est ainsi, les axes sont nécessairement nor-
maux (') et la courbe A = o (ou B = o) n'a pas d'autre tangente 
que Ox. 

Cette condition est également nécessaire. Supposons, en effet, que 
l'on ait, k ayant toujours la même valeur (2), a^_

l
(o) = o. Si l'ordre 

du polynome A est encore s — 1, les axes sont normaux et l'on a 
ρ = σ<[δ. Si le polynome A est d'ordre q <C s — 1, il contient un 
terme en le polynome a

f/
_>,(a?) étant divisible au 

moins par 
x (s _ I)(N-W—'V—I—'/+A)(v+I) 

) 

nous avons 
σύ Ί ~ I.(s -- I — 7 H- λ) (v + 1) — λ] 

et, par suite, 

ρ = σ s — 1 — η ^ 0 — ( a — 1 — <j ) ( y 4- 1 ) — λ ν < <3. 

Remarque. — On voit notamment que, lorsque la limite δ est atteinte, 
tout système (Taxes régulier est normal. 

Nous avons, en désignant par a', b' les valeurs de a', b' pour χ = o, 

(*) Les axes sont nécessairement normaux tant que a.
f
_, est divisible par une 

puissance de χ au plus égale à (s — i)(N -+■ r — ν — χ) 4- v. 
(2) Il suffit pour cela que l'ordre du contact d'une branche quelconque de g, 

avec une branche quelconque de/, conserve la même valeur lorsqu'on attribue 
aux coefficients des valeurs telles que a

s
_{ {o)~ o. 
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et en remarquant que /· = ο pour i r,, 

ω = (_ι)*-' 

Ά ">ι ··' υ 

~ι\I n\ ο 
......................................... 

<> .. 7ί
υ
 7t\ 7t\, ... ... ο 

s — I 

//, . . K-\ ι ο 

ο ι ... ... ο 
......................................... 

ο .. ο ()\ ι . 

/' 

= ( - ■)'-■ 

ο\ / α'
Γι

 ο 'ο 
Τ,:η (<\ «<Λ f> 
......................................... 
° ·■ «ο 7

<\ «ί·, 

s — I 

//, ι . . .. · ο 
......................................... 
ο ϋ\ I 

'Ί 

Nous pouvons remplacer la courbe / par une autre décomposée en 
/•courbes simples d'équations 

r-4-· l\(#) = <>, » y -|- = ο, .... y H- l\(.r) = o. 

Dans le système d'axes primitifs | avant la transformation y = Y — 9 (a?)], 
Γι,Ι\, ..., Ρ, désignent les différences V—Y

n
 ..., Y — Y,.'où les Y; 

et Y sont les fonctions correspondant aux diverses branches de/et à 
la branche de g considérée. Posons 

ΐν,-Η· IV*· ·. I',·= VV) = <>(.*). 

nous avons Ρ(Ο) = Ρ/=Ο. Si. /*= /*,, on doit prendre E = V=i. Si 
nous désignons par 

? = "0 -W'I y ~H...-H UR^Y-'-' H- y'\ 

l'équation du faisceau ο conjugué de g dans/, et si nous posons 

tfi(.v) = Χ·"'Ι-'Ι^+Ί ιή(α;), it'i— M/(o), 

Journ. de ATœlh., tome IX. — Fasc. Ill, 19I0. 36 
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nous avons 
).'(//) = ).', (f/) = — I. 

et, par suite, en désignant par ω' le nombre ω relatif aux courbes g 
et Q, 

0) == ΡΛ'~' 0)'. 

Ainsi, lorsque g forme un faisceau par rapport à /, il faut et il suffit 
pour que la limite ο soit atteinte pour l'idéal (f, g), que la limite ana-
logue o' soit atteinte pour l'idéal (cp, g·), φ étant le faisceau conjugué 
de g dans f ;. 

Il en est ainsi lorsque Tun des faisceaux g ou cp possède une seule 
branclie, et plus généralement, comme nous allons le montrer, lors-
qu'ils sont séparés. 

Dans ce cas, on a, en effet, 

Οχ . O.r Ov r Or . ôz r Oz .."37.+'î3? 

et, si nous supposons d1abord s r
A

, 

w' = (-1) N _ 1 

Iu1 II 2 //·_! 
Iu1 II 2 ".U 
ο 77'

(l
 Iu1 II 2. 

........................ 
° Iu1 II 2 

Or, tous les polynômes Ρ,, P
2

, · . - , P,, ont même partie principale, 
i/a?'"*"1, donc 

u\ = c; Ur1 _ i 

w' = (_1)s _ 1) 

C m. TPp = U/ 4- V 4 = UC,2.,//''»-3 ... C·;.;1 //'•.--•+·1 

u'1 C,1^ //ri-] ... C;r- nri~s h-
........................... 

o C,1., ιι.'ι~] 

— (— ι )■' 1 Μ(/·»-,ι"-|·'Γ>
/
.
1ιΛ

_ι. 
en posant 

Dr2, n = 

c;, Cf., ... c;;, 
ι c;., ... ί^-
ο . ... Ci;-2. 

............... 
ο . 1 C2, 



COMPOSANTS PRIMAIRES · DES IDÉAUX DE POLVNOMES. 2$I 

Ce qui précède est encore valable dans le cas *>/·,, à condition 
de poser C'',= ο pour η > m. 

On voit sans peine que Ton a 

-l-b'j,//— lb'|-t-l,H—l ! 

ce qui, en remarquant que l on a 

i>,,,--.= c;v D1 n = 1, 
donne 

Dr1, n = C&L,. 
et finalement, 

m'=(— ι y-* Dr1, n = Cx1 _1. 

Dans le cas ou / se réduit au faisceau z> et forme avec/,'·un couple 
de faisceaux séparés, nous avons 

Λ = /·ν, ρ = ( f h- ·* — ι) (ν -f- ι), 

expression particulièrement simple, dont la forme estfacile à expliquer. 
Considérons le cas ou / est une courbe r-uple, g une courbe .v-uple 
dont on peut ramener les équations à la forme 

(r — \y-= 0. y<= o. 

où \ est un poivnome en χ d'ordre v-f- r. Si nous considérons X 
comme une variable indépendante, nous obtenons deux droites mul-
tiples, pour lesquelles l'exposant a la valeur r-j-i— ι et le sous-résul-
tant l'expression 

Dr1, n = S( \ ) = Λ ( X. r) {y — X )''+ |5(Χ. rVr\ 

et Ton peut vérifier (') que les axes sont normaux, lin remplaçant X 
par sa valeur en fonction de χ, on obtient le nouveau sous-résultant, 
de sorte que Ton a 

■p = (,■+.*—ι) (ν + i). 

Si les faisceaux φ et g ne sont pas séparés, la limite ojpeut ne pas 

(') En réalité, cette vérification reproduit, dans un cas particulier simple, le 
calcul précédent. 
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être alteinte. Considérons, par exemple, les courbes 

j— x'"' =: ο. μ ■=
 1

 ) rrr ο ; 
posons 

x" = X, F —vr — X''o. G = ) — ο. 

En considérant X comme variable indépendante, nous avons, pour 
l'idéal (F, G), 

V r -+- s — 1. 
d'où ne résulte pas 

p = (/· + .v-l)//. 
mais seulement 

ρ < (y -t- s — 1 )//. 

car les axes, en général, ne sont pas normaux pour l'idéal (F, G). Fn 
nosant 

Λ1 + 7)7,)R + J7)7,J 0 + Λ". Λ» + 7h-1-n· 
on a l'identité 

Χ,/
,-,-,·'·=— [.Χ/"'+ . .H-1·/"·'] (y— \'") -i-.V-Oj··". 

ce qui donne, pour l'idéal (/, g), 

σ — {ρ-±- ι)ur, ρ = σ -+- A-, — 1 — (/· A- s — \)n — (s, — 1 ) (n — 0. 

Par suite, la limite 0 est atteinte, et les axes sont normaux si l'on a 

s = 1 ( mod /·) 

et seulement dans ce cas. Si 

«ΞΞΟ (lllOll /'). 
on a 

Ρ = /· -h .ν — 1 -i- s ( 11 — 1 ) = /· s — ι μ- X. 

où Ν est la somme des ordres de contact d'une branche de /avec les 
branches de g: la limite inférieure de G se trouve donc atteinte. Dans 
le même cas, a a pour valeur 

σ = its =. .ν h- X. 

Cependant, la limite supérieure 0 est, en général, atteinte, c'est-
à-dire qu'étant donné l'ensemble des ordres de contact respectifs des 
branches de / et de g, on peut toujours trouver des courbes / et g 
présentant ces ordres de contact et telles que l'on ait ρ = 0. 
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Supposons d'abord en effet que, g et φ étant primitivement deux 
faisceaux séparés (véritables), on remplace dans g une branche par la 
courbe simple γ d'équation 

y — — λ,/·™ -t- " ( ) : 
on a alors 

//, — //»'„ — - . . . ~ h's^·, —- Ο, Λ', -ι = λ 

et ω' a pour nouvelle valeur, 

w' = (_1) s _1 

G,.1 ι υ . ο 

............................. 
ο //'' ... ι 

ο ... λ I . . ο 

............................. 
Ο ... . λ I 

polynome Ρ(λ) de degré /*, — ι, dont le terme constant est la valeur 
de ω' dans le cas des faisceaux séparés, et dont le terme en λ'1-1 a pour 
coefficient, au signe près, 

[(11 + 7)7, ) κ + 7 7)7, J |° + -

Ce polvnome admet donc /·, — ι racines différentes de ο : λ,, λ2, ..., 
de plus, ces racines sont toutes différentes de u. En effet, pour 

λ = u la branche γ de g aurait avec les branches de z> des contacts 
d'ordres ν -f- υ.,·( ο.,·> ι). On aurait alors 

/; = s( \ H- /") +2 Ui. 
/ = I 

D'autre part, G aurait pour valeur 
r1 

/' -h .1 — ι -h X -H (s — i)y -**2 μ/. 
î'= ι 

car, en désignant par g' l'ensemble des branches de g autres que γ, 
nous avons 

? (/"/: .·? ' ^ /' + .5-l + \ + V + (i - 3) V 

'·» 

< û (/#'. '/) — /' H- i' — I +'N -+-(.? — l ) v +2) f*/ ; 
/ = I 
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donc 
Ρ (Λ 7*')= ρ (/A-'. 7); 

on voit alors que la différence c==/·—ρ est toujours égale à 

(s — 1 ) (Ν -\- i' — ν — 1 ), 

ce qui exige ω' φ ο. Par suite, les racines λ,, .. ., de Ρ (λ) sont 
différentes de u et de o; l'attribution de la valeur de l'une d'elles à λ 
ne modifie pas les ordres de contact et entraîne ρ Pour toute 
autre valeur de λ (non nulle et non égale à //), c est égal à 0. 

• Si les faisceaux conjugués z> et g, véritables et non séparés, sont 
quelconques, l'un d'entre eux contient un couple C de branches avant 
un contact mutuel d'ordre ν seulement ; on peut supposer que ce fais-
ceau est g et que les deux branches en question ont pour équations 

V =: O, y
 =

 —λ./'ν"Μ H- ( ); 

ω' est alors égal à un polynome Q(/.) de degré;·, — 1 au plus. En 
dehors du couple C, il peut exister dans g et dans © d'autres couples 
de branches ayant un contact d'ordre v; la différence des ordonnées 
correspondant aux branches de ces couples est alors de la forme 

.... Les coefficients du polynome Q( A) dépendent de u et des 
paramètres (x; en prenant ces paramètres assez petits en valeur absolue, 
on peut rendre les coefficients, donc aussi les racines de Q(A), aussi 
voisins qu'on veut des coefficients et des racines du polynome Ρ (λ); 
Q(A) aura alors des racines différentes de zéro, de u et d'un quel-
conque des \J. (ce qui est nécessaire, car autrement l'ordre de contact 
de deux branches de g pourrait se trouver modifié). On peut donc 
toujours choisir λ de manière que l'on ait, soit ω' ̂  o, ? = soit 
0/ = ο, ρ < o. 

Dans le sous-résultant, xcS(x), considérons le coefficient ΰ>= S(o) 
du terme en χσ. Nous aurons besoin par la suite de la valeur du quo-
tient—· Cette valeur est invariante par toute transformation de la 
forme ' 

y = Y — ) [Φ(ο) = o]. 

Dans le cas des faisceaux séparés, on a, en supposant b
t
, = o, 

(x2 + Y4, x2 +r) = j)) 3). 
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u
(l
 est d'ordre o — (1\ -f- /■) = (.v — f)(v~^" 0> et ^011 a 

«;,(«) = < m —(x2 + Y4, x2 +r) = j) 
donc 

Pi— ( ■' ι ·— ~ ί'· J'i 'Ίι 'ίΊι )■ 

Cette formule montre qu'il est possible de modifier la valeur de ~t 

sans l'annuler, en modifiant seulement, par exemple, les branches du 
faisceau o, modification qui n'altère ni les ordres de contact, ni la 
valeur de e, mais seulement celle de //. 

Il en est de même lorsque les faisceaux s et g-ne sont pas séparés. 
Si d'abord, dans φ et dans g deux branches seulement, appartenant par 
exemple à g et ayant les équations y = o, y =— λα?ν"Η . ont un 
contact d'ordre v, on a 

M_ (-,)■<-» P(/.) 
5T ' 

et puisque P(«) ̂  o, ^dépend effectivement de λ. Un raisonnement 

analogue à celui qui a été fait plus haut montre que dans le cas de 

faisceaux non séparés, on peut modifier la valeur de sans l'annuler, 

par une déformation des branches des faisceaux γ et g, n'altérant ni 
la valeur de e, ni les ordres de contact. 

Enfin, nous devons encore examiner le cas ou l'un des faisceaux o 
ou g ne contient qu'une seule branche. Si par exemple s = ι, et si l'on 
ramène les équations des branches de g et de φ à la forme 

g: j = o, o: y -4- (f/t +...) =0 (ί — 1.9. /*, ), 

on obtient 

w/w_ = 1/v. u, 1. u2... ur1, 

et nous voyons que, dans ce cas encore, les déformations considérées 
i 

permettent de modifier la valeur du rapportw/w_. 

7. Si la courbe g ne constitue pas un faisceau par rapport à /, nous 
pouvons la décomposer en faisceaux distincts g,, ga, . .., gk par rap-
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port à /, tels que l'ensemble de deux quelconques d'entre eux ne soit 
plus un faisceau. Posons 

A'/— A'iHi' ' ·Α''-ι ·Α'/-ι-1 * · ·η/.· (Α' — Α'ί'Α'/)· 

THÉORÈME 15. — g; forme un faisceau par rapport à la courbe 
fg-,=°. 

H suffit de montrer qu'une branche quelconque γ' de g. a des con-
tacts de même ordre avec toutes les branches de gj. 

Soit V/ l'ordre de contact d'une branche de g-, avec une branche du 
système conjugué S/(') dans/. Si γ' a avec une certaine branche, γ, 
degi un contact d'ordre jx inférieur à v,·, toute branche γ, de#, a avec γ' 
un contact d'ordre jx également. Si γ' a avec toute branche de g-, un 
contact d'ordre au moins égal à v,·, cet ordre ne peut en aucun cas êlre 
effectivement supérieur à v,·, car alors l'ensemble de g\ et du faisceau gj 
contenant f constituerait un faisceau. Nous voyons ainsi que, dans 
tous les cas, γ' a avec toutes les branches de 'g,· des contacts de même 
ordre, au plus égal à v,. 

Ce théorème va nous permettre d'obtenir la valeur de ο par un rai-
sonnement analogue à celui qui a été fait pour des courbes simples 
(théorème 9), puisque nous avons déterminé dans l'étude précédente 
une limite supérieure, généralement atteinte, des nombres 

Pi— Ρ if oh A'i)· 

Mais afin d'obtenir des résultats plus précis, nous devons faire 
quelques remarques supplémentaires sur la décomposition de la 
courbe g en faisceaux. 

Le système conjugué ψ, de g
t
 dans fg]peut comprendre, outre 

un certain nombre de branches de g]. Les systèmes conjugués ©,·, ©y de 
deux faisceaux g,·, gj différents peuvent avoir des branches communes. 
C'est ainsi que pour les courbes 

/—(j— + .7'l)r=o. 
g— (_?: — .τ- — .χ;ι) ( v — .x- -f- .ζ·3) (y — .τ- — .r1 ) (j — x" -(- .rA ) — o, 

(1) cp/ est un faisceau par rapport à £·,·, niais non en général par rapport à g. 
Aussi parlons-nous maintenant de systèmes conjugués. 
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on a 

Α'Ί = (.y — — -r'') (y — ·'*?-t- v,— '-><· ?i=/. ψι = /; 
,n
:
-(y~ ■'?)()■ — .r2-b v,= i. ?. = /. ψί = /£■'· 

Considérons deux faisceaux quelconques £·,, «
2
 el leurs systèmes con-

jugués φ, et ®
3
 dans/. 

TIIKOIÙXIF. 1(>. — Si deux systèmes conjugués 9, et z>-> ont une branche 
commune Φ, /'w/i d'entre eux est contenu dans l'autre. Si l'on a par 
exemple ν, >v

2
, orc a 9, d ^ vi >·· · Un fin l'ordre de contact d'une 

branche de g
t
 avec une branche de g., est égal à va. 

Toute branche de g., a un contact d'ordre v., avec Φ; d'autre part, 
deux brandies quelconques de φ, ont entre elles un contact d'ordre au 
moins égal à v,>v

2
. Donc toute branche de φ, a avec toute branche 

de g.> un contact d'ordre au moins égal à v
2
, mais par ailleurs au plus 

égal à v
2

, puisque aucune branche de /' n'a avec g
2
 un contact d'ordre 

supérieur à v,. Ainsi, toute branche de 9, ayant avec toute branche 
de g., un contact d'ordre v

2
, appartient à o., ; ζ>,(Ζ?-2' 

Cela étant, si l'on avait v, = v2, on pourrait montrer de même 
9a<I 9u et par suite les systèmes 9,, 9., coïncideraient. De plus, toute 
branche de g, ou de g., aurait avec toute branche de 9, ou de ®2

 un 
contact d'ordre ν, = v

2
, et avec une branche ψ de / n'appartenant pas 

à 9, un contact de même ordre ;χ(<ζ ν,) qu'une branche (quelconque) 
de 91. Par suite, l'ensemble g,g2 serait encore un faisceau. On a donc 
nécessairement v,^>v

2
. Enfin, une branche quelconque de g., ayant 

avec une branche de 9, (d 9-) un contact d'ordre v
2
< v,, a avec toute 

branche de g, un contact d'ordre v
2

. 
Nous dirons qu'un faisceau g

(
- est principal quand son conjugué 9

t
-

dans f ne contient véritablement aucun autre conjugué et coïncide 
seulement, le cas échéant, avec des conjugués de faisceaux pour 
lesquels v est inférieur à v,·. Si un faisceau n'est pas principal, son con-
jugué contient au moins un conjugué de faisceau principal. Il existe 
donc toujours au moins un faisceau principal. Les conjugués dans/de 
deux faisceaux principaux de « n'ont aucune branche commune. 

Lemme.— Si les conjugués 9,, z>.
2
 dans / de deux faisceaux «·,, g., 

Journ. de Math., lome l\. — Fasc. III, ^7 
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n'ont aucune branche commune, l'ordre de contact ρ d'une branche Φ, 
de Φ. avec une branche Φ., de est inférieur à chacun des nombres 
V,,V3. 

L'ordre de contact λ de Φ, avec une branche de g., est inférieur à v
2

, 
puisque Φ, n'appartient pas à ©

2
. Et si l'on avait par exemple v

a
, il 

en résulterait λ > v2. 

THÉORÈME 17. — Si le faisceau g\ est principal, toute branche d'un 
autre faisceau g., a avec toute branche de ο, (ou de gj) un contact d'ordre 
inférieur à ν,. 

Le faisceau g\ étant principal, ou bien φ
2
 contient çp, sans lui être 

égal, ou bien il n'a avec lui aucune branche commune, ou bien et 
©, coïncident. Dans le premier cas, Γ

2
 a avec toute branche de φ, un 

contact d'ordre ν
2
<ζ v, . Dans le second cas, Γ

2
 a avec toute branche Φ2 

de <p
2
 un contact d'ordre v

2
; Φ·_> et une branche Φ, de φ, ont un contact 

d'ordre JJL inférieur à v, et à v
2
 d'après le lemme précédent : p. est donc 

aussi l'ordre de contact de Φ, et de Γ
2

. Enfin, dans le troisième cas, on 
a encore v

2
<^ v, et Γ

2
 a encore avec toute brandie de ®, = φ

2
 un con-

tact d'ordre inférieur à ν,. 

ΤIIÉORÈME 18. — Le conjugué ©, dans f d 'un faisceau principal g, est 
lui-même un faisceau, et un faisceau principal, par rapport à g. Son 
conjugué est g

{
. Par suite f et g ont le même nombre de faisceaux prin-

cipaux, associés en couples de faisceaux conjugués. 

Deux branches quelconques de φ, ont avec une branche de g\ un 
contact de même ordre v,, et avec toute branche de# n'appartenant 
pas à g, un contact de même ordre inférieur à v, en vertu du théorème 
précédent, φ, est donc un faisceau par rapport à g et son conjugué 
est g{. 

De plus, le faisceau φ, = /, est principal, car s'il en était autrement, 
g\ contiendrait le conjugué γ2

 d'un faisceau/2
 de /, et l'ordre de con-

tact v
2
 d'une branche de γ2 avec une branche de f ., serait supérieur 

à v,. Or il est impossible qu'une branche de g\ ait avec une branche 
de /'un contact d'ordre supérieur à v,. 

Soient g\ un faisceau principal, J\ le faisceau conjugué dans f. Il 
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résulte du théorème 17 que /, est aussi le conjugué de g, dans fg\. 
De même g, est le conjugué de /', dans gf\. 

THÉORÈME 19. —gs
 étant un faisceau principal, les limites ο relatives 

aux idéaux (/g\, #,) et (/,, gf\ ) sont égales. 

Soient en effet /·,, Î, les nombres de brandies contenues dans /,, g
t
 ; 

N' la soin me des ordres de contact d'une branche quelconque de /, ou 
de g, avec toutes les branches de g\, N" la somme des ordres de con-
tact d'une branche quelconque de/, ou de#·, avec toutes les branches 
de/',. Nous avons 

O ( J]if\, ffi ) ~ ' "+■ -ç — ' -H Ν' -H λ " -f- >Ί V, -h ( s, — I ) ν,. 
'j(/i, &/'Γ> = '' H" A' — I H- ^ ' + -V-f- S, V, -I- (/*, — I ) V,. 

THÉORÈME 20. — limite 0,= g'h g,) relative à un faisceau non 
principal g

t
 est inférieure à la limite analogue relative à un faisceau 

principal g, Î/OTÏÉ /<? conjugué /, est contenu dans le conjugué fide g,. 

D'une manière plus précise, #, étant un faisceau principal, soient 
#

8
, ..., #a des faisceaux dont les conjugués φ

2
, φ

3
, . . con-

tiennent , les notations étant telles que l'on ait 

/.Co, C o
3
C,,.Coi. 

Considérons les nombres 

0,= -/). ô,-— G(/a/ ^). 

Si 1 on sujipose 
1 <= i < j <= h, 

on a 
ο,·> 0/. 

Soit en effet s' l'ensemble des branches de f qui n'appartiennent 
pas à Oj ; l'ordre de contact de l'une d'elles et d'une branche de <py est 
inférieur à v

y
. Donc les sommes des ordres de contact d'une branche 

de g, et d'une branche de g
f
 avec toutes les branches de φ' sont les 

mêmes. De même une branche de g,et une branche de gf- ont avec une 
branche de £>*(./ -h α =./ +1,des contacts de même ordre vy+a. 
Soit gJ l'ensemble des branches de £ qui ri'appartiennnent pas à g1, 
g., ..., #Λ. Toute branche de gJ a avec une brandie de gj un contact 
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d'ordre ou bien inférieur à v,·, et a par suite un contact de même ordre 
avec une branche de giy ou bien égal à v,·, el alors elle a avec une 
branche de gj un contact d'ordre supérieur ou égal à v

7
. Donc la 

somme des ordres de contact d'une branche quelconque de g-
t
 avec g' 

est supérieure ou égale à la somme analogue relative hgj. Il ne reste 
pins qu'à comparer dans ο,·, o,· les termes i-

n
 th correspondant au pro-

duit fjgι .. . gj. Soient s,
;
 le nombre de branches de g

l;
, rk le nombre 

de branches de Nous avons 

// £ (.ν, -I-. ..-i-A7„,-t- Î/-I + /'/)v/ —1 (/·/-- .S·/.., V/-I-. . .-I- SjVf— f. 

/j— ( A'| - )- . . . A/ . -|- Sj — I -I- /'/ ) V/<C £ ^ li. 

8. La courbe g étant décomposée en faisceaux g
ly

 g.,, . .., gk, 
appliquons à cette décomposition le théorème 9. Soit 

p;~ Λ H- A· — I -h μι 

l'exposant de l'idéal(fg';, g,). Si l'un des nombres p,·, soit c,, est supé-
rieur à tous les autres, il donne la valeur exacLe de p. Si plusieurs des 
nombres c

t
· sont égaux et supérieurs à tous les autres, leur valeur com-

mune est limite supérieure de p. Or, en désignant par Ν,·, Θ, les 
sommes des ordres de contact d'une branche de gj avec f et g,, pur .v, 
l'ordre du faisceau g·,, nous avons 

ρ g rjf~ /· s _ ι -I- fy-j- Θ/-Ι- ( A' j — f ) V/. 

Une limite supérieure ο de ρ est donc donnée par le ouïes faisceaux 
principaux pour lesquels le nombre M,· = N/-+- 0,-+- (s,·—i)v, est 
maximum. Cette limite peut n'être atteinte pour aucun des faisceaux 
principaux, si ceux-ci et leurs conjugués sont véritables, non séparés, 
et tels que ω'=ο. Mais elle l'est en général, et il nous reste à voir, 
dans ce cas, à quelle condition elle est également atteinte par l'expo-
sant, ρ de l'idéal m = (/, g). 

9. Supposons donc la limite atteinte, donc les axes normaux, pour 
chacun des idéaux itt'.= (·/g'i9 gj) correspondant aux faisceaux princi-
paux g,, g.j, . .g

0L
 donnant le nombre M

(
 maximum. Pour qu'elle 

soit atteinte pour l'idéal (/, g), il faut et il suffit qu'elle le soit pour 
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l'idéal 
(j ' .-''ΧΜ · · Ά/·' Αι · · · Λ'?· ) — (/*' > π ι · ' * n'y. ) · 

Soient ω), πτ'· les nombres précédemment définis relatifs à l'idéal mi, 
ω',, .. ., <o'

x
 sont différents de zéro. Désignons par ω,·, σ,· les nombres 

analogues pour l'idéal 

m,· — {J · A' · Ai-1-1 · · · Λ'Ι - · · A'Î ) ~ ^ ) · 

Supposons que l'on ail pour l'idéal m,_i 

p,_, —6. ^ ο (H Λ es normaux ). 

j Λj ='^_,/*»+·· .-H-i-.-', 

propriété vraie pour «— J = ι, et voyons à quelle condition ces pro-
priétés subsistent pour l'idéal m,. 

Considérons les sous-résullants 

II/ ·ι (· '·' ) — ·'■'^i— ,(■>■) :— A /.„ ι j · A · Ai · Ai !· ι A v. I 1 A ι · · 'Si— ι · 

M·'') = *,·(./· ) = Λ./ Λ'α + Λ'ι · · -Si-\-Sl· 
!»,(./. ) — ,r:J S/(·' ) — A, J ·Α · AI · · ·,Λ'/—Ι *Α'<·η * · •Λ'^·

-

' Ι'/Λ'Ο 

U'is:(Χ) == Λ.'; /.£■'. ^+|}k/· 

Pour ce dernier idéal, les axes sont normaux, car le faisceau prin-
cipal g; a pour conjugué /, dans f g1 gi+., . . . g

x
, et les axes sont nor-

maux pour l'idéal £',·) puisque ω,·^ ο. 
Le produit R,_, R" est un multiple de R

t
, et nous avons, en effec-

tuant la division suivant les puissances dey, 

((·,, b„.,H;= is.. 

d'où 

iî—, ev, · 11.. _·, ι -h AA Β. \ '■·. 

ce qui donne, le polynome Bj n'étant pas divisible par χ 

(7) TPp C m. TPp = U/ 4- V 4 = U (/ + Ρα) + V g, 

ts) Q.s; + Λ; b,= >.v„ 

Supposons, comme nous pouvons toujours le faire, les polynômes 
f S't Si de degrés en y égaux respectivement à leurs'ordres /·' = r sr, 
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Si en O. Les axes étant normaux, les polynômes B
t
__,, B'J, Q,·, A" ont 

respectivement pour termes de plus haut degré en y 

!>,·_, : (a:)yr,+*t+·--.+·%-! avec (ο) = —· ω/_, jzé ο, 
M" : b"i(.t; ),)','"Μί+i"4"··avec fJ'/(o) = — yé o, 
(Λ : h-,(.#-) b"i(.v)yr'^ïh·■ ·+λ«--
■\"i : — //;θ'). Vsi _1. 

Le degré de 11, par l'apport à y est au plus égal à 

I'1 λ'η-Ι + - . . H- - - l , 

de sorte que l'équation (8) exige que λ soit de degré y,·— ι au plus 
en y\ (7) est donc l'identité de la division de A"B;_, par g ι suivant les 
puissances de y. Or, le reste de cette division est nécessairement le 
polynome 

xo S (x) = \ig. fo<Zh /OUCP 0. 

Nous obtenons ainsi l'expression de λ et l'équation (8) s'écrit 

(8') QiS,s;+ A^HîS;S/„,>-^= SmS,AÎH5. 

Le terme(')en x°yr'~i~Si+···-κν« - dansladifférence Q,S,S·— S,_, S,· Α·Β ■ a 
pour coefficient 

7ST/(τσ,r,)/-a- BTt_, ) — στ,-.,στ,τσ,'», r .\ en,·-, στ, J. 

Ce coefficient est nul si 

(9) 
Κ· -1 'y>i n 
GT | GT,· 

et seulement dans ce cas. Si donc la condition (9) n'est pas vérifiée, le 
produit A"B

(
S;S/_,ir0_<T' doit conLenir un terme en y''"Kce qui 

exige que l'on ait 
σ,·— f) — p,·; 

la limite 0 est donc atteinte pour l'idéal ut/, et les axes sont nécessaire-
ment normaux. Le polynome B, est de la forme 

bi(··+·<«-> +... avec /;,·(o)=~ ω,·— — .στ,· f—, -+- ^ > 
γστ, στ,-.., / 

(1 ) Ce raisonnement suppose /''j> 2. IJour r'= 1 on a évidemment ρ = δ. 
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de sorte que Ton a 

(10) (x2 + Y4, x2 +r) = j)) 3), 

En outre, on a 
<·'·'» Ω = ' 8£{· + 33 + '·®)~·ν>Λ7Λ·.] du2 

En effet, dans l'équation (0), S,-13,·_, H" est d'ordre 

Si -t- ■>, ( /■' -i- Sj+i H-... H- να — ι ) ; 

et x?"-vi~~n< S/_, S ·B; = xylS/_, S ■ Β,· d'ordre 

Ç>;~ 1- + Si.·,.| -t- . . . -(- Sy I , 

et nous avons 
0,> 1- Si-+- S;,,.; . . . -f- Sy 1 . 

puisque les courbes fg'giJrX . .. g
xt

 g, sont tangentes. Par suite on a 

, pL, n4=—/r**. ίΐ2±^:=_,,^,· 
LJ autre oart. 

Η- ·|^1Η- ;j- Η- /· Wi Jp-t· Έ> + Κ W.) + ,)r Η" >V· 3^. * 

d'où, en vertu de Γ équation (8') dans laquelle <?,·= o, 

Lç/r}-·· ?·.(»/' 4tz, ■ s, 

=: — 0)/
t
y'"~KVi •■ι-'-·.. + sa _ 1 

Cela posé, considérons la somme 

Σ ω' r,)' U)'.J = -dn--f+...+ -f) 

et distinguons deux cas suivant que cette somme est différente de zéro 
ou nulle. 

ι° Ζ φ ο. — Nous pouvons choisir les notations de manière que 
toute somme 

Σ ω' r,)' U)'.J = -dn--f+...+ -f) 

soit aussi différente de zéro : il suffit pour cela que tout nombre ̂  qui 

a le signe de Σ ait un indice inférieur à tout nombre ̂  qui est de signe 

contraire. On aura alors 
* Σ,^ο, 
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donc 

Q2 = q1 Σ ω' r,)' U)'.J = -dn--f+...+ -f) 
puis, de memo, 

7
λ
 — ο. — = ο. ! IV ! = — ο κ r1 1, 

et ainsi de suite. Finalement, 

<rx = o. = 2
a
 ο. ! H

a
 ! — — ω

α
 r''-1. 

La limite ο étant atteinte et les axes étanl normaux pour l'idéal 

111 1 (,/η > ni ο'-·! · · * ' Λ'Λ)ι 

il en est de même pour l'idéal 

m — (./ ,·?' ; ni · · 1 ό'α )? 

comme on le voit en décomposant la courbe£·' en faisceaux g\,..., : 
on a, quel que soit i, 

σ ν J ' ο ι · · · ο * - ο ι · * · ô ι— ι · ο f -h · · · ο jï ? au ^ J ; 

donc 
σ'— *ϋ'·οι · ■ · o-J·· η ) < rl = σ Un'*· Α'ι · · · S α ) 

et, par suite, 
»(/» £Ί · · 'S-J.-g') — éri · · ·6'α ) = 0. 

De plus, 

{β } = — οι r'-' avec — —< ' στ cra - · 
Posons, en effet, 

Rx (x) = Sa(./·') = Λ,/^Η- .H»AV·#!· · -ffx. 
Κ (.£,■) = χ·δ S Ο) =r Λ / H- H g-,. . .g

%
g\ 

IV (.,·) = S' (./■) = Λ'J'g\.. .g
x
 + \V g* (a'g Γ/< 0), 

β" ( .vU ) = Λ*"S" ( .r ) \"f H- I V g'. 

On a, comme précédemment, 

1 \
0
\l"~{)f ̂ .L·*" IV 

d où 
Α"β

α
 +p^'= λ.·;;'7", 

OS"H- = Y B''. 
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Soil /·— ι — ε (ε > ο) le degré de Β" en y\ celui de A" est s' — ι — ε, 
celui de Q, r-\~s'— 2 — ε, donc celui de λ est au plus s'— 1, s' dési-
gnant Tordre de g', et Ton a 

ι = \.>ψ- xo _ o', 

donc 

(11) OS" + Λ Ί i == A/ W .τ*-»' ; 

011 a d'autre part 
I "a ) ι n ) — ( ν ) (./ )· 

car, en désignant par 7* — 1 — ε", s' — 1 — 1" les ordres de B" et A" en O, 
on a 

<r"> r Ι — Ε", 

puisque les courbes y et g' sont tangentes. De là résulte 

{Q ! =-
 Ω

«{ Β'}Χ··-· = «,{ A'J Yr _ 1. 

Soit s'— 1 — z! Tordre de A'. Le second membre de (11) est d'ordre 

Μ = s' — 1 — Ε' -4- /■ — Ι — Ε" + Δ — σ' ; 

or 
ρ'— σ'4-ε'< δ; 

donc 
μ > 7· + ·«'— 2 — Ε"— ORDRE DE QS", 

et nous avons, d'après (11), 

{QS'î+j®^j|A.'}|B|=ro, 

d'où 
·{ H I — — -^2 xsyr~'1 — — Ω vr~1 

en posant 
w = wa # 0. 
Τΰ TxJa 

2° Supposons maintenant que Ton ait Σ = ο. Il en résulte, ωά étant 
différent de zéro, 

Ea _ 1 = _ wa # 0. 
wa 

Journ. de Math., tome IX. — Pasc. III, IQ3O. 38 
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Par suite, la limite ο est atteinte pour l'idéal nt, et l'on a 

fr'g—ι y r fi)a. 
®a-1 J % 

Il en résulte, d'après l'équation (8'), pour i— y., 

d — cra> o. 

puisque le seul terme indépendant de χ dans la dilïérence 

Sa ( QaSa — S
a
-.., \ '

a
 H

a ) 
disparaît. 

Cela étant, l'inégalité σ
α

<^ ο entraîne ρ
α

<ζ δ. 11 en est évidemment 
ainsi si le polynome B

a
 est d'ordre /·'— ι (/·' — /■+ s'), car alors les axes 

sont normaux. Supposons donc B
a
 d'ordre </ = r'—ι — ε(ε>ο). 

B
a
 contient un terme en x'yr~{~'"71 (o<\<r'—ι — ε). Donc, dans le 

polynome 
Τ = Λα I^S« Sa-j = - OaSa Sa + Sa-, Sa Λ a Ha, 

il y a un terme en \ D'autre part, A^B^ est un poly-
nome d'ordre r'-\-s

x
—2, dont les termes de moindre degré se 

réduisent à ~'J. De même, I3
a
_, lî^ est d'ordre '2r'-\-s

x
—2 et a 

pour termes de moindre degré ce qui entraine comme précé-
demment 

j (
v
>a j =''>a--ir'>a.rr'+V 2. 

Par suite, dans T, le polynome en x, coefficient de j' +Va ' '· 1 contient 
χ en facteur à une puissance au moins égale à λ -f- £ +1, d'où résulte 

λ +δ - σ,^. + 5 + ι. σα^ ο — ε — ι 

et 
ρα = -Η /·' — ι — ry = σα + ε ^ ο — ι < ô. 

L'exposant de l'idéal (/, g) étant au plus égal au plus grand des 
nombres 

Ρ ( fg\ · · · ό'α, g' ), τ (fg'< gs · · · go. ) = ρ» ν 

l'un et l'autre inférieurs à 0, est donc, lorsque Σ est nulle, lui-même 
inférieur à 0. 

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME i\). — Étant données deux courbes f et g ayant en Ο toutes 
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leurs tangentes confondues avec une même droite 13, soil ο le maximum 
de la limite 

èi= r -h .ν — ι 4- Θ/-+- (.s>—i)v
; 

relative ά un faisceau principal de g; soient g',, g·.,, ..., g
a
 les faisceaux 

principaux de g tels <jue cette limite soit atteinte pour lJidéal ( fg
t
, 

/ci nombres correspondants définis plus haut, Σ la somme de ces 

nombres; on a 
Ρ (/·£") S <3 

et la condition nécessaire et suffisante pour que Γégalité ait lieu est que Σ 
soit différente de zéro. S'il en est ainsi, tout système d\ixes régulier est 
normal et les courbes A, 13 définies par le sous-résultant n'ont pas en Ο 
d'autre tangente que la droite D. 

Ce théorème, combiné avec les théorèmes 10 et 12, permet de déter-
miner une limite supérieure aussi précise que possible de ρ et d'étudier 
la normalité des axes dans le cas de deux courbes /' et# ayant en G 
des tangentes quelconques, et admettant seulement des systèmes cir-
culaires d'ordre ι. 

10. Nous avons supposé dans ce qui précède que les courbes consi-
dérées f,g n'admettaient que des systèmes d'ordre i. Un changement 
de variables de la forme 

(i'i) χ — r = 'fi 

transforme ces courbes en deux autres 

f=/(ξ7, Ό) = o, g'= YJ) — ο 

qui, si λ a une valeur convenable, satisfont à cette condition. D'autre 
part, nous avons vu (théorème 13) que l'on a 

P'= Ρ(/'< g') <= Yp. 

avec l'égalité ou l'inégalité suivant que les axes xOy sont, ou non, 
normaux pour l'idéal (f(x, y), g(x, y)). 
Une fonction U(a?) d'ordre ρ par rapport à χ est d'ordre \p par 
rapport à ξ. Si donc deux branches de courbe ont dans le plan χ, y 
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un contact d'ordre v, les branches transformées ont dans le plan ξ, η 
un contact d'ordre v' tel que 

(ι3) v'-4- 1 — λ(v ι), 

Comme d'autre part les définitions des faisceaux, faisceaux princi-
paux, faisceaux séparés, sont valables pour des ordres de contact 
fractionnaires, on voit que la transformation change un faisceau en un 
faisceau, un couple de faisceaux principaux conjugués en un couple de 
faisceaux principaux conjugués, etc. 

Cela étant, nous connaissons une limite supérieure o1 de p' 

o'= /*'-+- .v'— 1 + Θ' + {cé— ι )i/. 

limite correspondant au couple ou à Γιοι des couples de faisceaux 
principaux conjugués pour lesquels le nombre 

M' = N' + O' + (x' _ 1) v', 

est maximum, a' désignant le nombre de branches du .faisceau consi-
déré. Or, en considérant les faisceaux conjugués correspondant dans 
le plan xy, nous avons, en vertu de (13), 

IYH- ;·'=λ(Ν + r). 
s' — i + 0'+(a'~i)v'=s — 1-1- (s — 1 ) (2 — ι) + λ[0 + (θ!-ι)ν], 

ô'=r }.[/· 4- s — 1 H- Ν + Θ + (α — ι)ν] (<y.'=</.). 

Ce nombre 0' est une limite supérieure de p' dans tous les cas, en par-
ticulier lorsque les axes Οχ, O y sont normaux pour l'idéal (/, g). 
0' est alors une limite supérieure de λρ et, or étant nécessairement 
entier, nous pouvons écrire 

ρ ^ .v — ι H- Κ[ Ν -h Θ -+- ( α — ι ) ν ], 

Ε(u) désignant la partie entière de u. 
Ainsi, rien ne distingue essentiellement le cas où les courbes f, g pré-

sentent des systèmes circulaires d'ordre supérieur à 1 : il y a simple-
ment lieu de remo lacer les nombres M considérés parleurs parties entières. 

Considérons par exemple les courbes 

f = y- — '?■ ( x~ -l· X" )y — a:" ( ι — 2 oc"- — ,x'] )=■ ο, 
gz=zj--— 2 (oc'2— oc") y — Λ·"(ΐ — 2d' 2 X'— x") — O. 
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Le sous-résultant a pour expression 

Κ ( χ) = 2 x: ( ι — 4x + '\ x'' ) 

= ( 2 y — x — 2 ./·- H- 4 χ" ) / + ( — 2/ -4- χ -+- a χ1 Η- 4 χΛ ) g 

et l'on a σ = ρ = 5. Les courbes / et g admettent chacune en Ο un 
système circulaire d'ordre 2. Les développements en série sonl: 

pou r f : y — ε χλ + x-+ - x* + χ'· ~ ^ χ'1 -1-.. . ( ε = + 1 ) ; 

pour^: y =z ε'xr ■+■ χ-- xr — χ:λ— H-... (ε' = ±: 1). 

Les branches g, obtenues en primant ε = ε' = -+-1 constituent un 
couple de faisceaux principaux conjugués. Il en est de même des 
branchesg-, définies par ε = ε' =—ι . Cet exemple montre qu'il 
n'y a pas, en général, de relation entre la décomposition d'une courbe 
en Faisceaux et sa décomposition en systèmes circulaires. On a 

^ ^ 3 1 Q 1 ^ 
2 2 2 

par suite, 
0 — & —1~ Ij ^2 -1— ~ — 5. 

Nous avons donc ici 0 = 0. Les axes éiant normaux, le changement de 
variables #=ς2, y = η conduit à un idéal g') dont l'exposant p' 
a pour valeur 20 = 10. Ori a pour cet idéal 

/·'— ,S-' = 2, Λ" = 4 + 2 = 6. Θ — 2, Θ' = 3 + (>+2 = 11. 

La limite 0' n'est pas atteinte. Effectivement, lorsque le nombre 
N-+-0-f-(a— i)v n'est pas entier, il peut très bien se faire que la 
limite 0 soit atteinte pour l'idéal m, alors que la limite 0' ne l'est pas 
pour l'idéal m' : la présence de systèmes circulaires donne lieu, pour 
les coefficients des développements en série, à des particularités grâce 

auxquelles la relation ̂  —
 0 se trouve vérifiée pour l'idéal {f g'). 

C'est ainsi qu'ici nous avons 

<+ _ I _ _ J 2 — 0 
w1 w2 
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Considérons le cas particulier où les courbes f et g se composant 
chacune d'un système circulaire d'ordre plus grand que ι constituent 
l'une par rapport à l'autre deux faisceaux séparés. On aura, dans le 
plan ξ, η, avec une valeurconvenable de λ, 

p'=z (/·'-!- Λ·'— Γ) (v'-l·· I ) λ ( /' -I- S — 0 (v + l). 

Or ρ' = λρ si la transformation (i) est faite sur des coordonnées x, y 
normales. Nous obtenons donc 

ρ — ( r -t- a — ι ) ( ν H- i). 
r 

ρ devant être entier, nous en concluons que, en raison des conditions 
imposées aux deux systèmes circulaires /, #· considérés, ν ne peut pas 
être quelconque. On voit sans peine que., dans ces conditions, ν est 
nécessairement entier. En effet, il existe au début du développement 
de toute branche de f et de toute branche de g un terme en &',+i dont 
le coefficient doit avoir la même valeur pour toutes les branches de /, 
la même valeur (différente de la première), pour toutes les branches 
dé g, l'une au moins de ces deux valeurs étant dillerenLe de zéro. Or, 
dans les développements correspondant aux différentes branches d'un 
système circulaire, seuls les coefficients des puissances entières de χ 
peuvent avoir une valeur non nulle indépendante de la branche con-
sidérée. 

Remarquons enfin qu'il existe des cas où la connaissance de S et 
l'utilisation d'une limite inférieure de ρ donnent rapidement la valeur 
exacte de l'exposant. Reprenons l'exemple de M. Kapferer. Soient les 
courbes 

/ = j:i 4- — o. g — y- + .-v» = ο. 

avec les développements : 

pour/: y — — .χ·:Τ, y — — j y — —/-.r7'; 
Il :i 

pour g : y — + ίχ*. y — — ix-. 

On a, en utilisant la courbe#·, 

Ν = 3x^:=ri, χ = ι, o = 4 + E^i + ̂  = 3.· 
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Mais, d'autre part, nous avons 

ρ ^ r h- s — ι -ι- M -_r /j -t- f = 5 ; 
donc 

p = 5 = 5. 

CHAPITRE IV. 

COMPLÉMENTS. 

I. Considérons un idéal lit de polynômes à deux variables défini par 
un nombre quelconque de polynômes de base j\, /

2
, . . ., fk sans divi- . 

seur commun 
«» = (/., Λ* ···,/*)· 

Il peut se faire qu'en un point de la variété de cet idéal le composant 
primaire soit le plus petit commun multiple de composants primaires 
d'idéaux définis par deux polynômes de base. Il en est ainsi par exemple 
pour l'idéal 

m = (/, o Y'~ (/\ · · · > g1) 

qui joue un role important dans différents problèmes de géométrie ('); 
si l'on pose 

'»< = ί/λ_/+ g1) (/ —i, a. .... λ), 
on a 
(i) m = [m,, in,, .... m>]. 

En ellet, il est d'abord évident que l'on a, quel que soit i, m CZ îtt/9 

donc 
w c [m,, raa, ..., I»).]. 

Réciproquement, soit Ρ un polynome de l'idéal [m,,in2, . . . ,iu>] : 

Ρ = Α,/λ-Η = A= .Α-
λ
/Η- ΒχΑ 

on a 
<)[j. / 0/. . 0f,)\___ „ 0-f,) " Ou \ ' ^ du ' On ) ~~ dw du ' 

P) Voir, par exemple, Torelli, Sopra certe estensionidel teorema di Nœlher 
(Atti di Torino, t. 41, p. 192). Torelli considère le cas où les polynômes de 
base sont d'ordre 1 en chacun de leurs points communs, 
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d'où, j et g n'ayant pas de diviseurs communs, 

K— A,/H- Ό G 

et 

P = A1 83Γ·(l + 33 ,ν·7ϊ7 '"377737·' 

Supposons que l'on ait 

(a) Ρ=ΑΛΗ.1
/λ-Α + Β/

Η
.ι^,'+1=υ

0
/λ + υ

1
/λ-,5'4-.. .Η-υ/

ι
_

1
/λ-Α+,^'<-1Η-Β/

4
^Λ, 

on en déduit 

(U0/"-t- υ,/*-16' + .Λ;,
+1
 )/-*=(- B;,+ JW)*y'< 

c'est-à-dire 

Α/ι+ι = u
0
/*+ u ,/*-■ *+...+ h- u,^ 

et 
p = u j''· -f- u,/'-'* + ...+ U/,/>-v+ IW+S 

ce qui démontre l'identité (2) pour l'indice h-f· 1. Cette identilé est 
donc valable quelque soit A, et elle donne, pour //. = λ, 

1' C (/, £')\ 

ce qui démontre la relation (1). 
Désignons par 4, q,, q

2
, .. ., q>, les composants primaires des idéaux 

m, m,, m2, ..., m·,, relatifs à un même point Ο commun aux courbes / 
et g. La relation (1) entraîne 

(S) la» · · ·> <|/], 

car l'idéal du second membre, plus petit commun multiple d'idéaux 
primaires appartenant au même idéal premier, est primaire, et les 
composants primaires de ut, étant isolés, sont définis d'une manière 
unique. Enfin, d'après (3), l'exposant ρ de l'idéal q est égal au plus 
grand des exposants p,, p._,, .. ., ρλ des idéaux q,, q

2
, .. .,q

A
, ce qui 

permet de déterminer sa valeur. 
Celle-ci a une expression particulièrement simple dans le cas où les 

courbes /=0, £'=0, n'ont en commun en Ο que des tangentes 
simples pour chacune d'elles : D,, D2, ..., Da

. Soit v
t
 l'ordre de con- · 

tact des branches de f et de g tangentes à D
t
 et soit ν le plus grand des 

nombres ν,, v
2
,..v

a
. Les branches, respectivement (λ — i-\- i)-uple 
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et ί-uple des courbes /'·-'+' = ο, g* = ο qui sont tangentes à une même 
droite D, constituent deux faisceaux séparés. En désignant parreti 
les ordres de multiplicité de /et de g, nous avons donc 

P< = ρ(/λ"/'Η, H' ) = 0· — i -I- ')'· + « — ι 4- (λ — /4- f )v 4- (/ — ι )ν 

m (λ — i H- ι )/' H- is — ι 4- λν. 

Supposons par exemple r>.v; le plus grand des nombres ο ι est 

ρ, = λ/· 4- s — ι — λ ν 

et nous obtenons ainsi la valeur de ρ 

ρ = /./· -a— .ν — ι -f- λν. 

2. Dans le cas général d'une base quelconque de polynômes à deux 
variables, on peut encore énoncer quelques résultats simples. La 
remarque suivante va rions être utile : 

Si un point d'intersection Ο de deux courbes / (x,y) = n, 
g(x,y) = ο est simple pour Γ une de ces deux courbes, g par exemple, la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome F (x,y) appar-
tienne au composant primaire q, en O, de l'idéal (/,£') est que l'on ait 

ρ (F y) 
ou encore 

y IS ' £ /' —h- i\ ι 

/, r désignant les ordres de multiplicité du point Ο pour F et /, N' 
et Ν les sommes des ordres de contact de g avec F et /. 

. Supposons en ellet, comme nous pouvons le faire, le polynome g du 
premier degré en y. Soit 

Κ — S(χ) — Λ (.·/;)/0, γ) + Η(.χ·, y) g(:vy y) [A(o) pé o], 

le résultant des polynômes/, g. Dans l'identité de la division suivant 
les puissances de y, 

Λ (χ) F = Q g + Τ ( χ) [Τ (ο ) ̂  ο], 
on a 

λ=χ4-ΐΤ. 

Or la condition nécessaire et suffisante-pour que F Cq(f, g) est 

λ l r 4- N, 
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. III, ig3o. ^9 
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Cela étant, parmi les polynômes de base de l'idéal m considéré, 
soit g celui qui a, ou un de ceux qui ont, au point Ο (ο,ο) considéré, 
l'ordre minimum s. Soient /,, /.,, .. fk les autres polynômes de 
base; nous supposerons qu'aucun des polynômes fi n'appartient au 
composant primaire en Ο de l'idéal défini par les autres polynômes / 
et par le polynome g, ce que nous exprimerons par la suite en disant 
que là base /,, />, . . /'/·, g est réduite au point Ο. Il convient de 
remarquer qu'alors le polynome g n'appartient pas non plus au com-
posant primaire q(/*,, . .., //,.) car une identité de la forme 

S(^> y) y) = A,/, + . . . + A*/* [S(ο, ο) υ], 

si elle est possible, exige que l'un au moins des polynômes A, par 
exemple An ne s'annule pas en O, ce qui entraîne 

f\ Cl(/« ■ ·../&, g). 

Nous pouvons alors établir le théorème suivant : 

THÉORÈME 20. — Si la base /,, />, . . ., g de l'idéal M est réduite 
au point O, on a 

kis. 

Supposons d'abord que la courbe# n'admette au point O que des 
systèmes circulaires d'ordre ι. Nous pouvons la remplacer par une 
courbe décomposée en courbes d'ordre ι, donc en une courbe d'ordre ι, 

, et une courbe d'ordre s — ι, , 

A' —· » ι •Ar---i · 

Le théprème est vrai pour s= i, car si /, par exemple est celui des 
polynômes / pour lequel la somme /·, H- Ν,· de l'ordre de /, en O et de 
la somme des ordres de contact de la courbe simple g\ avec les diffé-
rentes branches de /,·, a la valeur minimum, tous les autres polynômes/, 
en vertu de la remarque précédente, appartiennent à l'idéal Ϊ|(/Μ£Ί)Ϊ 

on a donc 

(4) -+- Btgi [S(o) ̂  o; / = a, ..., k]. 

Supposons le théorème établi pour un ordre minimum des polynômes 
de base, inférieur ou égal à s— ι. Considérons l'idéal 

fl(/n 1^2? · · ·» §s—i)> 
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B
t
· étant, d'après L'identité (4), d'ordre s— ι au moins, le poly-

nôme^, dans la base /,, B2, . . 13/.,est encore un polynome 
d'ordre minimum. D'autre part, un polynome B, par exemple B

2
, ne 

peut pas appartenir à l'idéal ι)(/,, B
;i

, .. ., 13*,#,-· V car alors /2 

appartiendrait à l'idéal MC/1 î ,/:»? · - ·> //,? #»)· Donc /, tout au plus 
peut appartenir à l'idçal Ï|(B2

, ..., ΒΛ, #ν_Ι) et la base B
2
, ..., IL, gs _ 1 

est toujours réduite, ce qui exige 

k — L ^ Λ — I . 

On a donc bien 
K <= s. 

Bn outre, on voit que si k = s, la base /,, 13a, . , Β,., nesi sûre-
ment pas réduite, ce qui entraîne 

(δ) - /.Cl(Β*, ·· ·, Β,, gs _1). 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la courbe g = o ne 
possède au point Ο considéré que des systèmes circulaires d'ordre i. 
S'il n'en est pas ainsi, on se ramène à ce cas par un changement de 
variable de la forme χ = ξ". Le résultat précédent subsiste entière-
ment, car si un polynome F (ξ", y) appartient à l'idéal 

(F1 (E", Y), -·■>/& U">7)), 

le polynome F(a?,y) appartient à l'idéal (/, (a?,y), . . (7,y)). 
Soit en eiîet 

(7 ;>')/> U"> y) + ... + A/.(ξ,·7)/χ·(Ε"> y), 

tout polynome A
t
 (ç, y) peut se mettre d'une manière et d'une seule 

sous la forme 

Α/=4ο;(ξ", y) H- ;4η(ξ", j) H-,. . H- ξ,ί—1 fl'i" i;(ç",/). 

Dans l'identité (8), on a alors η catégories de termes : ceux dont le 
degré en ξ est multiple de η, ceux dont le degré est multiple de η 
plus i, etc. L'ensemble des termes de chacune de ces catégories doit 
disparaître séparément, ce qui donne 

F (ξ"» y) = y) fx (ξ", y) +... + 4° 7* UN y),' 
d'où 

F7,.y)c (/i7, y),...,/*(d7,y)). 
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3. Supposons de nouveau que la courbe g= ο n'admette en Ο que 
des systèmes circulaires d'ordre ι — et remplaçons-la par une courbe 
décomposée. Supposons la base £'réduite : nous nous 
proposons de trouver une limite supérieure de p. 

Lemme. — On a 
ys—k+o. f. c q(,x^/n .7;*//., g). 

Soit 
y — a(x) = o, 

l'équation de : a (a?) est un polynome ayant au moins χ en facteur. 
Le lemme est évident pour s = i{ = £), car le reste dey* par #·, est 

divisible au moins par x*. Supposons donc le leinme vrai pour s— ι. 
Nous avons, d'après les équations (4), 

'J0,- + Oi + 07, + 'o7,hn· 

Or, en divisant ys~k+* suivant les puissances de y par g\, on a 
yS — k+3.-— ^yS-k+Z-1 _|_ X(

yyS-k+7.~·!. + >|

, + ^ ~ 7. ' f ^ 

les q-
t
 et Τ étant des poly nomes en x. On peut donc écrire 

yi-k+y. §fi= Λ,.τ·
α
Ο|/| + V,^,, 

(9) Ad/;H-^M-dr+ ^"c)ï.j=0' 

en posant 

Q2 rr ^,,Λ-Χ'+α-ι
 X(

y y.i-k+y-i y
 # +

 .,.α-ι qx _ 1 Ys _ k, 
('h = h- x<i^\y~k~- -+- · · · + fjs-k+*-1 )§\ + x"~kt. 

Il suffit de montrer que l'on a 

(•>6) ψ(37 _ 33 j + A,J· 77- - /:-'J■ 33 + " 7)7, ~ 07 = 0. 

Nous devons ici distinguer deux cas : 
i° Supposons d'abord 

/iCKB,.., B/t, g»-1), 
donc 

S'fx— p->B2 +..β/;Β/.-+- figs-i avec S'(o, 0)^0. 

Alors, puisque 

B((H 1 (f 1 » · · · J B(—1 > B/-+-15 · · · » gs—1 ) {ι — 2, ..., £). 
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on a nécessairement 

( I ο ) fil ( ο, ο ) = o, /|C<I ( ·'- H,, .. ;, X B/c·, ,r B.,, . .., y B/
f
, ). 

Or, on a par hypothèse 

. F)[J. <)'/. . <)\J. T)'T.d-1' Ou ^ Ou * Or 0\· \j.du- 1 λ ' 

et, d'après (9) et (10), S'V, se compose de termes de la forme 
Ρxhys-/·-,·α-/< p

/; ce qui entraîne 

V/C q(.**H-, · · ·, Β*, -ι ) C q(^/i, B
s

, ..., //.·*B*, ). 

2" Supposons 
./1 i. q( î'2) · · · » Β/·< av-I )? 

alors on a 
.ν ·1 ^l>·/, 

sir-β ds'2 — dv- -f-dp dy. C q(.>"A/n ■/■>·!<„ · · ·, ·'-·'·!'>/.·, £V-, )' 

ce qui entraîne encore 

V/C q( .A'V'n · · ·, wJ- Β/·, ). 

Gela étant, considérons le sous-résultant, en coordonnées normales, 
de l'idéal (fh g) : 
.xi" S () = X f ι 4- B# 

= Gvr'-1 4- r/, 4- . . . -f- ... 4- jc_l )/, 4- Β g, 

ce polynome, d'après lelemme précédent, appartient à l'idéal 

ι(·*'*"7M · · ·, ^'~7/.·, .<)· 
On a donc 

.c?> S;(.x·) = U,.xx'_1 /, 4-...4- U/,..xi'-1/x.+ L7 [S'(o) 7 o], 
d'où 

xPi _ k + 1 C <|(/., ···,/*, A') 
et enlin 

(11) — (/■· — ,)» 

ce qui donne une limite supérieure de ç. 

4. Dans le cas plus particulier où la courbe g a en O toutes ses tan-
gentes distinctes, on peut donner pour ρ une limite plus précise. Soient 
i'i l'ordre de multiplicité du point O pour la courbe /,·, Ν,-j la somme 
des ordres de contact de la branche gj de g avec les différentes branches 
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de fh b)j la plus petite valeur des nombres /*,· + N/y pour i = ι, . .., K, 
/

a
 le polynome pour lequel /·

α
 —f- Νβ)/·= ω;. Les u étant des cons-

tantes, on peut trouver un polynome 
(l?.) ^ 1' — Usjs -t- . . . -+- (i/iji; 

d'ordre /· en O, et tel que Νj désignant la somme des ordres de contact 
de gj avec les branches de la courbe F == ο, on ait 

(i3) r+X/=w/. 

Supposons en efï'et trouvé un polynome F/, de la forme (12) pour lequel 
l'égalité (i3) est vérifiée pour j = 1, . .., h (pour h:== 1, il suffit de 
prendre F = f

Xt
) et montrons que l'on peut déterminer le polynome 

F/
lH

. Posons 
l'/tt-i = ν Ι"Λ —ι— f'Jxi, . 1, 

où c et v' sont des constantes. On peut toujours choisir cès constantes 
de manière qu'en remplaçant successivement y par les fonctions de χ 
définies par les branches 'gt, g.^ ..., gj:+i de g, la partie principale 
de F/i(_, soit d'ordre ω,, ω3, . . ω//Η exactement 

Le polynome F étant ainsi obtenu, supposons que la constante u1, 
par exemple, soit.difîérente de zéro. On a alors 

1 ( J it · * · ' J kt θ) — nOl ' /2· ' ' ' ' Jl;' X )· 

Or, d'après l'inégalité (11), 

ρ = ρ (f> U · · ·» fk* g) ̂ p(L g) — (1 ~1 ) 

et, en désignant par co la valeur maxima des nombres ω,·, 

ρ(Ρ, £') = «+·* — ι» 
d'où 

ρ < (<) + ,y — /·. 

On a, d'autre part, visiblement 

Ρ = σ = ω· 

Par suite, si lc = s, ω donne la valeur de 0 et l'on voit en outre que 
tout système (Taxes réguliers est normal. On peut en outre montrer que 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome Φ appar-
tienne à l'idéal 1) (/,, . . ., /',, g) est que l'on ait 

χ+ ©/>61/ (./' = i, . · ·, s). 
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·/ désignant l'ordre de Φ au point Ο, 0y la sommedes ordres de contact 
de la branche #,· de g· avec les différentes branches de la courbe Φ = ο. 

1). Nous nous limiterons à ces résultats. Remarquons pour terminer 
qu'ils peuvent s'appliquer à l'étude d'un idéal primaire admettant une 
variété (irréductible) à η—2 dimensions dans un espace à η dimen-
sions. Il suffit de choisir un système de coordonnées tel que la variété 
considérée ne soit contenue dans aucun hyperplan x

fl

 = a. Alors là 
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait 

1' (./'|, . . . , .r'n ) Ci (y, ( ·Γ\, ... , ·/'// ) 1 · » · , J /;(
 :1

'\ ι ... * '
f

'n )) 

est que, quel que soit le paramètre /, 

l· (a?,, .... l)d {.J\{'i'\i ;i'n—\'i /), * ' · ? Jk ( ' ···> 0)· 

Celle condition est évidemment nécessaire. Si elle est vérifiée, on aune 
relation de la forme 

l'(0 I' (·'·, ! · · · · I' n~ -1 * ! ) —' A , J, -H . , . H- A k Fk, 

où Ρ est un polynome en t, les A des polynômes en .x',
?
 ..., x

n

et / ; 
on peut remplacer / par x,

n

 et comme, d'après le climx- des axes, le 
polynome Ρ (α?„) n'appartient pas à l'idéal premier caz^éFpondaht;jt-ia 
variété de l'idéal considéré, on a / ̂  ; 1 ^ 

l
1
 ( -f'f , , .I'll , .I'll) d i j I ' j -·1 · · - t J k)·^ 


