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Recherches sur la valeur des exposants
des composants prinaires des idéaux de polynomes;

Par P. DUBREIL.

INTRODUCTION.

) : . . . . ) . e

Je me suis proposé, dans ce travail, d’apporter quelques précisions

de nature géométrique sur les composants primaires de certains idéaux

de polynomes. Il est connu depuis No:ther, qu'il faut et suffit pour
qu'un polynome I'(x, ) soit de la forme

Fry 0y =Ny ) [(r0 )+ Ble, ) g Cry ).

ol fet g sont deux polynomes donnés, A et B deux polynomes arbi-
traires, que l'on puisse déterminer pour chaque point d’intersection
M,, de coordonnées x;, y;, des courbes /= o0, g=o0, des polynomes
Ai(z,y), Bi(x, y) tels que la différence

F— A — Big,

développée suivant les puissances de z —x;, y —y,, commence par
des termes d’ordre au moins égal a un certain nombre ¢;('). La théorie
générale des idéaux mel en évidence la vraie nature de cette propo-
sition en la présentanl comme un cas particulier du théoréme général *
suivant: ' '

(") M. Noerner, Ueber einen Sals aws der Theorie der algebraischen Funk-
tionen (Math. Ann., \. 6, p. 3515 1. 30, p. 140; L. 3%, p. 430; L. 40, p. 150).
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. ILI, 1930. 3o
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Dans un anncau () satisfaisant a ['axiome des chaines de diviseurs
(Teilerkeltensatz), tout idéal m est plus petit commun nwltiple d'un
nombre fini d'vdéanz primaires

W=\ 9 .../

Si 'on suppose que le plus petit commun multiple |g;, g, | de deux
composants primaires quelconcues n’est plus primaire et qu'aucun des
composants n'est superflu, le nombre / des composants el les idéaux
premiers qui leur dppartlenan sont déterminés d'une maniére unique.
Un composml prlmau‘e, g, par exemple est lui-mémé déterminé
d’une maniére unique si I'idéal premier correspondant p, n'est divi-
seur d’aucun des idéaux p., ..., p, (*).

Pour les idéaux cle polynomes, Paxiome des chaines de diviseurs est
équivalent a celui de I'existence d'une base, vérifié pour tout anneau
de polynomes K|z, 2., ..., #,], dont les coefficients appartiennent a
un corps K (*). Si I'on suppose le corps K algébriquement fermé et
que 1'on considére dans anmeau K[z, x,,...,x,] un idéal ayant
pour variété un systéme de points, chaque composant primaire g; cor-
respond & un point M;(5", & .. ) £0) de la variété, I'idéal premier
correspondant étant

o

1/\ .
Cd— 2y

W= (o 2y 2

En ontre, chaque composant primaire est défini d'une maniére nnique.
Le théoréme de Ncther, ainsi que plusieurs de ses générali-
sations (*) est un cas particulier de ce théoré¢me général. La_ valeur

(") Pour la terminologic el les notations, voir YN ver Y xroeN, Zur Nullstel-
lentheorie der Polynomideale (Math. Ann., 1. 96, p. 183).
Au lieu d’écrive, pour exprimer qu'un idéal a est multiple d’un idéal 4,
a=0 .

nous emploierons la notation
b,

(?) E. Neerner, Idealtheorie in Ringbereichen (Math. Ann.. L. 83, p. 2)).

) D IIILBBIU, Ueber lie Theorie de/ algebraischen Formen (Math. Ann..
t. 36. P-4 /o‘).

(*Y Voir, par exemple, Severl, Su alcune Proprieta dei Moduli di forme
algebriche (Atti di Torino, 1. %, p. 165). - TorgiLl, Sopra certe estensioni del
teorema di Neether (1bid., p. 87).
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du nombre. & (minimum) de I'énoncé de Newther n’est autre que
Pexposant du composant primaire correspondant. La valeur de cet
exposant élail bien connuc pour un idéal défini par deux courbes
planes non tangentes (cas simple)

02 -8

r el s désignant les ordres de mualtiplicité du poml considéré pour ces
courhes. Dans le cas général, différentes limites supérieures, et notam-

inent le nomhre
Bz h(r- D(s—n

ol £ désigne Lordre de multiplicité de la racine correspondante du
résultant, avaient é1é données. litant donnée la simplification apportée
dans la démonstration du théoréme par la théoric générale des idéanx,
on pouvait espérer déterminer en fonction d’éléments géométriques
simples la valeur de cet exposant dans le cas le plus général ¢t notam-
ment d'wne maniére indépendante de toute réduction effectuée sur les
singularités, ce qui peut étre important pour cerlaines applications
géomélriques, celles, par exemple, qui font intervenir des courbes
multiples. :

Cette détermination est liée a celle du sous-r ésultant, c’est-a-dire du
polynome d'une seule variable, 2, de degré minimum, appartenant a
I'idéal considéré : ce polvnome est, en général, différent du résultant.
A moins de particularités provenant du choix des axes (coordonnées
non normales), 'exposant relatif & un poinl de la variété est égal a
P'ordre de multiplicité de la racine correspondante du sous-résultant
dans le corps algébriquement fermé contenanl les coefficients des
polynomes de base. Si 'on considére un corps parfait quelconque £
conlenant les coeflicients des polynomes de hase. la décomposition de.
I'idéal en idéaux primaires dans I'anneaun /[a 1y T2y . . ., | cOrTEspond
a ladécomposition dn sous-résultant en puissances de facteursirréduc-
tibles, ’exposant d’un composant primaire étant ¢gal, en coordonnées
normales, & la puissance avec laquelle le facteur irréductible corres-
pondant figure dans le sous-résultant (Chap. 1).

Le cas de deux polynomes a deux variables fait I'objet des Cha-
pitres Il et 1115 fe Chapitre [I contient un certain nombre de théorémes
grace auxquels les calculs se trouvent par la suite simplifiés; ils per-
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meltent notamment de remplacer unc des courhes par une courbe
décomposeée, ils conduisent & un procédé pralique pour le caleul de
I'exposant, procédé souvent plus rapide que celui de M. Kapferer (')
el fournissent un critére de normalité des axes, ainsi que des conditions
nécessaires et suffisantes pour que la limite supéricure

h—(r—1y({s—1n

soit atteinte et pour que le sous-résultant soit identique au résultant.

Le Chapitre Il est relatif i la détermination de I'exposant : étant
donnée une courbe décomposée g = g, g, il existe unc relation simple
entre les exposants des idéaux (fg,. g.), (/8+,8), ([, g1 g:) (théo-
réme 8). D’autre part, le caleul direct de U'exposant se fail assez sim-
plement lorsque I'une des deux courbes, g, constitue par rapport i
Yautre, f,un faisceau, c’est-a-dire lorsque denx branches de g choisies
d’une maniére quelconque ont avec toule branche de f des contacts de
méme ordre. On décomposcra donc, dans le cas général, I'une des
deux courbes, g, en faisceaux, décomposition dans laquelle certains
faisceaux, les faisceaux principanz, jouent un rodle important. On
ohtient finalement pour 'exposant une limile supdéricure, s’exprimant
d'une maniére simple au moyen des ordres de multiplicité des deux
courbes et de leurs ordres de conlact du point considéré; il est possible
de montrer que cette limite est toujours alteinte, sauf dans certains
cas exceptionnels donl on peut préciser assez hien la nature. Enfin
on peul, dans des cas ¢lendus, ¢tudier la normalité des axes (*).

Il est également possible de donner quelques résultats simples sur
la valeur des exposants d’un idéal de polynomes a deux variables défini
par un nombre quelconque de polynomes de base : ces résullats sont
exposés au Chapitre IV ils s’étendent, ainsi que les précédents, au

(") Kaprerer, Notwendize und hinreichende Multiplizititshedingungen zum
Newtherschen Fundamentalsalz der algebraischen Funltionen (Sitzungsbe-
richte der Heidelberger Akad. der Wiss., 1927, 8.Abh., p. 61, et Math. Ann.,
1. 97, p. 559). Le procédé donné par M. Kapferer a une signification théorique

.intéressante.

(2) Un' certain nombre de ces résultats ont été résumés dans deux Notes aux

Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 22 mai, 21 oclobre 192g.
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/ .
cas d'un idéal primaire de dimension n — 2 dans un espace a n dimen-
slons. : 4
Qu'il me soit permis enfin d’cxprimer 4 M. Vessiot ma respectucuse
reconnaissance pour les conseilset les cncouragements qu'il m'a donnés
au cours de mon travail. Je remercic aussi vivement M. Garnier du
bicnveillant intérét qu'il m’a témoigné.

CHAPITRE I.

SOUS-RESULTANT.

1. Ftant donné un corps K, considérons dans 'anneau de polynomes
No[z:, @y ..., x.] hpolynomes [\, f.. ..., fi. L’ensemble commun
a tous les sous-corps de K, qui contiennent les coefficients de ces poly-
nomes constitue un corps 4 qui est le plus petit sous-corps de K, con-
tenant ces coefficients. On Pobtient en adjoignant au sous-corps
premier de K les coefficients de /., f., ..., /i

Soit I\ un surcorps quelconque de £. L’ensemble des polynomes de
la forme

(l) ,/':“\I,/'|_|_ "\2,/"_:_*"-~'“i‘ -'\/A‘//u

ot les A sont des polynomes arbitraives de 'anneau K[z, z,, . .., ,]
forme dans cet anneau un idéal que nous désignerons parm,. Si K est
un sous-corps de-h,, I'idéal my est, dans Panneau K, [z, 2, ... 2],
un multiple de m,. On démontre que I'ensemble commun & I'idéal my_
et & anneau K, |2z, ., ..., 2, ] est I'idéal m, : antrement dit, si un
polynome fadmet une représentation de la forme (1) avec des A;dont
les coefficients appartienncnt &4 un corps quelconque, il admet une
telle représentation avec des A; dont les coefficicnts appartiennent au
plus petit corps contenant les coefficients de fel des polynomes de
base £, [y oo vy fo

Cela étant, considérons un polynome F par rapport aux variables
x,, ..., %, et aun paramelre ¢,

4
P, 2e ooy 1) :2 (L DY O A R

i=1
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et soit 4 un corps (par exemple le plus petit), contenant les coeffi-
cients des polynomes de base et des polynomes IF..

Lexme 1. — ST F appartient @ un idéal my, les polynomes I7; appar-
tiennent ¢ w,. — On peut supposer, en effet, d’aprés ce qui précede,
que N est le corps £(t). On a alors une relation de la forme

. Vi
<
() (\)(/)z UF (g, ey ooy ity

i=\

h
:2 AJLrye g sy ) [Ga e )
Juzl

identité dans laquelle les coefficients des polynomes Q et A; appar-
tiennent au corps k. Fn identifiant les termes de plus haut degré en ¢,
nous obtenons

h
Fo(ro o oo, ) = E Ajvlory e oo fila oy ooy,

i

qui, combinée avec (1), donne de nouvean

X h
Iy, Ay ey ) :2 Njyo g g oLy, [ R VIR I
j=r -
el ainsi de suite.

Ce lemme s’étend immédiatement au cas d'un nombre quelconque
de paramatres, £, Ly, ..., L.

Plagons-nous dans le cas oii le corps K , correspondant aux polynomes
de base est parfaii. (11 en sera ainsi si I'on suppose, comme on le fait
ordinairement dans les applications géométriques, qu'il contient le
corps des nombres rationnels, de caractérislique zéro.) Soit Q le corps
algébriquement fermé correspondant 4 K. Nous supposons les poly-
nomes de base Lels que la variété de I'idéal mg, dans espace C(Q) soit
de dimension zéro et toul entiére a distance finie, ce qui exige /2 n.
Gette variété se compose alors d’un certain nombre de points, M,,
M., ...,M,etlona

' LT O TN P T2

y; étant 'idéal primaire corvespondant au point M;(£7, 570, ... &4,

cer Sy
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auquel appartient 'idéal premier
pi—= (L _~;'|l')‘j’ “;”' ceey ".M"—:’:'(,‘,])~

Soit ¢; 'exposant de g;; le polynome

4
M) :[I (o, — Er{))?.‘
i=1
appartieut a 'idéal mg. Il existe donc des polynomes appartenant a mg
et 4 anneau Q[ 2,]. Ces polynomes formant un idéal principal, sont
par conséquent tous multiples de 'un d’entre eux, R(x,), défini & un
facteur constant prés. Nous appellerons ce polynome R(z,) sous-
résultant de 1'idéal mg,. Si ng cst un mulliple de mg, son sous-résul-
tant S(ax,) est multiple de R(z,). Si I'on a

M=, W, g,

le sous-résultant de mp est le p.p.c.m. des sous-résultants de
my', ..., ms.

Etant donné un sous-corps quelconque w de Q, nous pourrions
définir de méme le sous-résultant de I'idéal m,, qui, a priori, serait un
multiple de R (). Mais nous verrons que R(z,) appartient & I'an-
neau K[z ] el, par suite, peut étre considéré comme le sous-résultant
de l'un quelconque des idéaux m,,. Démountrons d'abord le théoréme
suivant :

THEOREME 1. — fin général, ¢’est-a-dire pour un choix convenable tou-
Jours possible dcs coordonnées z,, ..., z,,ona

R )y="P(x))
(chaque racine du sous-résultant a un ordre de multiplicité égal & I'eaxpo-
sant de 'idéal primaire correspondant).

A partir d'un systéme de coordonnées fixes quelconques X,
X., ..., X,, effectuons la transformation

ay =X, LXy o X,

" ;c._,:,\’.,.
(1) ‘
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Considérons le sous-résullant par rapport a la variable trans-
formée .r, '
R(w)) = (&, — 2 )" S(x))

avec S(£'")=£ o, c’est-a-dire S A_p, (').

Nous avous
(2, — 50N = [ X = 2 £y(Xa— B e 1 (X — ) 4,

d’ou résulte, d’aprés le lemme 1, que chaque monome de degré 5, par

=)

rapport aux différences X;,— Z;" appartient 4 I'idéal g4,. On a donc
’ 0,20

Mais R(a,) étant, par définition, un diviseur de I’(z,), on a

A
O

7

et, par suite,

c

1 =£.

Particularisons les axes en attribuant aux paramétres ¢ des valeurs
particuliéres (apparlenant au corps{2). Soient o, 2., ..., 2, les poly-
nomes de base de g,. On a une identilé de la forme

(3) [X, = Z) A4 LNy = ES )+ 1, (X, — E0))

I3
-:_2 Aot Xy Xoe oo N
=1

les A, étant des polynomes en X,, ..., \, a cocfficients rationnels par
rapporl aux ¢. D’aprés ce qui précéde, siles ¢ restent indéterminés,
aucun des systémes de polynomes A, salisfaisanl a I'identité (3) n’est
tel que les polynomes de ce systéme soient tous divisibles par

Xy — BV £y (X = EY7) oo £o( X — 2.

(1) Il existe des valeurs particuliéres des t pour lesquelles un denxiéme
point M; se trouve dans le plan 2, =¢,. Pour ces valeurs. on a S C p,. La rela-
tion’ S p, fait intervenir I'hypothése que les ¢ sont des paramétres indéter-
minés, Par Ja suite. dans Dattribution de valeurs particuliéres aux £ nous
exclurons toujours les valeurs pour lesquelles un plan z,= const. contiendrailt
plus d’un point M.
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Si, par Pattribution de valeurs particulicres anx ¢, une telle divisibilité
devient possible, auquel cas on a pour le sous-résultant dans le systéme
d’axes correspondants

-
7‘<il|‘

ce ne peut ‘lre gue pour cerlains systémes exceptionnels de valeurs
des . Les coordonnées seront dites normales au point M si Ton a
G =4y, RON normales sil'on a 5, < &,. Il importe de remarquer que la
définition du nombre o, et de la normalité des axes est rclative : 4 un
point de la variété (4 un composant primaire del'idéal), a une variable
particuliére x,, & un choix particulier des coordonnées. Pour l'idéal
w=g=(x,y*), on a par exemple

=19, Tr=1. o= 2,

Les axes, normaux pour la variable y, ne le sont pas pour la
variable x.

2. Supposons les coordonnés normales. Soit K un corps compris
entre Q et K et pouvant coincider avec ce dernier. Soit my I'idéal
délini dans Panneau K[, x,, ..., 2z, |= Ry par la base /', £, ..., /.
Nous allons montrer que le sous-résultant R(z,) de I'idéal mq appar-
tient & lannean K|x), @y, ..., 2, =R

Soil dans P'anncau Ry I'déal m; =[@.,, &, ..., ®,] décomposé en
idéaux primaires, Soient P, P.. . .., I, lesidéaux premiers correspon-
dants. A ©, et ad P;correspondent dans 'anneau Ry, = Q[ 2., . ..,z
desidéaux @, P, de méme base, mais qui, en général, ne sont pas pri-
maires, ni premiers. Par exemple, I'idéal (2* — 2), premier dans I'an-
ncau des polynomes & coeflicients rationnels, ne 'est plus dans un
anneau de polynomes contenant yz. Mais il résultc d’un théoréme
important (') que dans I'anneau Ry, la décomposition de chaque

(") Van oerr. WaroeN, FEine Verallgemeineruny des Besoutschen Theo-
rems (Math. Ann., t. 99, 1928, p. 517, Satz 25).

La démonstration donnée par M. Van der Warden fait intervenir deux hypo-
théses : Iidéal P est de premiére espece et Q est'une extension normale (ou de
Galois) de K. Ces hypotheéses sont.une conséquence de celles que nous avons
faites (K parfait, Q algébriquement fermé).

Journ. de Math:, tome IX, — Fasc. 111, 1430, 31
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idéal P’ en idéaux primaires ne fait intervenir que des idéaux premiers
formant un systéme ’'idéaux conjugués par rapport au corps K,
soil
V=l P
avee
=X, - 20X,

It
[N

]
R A ]

", E¥, ..., B formant pour chaque valeur de j un systéme de
nombres conjugués par rapport au corps K.
Cela étant, on a

e =fq,. 9. .... 9]

'idéal premier attaché & g; étant p. Fn effet, @' et P ont dans
Pespace (,(L2) la méme variélé, en vertu des relations

ecy, yioe,

qui sont une conséquence des relations analogues entre @ el P, puisque
ces derniéres ne font intervenir (ue les polynomes de base; ¢ désigne
'exposant de I'idéal primaire @,

En outre, les exposants ¢, ¢, ..., o des idéaux 9,y q., . . ., 4 dans
Pannean Ry, sont tous égaux i .

Ils sont d’abord tous égaux & un méme nombre 7.. Pour I’établir, il
suffit de montrer qu’une relation telle que

: P g,
entraine les relations

T (i=a.., ).

Soil ¢ un entier supérieur ou égal au plus grand des exposants
4y ..., pr. Posons

Py 2= X = e 4,0 Xy Zf) -+ L X, — Z,
ol les ¢ sont des indélerminées. Nous avons
Fo=PrPIPs.. . r5c @,

c’est-i-dire, en désignant par 4y, ..., b, une base de &' (base con-
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tenue dans I'anneau K[X,, X, ..., X;.]),

]
N N
() Fo= Y B

j=
les B/." dépendent des = comme I°,. On passe de ', au polynome

=Pz, PP PEPE, ... PO
en permutant le systéme = ... = avec le systémc conjugué
=0, ..., 2. Celte permutation, elfectuée dans les deux membres de

I'identité (4), donne une identité de méme forme,

. s
11 I, iy, .
(1N Fi= E B/‘ ".4/,-

j=)
d’oti résulte
,o@,
el comime
P PP P
on a
PII Z Y

d’oti, les ¢ étant des indéterminées,
P

Cousidérons alors le polynome

Ce polynome apparticnt a U'idéal P, donc a 'idéal P, car, élant
identique & tous ses conjugués par rapport au corps K, il apparticn! &
Panneau K|X,, ..., X,]. Nous voyons ainsi que le sous-résultant de
mg, qui, ¢n coordounées normales, est le produit de factenrs de la
forme 1™, appartient a I'anneau K{a:,]. On a enfin & = ;. En effet, le
polynome L' appartient & &/, done est multiple de F” ¢n raison méme
de la définition du sous-résultant, par suite, 2. 5. D’autre part, il existe
un polynome / de Panneau K[\, ..., X,] tel que

JCP o JIe.

-
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Il en résulte, @ ¢t €/, ayant la méme base, ainsi que Pet I :

: JcwEt e

c'est-a-dire
< P (pour chaque vateur de i),

/
S (pour au moins une valenr de 7).
On a donc 7.2 ¢, el finalement ). = ¢. Enfin il est clair que le polynome
F=(r—z").(r,— &)l — :.l)/: )s

ot les ¢ constituent un systéme unique dc nombres conjugués par
rapport au corps K, est irréductible (') dans Ianneau K|a,]. Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant, généralisant le théoréme 1.

TutoriMe 1. — En coordonnées normales le sous-résultant de lidéal
mo=(/1, /s ...,/ u) estunpolynome dont les cocfficients appartiennent
a lout corps K contenant les coefficients des polynomes de base. Sa
décomposition en puissances de facteurs irréductibles dans U'anneau
K|z, | correspond a la décomposition de I'idéal my en idéaux primaires,
lexposant d’un tel facteur irréductible étant égal a Uvxposant de Uidéal
primaire correspondant.

En particulier, pour que I'idéal m soit premicr (primaire), il faut
et il suffit que son sous-résultant en coordonnées normales soit irré-
ductible (égal 4 une puissance d’un facteur irréductible).

Pour des coordonnées qui tie sont pas normales, on voit suns peine,
par un raisonnement analogue au précédent, que les ordres de mulli-
plicité, 5., 5., ..., 5, des racines du sous-résultant qui correspondent
aux idéauxp,, p,, ..., p, conjugués par rapport au corps K, sont éganx
a un méme nombre o, qui, celle fois, est inférieura p. Le sous-résultant
appartient encore & ’'anneau K[z, |, sa décomposition en facteurs irré-
ductibles dans cet anneau correspond & la décomposition de my en
idéaux primaires, mais on n’a plus ’égalilé des exposants.

3. Cas de deuzx polynomes de hase, & deux variables x et y. — Con-

(") Il 'y a un cas d’exception, mais ue nous avons exclu une fois pour toutes :
celui des valeurs de ¢ pour lesquelles plusieurs des  * deviennent égaux.
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sidérons en particulier deux courbes algébriques planes
Slroyy==o, gle y)=o.

I’0sons
Jero vy== 0, Gy - Hny () 4= - H, (),

&, ,") = Ku('/;) - Wy (/).1 ki K(»(”")',)/M?

01 nous supposerons que 1'un an moins des polynomes Ho(x), K, (),
par exemple H,, est une constante.
Considérons un polynome en z senl appartenant a l'idéal

() Pory=Uro o for] )= N er vy ge, vy,

Dans nne telle relation, on peut prendre pour V nn polynome de
degré m-- 1 au plus en y

VOZ V) e G b () =im s 6 () 7
Car, s'il n’en élail pas ainsi, la division suivant les puissances de y
Virs vy==fer 0 Qe y) A V(e v

ol Qet V, sont des polvnomes en y et en iz (puisque H, est une cons-
tante), donnerait un reste V, satisfaisant a cette condition et I'on
aurait :

Ploy= | Vir gy Qe v) gl p) [ f1r ) -+ VLo 0 gl 7).
Ie polynome \ dans I'équation (5) ayant par rapport a y undegré
“m—1,1le polynome U a par rapport a y un degré Sn— 1 :

Uy, y)ym=tty (i) 4ty (£). ) =0 oo tg(£) 07!

et avec de tels polynomes, l'identité (5) n'est possible que d’'une seule
manicre.
Soit en particulier

Bay==N(r ) (2 0) + Blx, ) g(r, 3)
le sous-résultant, B' étant de degré inférieur & n par rapportay. Nous

avons .
Pie)=R(r)S(x),
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c’est-a-dire

Lo feeo vy == V(i vy gles y)
= S()NCe ) f(ry 3) =Sy B y) ge, ).
d’ott :
Sy, Y= U, 3),
SEYBr, Y= Ve, )

’autre part, si Pun des polynomes | (z, v), V (&, y) s'évanouit
pour une valeur de.r, il en est nécessaivement de méme de I'autre.’
On oblient donc le sous-résultant a partir d’unpolynome P quelconcue
de l'idéal ne contenant que @ (par exemple i parlir du résultant) en
mettant le polynome P sous la forme (5) et en divisant les polynomes
U et V, choisis comme il a été dit, par le polynome S(z) plus grand
commun diviseur des polynomes «(x) ou des polynomes ¢(x). Nous
retrouvons ainsi, dans le casde deux polynomesde basea deux variables,
le résultat établi plus haut : le sous-résultant appartient 4 I’anneau
K.[z], K, étant le plus petit corps contenant les coefficients des poly-
nomes / et g. En effet, lc résultant qui s'obtienl par des opérations
rationnelles (par exemple au moyen du déterminant de Sylvester dont
les polynomes « ¢l ¢ sont des mineurs) appartient ainsi que les poly-
nomes « et val'anneau K, [:x]. [1 ¢n est de méme du plus grand commun
diviseur S(ix) des polynomes i ou ¢, et par conséquent du sous-résul-
tant ().

(") Le procédé que nous venons d'indiquer pour obtenir le sous-résultant se
tromve elfectivement en défaut si 1, et K, ne se réduisent nil’un ni I'autre i des
constantes, cas d’exception qu'un changement de I'axe des 1+ permet toujours
d’éviter. Soient, par exemple,

S ) =— a4 32 (40
S, ¥y = — b Pt ()
ona
JCroy) — g, vy=—x(x'+1).
Mais ce polynome, pour lequel Uz, y) =1, V(, )) =~ 1 n’estcependant pas

le sous-résultant R(«), car on a

(r-E =) [ vy — (=) g, vy ==
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CHAPITRE I1.

THEOREMES PRELIMINAIRES.

1. Avec des coordonuées normales, le sous-résultant permet de cal-
culer I'exposant ’un composant primaire de l'idéal m=(f, g). Il
importe donc d’avoir un critére pour la normalité des axes.

Définition. — Nous dirons qu'nn sysléme d’axes esl régulicr pour
Pidéal m =(f, g) au point O, si les coeflicients H,, K, des plus hautes
puissances de y dans / et dans g sont des constantes ('), et si de plus
Oy n’esl paralléle & aucune des droites joignant O aux autres points
d'intersection des courhes de base (*), ou tangentes en O soit a f, soit
ag ()

[l y a des cas ol tout systéme d’axes régulier cst iormal. Supposons
par exemple que le point O correspondant i I'idéal primaire g soit un
point simple pour I'une des deux courbes de base, parexemple pour g.
Soient » I'ordre de multiplicité du méme point pour la courbe /,
y «+ «y v les ordres de contact (positifs ou nuls) des hranches de /'
avec la branche unique de g passunt par O. Le résultant des poly-
nomes /., g est de la forme

\)l y \)2

P(e)y=atQ(2)="1U S+ Ve [ Qo) 2ol
avec .
bz r sy 4 vy v ().
Nous avons donc, ((uels que soient les axes,

GEr v Y, Y

Mais on a aussi l'inégalité inverse, car si ’on considére y comme la

() Voir Chapitre I, § 3, p. 272,

(*) Voir Chapitre 1, § 1, note 1, p. 235.

(*) Voir Chapitre II, § 2, Théorémes 3 et 3/, p. 233, 234.

(*) MaLprex, Mémoire sur les points singuliers des courbes algebrigues
planes (OGEuvres, L. p. 216-311, art, 1),
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fonction de x définic au voisinage de O par 'équation
gla,y)=o

et si I'on remarque que, les axes étant réguliers, la fonction f( .z, y)
est, pour cetle valeur de y, d'ordrer~+v, 4w, 4+ ... + v, par rapport
ax ('), on voit que tout polynome en x appartenant a I'idéal est au
moins de cct ordre. On a donc

e T I L /=y ey )
puisque .

Ainsi :

Enun pointd ‘Inlersection sumple pour {’une au moins des deux: courbes,
ona o=k, et tout systtme d ‘axes régulier est normal.

Dans le cas général, nous allons démontrer la condition nécessaire
et suffisante suivante :

Pour qu’un systeme d’ azes régulicr soit normal au point O, il faut et
U sujfit que les polynomes A, 13 dans Uidentité

Ry=A/S+ Bg,

oi R désigne le sous-résultant, soicnt d'ordres (*) I =s — 1, {=r — 1,
rets étant les ordres respectifs de [ ct g En outre, on a, que les axes
soient ou non normaux,

p=gc~+r-—1-—1

Nous devons d'abord établir quelques lemmes.
Considérons une courbe algébrique f d’équation

f(,b', .)') - ”,,,(.’L’ ) + “m—l () )+ i, (r)y"=o,

ou H, est une conslante (par exemple H; =1). Nous supposons quela
courbe / admet 'origine O comme point multiple d’ordre r, possede
en ce point et aux autres points d'intersection avec Oy, 1. systémes
circulaires d'ordresr,, 7, ..., 7.

(") Havpuen, /Joc. cit.

(%) Nous dirons par la suile. pour plus de simplicité, qu’an polynome f(x, 77
est d’ordre « an point M (a, #) lorsque, développé suivant les puissances crois-
santes de x — @, ) — 0, cc polynome commence par des termes d’ordre égal a a.
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Lemme 1. — La courbe f satisfaisant aux conditions précédentes, on
peut, élant donné un entier positif « arbitraire, déterminer un poly-
nome /, (@, y)ne s'annulant pas en O et des polynomes f,, fu, . . ., fu,
de la forme .

Jile Y=, (&) + o, ).y . Ay

tels que I'on’ait
(1) /‘“./u/l ./.’JUC p* [v:(_'l'v J)]

Sur une branche de / appartenant, au voisinage de x =o, au /*"

systéme circulaire, d’ordre 7;, y est développable en séric entiére
suivant les puissances de £,, £ satisfaisant 4 ["équation
(2) '/;"i:.';l,'.
Soit yi" celte série. On passe de ce développement a ceux des », — 1
autres branches du systéme circulaire en remplagant dans y!" la racine
& par les r;— 1 autres racines &,, ..., &, de I'équation (2): y!" se
change alors en y/', ..., y¥. Le produit

Pit=(y =y =) 0 — )

est un polynome en y dont chaque coefficient est un polynome symé-
trique en )", ..., ¥, donc peut se mettre sous laforme d’une série de
polynomes symétriques en &, . . ., £, c'est-a-dire sous la forme d’une
série cntiére en z, etl'on peut choisir z, de telle maniére que les séries-
coefficients de P! soient convergentes dans l'intervalle — xy, + @,. Si
on limite ¢ un méme rang, par exemple au terme en £/, les séries
¥y ..., y¥ et qu'on remplace ainsi ces fonctions dans P par des
développements approchés ", ..., 7} on obtient un produit

M=y —2P) (y —a)... (0 — =)

qui, en vertu du raisonnement précédent, est un polynome en x et
eny. .

Soit II le produit des polynomes I correspondant aux différents
systémes circulaires de la courbe f=o aux points d'abscisses z = o.
Le produit des expressions correspondantes P n’est autre, dans un

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 111, 1g30, _ 32
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intervalle convenable —x,, +x,, que lc polynome f(x, y). Posons

) = Al ol
Y=yl — nff.

02 est, au voisinage de = o0, une fonction d’ordre au moins égal a
par rapport az. _
Nous avons, dans l'intervalle —z,, 4+ 2z, .

j._ | ()' _ .,lx‘n__ efll.‘) . ()' _‘.,)%:)_ 9%:)) — (J' . .n{ll)) L (1 — Tl‘l!.;) .

Par suite la différence f— II est un polynome en y dont chaque coef-
ficient est une fonction de & d’ordre au moinségal & « par rapporl a .
Mais ces coefficients sont eux-mémes des polynomes, de sorte que nous
avons
JES | el 58
Si nous désignons dans 1II par f,, ..., f,, les polynomes I’ corres-
pondant aux systémes circulaires relatifs au point O, par f, le produit
des autres polynomes II'?, nous avons bien unerelationde la forme (1).
Considérons un polynome g et deux polynomes /et f tels que

S=T<w
Désignons par g le composant primaire, en O, de l'idéal
_ m=(f, £)
par g celui de I'idéal
n = (.7’ 5/

Soient ¢ et o leurs exposants, et
2°S(x)=R(x)=Af+Bg,
278(x)=R(x)=Af+Bg,

lers sous-résultants. Soit enfin » I'ordre en O de f et de f(r=7r),
s celui de g. !

Lemme 2. — Si o est assez grand, on a g =gp,0 =0, g=q;et si les
polynomes A, B sont d’ordresrespectifs s — 7., 7 — (1 <A <r,s) il en
est de méme des polynomes A, B.

a. Supposons donné le polynome f, et prenons a>¢~+1. On a
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alors
l’xrj'—ff'c 1, j:'Cq: (R et p2p.
Soit m=/y, g/, ..., /). Considérons un polynome T tel que
T e TClay..oul
Soit P, un polynome quelconque d’ordre ¢

Pp CpFCa.
Nous avons

TP, Cm,  TP=Uf+Vy=U(f+Ps)+ Vg
- d’ou : .
| TP, — UP, C §.
Le polynome TP, — UP, est d’ordre g(a2¢ + 1);il appartient & g et
son polynome homogéne d’ordre ¢ est arbitraire. On a donc

p2o
et, par suite,
. =
ce qui entraine
a2p+1 J<u, aCy et q=7;
donc
g=a.

b. Considérons les polynomes A et A, ce dernier étant supposé
d’ordre s — 2. On a

1
w
>
~
+
=
T2
Il
wmn
>
PN
(.
+
Lo
Rb
p—_g
+
221
=
£

Or

et, par suite,
SP.=uf + vg,
ou le polynome « s’annule a l'origine : en effet, d’aprés I'identité
268 =Af+Bg

lepolynome f, lorsqu’on y remplace y parunedes racinesde g (x,y)=o0 .
au voisinage de Vorigine, devient une fonction de x qui estd’ordre ¢
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au plus. Or
. A2Pp+120 +1.

Le polynome «, dans les mémes conditions, doit donc étre une fonction
d’ordre au moins égal & 1, par conséquent s’annuler a I'origine.

Cela étant, nous avons, en remplacant P, parsa valeur, une identité
de la forme ' ‘

29SS =SAf+SBe=A(S+ )/ +(SB+Av)g
qui exige
SA — A(g —+ ll) p—t (;)g',

Or A est par hypothése d’ordre s— 7, S et S sonl d’ordre o, « est
d’ordre 1 au moins, donc S +u d’ordre 0} cela exige que A soit aussi
d’ordre s — .. En outre les courbes A =0 et A=0 ont en O les

mémes tangentes.

Dans l'identité
278 (z)= A J -+ B,_{",

les produits A f, Bg sont nécessairement du méme ordre au plus égal
a g, si l'on suppose les axes réguliers, car alors Oy n’est tangent ni & f
nia g. Donc, sile polynome A est d’ordre s— 1., le polynome B est d’ordre
r— h et tnversement.

Remarque. — La courbe f considérée plus haut admet, avecles diffé-
rentes branches de la courbe g, les mémes ordres de contact que la

courbe /; on a en effet
2Zp+1;

orv;désignant l'ordre du contact d'une branche de g avec la r'*¢branche
de f, nous avons

r

pg‘r +2 V> v,

i=|

v étant le plus grand des ordres de contact d'une branche de g avec
une branche de /. On a donc

A>V 41, .

et les ordres de contact sont conservés.
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Lemme 3. — Soient deux courbes quelconques f = o, g =o0 ayant
un point commun O, f,(x, y)=o0 une autre courbe ne passant pas
par ce point. Considérons les idéaux

m=(f, g) m'=(fofs &)

Soient 4 el g’ leurs composants primaires en O. On a

’

§=gq,

et si les polynomes A, B correspondant a I'idéal w sont en O d’ordres
§ — h, r— X, il en est de méme des polynomes A’, B’ correspondant a
l'idéal w'.
1° Soit m'=[y¢/, 'q", .. .» 4, ). Considérons un polynome F tel que
IFcyq.
On a, U désignant un polynome tel que
Udle.  UC[af.oar)

UFCcw'<C m g,

done
FCa et 9'Cya

Inversement, soit m ={4, g,, ..., /). Considérons un polynome F

tel que
Py,

U désignant un polynome tel que

) U, U9 ....ul
nous avons
UF cm
et
JoUFCw' Ty
or
Sl SLUCH

donc

FCqd et qC0.
done
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i

2° Considérons les sous-résultants
atS(z)=Af+Bg,  a7S(z)=A"f,[+ B'g
S(0)S'(0) o,
ol A et B sont par hypothése d'ordres s — A, r— . On a
a88'= AS'[ + BS' g=A'S f, [+ B'Sz,
d'ol :
AS' - A'S f,= Qg
et puisque S(0), 5'(0), f,(a, o) sont différents de zéra, A’ est néces-
sairement d’ordre s —A comme A et admet les mémes tangentes.
Considérons deux courbes f(x, y)=o0, g(x, y)=o0 d’ordres rets .
au point, O. Supposons les polynomes f, g de degrés r et s par rapport
@ y (les axes sont alors nécessairement réguliers). Soit

z7S () = A, p) [(2, 3) + Bla, y) g(2, )

le sous-résultant, o A, par exemple, est de degré s — 1 au plus en y.
L’un au moins des polynomes en z coefficients des différentes puis-
sances de y dans A (z, y) ne contient pas x en facteur, sans quoi nous
ne serions pas en présence du sous-résultant; A(x,y) est donc
d'ordre s — A, avec 1< <r, 5. B est d'ordre r— 7.

Cela étant, les lemmes 1, 2 et 3 nous permettent de remplacer des
polynomes de base quelconques f et g par les polynomes

J=doe e fos S=808n
avec les propriétés suivantes :

Tukorine 2. — Etant donnés, en axes réguliers, deuzx polynomes f, g
d'ordres 1 et s au point O, on peut trouser deuxz polynomes f, g de degré
eny égal a leur ordre au point O, le coeffictent de la plus haute puis-
sance de y étant I'unité, décomposés en autant de facteurs irréductibles
que la courbe correspondante admet, en O, de systémes circulaires, et tels
que l'idéal ( f, g) ait en O le méme composant primaire que I'idéal( [, g),

- donc le méme exposant ¢ et le méme ordre de multiplicité  de la racine
x=o0 pour le sous-résultant. En outre, les polynomes A, B sont en O
respectivement de méme ordre que les polynomes A et B, c'est-a-dire
d’ordres s — hyr — (1 SAEr, 8). '
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Remarque. — L'ordre de multiplicité # de la racine @ =o0 pour le
résultant cst aussi le méme pour les polynomes f et g que pour les
polynomes /, g; k s’exprime en effet en fonction de r, s et des ordres

de contact v;; des différentes branches de f avec celles de g, au
point O

rs
k=rs+ ¥ v (')

i=1, j=1

or, dans le passage de f, g 4 f, g, les ordres de contact v; ; sont con-
servés, '

2. Les polynomes f(x, y), g(z, y) étant nuls 4 'origine et les axes
réguliers, soit '

]"\,(;1:).—_/\'/'4— Byg=ua7S(x) [S(0)Zo0],

un polynome de I'idéal m ne dépendant que de x, par exemple le
sous-résultant. ' '

Tutorime 3. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un poly-
nome F(x, y) appartienne a l'idéal q, composant primaire de m au
point O, est que le reste T(x, y) dans la division du produit BF par f
sutvant les puissances de y , sott divisible par ° (*).

a. Ia condition est nécessaire.

Posons
m:[q7 LIPEET) ql]
Nous avons
Flz.p)CTa  S(x) ey %y - vs 05

donc

S(z)F(x, y) T m,

S(z)F(x, y) = uf + vg.
Soit

B(%}’)F(w,)’)ZQ-f(ma}')-*-T(xa)’)

(*) Havenen, i6id.
~ (%) Ce théoréme et le suivant reproduisent sous une forme un peu plus pré-
cise une démonstration classique du théoréme de Neether (voir par exemple
Picarp et Smuart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes, t. 11, Chap. 1, p. 1-7).
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'identité de la division de BF par f suivant les puissances de y. Nous
avons

BFS=QS [+ TS=Buf + Bvg.
d’ott ' "
S(z)T(a, y) =(Bu - Q8)f +Bog=(Bu—Av¢—QS) [+ ¢.27S(x),

et enfin, f(z, y) n’étant, par suite de la régularité des axes, divisible
par aucun polynome en x seul

Tz, y)=0Q" [+ var.
Supposons alors T divisible seulement par z°~" (o0 < h<a)
’ T(x, yy=ua™"T (2, 5) avec T, (o, )) Z 0.

Nous avons
Ty(x, y)=Q" [+ oah

et, & n'étant pas nul, le polynome T, (o, y) de degré n —1 au plus
en y, devrait ¢tre divisible par f(o, y), qui est de degré n, ce qui est
impossible.

- b. La condition est suffisante.
Supposons
BFE=0Q/f+ 27T (., »).
On en déduit
BIS = O/ + BT,

B divise le produit Q' f, donc Q' : si eneffet B(x, y) et f(x, y)
avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait aussi R(x), donc

serait un polynome en x seul, et f'n’admet pas de tels diviseurs. Nous

avons donc '
FS=Q"f+T,gm g

‘et, puisque S T p, v

FCa.

Soit, avec toujours les mémes notations, ! 'ordre du polynome B
au point O.

Tueorime 3'..— Onaglo+r—r—1.

Nous désignerons par « le nombre o +4+r—1—1.
Utilisons une base f, g ayant les propriétés des polynomes f g
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considérés au théoréme 2. En particulier, nous supposons les degrés
de /et g en y égaux respectivement & ret s (). Nous allons montrer
que si un polynome F(2, y) est, en O, d’ordre supérieur ou égal 4 «,
il appartient nécessairement & I'idéal 4. D’aprés le théoréme pré-
cédent, il suffit d'établir que le reste T'(#, y) correspondant est divi-
sible par °. On a :

T(z, y)=B(x, y)F(2, y) = Q.f(z y)
et le produit BI est en () d’ordre au moins égal a
ga+l=0—+r—i1zr.

T (2, y) est donc divisible par z, sans quoi le polynome T (o, y) de
degré r — 1 au plus en y, devrait admettre, avec un ordre de multi-
Bl \u p Ng) _ ]
plicité au moins égal 4 r, la racine y = 0. Soil

T(x, )= 22T, (2, ) avee T,(0,5) Zo.

Supposons A < ¢. Le polynome BF — Q f est divisible par z*; consi-
dérons-le sous forme d'une somme de polynomes homogénes en x
et y : tous ces polynomes homogénes sont divisibles par «*. Donc les
polynomes homogénes du produit (Q / qui sont de degré inférieur &
I'ordre o + r— 1 de BF au point O sont divisibles par . Or le poly-
nome homogéne de degré minimum r, dans f ne contient pas x en
facteur. Donc le polynome homogéne de plus petit degré de Q est
divisible par z* et, en poursuivant ce raisonnement, nous voyons que

les polynomes homogénes de () jusqu’au-polynome de degré o — 2
inclusivement sont divisibles par 2% (ou identiquement nuls). Ecrivons
donc

(\):‘I”QI + Q.
Q. étant d’ordre 6 — 1 au moins. Le polynome

BF — Q,f =T, 4+ 2*Q, f= 2> D(x, y)

est d'ordre ¢+r—1 au moins. Donc si A est inférieur 4 g, D est’

(1) Cette hypothése simplifie notablement la démonstration, surtout si I'on ne
veut pas exclure le cas des courbes multiples. i

Journ, de Math., tome IX. — Fasc. III, 1gJo. 33
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d’ordre au moins égal & . Mais ceci est impossible, car I'identité
T (x, y)=D(x, y)— Qi.f(z )

exigerait que le polynome T, (o, y), non identiquement nul, et de
degré en y au plus égal ar—1, admette la racine y = o0 avec un ordre

de multiplicité au moins égalar. On d donc )2 g, ce qui démontre le
théoréme.

Remarque. — La limite « = o ~+r—1—1 a une valeur indépen-
dante du polynome R(z) choisi, & condition toutefois que les poly-
nomes A, B correspondants soient de degrés s — 1, »—1 au plus en y
(plus généralement n—1, m —1). S'il en est ainsi, en effet, on passe
du sous-résultant & un polynome quelconque en x de 'idéal en multi-
pliant le sous-résultant et les polynomes A et B par un méme poly-
nome en &, ce qui revient a ajouter un méme nombre 4 / et & o. Mais
si I'on charige la représentation du polynome considéré en ajoutant
4 A un polynome Qg et a B un polynome — Q f, on peut ramener / 4
la valeur r et obtenir ainsi pour « une valeur trop grande.

Prenons en particulier pour R le sous-résultant des polynomes f, g
Nous avons

glplo+r—i—1{ (So+r—r).
Par suite :

TrEOREME 4. — Pour que des axes réguliers solent normaux, il suffit
que le polynome B soit d’ordre r— 1.

En particulier, si le point d'intersection O considéré est simple pour

'une des deux courbes de base (r=r), tout systéme d’axes régulier
est normal.

. TukorEME 5. — Les axes ctant réguliérs, on a
p=c+r—1—Il=o.

Prenons comme polynome R(z) le sous-résultant. Le théoréme,
d’aprés ce qui précéde, est vrai si [=r—1. Supposons donc [<r—2
et montrons que I'on a ' .

g ' p>oc+r—a—I
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‘et pour cela que les monomes

27— .)’"“"“',. T g, P asmuntl

0y

n'appartiennent pas tous a 'idéal.
Supposons le contraire, Alors les polynomes By~ (h=1, 2, ...),

divisés par [ suivant les puissances de Y donnent un reste divisible
par " :

By~ =0, f+a R,

B)""_[ — (\).2 f+ a? l‘gg

B)’“"‘"“"/_—: Qa’f —+ 2% R
ou
- Byril=, j—l— xR,

YR =g, f+ xR,

....................

yRe = ¢sf + xRg;

d'ou l'on tire, en multipliant ces derniéres équations par y°~,
¥z, ..., x°" el ajoutant

(3) H)"’*"""‘/:: f[Q‘yd—l + 7,2y 41 4 g™ ] 4+ 2% Ry,

ce qui donne l'expression de Q,. Ce polynome est d’ordre ¢ — 1 au
moins, f d’ordre r. Le premier membre de (3) est d’ordre

o+r—2<o+7r—rIj;

on a donc, en identifiant dans les deux membres de (3) les polynomes
homogénes de moindre degré ('),

,: B }),¢+z——z—/: wc{ Rq ;_‘
ce qui exige que { B soit divisible par 2°. Or, nous avons
l<r—a<re.
Nous arrivons donc a une contradiction, et 'on a
: p>0+r—2—|
donc
p=o+r—1—1L C.Q.F.D.
Ce théoréme entraine :

(*) Nous désignons par {F(z, y)| le polynome homogéne de moindre degré
de F(z, »). '
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TueoriMe 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que des axes
réguliers sotent normaux est que le polynome B soit en O d’ordre
l=r—i.

Considérons notamment le cas ot les deux courbes de base f, g ne
sont pas tangentes en leur point commun O (cas simple). Alors, dans
I'identité

(4) a®S(x) =AM (2, 7) f(2, y)+ B(@, 7) g(2, ¥),

les polynomes homogénes de degrés r, s dans /, g n’ont aucun facteur
commun, ce qui exige cue I'on ait :

g=S5+ /,
d’ou
() =7~ S5s—1I.
Nous retrouvons ainsi le résultat classique. .

D’une maniére plus générale, soit N la somme des ordres de contact
d’une branche quelconque de g avec toutes les branches de f. Silon
remplace dans I'identité (4) y par la fonction de x définie par cette
branche de g, f(«,y) devient une fonction de 2 d’ordre r+ N,
A(x, y) une fonction de & d’ordre au moins égal & s —1 si I'on sup-
pose les'axes normaux. On a, par suite,

pzr—+s—1+N.

3. Considérons trois courbes sans parties communes f, g, &
d'équations

Sz, y)=o0, gi(z,y)=0, @z, y)=o,

ayant en commun lorigine O. Soient ¢, ¢,, ¢, les exposants des com-
posants primaires @, g,, 4, en O des idéaux

m:(f) é’;é’é)a Illl::(f, 1) m!:(fs 4:';".‘)'
Soit s, I'ordre de g, au point O.

- TrtortME 7. — On a
L P2piT S
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et I'égalité a nécessairement liew si les courbes [ et g, ne sont pas tan-
gentes en O, ' ‘

Nous avons, en coordonnées transformées

£Ly=a Ly, JI=D"
b g, C Q. .

En posant
n={&, &, @, ..., &,

soit S un polynome tel que

Scle, @, ....&) Sy [rp=(x )]
Nous avons
w8 =U [+ Vg
ce qul exige
28— =U'f+ Vg,
donc
. B 268 Cmy C g,
et, puisque S_p,
,'yf:“v"-zc 03

donc enfin, puisque nous sommes en coordonnées transformées,
(3) P —$22p

Supposons les courbes f et g, non tangentes en O, et choisissons
des axes normaux pour les idéaux m et m,. Soit

Ri(z)=af1S (2)=A, [+ B, g.
le sous-résultant de U'idéal m,, nous avons
o Pa= 1+ 8, —1;
donc
x4B, C 4,

et S, désignant un polynome convenable non nul a I'origine

, x%B,S,=M [+ Ng,.
‘Par suite, :
28,8, = A 298, [ + (Mf+ Ng) gy CmC @,
d’on
) bt @
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et, les axes étant normaux,
Pl —+ 522 99

ce qui entraine, en vertu de I'inégalité (5),

p=pi+ S

4. Le théoréme précédent fournit d'abord un procédé souvent com-
mode pour le calcul pratique des exposants. Supposons r2s, et divi-
sons f par g suivant les puissances de y (les axes sont supposés régu-
liers). Le reste étant de degré s — 1 au plus en y et d’ordre s au moins
au point O admet « en facteur, doncest de la forme z* g, (z, y), ou g,
est de degré en y et d'ordre en O au plus égaux a s—1. Ona

(f: 8)= (8 #%5)

et, en désignant par g, l'exposant du composant primaire de l'idéal
(8 81

=+
Siles axes sont réguliers pour 1'idéal (g, ), on divisera de méme g
par g,. On obtiendra un reste de la forme 2*g, et 1'on aura, ¢, dési-
gnant I'exposant de I'idéal (g,, g.)

p=2o,+ 2+ 0.

Siles axes ne sont pas réguliers, on devra d’abord effectuer un chan-
gement d’axes. En poursuivant les opérations, on arrive a4 un poly-

. Xp -t s *
nome g, tel que le reste #*7g, ., de g,_, par rapport 4 g, ne contienne
plus . On a alors :

» pp= .?/,+ Ay — 1,

0 =0 Oyt o Oy + Sp— 8

s, désignant Pordre de g, en O.
Reprenons I'exemple donné par M. Kapferer (). Soient

S =2+ g=x+ yi

(1) Karrerer, Notwendige und hinreichende Multiplizititsbedingungen zum
Neetherschen Fundamentalsats der algebraischen Funktionen (Sitzungsbe-
richte der Heidelberger Akademie : Math. Nat. Wiss. Klasse, 1927, 8. Abhan-
dlung, p. 61).
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Nous ferons ici les divisions suivant les puissances de . On a

(’.1/.:0_*_.}//»’ w:ﬂ_'_),ﬂ) — ('.1;2._*_},:!’ ‘)d(w_‘},)) (dl:"‘)‘
(i pi =y )= (e =y, Yy + 1)) (@28 =1),

d’ou p = 5. Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu par M. Kapferer.

Le méme procédé permet de reconnaitre si un polynome donné
F(z, y) appartient au composant primaire 4 de I'idéal (£, g) considéré.
Supposons pour plus de simplicité que les axes soient réguliers pour
les polynomes g; obtenus par divisions successives, par exemple par
rapport 4 la variable . Divisons également, suivant les puissances de «,
F(x, y)par g : soit y*F, (x, y)[F, (@, 0) 5 o] le reste obtenu. Divi-
sons de méme F, par g, : soit yF, le reste obtenu, etc.

Pour que F appartienne a I'idéal g, il faut et il suffit que I’on ait

\ k22,

L i W20 4 oy,

(6) . .
.............. ,

, Tyt dy o A 20 Ay e Py

En effet, il faut d’abord que y"F,(z, y) appartienne au composant
primaire de l'idéal (g, y*g,). On aura alors, S,(y) désignant un
polynome convenable non nul pour y = o,

3'."' Sl ) l:l (1 )') = U.é" -+ V)'a'gn

relation qui exige A,2a,, sans quoi F, (x, o) devrait étre divisible par
g(x,0) qui est de degré supérieur. Réciproquement, si A,2«,, le
polynome S, F appartient a 'idéal (f, g) si y*~*S,F, appartient a
I'idéal (g, g1), ou si y* 8 I, appartient a I'idéal (g,, y*g.), ce
qui exige A, + A,22%, 4 a,. Et ainsi de suite. Pour qu’enfin le poly-
nome y e “““’*"'*T‘F'F,,H appartienne a l'idéal (g,, y*), il
faut et il suffit que ’on ait

Moo D 20 A Sy Py

Reprenons I'exemple de M. Kapferer et considérons le polynome

l?(,z"‘ ry=y *i.‘l)‘)’”.
Ona

.),‘A,Fl:)—ii(}'__a/«)’ 7\1—_:3" l"l:}”‘-"':"o"'v
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e polynome F, est identiquement nul (7,==); F appartient &
'idéal g.
Soit encore le polynome F(z, y) =2y*. On a

D =y,
yaF,=y,

On a encore

Considérons enfin le polynome F(z, y) =y*. Ona
1y=1, =1, 1a== 0. Fo=1.

y" n'appartient pas a I'idéal, et nous voyons ainsi que les axes sont
normaux (').

8. Proposons-nous de déterminer la condition nécessaire et suffi-
sante pour u'une limite supérieure classique de ¢

B=k—(r—1)(s—1)

soil atteinte. Calculons pour cela le sous-résultant a partir du résul-
tant, '
Soit en axes réguliers 'idéal ( /, g), les polynomes /, ¢ étant pris

de la forme
j': “/+ ”r-—-|_y e R W '[,)”"‘1 —,’,—‘)'/',

&= K.t"" K.f"l.:" T KI'),;—J +,_1J?

ott les polynomes H;(x), K () ont en facteur une puissance de z au
moins égale a leur indice. Le.résultant () des polynomes /, g est
donné par le déterminant de Sylvester

m, L, ... ... .. 1 o ... o

o. H- .. .. . H 1 ... 0
P@)=U(x, ) f+ V@, p)g=| o .. ... W . .. = ..

Ke Ky oo Ko v 0o . ... 0

0 Ky K., . K, 1

(1) La variable » jone ici le role attribué ordinairement i z.
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Soient wu,_y, Us_gy .y Uy, Uey ey, Viny ..., Vi, 9 les mineurs, avee
leurs signes, relatifs aux éléments de la premiére colonne. Nous avons
les r 4+ s identités '

Pxy=us H, + v K,
o=wo M, 4t v Ky 4, Ky,

o=u+ M+ ¢+ 0K,
0= U,+ ey,
d’ou résulte
Pr) = (thomy = sy o= 00, 35704 11,3 571)
X (WA= 4o Hyr=t 4 37)
A (Vg g oo 9 )T 0
X (K- Koy 4.0+ K1ty %),

ce.qui donne 'expression des polynomes Uet V.
Désignons par 7 la plus grande puissance de 2 en facteur dans tous
les polynomes u,_,, u, ,, ..., t,. Nous avons

c=5I—7.
Nous allons montrer que I'on a
2(r—1(s—1)

et donner la condition nécessaire et suffisante pour que I'égalité soit
réalisée. Elle 'est visiblement, en axes normausx, si les courbes n’ont
pas de tangentes communes

[k=rs, p=r+s—1=k—(r—1)(s—1)]

ou si elles en ont une seule, simple pour 'une au moins des deux
courbes ‘
[A=rs+N,p=r+s—1+N=k—(r—0(s—1))

Nous allons voir qu’elle I’est seulement dans ces deux cas.
Nous utiliserons un artifice classique (') qui consiste & multiplier,

(") Voir, par exemple, Voss, Ueber einen Fundamentalsatz der Theorie der
algebraischen Funltionen (Math. Ann., t. 21, p. 533).

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. III, 1930. 34
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dans le déterminant de Sylvester, la premié¢re colonne par 1, ctc.,
la 2™ par 2~', la derniére par 2'+'. Soit dans le déterminant P ainsi
transformé u,_; le mineur correspondant a u,_;. On a

"d"_‘l: ”.‘._{X AR R R e I

Or, nous pouvons mettre en facteur dans la A" ligne de P
(h=1,2,...,5), ' dans la s + k*™(h=1,2, ..., 1), 2"+,
soil en tout x 4 la puissance

r+r4+1+...+r+s—1-+=s4+8s+14... 4+ 2r-s—1.

et nous voyons finalement que le polynome «,_; contient en facleur
une puissance de o d’exposant

Ti=r+7r+i1-+..+r+s—14+s+s+i4+...+r+s5s—1
(P A= 1) = (L2 P S — 1) =S (1 1)

Nou s avons donc

T2rs— (r4-s—1)=(r—1)(s-—1). T20r—1)(s ~).

GSh—(r—1)is—1)
et, si nous considérons des axes normaux,
pSh—(r—r1)(s—1)

ReMARQUE. — D’aprés ce qui précéde, pour que le sous-résultant coin-
cide avec le résultant, il faut que tout point commun auzx dewrx courbes
de base soit simple au moins pour l'une d’elles. D’apres ce ‘que nous
avons vu plus haut (Chap. II, n* 1), cette condition est aussi suffisante.

Pour que = soit exactement égal a (r — 1) (s — 1), il faut, d’aprés ce
qui précéde, que le mineur g soit exactement divisible par 20—,
Or, nous avons, en désignant par

i

o
-d

I

)f f =hpx+ e 2Ty A T A
L —
2 /‘ _ l‘.)

Yy, R T o e S S
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les polynomes homogénes de degrés r ct s dans fet g

S S ¢ T ¢
he oo 0 il . !
un(z) o . hy Nhpy hpoy o ... 1O
a1 =0 /'I."'ﬂ e /.,2 /'.l i . < . 0
/-‘ /-‘I |} O
. .
0 ks by
b, | 0 0
h, , . 1 0
o e, Ml by by, o
keoy oo Kk, ky 1 . .. 0
ke oo L .. ~ I .. 0
9 A . .ok

Ce déterminant 2 est un mineur d’ordre r 4+ s — 2 du déterminant de
Sylvester A des polynomes homogénes o, y. Or, st ces polynomes ont
un diviscur commun de degré supérieur ou égal a deux, ce mineur est
certainement nul. Donc :

Si les deux courbes de base ont en commun plusieurs tangentes ou
une tangente multiple pour chacune d’elles, on a, pour tout systéme
d’axes régulier,

T>(r—1)(s—1),
donc

e <<G=hk—(r—1)(s—1).

Par suite la condition nécessaire et suffisante pour que la limite 3 sort
atteinte, est qu'au point considéré les deux courbes aient en commun au
plus.une tangente simple pour Uune d’elles.

St les deux courbes ont en commun une tangente simple pour 'une
d’elles, 1e déterminant 6 n’est certainement pas nul. Donc dans ce cas,
tout sysiéme d’axes régulier est normal.

Si enfin les deux courbes n’ont aucune tangente commune,
¢ 5% 0 exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les axes



266 P. DUBREIL.

soient normaux. On peut donc, Oz étant donné, trouver les positions
non normales de Oy. Ces positions dépendent uniquement des
nombres /iy, k;, c’est-a-dire des faisccaux de tangentes des deux
courbes au point O.

CHAPITRE 1I1.

CALCUL DE L'EXPOSANT.

1. Considérons trois courbes sans partie commune
@iz, )) =0, 0. (z, ) =0, 0,(z, 1)=0

admettant I'originescomme point multiple d'ordres r,, r,, r;. Soient
m,, m,, m,, les idéaux :

m = (5?(7 (?;r.(Pn)y mzz((sz (Pii?l)? m;:(CP;;, (?,(Pg).

Solent enfin ¢4, ¢,, ¢, les exposants des composants primaires g,
42, 4, des idéaux m,, 1112, m,.

Tueorene 8. — Un seul des nombres ¢, ,¢., ¢, ne peut pas étre supérieur
aux deux autres : deux d’entre eux sont nécessairement égaux et leur
valeur commune est supérieure ou égale aw troisiéme.

Désignons par m I'idéal (¢, 0,, 9,94, %, 9.). Nous avons
m C m;
quel que soit Z, et par conséquent
m C [my, m;]

quels que soient Z et J.
Inversement, considérons un polynome Fappartenant afm,,m,]par
exemple. Nous avons

F:U1<?| + Vi0,0,=U,0,+ Ve‘?:«’?u
d’ou
@ (Uy—V,0,) = 0,(Uy— V,9),
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et, puisque o, et 9, n'ont aucun diviseur commun

U~ V.p,=V,9,.
d’ot1 enfin
F=V ¢.9,+ Vy0,0,+ Vig9,Cm
et ' i
fm,, m,] < m,
done
(1) [my, m)=m=[m, m;]=1[mg, v, ],

Cela étant, soit g le composant primaire de m au point O. Larela-
tion (1) entraine

(2) a=1[a. a;].

Soient alors 5,,45,,5, et o les ordresde mulliplicité respectifs de la
racine x = o pour les sous-résultants, en axes quelconques, desidéaux
m,,m,, uy, et m. En vertu de la relation (2), o est égal au plus grand
des deux nombres g;, ;. Soit alors, dans le cas ol les o; ne sont pas
tous égaux, 4, le plus petit d’entre eux (ou I'un des deux plus petits).
G est égal & 5, et & 5, : ces deux nombres ne peuvent donc pas étre
différents.

En prenant des axes normaux pour les trois idéaux m,,m,, w,, nous
obtenons le théoréme énoncé. De plus supposons que 'on ait ¢, > ¢4,
et choisissons des axes normaux pour ['idéal m,. Nous avons

Ty7= Py > 32033
donc

T1 =0 y==Py= 0.

et, par suite, les aaes sont normaux aussi pour m,.
’ ’ ]

2. Supposonsle polynome g décomposé d’une maniére quelconque :

‘ A= &1-&u. .. ;.'4
Considérons les idéaux '
m=(f.81-&2 Si-1- S K0 &) (U=1.2, ..., k),

posons : ,
: g=0(f-81 & St -Kore & ) =T +5~14 M,

o=0(f &1 & Bt Stare e Kt ) =T + 5 —1+ P,
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et supposons les notations choisies de maniére que 1’on ait
M2 M2, .2 M
Tueorkne 9. — 1° St M|, >M,, lexposant 5 du composant primaire
de l'idéal (f,g) en O a pour valeur :
o=r+s—1+ M =p\;

si de méme ,
P> P2 Pz

ona
g=r+s—i+ P, =0,
2 87
M=M,=...=M>M,,2...,
on «a

plr—4+s—1+ M =g\,
1° Supposons M, > M,. Posons
pz:p(f.é"m cKigoe e Sl S Bue s B0)-

Nous avons ¢, == ¢/,. Supposons démontré ¢;==2¢), et montrons quel’'on
a aussi ¢;., = ¢. Appliquons le théoréme 8 aux courbes

O =f Birre o Kk Q=K Ka K 0= it
nous avons les trois exposants

On a donc o SR S
Pivy =Py,
d’ou finalement
p=pi
L.e m¢me raisonnement s’applique aux nombres 5. En particulier,
si M, > M,, on voit qu’un systéme d’axes normal pour I'idéal m’ est
normal pour I'idéal m car les relations

M,>M,  P,=M,, M;2P
entrainent
P, > P;;

donc
c=q,=0,=p.

2° Supposons

M):M;:. =M > M‘oc+1_:-. N l\l"j> Nl’p_,_l .
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Comparons les nombres ¢\, ¢. et ¢,, en appliquant toujours le théo-
réme 8. L'égalité ¢/ =, entraine ¢, g, Siaest plus grand que 2, et
sil'ona¢, < ¢, on conclut gy =1:,=4¢|. Sig,=0p), on a seulement
¢+<¢,. En poursuivant le raisonnement, nous voyons que les nombres
Ciy £uy -« -y 0s SODL tout au plus égaux 4 ¢, et qu'il n’y en a jamais
deux de suite qui lui soient inféricurs. Si ¢, est supérieur & o/, ,,
NOUS aurons ,., = g,; 4 partir de ce moment, tousles o; serontégaux
& ¢,. En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que I'on
aitp =¢/ est que ¢, soit ¢galag).

Si ¢, est inférieur ou égal & ¢, la suite des nombres ¢, ..., ¢4
posséde les mémes propriétés par rapport a ¢, que la suite des nom-
bresz,, ..., o, par rapport a ¢,. Et le raisonnement se poursuit’ ainsi
de proche on proche.

3. Désignons par D,, D,, ..., D; les droites (distinctes) dont se
compose le faisceau des tangentes communes en O aux courbes fet g.
Nous pouvons remplacer les polynomes f et g par des polynomes
décomposés

.7:/0./1/:// A=Fo By B 8ns

tels que les courbes f,, g,, comprennent respectivement toutes les
branches de /et de g qui ne sont tangentes 4 aucune des droites D;,
les courbes /3, g;, toutes les branches de f et de g qui sont tangentesa
la droite D;. Posons

Ji=l1fe  si=gi5

et désignons par 7, s;, les ordres de multiplicité du point O pour les
courbes /i, g;. Soit
p(Sfis &) =ri+si—1 4+ M,

d’ot, en vertu du théoréme 7,
o(fy gi)==r -+ si— 1+ M, o(fhs g)=7r-+5—14 M9,
Tueorine 10. —On a
pUfy g)=r+s—1+ MY,
st l'on suppose les notations chotsies de maniére que U'on ait

MW M2>, > Mk,
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On a, toujours en vertu du théoréme 7,
o(f, Zo)) =1 4 S8 — 1+ M),
supposons que l'on ait
([, oo &) =1+ Sg-+.8 ...+ 85— 1+ M
et établissons 1'égalité analogue pour l'indice 7 + 1. On a

oSSy Hore o L) =p([y o+« 51) ~F St
= Sy S e Sy — 1+ MO,

CSGo&re oy Graa) =1 = Sy 8 . oo A= §py — 1T~ M)
1Sy 8§y S — 1 MU
d’ot, d’aprés le théoréme 8,
PUSe guty oo o 18 ) S0 4 Sy 8 A= oo S5 S0 — L= M,

Mais on a aussi, d’apreés le théoréme 7
? b

ol Bkt gigim) 2 02 1) F 8-k Sk Sy
=r S8 A 8 Si — 1~ M,

En poursuivant le raisonnement par récurrence, nous arrivons a
Végalité
o(f, )y=r-+s—1+ M0,
Ce théoréme nous donne la valeur de ; dans un cas particulier
important :

Tutorene 14. — Si chaque tangente commune aux dewx courbes con-
sidérées est smple au moins pour l'une d’entre elles, ona

p=r+s—1t-+N,

N désignant la plus grande des sommes des ordres de contact d’une de
ces branghes simples avec toutes les branches de 'autre courhe qui lui
sont tangentes [N=M""].
En eutre, sil'on a
' N=N,>N2N;2. ...

N; désignant les sommes analogucs pour les autres branches simples,
tout systeme d’axes régulier est normal. En effet, 'une des courbes f,,
81, par exemple g,, est d’ordre 1 au point O. Donc (p. 246) tout sys-
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téme d'axes régulier est normal pour les idéaux ([, g,), (f, g,
(f8',& ). Mais on a

a(gys fo)Sr+s—14+Ny<ao(fg,, $1)=r+s—1-+N,;
donc »
U(J 313|)—7(fo"31 ——""*""“‘"‘*‘lep( 35’(0"1)

D’une maniére plus générale on peut énoncer le théoréme suivant :
Tukoreme 12, — St l’ona
M Mz Mo,
et st les courbes A, B, définies parle sous-résultant
xS = A, [+ B.g, )
n’admettent pas en O d’autre tangente que la droite D, tout systeme
d’axes régulier normal powr l’idéal (£, g), est normal pourl'idéal ( f, g).
Il suffit de montrer que les axes sont normaux pour I'idéal

(Sro i 80 &) =50 &)

o(& fo)Sr+s—1+-Ma<r s —1- M,

On a
Posons
p=0o—+¢ (g'20),

on passe de 'idéal (f,, g) alidéal (f, f.g,, &) en multipliant £,
par un polynome F= /' g, d’ordre r,, tel que les courbes F=0O,
f1 = O n’aient aucune tangente commune. Soit

9=o
I’équation de la droiteD,. Nous avons

Sd=e lalmen B {=em

et |F} n’est pas divisible par 2. Soient
Ry=amtst=2S, = UF + Vg,
Coy==/Iy+ 8§ —1—¢ (e20), .
R =uS(z)=AFf,+ Bg,
R,=A, Si+Bg=an8S ().

les sous-résultants des idéaux (F, g), (Ff,, g1), (f1,81)- U est un

Journ, de Math., tome 1X,— Fasc. III, 1930, 35
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polynome d’ordre s, — t —¢, el {U} n’est pas divisible par ¢. Le pro-
duit R, R, étant un multiple de R, le polynome A est défini parla
division de A, U par g, suivant les puissances de y

(3) AU=0Qg +a*H(z)A(r, )) [H(0)zx£0]

avec
o=p+ 0 — ="+ 8§ —1+ M 45 —1—
—[re+ri+s—1+M—gl=5 —1 —e+¢.

Supposons que I'on ait ¢’ 2 1.

Dans I'identité (3), les trois termes ont nécessairement le méme
ordre : si A,U était d’ordre supérieur aux deux autres termes, { A} qui
est d’ordre <5, — 1 devrait étre divisible par ", Si Qg, était d'ordre
suplrieur aux deux autres termes |A,} n’¢tant pas divisible par =,
(U} devrait I'éire par %, ce qui est impossible puisque U est d'ordre
5y — 1 —e < a. Enofin si 2*A (2, y) était d'ordre supérienr aux deux
autres termes, le produit {A,}{U} devrait étre divisible par 2™, ce qui
est impossible puisque { U} n’est pas divisible par ¢, et que {A | Test
sculement par ¢,

Cela étant, A est d’ordre

Si—i+§—1—e—oa=—§ —1—¢;

mais d'autre part, en vertu toujours de I'identité (3), {A} doit éire
divisible par »"', ce qui est impossible si ¢’ 2 1.

Remarque. — L’hypothése relative aux tangentes aux courbes A,
B, est vérifiée d’elle-méme si O est point simple pour I'une des courbes
S, & . Dans le cas général, on peut donner des exemples montrant que
cette hypothése est indispensable (").

(') Ainsi prenons
Sr=yi42uty — a2t K= )2— a2,

o F=flg =1+ 2xy+a*(1—2z").
na

Al=x2(1— a2%) + 1), U=z —2y,
(3) AU=—fg+a2(1— x> — fa'+ 2xy) =— f g, + 2*A,
la courbe A = O ne passe pas par I'origine et I'on a

o=2~5, p=7.
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A. On est ramené, par ce qui précéde, & I’étude du casou lescourbes
de base /=0, g=10, ont toutes leurs tangentes confondues avec une
méme droite. Un nouveau théoréme permet de se limiter au cas plus
particulier ot l'une de ces courbes, ou méme toutes les deux, n'ont
en O que des systémes circulaires d’ordre 1 : on peut alors les rempla-
cer par des courbes décomposées en branches simples. Un changement
de variables de la forme

= a)‘,

Il

y=mn,

ou % désigne le p.p. c.n. desovdres des différents cycles pour les deux
courbes données, transforme ces courbes en deux aulres n’ayant que
des systémes circulaires d’ordre 1. Désignons par ¢, et p; les nombres

pe==p(S(rs ) gl ) pr=p(f(E n), 28, 0)).

Tutorime 13, — St les axes sont réguliers et normaux pour 'tdéal
(f(xay)’ (x:)’)) ona
pe=p.c-
Soit

afeS(@)=Aa, y) [(r, 3) + B, ))&, y)

le sous-résultant de I'idéal (f(z,y), g(«,y)). Le polynome B est
d'ordre r— 1 ct {B} n’est-pas divisible par z. Par suite B (&, ) est
également d’ordre r — 1 et l'on a

B2, 0) }=Car,
C étant une constanle. Le polynome
§exS(2) = M(Z ) f(2 1) + B(Z ) g(Zh )

est donc le nouveau sous-résultant, les axes sont encore normaux et

nous avons
or=hp..

Remarque. — Si les axes ne sont pas normaux, ona

_ PE<< Apus
en effet, nous avons toujours

o= o< Mpas

le polynome B(x,y) est d'ordre {=r—1—~(p —g). Le polynome
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B (¥, ;) estd’ordre au moins égal (supérieur si { B} est divisible par z).
Nous avons donc
Pg— kS pu— 3.
et :
Pig (7\ — I)U,p‘{" P < )\P,c.

8. Supposons que toutes les tangentes des courbes f et g au point O
sotent confondues avec une méme -droite D ; et que ¢ admette seulement
des systémes circulaires d'ordre 1. Nous pouvons décomposer g en
branches simples,

= 1/ £ 1>

(r " .
» EARE-L R L)

si N;, ©; désignent les sommes -des ordres de contact de g; avec f
et g182...8i—18i -85 DOUs avons, avec les notations du théo-
réme 9, '

M= 1= N,+ 0.
Par suite :

Tugorene 14. — 8¢ Uun des nombres yy=r—+s—14+ N, 4+ 0; est
supérieur @ tous les autres, il donne la valeur de ¢, et les azes sont nor-
mauz. Dans tous les cas, le plus grand, v, des nombres v, donne une
limite supérieure de .

Cette limite y peut effectivement ne pas étre atteinte : il en est ainsi,
notamment, lorsque g posséde des branches multiples, car alors cer-
tains des nombres ; sont infinis, et il en est de méme de y. Nous
allons voir qu’on peut remplacer la limite y par une autre meilleure,
généralement atteinte, toutes les fois que plusieurs branches de g ont,
avee toute branche de f, des contacls de méme ordre.

6. Nous supposons maintenant que les deux courbes n’admettent
que des systémes circulaires d’ordre 1.

Nous dirons qu’une courbe v forme un faisceau par rapport a une
courhe florsque deux branches quelconques de y ont, avec n'importe
quelle branche de f, des contacts de méme ordre. Soit v I'ordre maxi-
mum de contact d’une branche (quelconque) du faisceau avec une
branche de /: le contact de deux branches du faisceau est d’ordre au
moins égal 4 v. Inversement, si nous adjoignons 4 un faisceau y une
branche I' ayant avec une branche de y un contact d’ordre § supérieur
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@ v, yI' constitue encore un faisceau par rapport a f. Il peut n’en étire
plus dc méme si 0 est égal q v.

.Nous pouvons <l|stmguer dans f 'ensemblc ¢ des branches qui ont
avec une branche quelconque de y un contact d'ordre maximum v; il
contient plusieurs hranches, ¢ forme un faisceau par rapport a y. Nous
dirons encore que o forme un faisceau s'il ne contient qu'une branche,
réservant lc terme de faisceau véritable au cas d'un faisceau contenant
plusicurs branches. Nous dirons que le faisceau ¢ est le faisceau
conjugué de v dans f et que les faisceaux ¢ et y sont séparés si I'ordre
du contact de deux hranches quelconques de v ou de deux branches
quelconcues de y est supérieur & T'ordre v du contact d'une branche
uelconque de 9 avee une branche quelconque de . Deux faisceaux
conjugués ayant chacun une seule branche doivent étre considérés
comme séparés.

Soient, par exemple, les courbes

[/

r'-_—_—_).'. o ,/1) -+ L,/'(I ):(, (./V:.’I/'/'i ':l:/H-I);

1l

')'2——.‘Ifl"”:() (‘),:iwu)‘

Ta

S ¢t g forment deux faisceaux conjugués si p £ n; dans le cas p < n et
seulement dans ce cas, les deux faisceaux sont séparés. Si n=p,
g forme encore un faisceau par rapport a £, mais le faisceau conjugué ¢
ne se compose plus que de la branche y =+ z"; ¢ et g ne sont pas
séparés.

Itudions d’abord le cas dans lequel la courbe gconszztue un faisceau
(véritable) par rapport ¢ f. Nous supposons la droite D avec laquelle
coincident Loutes les tangentes de /ou de g, prise pour axe des z, et
les équations de f et de g mises sous la forme

J=a,+ a,y +...4+dd )+ yr=o,
§=2by+ b,y 4. - by T+ =0,

ol les a el les b sont des polynomes en x. Soient v 'ordre de contact
maximum d’une branche de g avec les différentes branches de f, r,
'ordre du faisceau conjugué o de g dans £, N la somme des ordres de
contact d’une branche de g avec les branches de f.
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Une transformation de la forme
")' == Y‘ - (l)(-’l/'),

ol ®(z) est un polynome nul pour & =o0, ne change pas le sous-
vésultant des polynomes f et g; elle ne change pas non plus, dans les
polynomes A et B, les coefficients des monomes qui ne contiennent
que y; en particulier, elle laisse subsister la normalité ou la non-nor-
malité des axes. Par une telle transformation, on peut se ramener au
cas ol ]'une des branches de la courbe g = o coincide avec ladroite D :
le polynome b,(x) dans 'équation de g est alors identiquement nul.
En outre, on peut mettre, dans b;, ' en facleur & une puissance au
moins égale & (s —i)(v 1), cerlainement supérieure si g et ¢ sont
deux faisceaux séparés. Posons

(4) : by== abs=—i o0

De méme a, contient x en facteur & une puissance exactement égale
a r-+N. @ est la somme des produits r —i & »—1i des racines de
I'équation f= o considérée comme équation en y. Chacun de ces pro-
duits est au moins d'ordre N+r—i(v—+1) si £<r, d’ordre supé-
rieur si £ > r,;nous pouvons donc poser
(5 @ == N+ gl
a; étant un polynome, nul pour z=ost i >r,.

Soit

Ry (£)=288,(r) = A, (2, ) J (o0 ) + Bi(y ) g(. )
' (S (0)Z o0, h=s(r+ N)],

le résultant des polynomes f, g3 nous avons

Ay @ vv ceie . ... L O ... O
o a, L o
.
0o o 4, I
R, (#)=|
o b, ... by v ... 0 0o ... 0
o 0o ... beyby.... 0 0o ... 0
0o o o o b 1
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En désignant par o, «,, ..., %, 3y, 81y -+.y Br—1, les mineurs (avec
leurs signes) relatifs aux éléments de la premiére colonne, nous avons

A, y)y=a+ o) .o 2 )
Bl(.l,', ﬁ]') = f)" - {313! 4 ﬁl._ljrl'-l’

R, () = oty
et nous obtenons le sous-résullant
R(z)=a7S(r) = A (e ) [+ B, )8 [S(0)Z o]

en divisant R, () parle p.g.c.d. des polynomes «;. Si 2~ est la puis-
sance de « qui se trouve en facteur dans ce p.g.c.d., nous avons

c—=hk-—1.

Pour avoir une limite inférieurc de 7, remplacons dans RR-el dans
scs mineurs les @ ct les b par leurs expressions (4) ct (5) en fonction
des a' et des &'. Multiplions la premiére colonne par 1, la deuxiéme
par &', ..., la p* par zrv+", .. .. Désignons par «; le mineur
déduit de o; par la substitution des a’ et des &’ aux a et aux 4. On voit
sans peinc, comme au n° 8 du Chapitre II, que «; est égal au produit

de =; par une puissance de  d’exposant

o= (s—1)(N+r—v—1)4(s—1—10) (v +1).

Nous avons donc
T2(s —1) (N 71—y —1),
d’ou
GENA I+ (s—1)(v+D)=r—+s—1+ N4+ (s—1)v.

Nous n’avons fait aucune hypothése sur la normalité des axes. En
les prenant normaux, nous obtenons pour ¢ la limite supérieure

N

pS0=r+s—14+N+(s—1)v,

limite qui est, comme on le voit, indépendante des ordres de contact
mutuels des différentes branches du faisceau g. Si deux branches quel-
conques de g ont un contact d’ordre seulement égal & v, la limite &
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coincide avec la limite précédemment donnée
y=r—+s—1+N+0,

et 1l est intéressant de remarquer que ce nombre ¢ reste limite supé-
p
rieure de ¢ lorsque le faisceau g « se resserre » d'une maniére quel-
)
conque.
Une condition suffisante pour que la limite ¢ soit atteinte est que le
polynome a,_, () soit divisible exactementpar ="~ ou encore

que le nombre
== oty (0)

ne soit pas nul. S'il en est ainsi, les axes sont nécessairement nor-
maux (') et la courbe A=o0 (ou B=0) n’a pas d’autre tangente
que Ox.

Cette condition est également nécessaire. Supposons, en effet, que
['on ait, £ ayant toujours la méme valeur (*), «_, (o) =o0. Si l'ordre
du polynome A est encore s —1, les axes sont normaux et 'on a
o=0<8. Sile polynome A est d'ordre ¢<s—1, il contient un
terme en x'y’"(0<h<q); le polynome «,;(x) étant divisible au

moins par
S VNP = )iy R)(941) ,

nous avons

oS~ [(s—1—qg+2)(v+1)—1]
et, par suite, .

om0 +8§—1—qgS0—(s—1—¢)(v-+1)—Ddv<<d.

Remarque. — On voit notamment que, lorsque la lumute 3 est atteinte,
tout systéme d’axes régulier est normal.

- Nous avons, en désignant par «, 0’ les valeurs de @', & pour z=o,

() Les axes sont nécessairement normaux tant que o, est divisible par une
puissance de « au plus égale & (s —1)(N 47 —v —1)+v.

(%) 11 suffit pour cela que I'ordre du contact d’une branche quelconcque de g,
avec une branche quelconque de f, conserve la méme valeur lorsqu’on attribue
aux coefficients des valeurs telles que «;_, (0)=o.
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et en remarquant que «; = o pour { >,

o —
ay, 1, @y, 0
—_— —_— —
L P o o
0 a 74 a. a,
‘ Lo dy A, @y ver dpy cee O
m={(—1)""| = — -
O B T v e e o )
0O v e Wy by v Lo 00 0 ,
0 .. 0 Dy e o L 145
— — S \
a, o, . . o 0
7, @, a, O .
— . _
==yt 0 e Ty T T,
b, | 0 /
. ,']
T P | \

Nous pouvons remplacer la courbe f par une autre décomposée en
r courhes simples d’équations

ry+Pxy=o0,+ yP,(e)=o, cees 3= Py(x) =o.

Danslesystémed’axes primitifs[avantla transformation y = Y — 9 ()],
Py, Py, ...; P, désignent les différences Y —Y,, ..., Y—Y, oules Y,
et Y sont les fonclions correspondant aux diverses branches de fet a
la branche de g considéréc. Posons

Pt Prr s o 0o V () == ¥+ (),

nous avons ¢(0) =v=z=0. Si.r=r,, on doit prendre ¢=V=1. Si
nous désignons par

Q= My AU Y A Uy YT A ),
Péquation du faisceau ¢ conjugué de g dans f, et si nous posons

() == e (Y U= ui(0),

Journ. de Mat/L.; tome IX. — Fasc. 111, 1g30. 36
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NOous avons

7’2:’71,'"5

et, par suite, en désignant par o' le nombre w relatif aux courbes g
et o,

0= o',
Ainsi, lorsque g forme un fatsceau par rapport a f, il faut et tl suffit
pour que la limite ¢ soit atteinte pour U'idéal (/, g), que la limite ana-
logue 3' soit atteinte pour l'idéal (7, g8), v étant le faisceau conjugué
de g dans f. ,

Il en est ainsi lorsque 1'un des faisceaux g ou ¢ posséde une seule
branche, et plus généralement, comme nous allons le montrer, lors-
qu'ils sont séparés.

Dans ce cas, on a, en effet,

- _,
7T P T
. —- _,
W, T, . W
! N— . —_—
o'=(—1)" o 7, 7}
0 .. ... 0,

Or, tous les polynomes I’,, P, ..., P, ont méme partie principale,
uz'™', donc
u,= Cium=i,

Chur— Craun— .. Citun—+
, . u' Chuv .. Gt
0y —— ( _ l)“ -1
o S " Ch ot
"

= (— 1),
cn posant

j 2 n
1 N

I Apy e ary

_Dr,,ll: O 1 e C;l‘—ﬁ .

1
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Ce qui précode est encore valable dans le cas s2r,, 4 condition
de poser (), = o pour n > m.

.

On voit sans peine que 'on a
“r'hn = “/'l-l-x,/: - I)/-,-l-l,/l—ls

ce qui, en remarquant que l'on a

|.),.l‘, o= C,'.“ D, =1,
donne
D, ==l
et finalement,

el vty 1 1
NN R RN TR II(A;n:._l,'<.;___|.

Dans le cas oi f se réduit au faisceau 7 et forme avec g un couple
de faisceaux séparés, nous avons

N=rv, p==(r-4-5—1)(v+1),

expressionparticulierementsimple, dontlaforme est facile a expliquer.
Considérons le cas ol / est une courbe r-uple, & une courbe s-uple
dont on peut ramener les ¢quations a la forme

(r—X)=o, yi=o,

ot X est un polynome en x d’ordre v~ 1. Si nous considérons X
comme une variable indépendante, nous obtenons deux droites mul-
tiples, pour lesquelles I'exposant a la valeur r -4 s — 1 el le sous-résul-
tant 'expression

Nr=s=1 SN = N(XL ) (0 — X)) BEXL .

et I'on peut vérifier (') que les axes sont normaux. In remplacant X
par sa valeur en fonction de x, on obtient le nouveau sous-résultant,

de sorte que l'on a ‘
= (r—4s—1)(v-+1).

St les faisceauz o et g ne sont pas séparés, la limite ¢ peut ne pas

(") En réalité, cette vérification reproduit, dans un cas particulier simple, le
calcul précédent.
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étre atteinte. Considérons, par exemple, les courbes

S=ar = =o. F=)1"=o0;
posons -
: 2" =X, F=)y—X=o. G=)r=o.

‘n considérant X comme variable indépendante, nous avons, pour
9 4 Al
l'idéal (17, G),
P=r+s—1,
d’ott ne résulte pas
o=(r—4s—1n.

mais seulement
D (r--s-—1n.
car les axes, en général, ne sonl pas normaux pour l'idéal (I¥, G). En

posant
s=pr+-s (18,20,

on a l'identité
Nty [ X0 Xt yrge e 0] (37— XY 4 37701,
ce qui donne, pour l'idéal (/, g),
G=(p+Nnr, p=g 48§ — 1= -4-s—n — (s, — 1 {n—1).
Par suite, lalimite ¢ est atteinte, et les axes sont normaux si I'on a

s=1 (mod )

et seulement dans ce cas. Si

§== 0 (mod .
on a .
D=r-85—1-4-8(n—1)=r+s5—1+4 N,

oii N est la somme des ordres de contact d'une branche de f avec les

branches de g: la limite inféricure de ; se trouve donc atteinte. Dans
le méme cas, 5 a pour valeur

G—1s =S5 4 N.

Cependant, la limite supérieure < est, en général, atteinte, c’est-
-a-dire qu’étant donné I'ensemble des ordres de contact respectifs des
branches de f et de g, on peut toujours trouver des courbes f et g
présentant ces ordres de contact et telles que I'on ait p =¢.
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Supposons d'abord en effet ue, g et » étant primitivement deux
faisceaux séparés (véritables), on remplace dans g une branche par la
courhe simple y d’équation

,J' —_—— '/“l.v-rl - 'l.'I-Q-‘.’( ‘);
on a alors

/7,.—../7._,::. ..::/—/.f‘.__i—_:(;, he . =»

et @' a pour nouvelle valeur,

Clur=r .. ....... 1o o .
, . 0 ' Gl i
o) = (— 1) N
0 7. I 0
0 ./ I

polynome P(2.) de degré r,— 1, dont le terme constant est la valeur -
de o' dans le cas des faisceaux séparés, et dont le terme en 72." a pour
coefficient, au signe pres,

Crom s,
Ce polynome admet donc r, — 1 racines différentes de o : %y, 7., ...,
> de plus, ces racines sont toutes différentes de u. En effet, pour
7.=u la branche y de g aurait avec les branches de = des contacts
d’ordres v + u;(u;21). On aurait alors
ry
k=s(N~+7r) —+—2 i

i=1
D’autre part, ¢ aurait pour valeur
"y
r+§—t-~N +(s—1)y -}-2 [1E8

i=lI

car, en désignant par g’ 'ensemble des branches de g autres que v,
nous avons
o{f. VS r+s—1+N+v+(s—2)
: 5
i - Q
<olfeg' pN=r+s—1+N4+(s—1)y +Z‘U"';

i=1
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donc
o( [ ey =p(Js' )

on voit alors que la différence ==k — ¢ est toujours égale i
(§—1)Y(N+4r—v—i),

ce qui exige ' = o. Par suite, les racines 7,, ..., 7,,_, de P(%) sont
différentes de u et de o;'attribution de la valeur de 'une d’elles & A
‘ne modifie pas les ordres de contacl et entraine ¢ < <. Pour toute
autre valeur de 7. (non nulle et non égale & u), ¢ est égal 4 c.

« Si les faisceaux conjugués w el g, véritables et non séparés, sont
quelconques, 'un d’entre eux contient un couple (i de braneches ayant
un contact mutuel d'ordre v seulement ; on peut supposer que ce fais-
ceau est g et que les deux hranches en question ont pour équations

Y=o, y=— Joa =l et

w' est alors égal & un polvnome (Q(7.) de degré r, —1 au plus. En’
dehors du couple C, il peut exister dans g el dans ¢ d’autres couples
de branches ayant un contact d’ordre v; la différence des ordonnées
correspondant aux branches de ces couples est alors de la forme
na't'. ... Les coefficients du polvnome (%) dépendent de u et des
paramétres u.; en prenant ces parameétres assez petits en valeur absolue.
on peul rendre les coefficients, donc aussi les racines de Q(7.), aussi
voisins qu'on veut des coefficients et des racines du polynome P(%);
Q(%.) aura alors des racines différentes de zéro, de « et d'un quel-
conque des u. (ce qui est nécessaire, car autrement l'ordre de contact
de deux branches de g pourrait se trouver modifié). On peut donc
toujours choisir 7 de maniére que I'on ait, soit o' =0, ¢ =2¢, soit
w'=o0,:<06 :

Dans le sous-résultant, 2° S(z), considérons le coefficient 57 = S(0)
du terme en 2. Nous aurons besoin par la suite de la valeur du quo-

. (s, v . . .
tlemé- Cette valeur est invariante par toute transformation de la

forme:
y=Y —d(r [(®(0)=0].

Dans le cas des faisceaux séparés, on a, en supposant b, = o,

29S8 () = a7,
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«, est d'ordre 2 — (N +r)=(s — 1) (v+1), etl'ona

gy (0y=ar", w =)= (vur)
donc
(“ 1)t (;;:—::r¢l

grap? v

(s)
&

. \ . . . ¢
Cette formule montre qu'il est possible de modifier la valeur de E,'

sans I'annuler, en modifiant seulement, par exemple, les branches du
faisceau o, modification qui n'altére ni les ordres de contact, ni la
valeur de ¢, mais seulement celle de «.

[l en est de méme lorsque les faisceaux o et g ne sont'pas séparés.
Si d’abord, dans ¢ et dans g deux branches seulement, appartenant par
exemple 4 £ et ayant les équalions y = o, y =—7a"*' ... ontun
contact d’ordre v, on a :

) (— )1 P(7)

& e (e — )"

. w5, ; . - .
et puisque P () o, édepend effectivement de 7.. Un raisonnement
analogue a celni qui a été fait plus hant montre que dans le cas de
. ' . . o
faisceaux non séparés, on peut modifier la valeur de -'E-,, sans I'annuler,

par une déformation des branches des faisceaux et g, n'altérant ni
la valeur de ¢, ni les ordres de contact.

Enfin, nous devons encore examiner le cas o I'un des faisceaux o
ou g ne contient qu’une seule branche. Si par exemple s =1, et si ’on
raméne les équations des branches de g et de ¢ & la forme

g y=o, YLy 4N+ ) =0 (f=1.2.....7)),

on obtient

O i

-,
(o LN (PN

et nous voyons cue, dans ce cas encore, les déformations considérées
‘

permettent de modifier la valeur du rapport z—;-

7. Sila courbe gne constitue pas un faisceau par rapport 4 /f, nous
pouvons la décomposer en faisceaux distincts g, g, . .., g, par rap-
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port & f, tels que 'ensemble de deux (uelconques d’entre eux ne soit
plus un faisceau. Posons

&

. 9 . g  ——— 9 .l
BI=K1820 e e 81— o 81100 Rk (&=gi%1).

Tukorime 15. — g, forme un faisceau par rapport @ la courbe

J& =

Il suffit de montrer qu’une branche quelconque y' de g/ a des con-
tacts de méme ordre avec toutes les branches de g;.

Soit v;'ordre de contact d'une branche de g; avec une branche du
systéme conjugué y; (') dans f. Siy'a avec une certaine branche, v,
de g;un contact d’ordre . in/érieur 4 v;, toule hranche v, de g; a avecy’
un contact d’ordre u. également. Si ¥’ a avec toute branche de g; un
contacl d’ordre au moins égal a v, cet ordre ne peut en aucun cas éire
effectivement supérieur a v;, car alors I'ensemble de g, et du faisceau g;
contenant y' constituerait un faisceau. Nous voyons ainsi que, dans
tous les cas, ¥ a avec toutes les branches de g; des contacts de méme
ordre, au plus égal a v.

Ce théoréme va nous permettre d’obtenir la valeur de ¢ par un rai-
sonnement analogue a celui qui a ét¢ fait pour des courbes simples
(théoréme 9), puisque nous avons déterminé dans I'étude précédente
une limite supérieure, généralement alteinte, des nombres

pi=p (f&h 51). .

Mais afin d’obtenir des résultats plus précis, nous devons faire
quelques remarques supplémentaires sur la décomposition de la
courbe g en faisceaux. ,

Le systéme conjugué {, de g; dans fg; peut comprendre, outre g,
un certain nombre de branches de g/. Lessystémes conjugués o;, o; de
deux faisceaux g;, g; différents peuvent avoir des branches communes.
C’est ainsi que pour les courhes '

[=—a) (y+a)=o.
= ('): — .1!") (), — Z'}) (), S ) ) ()‘ — X I"’) —o,

(') @i est un faisceau par rapporl & g, mais non en général par rapport 4 g.
Aussi parlons-nous maintenant de systémes conjugués.
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on a

=y — ) (y - -ty Y, ==, 9, ::f, 4’1 = [

==y —at— ) (y =t ), w=a. ==

Considérons deux faisccaux uelconques gy, g, el leurs systémes con-
jugués o, et o, dans /.

Tutorivne 6. — S deux systemes conjugués o, et 5, ont une branche
commune B, 'un d’entre cuzx est contenu dans Uautre. St l'on a par
exemple v, 2v,, on a 2, @, et v, >v,. Enfin Uordre de contact d’une
branche de g, avec une branche de g, est égal a v,.

Toute branche de g, a un contact d’ordre v, avec ®; d’autre part,
deux branches quelconques de 2, ont entre elles un contact d’ordre au
moins égal & v,Zv,. Donc toute branche de 9, a avec toute branche
de g, un contact d’ordre an moins égal a v,, mais par ailleurs au plus
égal 4 v,, puisque aucone branche de / n’a avec g, un contact d’ordre
supérieur 4 v,. Ainsi, loute branche de 7, ayant avec Loute branche
de g. un contact d’ordre v,, appartient 4 ¢, : 3, .. )

Cela étant, si I'on avait v,=v,, on pourrait montrer de méme
2. %y, et par suile les systémes 4, , 3, coincideraient. De plus, toute
branche de g, on de g, aurait avec loute branche de 7, ou de o, un
contact d’ordre v, = v,, et avec une branche 4 de f n’appartenant pas
4 %, un contact de méme ordre 1.(< v,) qu'une branche (quelconque)
de 7,. Par suite, 'ensemble g, g, serait encore un faisceau. On a donc
nécessairement v, >v,. Enfin, une branche quelconque de g, ayant
avec une branche de 2, (C 4.) un contact d’ordre v, < v,, a avec toute
branche de g, un contact d’ordre v,.

Nous dirons qu’un faisceau g; est principal quand son conjugué o;
dans / ne contient véritablement aucun autre conjugué et coincide
seulement, le cas échéant, avec des conjugués de faisceaux pour
lesquels v est inférieur & v;. Si un faisceau n’est pas principal, son con-
jugué contient au moins un conjugué de faisceau principdl. Il existe -
donc toujours au moins un faiscean principal. Les conjugués dans f de
deux faisceaux principaux de g n'ont aucune branche commune.

Lemme. — Siles conjugués o, o, dans f de deux faisceaux g, g

Journ. de Math.. tome 1X. — Fasc. 111, 1530, 37
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n’ont aucune branche commune, I'ordre de contact i d’une branche @,
de ¢, avec une branche ®, de ¢, est infériear & chacun des nombres

V|, "')0

L’ordre de contacl 7). de @, avec une hranche de g, est inférieur & v,,
puisque @, n’appartient pas & .. Et si 'on avait par exemple p.2v,, il
en résulterait 2 2>v,. :

Tutonkne 17. — Si le faisccau g, est principal, toute branche T, d'un
autre faisceau g, a avec toute branche de o, (ou de g,) un contact d’ordre
inférieur i v,.

Le faisceau g, étant principal, ou bien ¢, conlient ¢, sans lui étre
égal, ou bien il n’a avec lui aucune branche commune, ou bien ¢, et
%, coincident. Dans le premier cas, I', a avec toute branche de ¢, un
contact d’ordre v, < v,. Dans le second cas, I', a avec toute branche &,
de 9, un contact d’ordre v,; @, et une branche ®, de ¢, ont un contact
d’ordre w inférieur & v, eta v, d’aprés le lemme précédent : p. est donc
aussi 'ordre de contact de @, et de I',. Enfin, dans le troisiéme cas, on
aencore v, < v, et I'; a encore avec toute branche de 9, =09, un con-
tact d’ordre inférieur a v,. :

TueoriMe 18. — Le conjugué o, dans [ d'un faisceau principal g, est
lui-méme un faisceau, et un faisceau principal, par rapport i g. Son
conjugué est g,. Par suite [ et g ont le méme nombre de fuisceaux prin-
cipaux, associés en couples de fatsceaux conjugués.

Deux branches quelconques de 2, ont avec une branche de g, un
contact de méme ordre v,, et avec toute branche de ¢ n’appartenant
pas & g, un contact de mé¢me ordre inférieur 4 v, en vertu du théoréme
précédent. g, est donc un faisceau par rapport 4 g et son conjugué
est g,.

De plus, le faisceau o, = f, est principal, car s'il en était autrement,
g1 contiendrait le conjugué v, d’un faisceau f, de f, et I'ordre de con-
tact v, d'une branche de y, avec une branche de /., serait supérieur
4 v,.0ril est impossible qu’une branche de g, ait avec une branche
de fun contact d’ordre supérieur a v,. _

Soient g, un faisceau principal, /, le faisceau conjugué dans /. Il
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résulte du théoréme 17 que /, est aussi le conjugné de g, dans [g’.
De méme g, est le conjugué de /) dans g f;.

Tukorene 19. — g, étant un faisceau principal, les limites 3 relatives
auzx idéaux ([, ) et (fi, 8f,) sont égales.

Solent en effet r,, s, les nombres de branches contenues dans f,, g,;
N’ la somme des ordres de contact d’une branche quelconque de /| ou
de g, avec toutes les branches de g/, N” la somme des ordres de con-
tacl d’une branche quelconque de /, ou de g, avec tontes les branches
de /. Nous avons

OUfgy &) =r 48— 1+ N N9 (5, — 1)y,

3(fin gf ) =r 451N+ N 59 (r—1)y.

Tugorine 20. — La lenite 2= 2([s, gi) relative & un faisceau non
principal g; est tnférieure 4 la limite analogue relative ¢ un faisccau
principal g, dont le conjugué f, est contenu dans le conjugué [; de g..

D’une maniére plus précise, g, ¢étant un faisceau principal, soient
Gey &5y - - -5 & des faisceanx dont les conjugués o,, o, ..., 3, con-
tiennent /), les notations étant telles que 'on ait

,fic 53C ?;:Co'-c ?ll'

Considérons les nombres

Si=0(fgi & 0;=10(fgi &)
Sil'on suppose
12i<jih,
on a
'),-> ')‘,‘.

Soit en effet 7' I'ensemble des branches de /' qui n’appartiennent
pas & 9;; 'ordre de contact de 'une d’elles et d’une branche de g, est
inférieur 4 v;. Donc les sommes des ordres de contact d’unc branche
de g; et d'une branche de g; avec toutes les branchey de o’ sont les
mémes. De méme une branche de g; et une branche de g; ont avec une

“branchede ¢;..(j +2=j+1,..., k) descontacts de méme ordre v, ,.
Soit g’ P'ensemble des branches de g qni n’appartiennnent pas a g

ol
gy -+, gu Toute branche de ¢’ a avec une branche de g; un contact
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d’ordre ou bien inférieur & v;, et a par suile un contact de méme ordre
avec une branche de g;, ou bicn égal & v;, el alors elle a avec une
branche de g; un contact d’ordre supéricur ou égal a.v;. Donc la
somme des ordres de contact d’une branche quelconque de g; avec g’
esl supérieure ou égale i la somme analogue relative a g;. 11 ne reste
plus qu’a comparer dans 2, ¢, les termes ¢;, ¢;, correspondant au pro-
duit ¢;¢, ... g;. Soient s, le nombre de branches de g, . le nombre
de branches de 2,. Nous avons

U2 (8o e Sy = Si— VA 1)V (P 2D Yl S Vi e sjv==

/= T R e §;i—1-- riyvi<< lgl,‘.

8. La courbe g étant décomposée en fatsceaux g, &2y oy L
appliquons a cette décomposition le théoréme ¢). Soit

piITE P A S — 1

Pexposant de I'idéal (f g7, g7). Si'un des nombres g;, soit z,, est supé-
ricur & tous les autres, il donne la valeur exacte de . Si plusieurs des
nombres ¢; sont égaux ct supérieurs a tous les autres, leur valcur com-
wune est limite supérieare de 'z. Or, ¢n désignant par N, O; les
sommes des ordres de contact d’unc hranche de g; avee [ el g, pars;
Pordre du faisceau g7, nous avons

pEoi=r-+8—1- N+ 0+ (8,— 1)vs.

Une limite supérieure ¢ de ¢ est donc donnée par le ou les faisceaux
principauz pour lesquels le nombre M;=N,+ O+ (5;—1)v; est
maximum. Cette limile peut n'étre atieinle pour aucun des faisceaux
principaux, si ccux-ci et leurs conjugués sont véritables, non séparés,
et tels que w'=o0. Mais elle I'est en général, et il nous reste a voir,
dans ce cas, 4 quelle condition elle est également atteinte par 'expo-
” NAE — g

sant g de l'idéal m = (/, g).

9. Supposons donc la limite atteinte, donc les axes normaux, pour

9 I

chacun des idéaux m;=(.f/'¢’, ;) correspondant aux faisceaux princi- -
paux g,, &, ..., g2 donnant le nombre M; maximum. Pour qu’elle
soit atteinte pour l'idéal ( /, g), il faut et il suffit qu’elle le soit pour
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I'idéal

(fosmre oo 2o g2) = (8 5100 )
Soient w’, @, les nombres précédemment délinis relatifs a I'idéal m;,
®, ..., w, sonl différents de zéro. Désignons par w;, &; les nombres
analogues pour I'idéal

= (S8 i S &) (22
Supposons que 1'on ail pour Pidéal m,_,
pimy = 0. w20 (axes normaun),
{
)

AV ; )y T T

propriété vraie pour i —1=1, et Voyons a quelle condition ces pro-
prié¢tés subsistent pour I'idéal m;.
Considérons les sous-résultants

Bi ()= S ()= N o i iy e oo o By &y gieys
Ri(ry=i Si(v=N; g i v Biog s gio g
By (oy=a® S{r) = \] [ g Him e B e g B
RiGryz==wefy Si(e)== Al [ i e, &a -+ Bigi.

Pour ce dernier idéal, les axes sont normaux, car le faisceau prin-
cipal g; a pour conjugué /;dans [g'gi., ... §., et les axes sont nor-

maux pour I'idéal (/, g/) puisque w;5£ o.
Le produit R,_, R} est un multiple de R;, et nous avons, cn effec-

tuant la division suivant les puissances de y,

. " P, — S'Z-—lsl; »
() Beo = Q0o gt 2P0 D
i [

d’ol1

S,
B BIAT= [0S ] - g B A,

ce qui donne, le polynome B n’étant pas divisible par x

(7) .'f\,,{B,;_l—%-Q“','[,gllr’
(8) Qi 225 = 1,

Supposonis, comme nous pouvons toujours le faire, les polynomes
/8, & de degrés en y égaux respectivement a leurs-ordres 7 =r + ¢/,
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"

s; en O. Les axes étant normaux, les polynomes B._,, B}, Q;, A’ ont
rcspeclivement pour termes de plus haut degré eny :

B_,: by () yrsitrs so avee b, (0)=-—mi £ o0,
B Di(e) yr et s avee  Hi(o)=m—m; o,
O 0 by () D) yrisike s orse—?

Ajo — bix)yi,

Le degré de B3; par rapport a y est au plus égal a

P Sy s 8y 1

de sorte (ue Téquation (8) exige que 7 soit de degré s;— 1 au plus
en y;(7) est donc l'identité de la division de A’B,_, par g, suivaot les
puissances de y. Or, le reste dc cette division est nécessairement le

polynome.
SIS, S s
D0 Ay e,
5

Nous obtenons ainsi I'expression de 7 et I'équation (8) s'écril
(8" (0,88 NIBSiS == S, S AR

Le terme (') en & y" i+~ dansla différence );S;S;— S,_,S;AB; a
pour coefficient

'
’ " roo o onf iy m;

Wi (W0 ;= Wiy ;M) = G & | -—— - — |
G- w;

Ce coefficient est nul si
;. 3y
(9) B -+—~—)f =0,
e By W
et seulement dans ce cas. Si donc la condition (g) n’est pas vérifiée, le
produit A7B;S;S,_, "% doit conlenir un terme en y"" "t ce (i
exige que l'on ait

7= 4 == p;!

la limite 2 est donc atteinte pour Iidéal w, et les axes sont nécessaire-
ment normaux. Le polynome B; est de la forme

’
Ve . ) fo);
bi(x)yr bt avee bj(0)=— ;= —m;{ — + —),
: ! B ®,

. A ’ . o
(") Ce raisonnement suppose 7’2 2. Pour »'=1 on a évidemment p — 3.
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de sorte que 'on a
ll),' . (ll;' (n,‘_|

(10) i g
(o Wi Wiy

‘n outre, on a
{ Bi ; =y V/"—l~.\‘i4.|—i-.‘.+«\‘a——l s

En eflet, dans I'équation (6), S;B,_, B} est d’ordre
Sidm (1 Sy A A= Sy — 1)
el 2% 0-7%S;_ | 8'B;=a%S,_, S;B; d’ordre
Pimb 1 s Sy A A Sy —

et nous avons
07> 1 A S Sp e Sy L

puisque les courbes /g’ g, ... g, g sont tangenles. Par suite on a

( | p— g s S
N ‘J[ §E= 0y ) ek =,

D’autre part,

-

5 ‘ i : 5 l;;l ( = — 0);' 'ﬂll{;)'/’—*‘"‘ﬁ-'"—h'(”'-;’s

d’ot1, en vertu de I'équation (8") dans laquelle 5,=,

1
. 1) : “);
! 13, ( — W l: 4+ My ‘)’"l_'""" bt =1
: : [o]] ©i—,

= — yl"+,~',' R

Cela posé, considérons la somme

’ ’ '

m, o)., )y,
= = 4=
W, &, TJy,

et distinguons deux cas suivant quc cette somme est différente de zéro

ou nulle.
1° T=£0. — Nous pouvouns choisir les notations de maniére que

toute somme
! ! 2y
E =4 2D
[ w ® ®

2 i

/
(s)

soit aussi différente de zéro : il suffit pour ccla que tout nombre ~ qui

. . e . m! . .
a le signe de X ait un indice inférieur 4 tout nombre —'t; qui est de signe

contraire. On aura alors

. ‘\;:'¢ o,
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done
" .
—_n e YA \ —_ ,
| n=0 o =hite (Bhy=—ogt)
puis, de mémc,
. —_— 0y — N L ‘ [ — n
;= 0, a—-'::?—': o ;‘J;::’ —=— ;)"

INER o'—
2 7~ 04 (ll«_,"__.—m;,w)/ [

La limite 3 étant atteinte el les axes élant normaux pour I'idéal
my== (S8 8 8 ey Sa)

il en est de méme pour l'idéal
m=(/2"% . &)

comme on le voit ¢n decomposant la courbe g’ en faisceaux g/, ..., gs:
on a, quel que soit Z,

iy ' ' . ' Y
U(./‘gl'- S~ 01 S’f'—l'gi-rl"-gﬁ: gl} <O,

donc
I=c(f. g §a §)<A=(f8 K1 8u)
ct, par sulle,
o(fs g gag)=9(f g & gu)=70
De plus,
. ¢ ) -
‘B f=— myr! avee == 2,
_ v - w Wy
Posons, en effet,
Ro () == % 8, () = Ao fg' - B G- G
R (¢)=. 58 ()= A f"‘l’ol &8s
R()=a7S ()= N fg... &+ By (d'Sp<0),
"”(L'}: ('”S”(L,_ I\/// 4 l) ”
On a, comme précédemment,
8,8
B, 1 =Qf+ "lb_ B,

d’ol
AR, +()o ]
S
(lS”—\~ ‘ \”B_)B”
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Soit r—1—¢e(e20) le degré de B” en y; celui de A” est 5’ —1—¢,
celui de Q, r 45— 2 — ¢, donc celui de 7 est au plus s’ — 1, §' dési-
gnant I’ordre de g/, et I'on a

- Q7
2=A' ?—:75— 4B
donc
- N, 8 S.8" L
(ll) (‘)S”—{_—Z&j—/\””:/\‘IB”"I'%/—""""G;

on a d’autre part T
v 1 Bt
P Bay BTy =04/
car,endésignant par r —1—¢", § —1— <" les ordres de B” et A”en O,

ona
"> s — 1 — E”,

puisque les courbes [ et g’ sont Langenles. De la résulte

{ Q ?( —_— o)a{ B” }.y""‘: o),{ A" }‘}r"'—‘.

Soit s'—1—¢' 'ordre de A’. Le second membre de (x1) est d’ordre

p=s—1—e+r—1—e+3d-—a;
or
p'=c'+¢<3;
donc y
p>r—+s'—a —¢"=ordre de QS,

et nous avons, d'apreés (11),

§ 2 SaS"l I3 [
QS ,+{ S );A};B,_o,
d’ol
C'J A
115}:———635)/"’—1:_&)‘}/'—1.
en posant
) )y
m“a;éo

2° Supposons maintenant que I'on ait X = o. Il en résulte, w; étant
différent de zéro, ‘

0y
Za_l = g ¢ 0.
@

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 11, 1930. 33
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Par suite, la limite ¢ est atteinte pour 'idéal m,_, et 'on a

i

Og—y S r ar
=y = .

Wy Wy

Il en résulte, d'aprés 1'équation (8), pouri=u«
H ) ’
- 0 — oy > O,
puisque le seul terme indépendant de  dans la diftérence
Sa ( Qon S& - Sa‘-»l ’\& “gz
disparait.
Cela étant, l'inégalité ¢,< ¢ entraine ¢, < 2. 1l en est évidemment
y a P
ainsi si le polynome B, est d’ordre 7’ —1 (7' =r+ ), car alors les axes
sont normaux. Supposons donc B, d'ordre ¢=r"—1—¢2(c>0).
B, contient un terme en 'y *7*(0 <7 <r'—1—¢). Donc, dans le
polynome .
T = AL B, Sy Sy b Tamm — (0,8, 85 + S, S, AL B,
il y a un terme en &' ~7« y"=== 1)autre part, A, B, est un poly-
nome d'ordre '+4s,—2, dont les termes de moindre degré sc
réduisent & "=, De méme, B, ; est d’ordre 2 +5,—2 et a
pour termes de moindre degré y**«* ce (ui entraine comme précé-
demment

Par suite, dans T, le polynome en x, coefficient de y"*«* = conlicnt

a en facteur & une puissance au moins ¢gale & 2 -+ ¢ -1, d’oli résulte

L O—oy 2l €+, 0,50 —e—1
et
Pa=0x+ 1" — 11— =g +£0— 1< 0.
Je idé | &) ¢lant au plus é u plus grand des
L’exposant de I'idéal (/, g) étant au plus égal au plus 1d
nombres
o(f& g2 8"). a(fg & ga) = pa.
P'un et l'autre inféricurs & ¢, est donc, lorsque X est nulle, lui-méme
inférieur a ¢.
Nous pouvons ainsi énoncerle théoréme suivant :

Tuiorens 19, — Etant données deuz courbes f et g ayant en O toules



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDEAUX DE POLYNOMES, 297

leurs tangentes con fondues avec une méme drovte D, soil ¢ le maximuwmn
de la bimite 4
O=1r + 8 — 14 Ny O+ (sp—1) v,

relative @ un faisceau principal de g; sotent g, g4, ..., g4 lts faisccaux
principaux de g tels que cette limite soit atteinte pour Iidéal (fg., 81,

w; AP S
= les nombres correspondants définis plus haut, £ la somme de ces

i
nombres; on a
' ' o(J: $)50
et la condition nécessaire et suffisante pour que I’égalité ait lieu est que X
soit différente de zéro. SUl en est ainsi, tout systéme d’axes régulier est
normal et les courbes A, B défintes par le sous-résultant n'ont pas en O
d’autre tangente que la droite D.

[IVAN

Ce théorcme, combiné avec les théorémes 10 et 12, permet de déter-
miner une limite supérieure aussi précise que possible-de ¢ et d’éludier
la normalité des axes dans le cas de deux courbes / el g ayant en O

des tangentes (uelconques, et admettant seulement des systémes cir-
culaires d’ordre 1.

10. Nous avons supposé¢ dans ce qui préciede que les courbes conisi-

dérécs /, g w'admeltaient que des systémes d'ordre 1. Un changement
de variables de Ja forme

(12) xL=

AN

y=r1
transforme ces courbes en deux autres
I'=J/@ym)y=o0, g=gE =0
qui, si 4 a unc valeur convenable, satisfont 4 cette condition. D’autre
part, nous avons vu (théoréme 13) que ’on a
P=o(/" 8)5 0

avec I'égalité ou I'inégalité suivant que les axes Oy sont, ou non,
normaux pour l'idéal ( /(x, y), g(z, ¥)).

Une fonction U(z) d'ordre p par rapport & a est d’ordre Ap par
rapport & &. Si donc deux branches de courbe ont dans le plan , y
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un contact d’ordre v, les branches transformées ont dans le plan £, 4
un contact d’ordre v tel que

(13) Y 4tz AV 1),

Comme d’autre part les définitions des faisccaux, faisceaux princi-
paux, faisccaux séparés, sont valables pour des ordres de contact
fractionnaires, on voit que la transformation change un faisceau en un
faisceau, un couple de faisceaux principaux conjuguésen un couple de
faisceaux principaux conjugués, ctc.

Cela étant, nous connaissons une limite supéricure 2’ de ¢’

=148 — 1+ N - O (' — 1)V,

limite correspondant au couple ou a I'un des couples de faisceaux
principaux conjugués pour lesquels le nombre

W=N'+ 0+ (a'— 1)V,

est maximum, o’ désignant le nombre de hranches du faisceau consi-
déré. Or, en considérant les faisceaux conjugués correspondant dans
le plan &y, nous avons, en vertu de (13),

N4 /== h(N 4 1),
S =140 (1) =s— 1+ (s—1) (3 —1) + MO+ (¢ —T1)v],
' O =nr+s5s—14-N+0+ (a—1)v] (d'=@a).

Ce nombre ¢’ est une limite supérieure de ¢’ dans tous les cas, en par-
ticulier lorsque les axes Oz, Oy sont normaux pour I'idéal (/, g).
¢’ est alors une limite supéricure de Ag ct, ¢’ étant nécessairement
entier, nous pouvons écrire

o8r+s— i+ E[N+0 4 (az-—1)v],

E(u) désignant la partie enticre de «.

Ainsi, rien ne distingue essentiellement le cas oti les courbes f, g pré-
sentent des systémes circulavres d’ordre supérieur a 1 : il y a simple-
ment liew de remblacer les nombres M considérés par leurs parties entiéres.

Considérons par exemple les courbes

J=rt—a(et+at)y — 2 (1 — 22" — ) =0,

§=J

9

—2(2P— ")y —a*(1— 22 + 22— 2*) = 0.
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Le sous-résultant a pour expression

R{e) =22 (1 — G + Ja*)

= (2}' —_— — Q&P A .1.'1;")]'-1— (— Y 4 a4 4 a) g

et 'on a 6=¢=>5. Les courbes / el g admcttent chacunc en O un
systéme circulaire d’ordre 2. Les développements en série sont:

4 5 7
5 £ % £
v of . —_— g2 e 2 Ly el —_— .
pour f:  y=ecrx'+4ux A gt (e ==z1);
: " o I
pour g: )/:2’.’1;':3—{-.7:'-'—— e—.l)iﬁ;l}:"~— "-.I;T" _, (a’::.i 1).
® : o ] '

Les branches /|, g, oblenues en prenant ¢ = ¢/ =1 conslituent un
couple de faisceaux principaux conjugués. Il en est de méme des
branches f,, g, définies par e =¢'=—1. Cet exemple montre qu'il
n'y a pas, en général, de relation entre la décomposition d’une courbe
en faisccanx el sa décomposilion en systémes circulaires. On a

1 !
+ === 0O=-, Z=1y
A

par suite,

s,

~ . N | o
n=23+ |L<'). -+ —) — .
2

Nous avons donc ici ¢ = 2. Les axes élant normaux, le changement de
variables z=7%?, y =+, conduit 4 un idéal ( /', g") dont I'exposant ¢’
a pour valeur 22 =10. On a pour cet idéal

r'—=s'=a, N'=/4 4+ 2=0, 0'= o, =346+ a==11.

La limite 2’ n'est pas atteinte. Effectivement, lorsque le nombre
N+ 0O+ (z— 1) v n’'est pas entier, il peut rés bien se faire que la
limite ¢ soit atteinte pour I'idéal m, alors que la limite ¢’ ne I'est pas
pour I'idéal w': la présence de systémes circulaires donne lieu, pour
les coefficients des développements en séric, i des particularités grice

auxquelles la relation 2 é’—;,: o se trouve vérifiée pour I'idéal (/' g").

C’est ainsi qu’ici nous avons

n] )

7
!

X
[
!
M

|

[=]

=1,

g
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Considérons le cas particulicr ofi les courbes f el g sc composant
chacune d'un systéme circulaire d'ordre plus grand que 1 constituent
I'une par rapport 4 'autre deux faisceaux séparés. On aura, dans le
plan £, v, avec une valeurconvenable de 7,

p'= (s ) (VA ) = (s =) (v A1)

Org’ =2z si la transformation (1) est faite sur des coordonnées @, y
normales. Nous ebtenons donc

o==(r-+s—1)(v-41),

'
¢ devant étre entier, nous cn concluons (ue, en raison des conditions
imposées aux deux systémes circulaires /, g considérés, v ne peut pas

“étre quelconque. On voit sans peine que, dans ces conditions, v est
nécessairement entier. En effet, il existe au déhut du développement
de toute branche de f et de toule branche de g un terme en z*+' dont
le coefficient doit avoir la méme valeur pour toutes les branches de f,
la méme valeur (différcnte de la premiére), pour Loutes les branches
de g, 'unc au moins de ces deux valcurs étant différente de zéro. Or,
dans les développements correspondant aux différentes branches d'un
systéme circulaire, sculs les coefficients des puissances enti¢res de «
peuvent avoir une valeur non nulle indépendante de la branche con-
sidérée.

Remarquons enfin qu'il existe des cas ou la connaissance de 2 et
I'utilisation d'une limite inférieure de ¢ donnent rapidement la valeur
exacte de 'exposant. Reprenons I'exemple de M. Kapferer. Soient les

courbes ,
J=yi+ t=o, g=)*+t=o0,

avec les développements :

A ]

o . r— T - L — 2 g .
pour [ : y=—ua, y=—g " y=—7 "
H 4

pour g : Y=+ {a?, y=—la*,

EITS

o)

On a, ‘en utilisant la courbe g,
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Mais, d’aulre part, nous avons

-
~

p2zr+4s-—1-+Nozf+1=5;
donce

o
=,

<o

=

o

CHAPITRE IV.

COMPLEMENTS,

1. Considérons un idéal m de polynomes & deux variables défini par
un nombre quelconque de polynomes de base f, /., ..., fisansdivi-
seur commun )

m:(fls f-:s .. ~.//-)
Il peut se faire qu’en un point de la variété de cet idéal le composant
primaire soit le plus petit commun multiple de composants primaires
d’idéaux définis par dewz polynomes de base. Il en est ainsi par exemple
pour lidéal

n={(f, é’)}‘: (fl.‘ ‘/‘)'N’g: cey ,f‘,-f»’.'“ﬂ 5’))

qui joue un role important dans différents problémes de géométrie (');
si I'on pose . .
m=(f+=i+', g (Fz=1, 2, ..., }),
ona

() m={m, m, ..., o]

En effet, il est d’abord évident que 1’on a, quel que soit 7, m C m;
? q ’ q i ’ 3

donc
v [m,my, .,

Réciproquement, soit P> un polynome de l'idéal [m,,m,, ... ,m,]:
P=A S+ B g=A, 4+ B,gt=...= Ao f + By g",

(A1f“ A‘.')f)‘—':(" B, + B'zg)gs

on a

(1) Voir, par exemple, ToreLLi, Sopra certe estensioni del teorema di Neether
(Atti di Torino, t. ¥1, p. 192). Torelli considére le cas ou les polynomes de
base sont d’ordre 1 en chacun de leurs points communs,
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d’otu, /et g n’ayant pas de diviseurs communs
H o b

A=A, f+Ug
el

P=A, >+ U~ g4+ B,g
Supposons que I'on ait |

(2) P=Asy 2ot By 1 = Uy fA U, 2= gt U [0t gt By g,
on en déduit

(Uef '+ U, fr g oo o= Upey 8 — Ay ) J2 = (— Bi+ B, £) 8%,
c’est-a-dire

Ay = Uy 24U, [ g 4= 4= Une g+ Un g
et
P=U, "+ U f2 g 4.4 Uy frighi By, g,

ce qui démontre 1'identité (2) pour I'indice A+ 1. Celte identilé est
donc valable quel que soit 2, et elle donne, pour /1 =1,

PC (./v 5’))‘-,

ce qui démontre la relation (1).

Désignons par y, g4, 9., .. ., 4, les composants primaires des idéaux
m,m,,my, ..., m relatifs 4 un méme point O commun aux courbes /'
et g. Larelation (1) entraine

(3) =1y, quy . -+, 4],

car I'idéal du second membre, plus petit commun multiple d’idéaux
primaires apparltenant au méme idéal premier, est primaire, et les
composants primaires de m, étant isolés, sont définis d'une maniére
unique. Enfin, d’aprés (3), I'exposant ¢ de l'idéal g est égal au plus
grand- des exposants ¢, ¢., ..., £ des idéaux g,, 4, ..., 4, ce qui
permet de déterminer sa valeur.

Celle-ci a une expression particuliérement simple dans le cas ou les
courbes f=o0, g=o0, n'ont ¢cn commun en O que des tangentes
simples pour chacune d'elles : D,,D,, ..., D,. Soit v; 'ordre de con--
tact des branches de f et de g tangentes a4 D; et soit v le plus grand des
nombres v,, vs, ..., ¥,. Les branches, respectivement (1 — i - 1)-uple
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et i-uple des courbes f/~*' =0, g’ = o qui sont langentes 4 une méme
droite D, constituent deux falsceaux séparés. En désignant parret s
les ordres de multiplicité de / et de g, nous avons donc
pe=p ([t g = — (A=) s — = (b= A=)y - (L — 1)y
=} A1) s — 1+ Dy,

Supposons par exemple r2s; le plus grand des nombres p; est
pr=tr+s—1—12w

¢t nous ohtenons ainsi la valeur de
=l 45 —1+ by,

2. Dans le cas général d'une base quelconque de polynomes a deux
variables, on peut encore énoncer (uelques résultats simples. La
remarque suivante va nous étre utile :

Si un point d’intersection O de 'deux courbes [ (x,y) =0,
& (x,y) = o estsimple pour U'une de ces deux courbes, g par exemple, la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynome I¥ (z, y) appar-
tienne au composant primaire g, cn O, del'idéal (/, ) est que I'on ait

o, 8)2e(fs 8)

v+ NZr+ N,

ou encore

7, r désignant les ordres de multiplicité du point O pour I" et f, N’
et N les sommes des ordres de conlact de g avec F et f.

Supposons en eflet, comme nous pouvons le faire, le polynome g du
premier degré en y. Soit |

R=.r=NS(xy=A(x) f(x, y) + Bz, ¥) g(x, ¥) [A(0)#Z 0],

le résultant des polynomes f, g. Dans l'identité de la division suivanl
les puissances de y, .

A@)F=Qg+ a2 T(x) [T(o)3o0],

A=y + N,

on a

Or la condition nécessaire et suffisantepour que F C ¢(f, g) est

h2r+N,
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. III, 1930, 39
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Cela étant,” parmi les polynomes de base de Iidéal m considéré,
soit g celui qui a, ou un de ceux qui ont, au point O (0,0) considéré,
I'ordre minimum s. Soient f,, f., ..., f les autres polynomes de
base; nous supposerons qu’aucun des polynomes /; n’appartient au
composant primaire en O de I'idéal défini par les autres polynomes f;
ct par le polynome g, ce que nous exprimerons par la suite en disant
que la base /\, [y, ..., Jiy & est réduite au point O. 1l convient de
remarquer qu’alors le polynome ¢ n’appartient pas non plus au com-
posant primaive 4(f\, ..., /i) car une identité delaforme

Sz, N &l )=Afi+...+NeJi [S(0,0)F 0],

si elle est possible, exige que I'un au moins des polynomes A, par
exemple A,, ne s’annule pas en O, ce qui entraine

f]cq(f-.'a "”//i! &)

Nous pouvons alors établir le théoréme suivant :

Tutorine 20. — Sila base fy, foy ..., [y g de Uidéal w est réduite

au point O, on a
h<s.

Supposons d’abord que la courbe ¢ n’admette au point O que des
systémes circulaires d’ordre 1. Nous pouvons la remplacer par une
courbe décomposée en courbes d’ordre 1, donc en une courbe d’ordre 1,
g1, et une courbe d'ordre s — 1, g,

—

(r .
s S1eas—1-

Le théoréme est vrai pour s=1, car si f, par exemple est celul des
polynomes f pour lequel la somme 7; + N; de I'ordre de /;en O et de
la somme des ordres de contact de la courbe simple g, avec les diffé-
rentes branches de /;, ala valeur minimum, tous les autres polynomes f,
en vertu de la remarque précédente, appartiennent a 'idéal 4 (f,, g);
on a donc '

(4) S(x) fi==Ni(2) f,+ Big [S(o)#o0; i==2,..., k].

Supposons le théoréme établi pour un ordre minimum des polynomes
de base, inférieur ou égal & s— 1. Considérons 1'idéal

q(fly B:’.! vy Bk’ gs-—i)y
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B; étant, d’apres lidentité (4), d’ordre s— 1 au moins, le poly-
nome g,_, dans la hase /,B,, ..., B, g,_, est encore un polynome
d’ordre minimum. D’autre part, un polynome B, par exemple B,, ne
peut pas appartenir & lidéal 9(/\, By, ..., B, g-), car alors /,
appacticndrait a Uidéal 9(/, /4, ..., /1, &). Done /, tout au plus
peut apparteniv i Vidgal 9(B., ..., B, &) et la base B, ..., By, g0y
est toujours réduile, e qui exige |
h—1€s—1.

On a done bien
h<s.

[in outre, on voit que si £ =y, la base f,, B., ..., B,, &, n'est stire-
ment pas réduite, ce qui entraine
(5) . ‘/lcq(l$27 .oy By &)

Nous avons supposé dans ce qui précéde que la courbe g =o0 ne
posséde au point O considéré que des systémes circulaires d'ordre 1.
S'il n’en est pas ainsi, on se raméne a ce cas par un changement de

variable de la forme & =£". Le résultat précédent subsiste entiére-
ment, car si un polynome F (£, y) appartient a I'idéal

(./.I (Zl”.)’)e ooy fk (";I"e .y))a

le polynome 1I°(x,y) appartient a l'idéal (f, (x,y), ..., /i (2,¥)).
Soit en effet :

(8) Fn)=AG 0 SES )+ A ) Jo(E ),
tout polynome A; (%, y) peut se mettre d’'une maniére et d'une seule
~ sous la forme

A= (2", y) +2ai (5 ) oo o (2 ).

Dans l'identité (8), on a alors n catégories de termes : ceux dont le
degré en £ est multiple de n, ceux dont le degré est multiple de n
plus 1, etc. L’ensemble des termes de chacune de ces catégories doit
disparaitre séparément, ce qui donne

F(gr )= a?”(i”r )’)ft & y)+.. .+ a(k“)fk(?’-;"y )

d’ou .
Fa, y) C (fi(z, ¥), ..., fk("z:") J’))
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3. Supposons de nouveau que la courbe g=o n'admette en O que
des systémes circulaires d’ordre 1 — et remplacons-la par une courbe
décomposée. Supposons la base f\, /i, ..., fi, g réduite : nous nous
proposons de trouver une limile supérieure de ¢.

Lemme. — On a
Yy fia(@ fi, 2 fay ooy 7 [l ).

Soit
Y — (l(il,) =0,

I’équation de g, : a () est un polynome ayant au moins x en facteur.

Le lemme est évident pour s= 1{= 1), car le reste de y* par g, est
divisible au moins par x*. Supposons donc le lemme vrai pour s — 1.
Nous avons, d’aprés les équations (4),

'),.s-—k-f-az S fl“—: A, ‘);\‘-%'4-:( ,/'1 4+ BI,‘ ),.\-~/:+ac &
Or, en divisant y*~*** suivanl les puissancesde y par g,, on a

),s—k+:x: (J,:—/H-a—l + 2, y.\'-—/H-Z—'.! H-. .+ s—hta—1 fs—horoz—1 )gl -+ S—k- vl,’

les g; et T étant des polynomes en . On peutdonc écrire
.),s—-k-»—v, sz:—_ f\l.’l,‘“ (}I‘/’I + Vig”

(9) Vi= QuNifi + 728,
en posant

(?2—_— .),.\'—-,('—HX—I -+ ¢, '),.v-,('-'-ac—: N ’]a—:)""ky

QO =(720"%  + 2gar ) AN ) g 2T
Il suffit de montrer que I'on a

V:C q(wafly .'I/‘aB._,, ceoy L Bkv Hi—q )
Nous devons ici distinguer deux cas :
1° Supposons d’abord
fl C 9B,y ..., By &1y

donc
S fi=06.B,+...+ B+ By avec S'(0, 0) #Zo.

. Alors, puisque .
Bi(“(fn B,, sy Bioiy Bivyy ooy Eo—1) (i=2,..., k).
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on a nécessairement
(r0) Bi(0, 0y =0, S aleBy o0, 2By By, oy By gy
Or, ona par hypothése

. . . N >
',,u.—l]- RV BTN Bi _ q("""‘lim ciey ,,/.I.B/“ Ly )

et, d'aprés (9) et (10), S'V; se compose de termes de la forme
Pxhy~tro=l 3, ce qui entraine

VIC q('("u “'.'7 e r? Hﬁ‘y A -y ) < ‘I('Zz‘/'lv x* B'_n RS ] a® I;/-‘a A= )‘

2" Supposons

,/’l /l ‘]( H:) ey ]3/-‘9 Koy );
alors on a

By [ /" | ) N .
),.:.~._4.--->.'r;,. (Al Sy o By et By greny)
ce qui entraine encore

Vi qle® fiy 2By, ooy 2% By geny).

Cela étant, considérons le sous-résultant, en coordonnées normales,

de I'idéal (/;, g) :

20 S(e)y=Afi+ By
= () Ty A R R A, ) [+ B

ce polynome, d’aprés lelemme précédent, appartient a I'idéal

q(e = oy ooy 22 iy ).

On a donc
#0S (w) = U= f, .+ Uprt=1 [+ Ug [$'(0) #Zol,
d'otl
P Gy S &
et enfin :
(11) pEo— (k=)

ce qui donne une limite supérieure de z.

4. Dans le cas plus particulier ou la courbe g a'en O toutes ses tan-
gentes distinctes, on peut donner pour ¢ une limite plus précise. Soient
r;ordre de multiplicité du point O pour la courbe f;, N;; la somme
desordres de contact de la branche g; de g avec les différentes branches
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de /;, w; la plus petite valeur des nombres 7, N,; pour i=1, . oy Ky
Js, le polynome pour lequel r, + N, ;= w;. Les u étant des cons-
tantes, on peut trouver un polynome

(12) - F=ufi+...+wfi

d’ordre ren O, et tel que N désignant la somme des ordres de contact
de g; avec les branches de la courbe F = o, on ait '

(l3) "+ N/:(,)/.

Supposons en effet Lrouvé un polynome I, de la forme (12) pour lequel
P'égalité (13) est vérifiée pour j=1, ..., I (pour h=1, il suffit de
prendre IF = f,, ) et montrons que I'on peut déterminer le polynome
F..,. Posons
: Frar=9Fu+ ¢ [y, s
ol v ct v sont des constantes. On peul Loujours choisir cés constantes
de maniére qu’en remplacant successivement y par les fonctions de @
définies par les branches g, g., ..., g1, de g, la parlie principale
de ¥y, soit d'ordre w,, ©,, ..., w,,, exactement

Le polynome IF élant ainsi obtenu, supposons que la constante «,,
par exemple, soit.différente de zéro. On a alors

0 farovos Jor &)= 0 far o vos fin 20).
Or, d’aprés 'inégalité (11),

P:{’“:v /'.'y ey ./A- ;5’)_5_(1(1", f')’) _(/‘ - ')
et, en désignant par w la valeur maxima des nombres «;,

e(F, s)=o+s5s—1,
d’ou
pSom+s— k.

On &, d’autre part, visiblement

p2sZm.

Par suile, si £ =, w donne la valeur de ¢ et I'on voit cn outre que
tout systéme d’axes régulicrs est normal. On peut en outre montrer que
la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome @ appar-
tienne a l'idéal g (/,, ..., /i, &) est que I'on ait

x+@/gm,f (S =t,...,8)
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7 désignant I'ordre de ® au point O, ©, la sommedes ordres de contact
de la branche g; de g avecles différentes branches de la courbe & = .

8. Nous nous limiterons a ces résultats. Remarquons pour terminer
qu’ils peuvent s'appliquer a I'étude d’un idéal primaire admettant une
variété (irréductible) &4 n— 2 dimensions dans un espace &4 n dimen-
sions. Il suffit de choisir un systéme de coordonnées tel que la variété
considérée ne soit contenue dans aucun hyperplan z, =a. Alors la
condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait

Ve, ooy TGy ooy )y ooy filmy, ooy my)
est que, quel que soit le parameétre ¢,
[ EI e (./’I(’I"‘H cevy Epeagy £)y '1/‘/.'("1"” cooy Eyeyy L))

Cette condilion est évidemment nécessaire. Si elle ¢st vérifiée, on a une
relation de la forme

POFCry, e g )= A fy o0 AL S
ot P est un polynome en ¢, les A des polynomesen z,, ..., x,., et¢;

on peut remplacert par x,, et commie, d’(nprcs le choi f'des axes, le
polynome P () n’appartient pas 4 I'idéal premier cog/xé;ponddm -irla

variété de 1'idéal c0n51dcre ona S, ’/_15
O R Ao
F(";tv"'v"'u-n"'u) ‘j]l/n-‘-y‘/‘k)'l'\j l cot 7-/

AN /;n; n\ /

e I e e



