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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Les fonctions de deux variables complexes
et le probleme de la représentation analytique ;

Par Hesni CARTAN.

A toul systeme de deux nombres complexes x et y correspond un
point d’un espace a quatre dimensions réelles. Deux domaines D et D’
de cet espace seront dits en correspondance analytique s’il existe un
systéme de deux fonctions analytiques des variables complexes z et y,

2 =f(r v, Vi=glr, ).

qui établit une correspondance biunivogue entre les points intérieurs
des deux domaines; nous dirons aussi que D’ est un transformé analy-
tique de D, ou encore que D se trouve représenté analyvtiquement sur
D'. Nous dirons de fagon précise, au Chapitre I, quelle sorte de
domaines et quelle sorte de transformations nous envisagerons dans la
suite.

Depuis le Mémoire de 1907, ot Poincaré (*) a montré que deux

(') Les fonctions analytiques de deu.x variables complexes et la représenta-
tion conforme (Circolo Mat. di Palermo, 23, 1go7. p. 185-220).
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2 HIENRI CARTAN,

domaines D et D’ ne peuvent pas loujours étre mis en correspondance
analytique, le probleme de la représentation analytique semble n’avoir
fait que de lents progrés jusqn’a ces toutes derniéres années. [.’une des
difficultés consistait, il est vrai, a poser le probléme; on peut, en gros,
le formuler ainsi : « indiquer des régles générales permelttant de recon-
naitre si deux domaines donnés peuvent étre représentés analytique-
ment I'un sur I'autre, et tronver, d’antre part, des familles de domaines
particuliers, caractérisés par des propriétés simples,de facon que tout
autre domaine puisse se représenter analytiquement sur 'un de ces
domaines particuliers. » Ce double probléeme n’est aujourd’hui que
partiellement résolu.

Sans vouloir citer dés maintenant tous les travaux récents relatifs a
la question, je me bornerai a trois d’entre eux. Dans le plus ancien,
({ui remonte a 1921, M. Reinhardt (') a porté son attention sur une
famille fort générale de domaines, (ui comprend les domaines
de convergence des séries de Taylor a deux variables; nous reparle-
rons (*) de ces domaines ct des résultats de M. Reinhardt. Plus récem-
ment, M. Carathéodory (*) a indiqué une méthode nouvelle permet-
tant d’aborder le probléme difficile de la représentation analytique, en
méme temps qu’il attirait 'attention sur des domaines plus généraux
que les domaines de M. Reinhardt : les domaines cerclés. Enfin
M. Bergmann est le fondateur d’une autre méthode (*), hasée sur
I’existence de systémes orthogonaux complets de fonctions.

Dans le présent travail je ne ferai appel ni i la théorie de M. Cara-
théodorv (*)niacelled: M. Bergmann. Mon but est de résoudre, dans
une certaine mesure, le probléme de la représ<entation analytique pour
tous les domaines bornés qui admettent une infinité de transformations
analytiques en eux-mémes, laissant fixe un point intérieur. Nous verrons

(Vy Ueber Vhbildungen durcl analytis: e Funlktionen sweier Verdnderlichen
(. Math. Annalen, 83. 1921, p. 211-4551.

i *) Chapitre 11. § 3: Chapitre IV, § 7: Chapitre V. § 2.

1) Notamment : Urberdie Geometrie der analytischen Abbildungen (Math.
Sem. der Hamburyg. Univ.. 6, 1928, p. g6-1433).

(*) Voir surtout : Leber die Fxistenz von Reprisentantenbereichen «Math.
Ann., 102, 1929, p. 120-116).

*) Sauf & la fin du Chapitre V.
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au Chapitre IV que chacun de ces domaines peut se représenter analy-
tiquement sur un domaine cerclé, semi-cerclé, ou inversement cerclé,
ou, plus généralement, sur ce que nous appellerons un domaine (m, p)
cerclé. Tous ces domaines seront définis et étudiés aux Chapitres Il
et 1.

Dans une Nole aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences ('),
j’ai énoncé sommairement quelques-uns des résultats exposés dans ce
travail. Comme je le faisais prévoir, le théoréme VII de cette Note
n’est pas toujours exact: il est énoncé ici (*) avec toute Ja précision
désirable.

En vue de faciliter la lecture, nous avons jugé utile de placer ici un
Résumé succinet, par chapitre, des matiéres qui font 'objet du présent
Mémoire.

RESUMIE,

Cuaritoe L. - - Généralités sur les domaines et les transformations analy-
ligues.

I. Domaines. — 2. Le probleme de I'inversion d’une transformation analy-
tique. - 3. Fonctions uniformes dans un domaine. — %. Les transforma-
tions analytiques d'un domaine.

Cuamtee . — Les domaines cerclés.

1. Les fonctions holomaorphes on méromorphes dans un domaine cerclé. —
2. Développement dune fonetion holomorphe dans un domaine cerclé, —
3. Les domaines de Reinbardt. - %. Les fonctions méromorphes dans un
domaine cerclé, - - 5. A propos d'une intégrale quadruple. — 6. Les trans-
formations analytiques des domaines cerclés les uns dans les autres.

Caaeitee 1. - Domaines semi-cerclés, domaines inversement cerclés,
domainesim, p) cerclés.

I. Les domaines semi-cerclés. — 2. Développement d'une fonction holo-
morphe dans un domaine semi-cerclé. — 3. La « projection » d’un domaine
semi-cerclé. — §. Les transformations des domaines semi-cerclés. -— 3. Les

(') Les fonctions de deux variables comple.ces et les domaines rerclés de
M. Carathéodory (190, 1930, p. 355-356,.
(*) Chapitre IV, théoréeme XX.
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domaines semi-cerclés ¢ les domaines cerclés. - 6. Les domaines inver-
sement cerclés, - 7. Développement d'une fonction holomorphe dans un
domaine inversement cerclé. 8. La « projection » d’'un domaine inverse-
ment cerclé, 9, Les transformations des domaines inversement cerclés.
10. Les domaines inversement cerclés ot les domaines cerclés, 11, Les
domaines ‘m, p) cerclés,

Caarirre IV, Les domaines qui admettent une infinité de transformations
laissant fixe un pointintérieur.

1. Généralités. 2. Recherche des groupes clos de substitutions linéaires
homogénes complexes i deux variables. - 3. Démonstration du théoréme
fondamental. - - h. Compléments a la démonstration précédente. - - 5. Com-
pléments au théoréme fondamental. 6. Retour aux groupes clos de sub-
stitutions linéaires. - 7. Application aux teansformations des domaines
(m, p cerclés.

Cuarstre V. Les domaines marima.

I. Les domaines cerclés maxima. — 2. Les domutines de Reinhardt maxima.
3. Domatnes semi-cerclés maxima ; domaines inversement cerclés maxima.
h. Application aux domaines bornés qui admettent une intinité de trans-
formations en enx-mémes laissant fixe un pointintérieur. 5. Les domaines
majorables. 6. Sur les 1ransformations analvtiques d'une classe particu-
liere de domaines,

CHAPITRIES L.

GENERALITES SUK LES DOMAINES ET LES TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES,

1. Domsines. — Ln domaine, dans espace des deux variables com-
plexes x ¢t y, sera pour nous un ensemble de points intérieurs; nous
considérerons toujours les points frontiéres comme n’appartenant
pas au domaine, et nous ne ferons aucune hypothése sur la nature
des frontiéres des domaines envisagés.

Nous ne considérerons que des domaines dont tous les points inté-
rieurs sont a distance finie. Mais cela ne veut pas dire que nous ne nous
occuperons que des domaines hornés : un domaine peut s’étendre a
'infini tout en n’étant composé que de points a distance finie. Nous
n’envisagerons que des domaines connexes, mais nous ne ferons pas
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d’autre hypothése sur la nature de nos domaines au point de vue de
'analysis situs.

l.a notion de point intérieur a un domaine D est claire si le domaine
est univalent (schlicht) : le point x,, y, sera dit intérieur a D s'il existe
une hypersphére de centre z,, y, dont tous les points appartiennenta .

['n domaine n’est pas univalent lorsqu’il existe des points différents
du domaine qui ont les mémes coordonnées dans I'espace. Mais un
domaine non univalent peut étre univalent an voisinage de chacun de
ses points; dans ce cas, la définition d’un point intérieur est la méme
«que précédemment ; nous dirons alors que le domaine n'est pas ramifié.

Nous envisagerons également des domaines ramifiés. Mais nous
devons dire quelles sortes de ramifications nous envisagerons, et défi-
nir, de facon précise, un point intéricur a un domaine ramifié, dans le
cas nii ce point .r,, y, se trouve sur une variété de ramification. Nous
supposerons «ue le voisinage du point ir,, y, peul étre mis en corres-
pondance biunivoque avec un domaine univalent de 'espace (u, ¢),
contenant 'origine, a 'aide de deux fonctions holomorphes des deux
variables complexes 1 el ¢,

gz flu v, Vveozxlu, e,

{f( O, 0)ITZr,, Ko, 0) ;':‘)'n].

et cela de facon qu’a tout systéme de valeurs données a x et y, voisines
respectivement de x, ¢t y,, corresponde un nombre fini de systémes de
valeurs pour u et . Si les fonctions x et y reprennent toutes deux les
mémes valeurs en denx points différents de P'espace (u, v), les points
corrrespondants seront considérés comme deux points différents du
domaine D. l.es variables « et v seront dites variables uniformisantes.
Dif, ) , .
Do 8 annule pour n=¢=o, il
s'annule sur une ou plusieurs variétés caractéristiques passant par le
point # = v = o. Les transformées de ces variétés, dans'espace (x. y),
sont des variétés caractéristiques inlérienres a D; ce sont des rariétis
de ramification pour D.

Si le déterminant fonctionnel

2. LE PROBLEME DE 1. INVERSION D'UNE TRANSFORMATION ANALYTIQUE (", —

'y Voir Oscoon. Lehrbuch der Funktionentheorie, 1. 11, p. 137 et suiv.
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Voici le probléme : étant données denx fonctions
= f(u, ). Y=g, ),

holomorphes au voisinage de u=v¢=o0, et nulles pour v =¢=o0,
exprimer, si c’est possible, « et ¢ en fonction de x et y au voisinage de
L=y=o.

Rappelons d’abord le théoréme classique de Weierstrass, en 'appli-
quant an cas de trois variables complexes : « si F(x, y, 3) est holo-
morphe au voisinage de x=y=13=o0, si elle est nulle pour
r=y=73s=o0, et si F(o, 0, 5) n'est pus identiquement nulle, alors
F(x, y, 3) peut se mettre sous la forme

Fe,y,3) 2Pis: e, ) Fite v, 5),

Ii(z, v, 5) étant holomorphe et non nulle an voisinage e
x=y=735=o0,ct ’(s; x, y) étant un polynome en s dont les coefli-
cients sont des fonctions de = et y, holomorphes an voisinage de
x=y =o0, nulles pourz =y =o0».

Cela posé, nous pouvons toujours supposer /(o, ¢) et g(o, ) non
identiquement nulles, en effectuant au hesoin une substitution linéaire
convenable sur u et ¢. En effet, les fonclions f(u,¢) et g(u,¢)
s'annulent sur un nombre fini de variétés caractéristiques passant par
=1+ =0, et I'on peut donc trouver une variété

a5 he =0,
sur laquelle aucune des fonctions f(u, ¢) et g(u, ¢) ne s’annule (sanfa
Vorigine 1 = ¢ = o).
Ce point étant admis, appliquons le théoréme de Weiersirass a la

fonction
o= f(u, ¢).

qui n'est pas identiquement nulle pour x = u = o. [l vient

xe— fou, ey = Plesr,my Fyer, u, v,
ct, de méme,
Vgt ey = O v ) Gy, g ).

Les équations

(1) = f(u,v), v=glu, vy
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peuvent donc s’écrire, si z, y, u el v sont assez petits,

(7) Py, n)y=o, O yomy=o,

I et Q, (ui sont des polynomes en ¢, admettent un résultant
R(x,y, i), qui est une fonction holomorphe des trois variables r, y, 1
au voisinage de x =y = u=o, nulle pour z =y = u = o. L’élimi-
nation de ¢ entre les équations (2) donne I'équation

(3) Ri.ro v, ny=zz0.

Appliquons de nouveau le théoréme de VWeierstrass : s¢ R(o, 0, 1)
n’est pas identiquement nul, V'équation (3) peut s’écrire

) WY e gl 1Y e e M, =0,

les «; étant des fonctions holomorphes de 2 et y, nulles pour
=Yy =0,

I.’équation (4 ) donne m valeurs pour u en fonction de & et v; les
¢quations (2) ont alors une ou plusieurs racines communes en ¢, qui
sont elles-mémes racines d’une équation algébrique de la méme forme
que Véquation (4). Remarquons que le nombre des solutions (u, ) ne
dépend pas des valeurs dounées a . et y.

Nous avons dii écarter le cas o 'on anrait

Bio.o, my.. . o

N'il en était ainsi, les équations (2), on (1), auraient tonjours au
moins une racine commune en ¢, lorsque x et y sont nuls, quel que
soit 1 voisin de zéro; ¢ serait fonction de u. C'est dire que les relations

[tu. 1.0, i, viz=0

auraient liew sur loule une variélé caractéristique passant par u =y =o,
Pour qu’il en soit ainsi, il suffit d’ailleurs que les relations précédentes
aient lieu en une infinité de points s’accumulant au voisinage de
U=y =0,

Pour écarter une telle éventualité, il suffit de poser la condition
snivante : dans un voisinage assez restreint de l'origine u = ¢ =o, les

fonctions [(u, ¢) et g(u, v) ne s’annulent pas simultanément en dehors
de Uorigine.
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Remarquons que si f(u, ) et g(u, v s'annulent, et, d'une fagon
générale, sont toutes deux constantes (/'=a, g=>»,) sur une méme

S ra ’ . . I) ', 1," ¢ s,
variété V, le déterminant fonctionnel D_:H s'annule sur cette variété,

En effet, d’aprés le théoréme de Weierstrass, les fonctions [ el g
peuvent se mettre sous la forme

f—a. . of. N

o(u, v) étant nulle sur V, /| et g, étant holomorphes. On voil immé-

. Dof., &y
diatement que ¢ se met en facteur dans Dif. g1, . Q. F.D.
' Du, oy
Conséquence. — Les variétés sur lesquelles f(u, v) et g(u, ¢) sont

simultanément constantes sont isolées, sauf si les fonctions /et g ne
sont pas indépendantes.

Appliquons ce qui précéde 4 un domaine de 'espace (x, y), consi-
déré au voisinage d’un point de ramification z,, y,. Par définition, il
existe un systéme de deux variables uniformisantes u et ¢. On voit
maintenant comment 1 et ¢ peuvent inversement s'exprimer en fonc-
tions de x et y.

Pourquoi avons-nous choisi la définition, donnée au paragraphe I,
du voisinage d'un domaine autour d’un point de ramification? Pour-
(uoi n’avons-nous pas, plus généralement, défini ce voisinage comme
étant le domaine d’existence d’une fonction z de 2 et y, racine d’une
équation algébrique a coefficients holomorphes en x et y? Parce qu'il
n'est pas toujours possible d’établir une correspondance analytique
biunivoque entre un tel voisinage et un voisinage univalent, comme je
le montrerai dans un autre travail.

3. Foxcrions uNIFORMES DANS UN pomalNe. — Je dis gqu'nne fonction
f(z, y), holomorphe ou méromorphe, est uniforme au voisinage d'un
point z,, y, d'un domaine D, si elle peut s’exprimer a I'aide d’une
fonction uniforme (holomorphe ou méromorphe) des deux variahles
uniformisantes u et ¢.

Une fonction f(x, y) sera dite uniforme dans le domaine D tout
entier, si elle se laisse prolonger analytiquement dans tout le domaine
D, au voisinage de chaque point duquel elle est supposée uniforme,



ILES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES, ()

et si, de quelque fagon qu'on effectue son prolongement le long d'une
courbe fermée C, intérieure 41, elle revient 4 sa détermination initiale.

Précisons : si le domaine D n'est pas univalent, une courbe peut étre
fermée dans U'espace sans étre fermée dans le domaine; dans la défini-
tion précédente, nous n'avons envisagé que des courbes C fermées duans
lv domaine D. Précisons maintenant la notion de détermination d’une
fonction : nous dirons que deux fonctions f(x,y) el g(x, y) ont la
méme détermination en un point z,, y, d’'un domaine, si elles coin-
cident dans tout le voisinage de ce point.

Pour que deux {onctions holomorphes f(x, y) et g(.x, y) aient la
méme détermination en un point x,, y,, il faut et il suffit qu’elles
admettent le méme développement en série double de Taylor au voisi-
nage e ce point, ou, ce qui revient an méme, que toutes leurs déri-
vées partielles de Lous les ordres soient respectivement égales en z,, y,.
En disant cela, nous supposons, il est vrai, que le point x,, y, n'est pas
un point de ramification pour le domaine d’existence des fonctions /'
el g; mais on peut toujours se ramener a ce cas a l'aide de deux
variables uniformisantes u et +.

1l existe évidemment toujours des fonctions holomorphes dans un
domaine quelconque D, ne serait-ce que x ou y. Mais, si le domaine DD
n’est pas univalent, une fonction telle que 2 posséde la méme déter-
mination en deux points de D qui ont les mémes coordonnées. Posons-
nous alors le probléme suivant : étant donnés un domaine D non uni-
valent, et deux points M et M’ de ce domaine qui ont les mémes coor-
données, Lrouver une fonction f(z, y), holomorphe et uniforme dans le
domaine D tout entier, possédant en M et M’ deux déterminations
différentes. Nous verrons, dés le Chapitre suivant (§ 1), que /e pro-
hleme précédent n’est pas toujours possible. Cela nous conduit A faire la
convenlion suivante, que nous désignerons par « convention [A] » dans
tout le reste de ce travail : « Un domaineD étant définiapriori, si deux
points Met M’ de ce domatne, qui ont les mémes coordonnées, sont tels que
toute fonction f(x,y), holomorphe et uniforme dans D, posséde lu
méme détermination en M et en M', nous conviendrons de considérer dore-
navant les points M et M' comme un seul et méme point du domaine D. »
Ainsi, un domaine étant défini a priori, on peut avoir a modifier la
définition de ce domaine, si on veut le regarder comme un domaine

Journ. de Math., tome X. — Fusc. [, 1931. 2
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d’existence de fonctions holomorphes. Tous les domaines envisagés
duns la suite seront supposés sutisfuire & lu convention | X |.

~Voici une conséquence immédiate de la convention [ A [. Partons
d’un point M, intérieur au domaine 1), et décrivons une courbe C,
intérieure a D, et revenant en un point M’ ui coincide avec M duns
I'rspace. Si toute fonction, holomorphe et uniforme dans D, revient i
la méme détermination lorsqu'on la prolonge le long de C, alors la
courbe C est fermée duns le domaine 1.

4. LEs TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES »'UN poMarse. — Soit D un
domaine de I'espace (x, y), et soient [(.r, y) et g(z, y) denx fonc-
tions liolomorphes (') dans D. La transformation

X :f(,lf, B4R Y = ger.y)

fait correspondre a tout point x, y, intérieur a I, un point X, Y, etan
domaine D un domaine A de I'espace X, Y (cette derniére assertion
sera précisée dans un instant). Le domaine A sera dit transformé ana-
lytique du domaine D. Si la convention | A | n’étail pas respectée pour
le domaine D, alors a deux points distincts du domaine 1) correspon-
drait toujours un seul et néme point X, Y ; on n’aurait donc aucun
intérét a considérer ces points comme distincts. Clest lala justification
véritable de la convention [A].

Relativement aux fonctions f(x,y) et g(.r,y), nous ferons la
convention suivante, que nous appellerons dorénavant convention| B] :
« a et b désignant des conslantes quelcongues, les équalions

Joeo v =za, gl yi="nh

ne sont vérifiées qu’en des pointsx, y isolés intérieurs au domaine D ».
Nous excluons ainsi le cas oit les fonctions f(x, y) et g(x, y) seraient
simultanément constantes sur une variété caractéristique vntérieure a ).
Toutes les trans formations analytiques que nous envisqgerons devront
satisfaire a la convention [B].
Il reste a justifier cette convention. Supposons d’abord qu’elle soit

(') Lorsque nous ne précisons pas, nous n'envisageons que des fonctions nni-
Jormes dans le domaine D.
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respectée. Alors nous aurons le droit de dire que f(x, y) et g(.r, y)
engendrent un domaine Alorsque le point z, y décrit D. Soient en effet
.r'yy Yo UN point intérieur a D, et X,, Y, le point correspondant. Il
existe, dans le voisinge du point z,, y, du domaine D, un systéme de
deux variables uniformisantes u et ¢; alors X et Y s’expriment en fonc-
tions de « et v, et ces fonctions satisfont 4 la condition posée (§1)
pour que « et ¢ servent de variables uniformisantes pour le voisinage
de X,, Y, dans A.

Supposons maintenant que la convention | B| ne soit pas respectée.
Prenons d’abord un exemple :

. \ :.I', \ ::.l'.)'.

On aici X =Y = o si x = o, quel que soit ). On a inversement

Iv — 1' —— ‘
7=\, =
Cherchons le transformé du domaine D
ARCE by
C’est le domaine A
N <l Y <X
A tous les points
£ 0, ) <<,

{ntérieurs a 1), correspond un point unique
X =no, Y =o,

qui est un point frontiére de A. Ainsi les domaines D et A sont univa-
lents, mais la correspondance n’est pas biunivoque entre les points
tntérieurs des domaines : I'intéricur de A correspond a l'intérieur du
_ domaine D privé de la variété x = o.

Une circonstance analogue se présente dans le cas général : si l'on a
Jx, yry=ua, s,y =1b
en tous les points d'une variété caractéristique V intérieure a D, le point
\=ua, Y=1{

est un point frontiére du domaine A engendré par les fonctions [ etg.
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En effet, supposons d’abord que A soit univalent; si le point X = a,
Y = b était un point intérieur, x et y seraient des fonctions holomor-
phes de X et Y au voisinage de ce point, qui devrait étre Ini-méme un
point d’indétermination. C'est impossible.

Si A n’est pas univalent, et si le point X =u, Y =/ esl intérieur
a A, on peut, par définition, représenter le voisinage de ce point sur
un voisinage univalent, et ['on est ramené au cas précédent.

2n résumé, la convention [ B] est essentielle; si on ne la faisait pas,
on laisserait échapper, sans s’en apercevoir, des variétés intérienres an
domaine D, lorsqu’on transformerait I en un antre domaine A.

CHAPITRE 11,

LES DOMAINES CERCLES.

1. LEs FONCTIONS HOLOMORPHES 0OU MEROMOBPHES DANS TN DOMAINE
CERCLE.

Définition. - V'appelle domaine cerclé e centre (a, b) un domaine
connexe 1) qui satis fait aux conditions suivuntes :

1” Le point x =u, y = b est intérieur a 1) :

w St le point x=u+x,, y=b-+y, appartient 4 D, le poini
r=a+x,", y=Dh+y," appartient aussi a 1, quel que soit le
nombre réel §.

Nous nous bornerons dans la suite anx domaines cerclés ayant pour
centre Uorigine (a = b =o0).

Relativement aux domaines cerclés non univalents, nous ferons les
denx conventions suivantes :

1” L'origine (centre) n’est pas un point de ramification pour le
domaine D
2° x,, v, désignant un point quelconque de D, la courbe

. il
£ == .c,eM, V= et

obtenue en faisant varier § de 0 4 27, est fermée dans le domaine D. 11
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en résulte, en particulier, que si 'on effectue, le long de cette courbe,
le prolongement analytique d'une fonction f(z, y) uniforme dans D,
elle doit revenir a la méme détermination lorscue le pointa, y revient
4 son point de départ z,, y,.

Si le point z,, ¥, est un point de ramification, le point & = ,¢",
v =y,¢" est aussi un point de ramification. Comme les variétés de
ramification sont analytiques, ce sont nécessairement des variétés

Y = consl.

Méme si I'on se borne aux domaines univalents, les domaines cerclés,
tels qu'ils viennent d’étre définis, sont un peu plus généraux que ceux
considérés par M. Carathéodory. Nous réserverons a ces derniers le
nom de domaines cerclés Froilés.

Définition. — U n domaine 1) est dit cerelé étoilé lorsqu'il satisfait aux
conditions suivantes :

1° L origtne est intéricure a 1)

2" 8t le point x =x,, y =y, appartient a D, le point x = kx,,
y=ky, appuartient aussi a 1). quel que soit le nombre complexe k de
module inférieur ou égal i un.

Un domaine cerclé ¢toilé, non ramifié a 'origine, est nécessairement
univalent ot simplement connexc (c'est-i-dire homéomorphe a une
hypersphére).

Comme I'a montré M. Carathéodory (loc. cit.), tout domaine cerclé 1)
peut se représenter a l'aide d’une image I dans I'espace a trois dimen-
sions réelles x, x,, y (2, + ix,=x). En effet, & tout point

r—=ret®*, Y=t (r2o.r'zo)

intérieur a 1), correspondent deux points,

oo el et v=r
et
= pplr y=-r

. )

qui appartiennent aussi & D. Ce sont deux points de I'espace
(Zy, T4, y) symétriques par rapport a l'origine. Au domaine D tout
entier correspond ainsi un domaine I de 'espace (z,, z,, y). L’origine
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est un point intérieur 4 I et un centre de symétrie. En outre, la section
de I par y = o se compose de cercles et de couronnes centrées 4 1'ori-
gine,

Réciproquement, 4 tout domaine 1 de l'espace (z,, z., y), quisatis-
fait aux trois conditions précédentes, correspond un domaine cerclé D
et un seul. On voit ainsi de (uel arbitraire dépend un domaine cerclé.

I.es domaines D et I sont a la fois univalents ou non nnivalents. Sile

domaine D admet des variétés de ramification 7 = const., le domaine

ax
| se ramifie autour de segments de droite, passant en direction par
Porigine (I'origine elle-méme n’étant pas un point de ramification par
hypothése), et réciproquement.
Nous plagant au point de vue de la théorie des fonctions, nous allons
maintenant appliquer la convention | A | (') aux domaines cerclés. Nous
établirons le théoréme suivant :

Tueontne I. — Si deux points d’un domaine cerclé D coincident avec
un méme point de l'espace, toute fonction [(x, y), méromorphe et
uni forme dans D, posséde la méme détermination en ces deux points.

Si 'on applique la convention | A |, ce théoréme peut encore
<’énoncer ainsit : Tout domaine cerclé est univalent.

2. DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN DOMAINE CERCLE. —
Avant d’établir le théoréme I dans le cas o0y f(x, y) est méromorphe,
nous allons d’abord nous limiter au cas ot f(x, y) est holomorphe
(cela soffit d’ailleurs pour que la convention | A | entre en vigueur).

Nous montrerons le théoréme suivant :

Tusoreme Il — Toute fonction f(x,y), holomorphe et uniforme dans
un domaine cerclé D, est déceloppable en série de polynomes homogénes

o
Jlr, yy== Z Py

[/ ]

uniformément convergente au voisinage de tout point intérieur a D.

(*) Chapitre 1, § 3.
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Il en résulte évidemment que si deux points du domaine D ont les
mémes coordonnées a et y, [(x, y) posséde la méme détermination
en ces deux points,

Avant d’aborder la démonstration du théoréme 11, faisons quelques
remarques. Ce théoréme avait été établi en 1906 par M. Hartogs ('),
dans le cas oii le domaine cerclé 1) rst étoilé (et par suite univalent).
Inversement, du théoréme énoncé ici nous tirons la conséquence sui-
vante :

St une fonction [(z, y) rst holomorphe duns un domaine cerclé D
( forcément univalent), clle est aussi holomorphe dans le plus petit domaine
cerelé étotlé A contenant 1), 1.e domaine A est défini de la facon sui-
vante : c’est I'ensemble des points x = kx,, y =ky,(C k|Z1), 24, ¥,
étant un point quelconque de D. 11 est clair, en effet, que «i la série
XP,(x,y) converge uniformément au voisinage de x,, y,, ¢lle con-
verge aussi uniformément an voisinage de x = kay, y = ky,(|k|21);
sa somme [(.r, y) est donc une fonction holomorphe au voisinage de
ce dernier point.

€. Q. F. Db

PPassons a la démonstration du théoréme 11,

Moutrons d’abord que le développement envisagé est possible d’une
facon au plus. Soit en effet

4
. )
AR M 2 P, vy,
o

rr=n

Por vy - Y a Yy
nt 1y ] : e~y .

YZ0

avec

Puisque, par hypothése, la série converge uniformément au voisi-
nage de Porigine, on peut différentier un nombre quelconque de fois
par rapport a x et y, ce qui donne immédiatement

o [ V[, 0)

/’" —fr.p ———— .
pon p! s Jyr

vy A eber anal ytische Funktionen melrvver unable. Verdnd. « Math. Ann.
62, 1g0b. p. 1-88). Voir le paragraphe 11,
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[Les coefficients a,_, , sont donc bien déterminés; ils ne sont autres
que les coefficients du développement de f(x, y) en série double de
Taylor.

Cela posé, soit r un nombre réel plus grand que un, mais aussi
voisin de un que l'on voudra, et soit D, le domaine homothétique du

1 b4 73 ’ l M M l. M
domaine D par rapport 4 I'origine dans le rapport -- Lorsque le point

x,y est intérieur 4 D, le point de coordonnées rxe® rye® est
intérieur 4 D. Considérons I'in1égrale

. 1 :
Fioe, vy —_—f [z vz
,, aril), bR

dans laquelle la variable complexe z décrit la circonférence C,, de
centre origine et de rayon r. C’est une fonction holomorphe et uni-
forme des deux variables complexes x et y, lorsque le point x, y appar-
tienta D,. Orlorigine estintérieure a D, ; donc F(z, y)estholomorphe
au voisinage de l'origine, comme f(x,y) d’ailleurs. Mais, si le point
. y est lixé et assez voisin de Porigine, la fonction

ds
L

frors, v3u 203

est holomorphe pour |37/, et 'on a par suite

. .
l",l','}’):;-—-—— LS e o, v,

ari ), " o

I.es fonctions f(.r, y) et F(x, y), qui coincident au voisinage de
Porigine, admettent le méme domaine d’existence, et elles coincident
dans tout ce domaine. En particulier, /(.r, y) est holomorphe et uni-
forme dans D,, et 'on peut écrire

z

, s i iz i
P ir ey [ (5, V) ——meer 2
Jroovne e [ s 2

n—~0

s

(A
—_ / [irs, vz
21t ) !
.

la série étant uniformément convergente lorsque le point x, y est
voisin d’un point quelconque intérieur 4 D,. Posons

1 i dsz
(1) P, vy o — f forez, v3) .
3 n . 27:’ ;. . . 5"""

P.(x, v ) est une fonction holomorphe et uniforme dans D,. et 'on
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obtient le développement suivant

(2) f(w,y)zZl’,,(__.x,y),

n=H

uniformément convergent au voisinage de tout point intérieur a D,.
Mais on a

dz
P (ret, .}’8‘/) == ,2;.7/./‘ xze'?, -yzem)zu—-l
ou, en posant s¢* =1,
ein2 )
Pu(ze, ye”) - )_15 j‘ xly YU) 7 lﬂr‘l =P, x, Y)-

Il en résulte que P, est une constante, et P,(x, y) un polynome"
homogéne de: degré n. Pour le voir, il suffit de différentier un nombre
quelconque de fois I'identité

V. (ze*, yer )= "2, (x, y),

¢t de faire z = y = o dans les relations obtenues.

Les polynomes P,(x, y) que nous venons de¢ trouver ne dépendent
pas de la valeur donnée i r, puisque le développement de f(x,y) en
série de polynomes homogeénes n’est possible que d'une seule facon au
voisinage de I’ ongme.

Alnsi la série (2) converge uniformément au voisinage de tout point
de D,, quel que soit r plus grand que un; elle converge donc unifor-
mément au voisinage de tout point de D, et le théoréme II est établi.

Ona

-

(3) Pulr, y)= —l e f( e, yeyd,

27

"

comme on Je voit en considérant la relation (1), et en faisant rendre r
vers 'unité. La relation (3) est fort importante; on en déduit immé-
diatement 'inégalité

i Pal 2y, 34) Zmax flx,e® y,e®),  (0Z5<27),
qui généralise I'inégalité de Cauchy

g Smax flr,e®y (029221,

Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1431 3
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relative au développement d’une fonction d'une variable, holomorphe
dans un cercle.

Remarque. — Soit A le plus petit domaine cerclé étoilé contenant
le domaine cerclé I) (qui est univalent, d’'aprés ce qui précéde).
Comme nous I'avons vu, si /(.z, y) est holomorphe dans D, elle est
holomorphe dans A. Je dis que s/ une fonction méromorphe f(x,y) ne
prend pas la valeur a duns D, elle est inéromorphe dans A et n’y prend
pas la valeur a. En effet, la fonction

i
Juroy)--a

ol y) =

est holomorphe dans D, donc dans A. €. Q. F. D,
En particulier, si I'inégalité

:/.(.l', .),') v < \l

a lien dans le domaine 1), elle a aussi lieu dans le domaine A,

3. Les povanes ne Rersuawnr. — Avant d’aborder la démonstra-
tion do théoréme I pour une fonction méromorphe, disons quelques
mots sur une classe remarquable de domaines cerclés.

Un domaine connexe D est un domaine de Reinhardt lorsqu'il
satisfait aux conditions suivantes :

1° L’origine (centre) est intéricure i D;
2" St le point x =, y =y, appartient 4 D, le point

£==.r,e*, y==y,eh
appartient aussi a 1, quels que soient les nombres réels u et 3.

Tout domaine de Reinhardt ¢st cerclé, et par suite univalent si I'on
applique la convention [A]. L'image I d’'un domaine de Reinhardt,
dans I'espace (z,, z,, v), est de révolution autour de I'axe Oy ; réci-
proquement, si I'image d'un domaine cerclé est de révolution autour
de Oy, le domaine est un domaine de Reinhardt.

Les domaines considérés effectivement par M. Reinhardt dans son
Mémoire déja cité sont un peu plus particuliers. Nous les appellerons
ici des domaines de Reinhardt complets.
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Un domaine D est un domaine de Reinhardt complet lorsqu'il satis-
fait 4 la condition suivanle : si le point z,, y, appartient 4 D, le
domaine

' / !

EL i !
appartient aussi 4 D. Par exemple, le domaine de convergence d'une
série double de Taylor est un domaine de Reinhardt complet.

Je ne sais si le théoréme suivant a jamais été énoncé dans le cas d’un
domaine de Reinhardt quelconque :

Tutorese LIl. — Toute fonction f(x, y), holomorphe et uniforme
dans un domaine de Reinhardt D, est développable en série double de
Taylor

f (r,y)= 2 z Ao 2" Y™,

m=H n=9
uniformément convergente au voisinage de tout point intéricur a D.

La démonstration est analogue a celle du théoréme II. On remarque
d’abord «ue le développement estL possible d'une fagon au plus. On
envisage ensuite I'intégrale double

. _ ds dt

F(e, y)y=— ff_/(::...yt) =
C. et I, désignant respectivement les circonférences|z|=r et
jt|=r(r>1).

I.e raisonnement s'achéve sans la moindre difficulté.

Coroviaire. — Si f(z, y) est holomorphe dans un domaine de Rein-
harde DD, elle est aussi holomorphe dans le plus petit domaine de Reinhardt
complet A contenant1). Le domaine A est le domaine formé de I’ensemble
des domaincs

RURCR a Y,
T4, ¥, étant un point quelconque de .

Le théoréme bien connu de M. Hartogs : « Si f(x, y)est holomorphe

pour
fel<e,  yi<i,
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et aussi pour
lz|<r,  1—d<iyl<u,

elle est holomorphe pour

lzl<rn,  |yl<i»

n’est qu’un cas particulicr de notre corollaire.
Ce corollaire se compléte de la facon suivante : si unc fonction

méromorphe f(z, y) ne prend pas la valeur a dans D, elle ne prend
pas la valeur @ dans A ; si 'inégalité

[z y)i<M
a lieu dans D, elle a licu aussi dans A,

4. LLES FONCTIONS MEROMORPHES DANS UN DOMAINE CERCLE. — Arrivons
enfin a la démonstration du théoréme I. Nous allons établir le théo-
réme plus précis suivant :

Tueonime 1bis. — Soit D un domaine cerclé; soit A le plus petit
domaine cerclé étoilé (univalent) contenant D, c’est-a-dire le domaine
constitué par ’ensemble des points

|z =k, Yy =175y, (1k|g),
le point ,, y, étant un point quelconque de D. Toute fonction f(x,y),

méromorphe et uniforme dans D, est aussi méromorphe et uniforme
dans A.

Observons que tout point de D appartient 2 A; mais deux points
distincts de D, s'ils ont les mémes coordonnées, ne font qu’un seul et
méme point de A. C’est du moins de cette facon qu'’il faut entendre la
définition qui vient d’étre donnée du plus petit domaine cerclé étoilé A
contenant D.

Pour établir le théoréme I bis, il suffit de démontrer la proposition
suivante : SI M(Z%, 1) est un point quelconque de D, mais non un point
de ramification, la fonction méromorphe f(x, y) peut se prolonger
depuis le cenire jusqu’au point %, 1, le long du segment de droite

x =, y=I1n (tréel, 02t L),

Il résultera de 14, en effet, que f(x, y) est méromorphe et uniforme
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dans A, sauf peut-étre au voisinage des variétés de ramification de D.
Or, par hypothése, f(x, y) admet ces variétés comme singularités
algébriques, et elle a une valeur hien déterminée en chaque point de
la variété elle-méme. Puisque, d’autre part, elle est uniforme au voi-
sinage, elle est réguliére sur ces variélés, et par suite dans le domaine A
tout entier. C. Q. ¥. D.
Pour démontrer la proposition annoncée, nous aurons a nous servir
d’un théoréme de MM. Hartogs et Levi ('), qui peut s’énoncer ainsi :

St f(x, y) est méromorphe et uniforme pour

|z —u|<p, |yi<¢)
et pour N
lz|<p+u, |yl<n, (u,p,p',n positifs, n<p’),

elle est aussi méromorphe et uniforme pour
lzi<p+u, lyi<p’

Ccla posé, voici la marche que nous allons suivre. Joignons M au
centre O par une courbe C tout entiére intérieure 4 D, ne rencontrant
aucune des variétés de ramification du domaine D (?). Si le nombre
positif R est assez petit, tout point P de la courbe Ceest le centre d’une
hypersphére Z(I”), de rayon R, tout entiére intérieure 4 D. Nous
définirons dans un instant une suite finie de points pris sur C,

Oa N[n M:a REE] NI/M \‘[9

et une suite de domaines D,, D,, ..., D,, satisfaisant aux conditions
suivantes : D, est intérieur 4 X(O) et contient O et M,; D, cst inté-
rieur & X(M,) et contient M, et My, ...; D, est intérieur & Z(M,) et
contient M, et M. P’nis nous montrerons par récurrence que f(z, y)
est méromorphe et uniforme dans le domaine formé de A, et d’un cer-
tain voisinage de l'origine; A, désigne 'enserble des points

x = kx,, ,}’:/':}’o (}/"}é'L

(") Voir, par exemple, E. E. Levi, Studii sul punti singolari essensiali, etc.
(Annali di Matem., 3¢ série, 17, 1910, p. 61-87; voir §8).

(*) Clest possible, comme on le voit en considérant l'image I du domaine D
dans 'espace (xz,, z,, y).
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&y, ¥, étant un point quelconque de D. La proposition annoncée sera
alors établie.

J
e pose N

r— —»

V5

et j'assujettis toutes les distances OM,, M\M,, ..., M,M 4 étre
inférieures 4 g; je puis bien trouver sur la courbe C un nombre fini de

points M,, M,, ..., M,, tels qu'il en soit ainsi. Soient x, et y, les
coordonnées du point M,,. Si|x,|2|y,|, je prends pour D,le domaine
suivant :

lz—x,|<r, ‘y—‘&x <r;

‘Z'/;

si |@,| <|y,|, je prends pour D, le domaine
ly —yni<r, lx-—ﬂy‘<r.

Yr

On voit aisément que D, contient I’hypersphére de centre M, et de
rayon g, et est intéricur 4 I'hypersphére de rayon ry5=R. Les

domaines D, satisfont donc a toutes les conditions annoncées. Le
domaine D, sera le suivant :

tr <<, ly. . <r.

Admettons qu’on ait montré que f(r, y) est méromorphe et uni-
forme dans le domaine constitué par A,_, et un certain voisinage de
lorigine; montrons alors que /(.r, y)est méromorphe dans le domaine
formé de A, et du voisinage de I'origine.

Supposons par exemple |x,|2|y,|, et faisons le changement de
variables

X=.r, Y:)f“'&-’x.
.y,
La fonction f(z, y) devient une fonction F(X, Y); le domaine D
reste cerclé. Le domaine D, devient

(4) X —.r, <r, Yi<r.
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Je vais montrer que F'(X, Y) est méromorphe dans le domaine
(5) (X|<|zpl+r Yi<r
domaine qui contient A, el le voisinage de 'origine.

En effet, M, étant intérieur 4 D,_,, il existe un nombre positif o tel
que le domaine

!x——.‘l}/,]<ﬁ, )§‘<“
soit intérieur 4 D,_,. Par suite le domaine
Y
(6) XI<lzml+a |g|<a
est intérieur 4 A,_,. D'autre part, F(X, Y) est méromorphe au voisi-
nage de I'origine
(7) IX|<B, |Y|<B.

Comparons (6) et (7). Nous voyons que F(X, Y) est, en particulier,
méromorphe dans le domaine

(8) IXI<imp|+2,  (Yi<y,

v désignant le plus petit des nombres 3 et «53.
Revenons alors au domaine D, (ui est défini par (4). Comme D,
est intérieur 4 D, et comme d’autre part D est cerclé, le domaine

(9) NX|—=lri]<r 1Y <r,

est intérieur 4 D. Donc F(\, Y') est méromorphe dans le domaine (g).
Si l'on a rZz, appliquons le théoréme de Hartogs-Levi aux
domaines (8) ct (9). Nous vovons que I'(X, Y) est méromorphe dans
le domaine (5).
Sil’'on ar> a, alors, en vertu de (9), I'(X, Y) est méromorphe
pour

(9) IXi—tnil<a Vi<

Appliquons le théoréme de Hartogs-Levi aux domaines (8) et (g').
Nous voyons que F(X, Y) est méromorphe pour

X<l +a, Yior
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Comparons avee (9). Finalement, I(X, Y) est méromorphe dans
le domaine (5). '
Ainsi, danstousles cas, F(X, Y)est méromorphe dansledomaine (5).
¢. Q. F. D,
Le théoréme I bis est donc entiérement démontré.
Une méthode analogue & celle qui vient d’éire exposée permettrait
d’établir la proposition suivante (c¢/. le corollaire du théorime 1MT) :

Soient D un domaine de Reinhardt, A le plus petit domaine de Rein-
hardt complet contenant1 5 toute fonction f(x,y), méromorphe dansD,
est aussi méromorphe dans A.

8. A PrOPOS D'UNE INTEGRALE QUADRUPLE.

TuéoriMe 1V. — Soient f(x, y) une fonction holomorphe dans un
domaine cerclé D, et

Sz y) :21’,.(:",y)

n=u

son développement én série de polynomes homogénes. Désignons par dw
I’¢lément de volume de Uespace i quatre dimensions. Pour que U'intégrale

wn=[[f 1ty e

existe, il faut et il suffit que l'intégrale

f f f 1P y) | do
b

existe quel que soit n, et que la série

(10) 2.[‘/‘/‘ "}l’,,(m,y)';%/m

n=0

soit convergente. Sa somme est alors égale a 1( f). On a donc

(11) fffjl:lf(w,y)i?dw=§fff ALEERALTS
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M. Bergmann (*) a déja indiqué une proposition analogue relative
aux fonctions méromorphes dans un domaine de Reinhardt,

J(z, y) EZ Z AmpZ™y";

on a alors m=0 n=0
ffffuif(w, Valk (lm_—:mzzo E’fffjl;lflf,z,nx"'yft pn

Le présent théoréme s’applique & tout domaine cerclé D (forcément
univalent), étoilé ou non. Pour I'établir, nous considérerons D comme
limite d'une suite infinie de domaines cerclés D, ...,D,, ..., com-
plétement intérieurs & D, et dont chacun est intérieur au précédent.
Par définition, on a

JS S fseean=tin [ f f 155 pan

car la limite, si elle existe, ne dépend pas de la facon dont ont été
choisis les D,,.

Admettons pour un instant qu’on ait montré que la série

S[ff [ mianran

est convergente et a pour somme

ffvffb'}f('l"»}’){’dw.

Supposons que l'intégrale I( /) ait une valeur finie. On aura

SIS [imwnrans [ [ [ [ 1100 <io,

(") Ueber Hermitesche unendlichen Formen, etc. (Math. Zeitschrift, 29,
1929, p- 641-677; voir p. 649).

Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1931, 4
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et, par suite, I'intégrale

fff Dll’n(.c,Y)iztloyzllirnlfff D”[[’,‘(w,y)lzclg

aura une valeur finie. De plus I'expression

k B
fof |l’,,(w,y)]2(lo):limfoff | Pu(xy, y)|*do
n=0 b Pre o by

sera au plus égale 4 I( /), ce qui prouve que la série (10) sera conver-
gente, et que sa somme sera au plus égale a I( /). D’ailleurs cette
somme sera au moins égale &

E:ffffpan(w,y)i’dw=fff/l;lf(x,y)pdw,

et comme cette derniére intégrale tend vers I( /) lorsque p augmente
indéfiniment, on aura finalement ’égalité (11).
Réciproquement, si la série (10) est convergente, l'intégrale

ffffbjf(w,y)lw,,,

reste inférieure & un nombre fixe; donc I'intégrale I( /) a une valeur
finie.

En résumé, il suffit, p étant fixé, d’établir la relation

(12) ffffbif(.r.y)%dr»zli)-g_éfffﬁzl',,(w,wfr/w-

Or, en vertu de la convergence uniforme du développement de
Sf(x,y), on peut, étant donné un nombre positif z, délerminer un
entier k tel que I'on ait

&
Y Pu(z, )

n=0

2

—e<|f(x y)|*— <e

en tout point du domaine D,. On aura alors

_asz,,<ffffwmx,y)!ww—ffffw

k 2
S Pz, ) |do < e,
n=o0
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Q, désignant le volume de D,. Nous allons montrer que I'on a

(13) fff-/.,; gpn(x,y) zd!»:éfff‘/n;ll’,,(w, y)|Pdw;

I'égalité (12) en résultera.
Pour établir (13), nous remarquons que I'on a

o k 2 . k 2
f 2 P.(,e”, yoe)| d1= f ze”“'l’,‘(x‘,, o) | b
° n=0 0 n=0
P
= 27‘2 | Pa(@oy yo) 1%
n=0
ce qui peut encore s’écrire
e k 2 k
f ; an(xoe‘°,yoe’°) —Z]P,,(xoe"’, yo€) 2y do=o0;
0 n=0 n=0
on aura done
A 2 )
_/ff/n;; Y Puz, | -3 P,,(.z',y)]”dwzo.

n=n n=0

f.a démonstration du théoréme IV est achevée.

Corollaire. — Pour que I'intégrale I( /) soit finie, il faut que I'inté-

grale
ffff;l’.,;u/r»:;p,,p.q
[ 1]

soit finie; Q désigne le volume du domaine D, et P, n'est autre
que f(0,0).
Si done
Slo, 0) Z o,

le volume Q doit étre fini. Inversement, on a
w 1CS)
!f((). O);’g —s—z—"
L L2 . - .
et I’égalité ne peut avoir lieu que si

flx, yY=f(o, o).
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D’une fagon générale, on a

1<f>szffn|m<x,y>|=dw;

si le polynome P,.(z, y) du dévcloppement de f(x, y) est connu,

I'intégrale
fffblf(”’,.}’)l’dm

S, y) =P (2, ¥).

est minima pour

6. Les TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES DES DOMAINES CERCLES LES UNS DANS
LEs AvTRES. — Toute affinité analytique

X=azx~+ by, Y=dx~+ 0y

transforme évidemment un domaine cerclé D en un autre domaine
cerclé D'; si D est étoilé, D’ est étoilé. Soit

F(X, Y)EZP"(X, Y)

n=>0

le développement d’une fonction holomorphe dans D’; le développe-
ment de
Flax+ by, a'x + U'y) = f(x, y)

en série de polynomes homogénes en x et y n’est autre que

J(z, ) szp,,(aw + by, d'x+ U'y).
n=>0

Dans I'affinité précédente, les centres des domaines cerclés D et D’
se correspondent. Mais, on connait des transformations analytiques,
autres que des affinités, qui transforment un domaine cerclé en un
autre domaine cerclé ; par exemple, une hypersphére admet des trans-
formations analytiques en elle-méme dans lesquelles le centre vient
en un point intérieur arbitraire, ct ces transformations ne sont pas
linéaires entiéres.

Laissant de c6té le probléme général qui consiste & trouver toutes
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les transformations d’un domaine cerclé en un autre, nous allons nous
limiter ici 4 celles qui conservent le centre.
Commencons par un théoréme d’ordre général :

Tutonkme V. — Si un domaine cerclé D est en correspondance analy-

tique avec un domaine borné A, non ramifié au point O homologue du
centre de D, le domaine D est borné.

Soient cn effet )
X:f(.z‘,y), ng('x' Y)

les équations de la transformation (le point x, y décrivant D, le
point X, Y décrit A). On peut supposcr

J(0, 0) =g(0, 0).

D’aprés I'énoncé, le déterminant fonctionnel %%—% n’est pas nul
. 9
pour & =y = o. En effectuant sur X et Y une substitution linéaire
convenable, on peut supposer que l'on a

Sz, y)y=x+..., gle, yYy=y+....
Cette maniére abrégée d’écrire signifie

df(o, o)
dx

=1,

df (o, 0):0 (),g(o,o)___0 ()g,'(o,o)_x
dy ’ d 0 —_— Uy "'_‘d‘}’_'— — ke

D'apres la relation (3) (Chap. II, § 2), on a

i

“ —il) f( rel! if)
a e e s

I

27

y= ;l;r e g (xe, yel) df.
0

Comme, par hypothése, f(x, y) et g(x, y) sont bornées, on voit
que x et y sont hornés. Le théoréme est donc établi.

CoOROLLAIRE. — Deux domaines cerclés, dont U'un est borné et I’autre

ne Uest pas, ne peuvent pas étre mis en correspondance analytique, méme
si l’on n’astreint pas leurs centres a se correspondre.

Nous allons maintenant établir le théoréme suivant :
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Tutoreme V1. — Si la transformation analytique
X=o(z,7), Y=4zy) [9(0,0)=14(0,0)=0]

établit une correspondance biunivoque entre les points de deux domaines
cerclés bornés ('), on a nécessairement

olr, y)=ar+ by, (e, y)y=ar+10y.

En particulier, toute transformation analytique d’un domaine cerclé
borné en lui-méme, qui conserve le centre, est linéaire.

Nous établirons le théoréme VI comme conséquence d’un théoréme
général relatif aux domaines quelconques (théoréme VII). Aupara-
vant, faisons une remarque, en admettant provisoirement I'exactitude
du théoréme VI.

L.es domaines cerclés, nous I'avons vu (Chap. I, § 1), dépendent de
JSonctions arbitraires. Donc, en général, deux domaines cerclés hornés
ne peuvent pas se représenter I'un sur 'autre, au moins si I'on veut
que les centres se correspondent dans la transformation. Nous dirons
qu'un domaine cerclé borné et tous ses transformés par affinités ana-
lytiques appartiennent a une méme classe.

Tutorive VII. — Soit D un domaine borné quelconque, non ramifié
a Uorigine supposée intérieure au domaine. Si les fonctions

X=f(r.y)y=x+.... Y=g(z,y)=y+...
sont telles que le point X, Y reste constamment intérieur a D lorsque le
point z, y décrit D, on a forcément
Sz, y)y=uo.  glr.y)=y.

En effet, au voisinage de I'origine, les fonctions f(x, y) et g(x, y)
sont développables en séries de polynomes homogénes

f("’" )) =L 2 P,(«(.L‘, _}’)

k=2

&lr. y) Ey+2Qk(w, y)-

k=2

(*) D’apres ce qui préceéde, il suffit que I'un deux soit borné pour (ue l'autre
le soit aussi.
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Supposons que les polynomes P, ne soient pas tous identiquement
nuls, et soit P,(z, y)le premier d’entre eux. Considérons les fonctions,

définies par récurrence,

fu»H("”? J’) Ef[/n("’/', X)) é’n(-ts .}’)],
Euei (£, y) = gL Jul2, 3)s (2, 7))

Dans un voisinage suffisamment restreint de l'origine, f..(z, y)
est développable en série de polynomes homogénes, et I'on voit tout
de suite que ce développement a la forme

j',H_,(.L', y)y=z—+(n+ 1) Py (or, Y)+.ooa

ce qui est impossible, car, la fonction f,,, (2, y) admettant une borne
supérieure indépendantc de n, Lous les polynomes de son développe-
ment doivent étre bornés [ relation (3), § 2].
Ainsi les P;, et de méme les QQ,, sont tous identiquement nuls.
C. Q. F. D.

Premiére démonstration du théoréme VI (*). — Nous allons déduire
le théoréme VI du théoréme VII. Par hypothése, la transformation

X=og(x.3), Y=4(r.y) [¢(o.0)=1(o,0)=0]

transforme le domaine cerclé borné D en un domaine cerclé borné D’;

soit
r=0(X.Y), y=¥(XY) [®(0, 0)=W (0, 0)=0]

la transformation inverse. Soit § un nombre réel quelconque. Les for-
mules

O ,') = e—i{’(l)[ei(‘q)(.’l,’, ¥), e"’u{;(.l:. )’)I Ef("’”‘? Y

\' z
[ y'=eW[eo(e, y), ed(r, y)] =gz, ¥)
définissent une transformation de D en lui-méme. Or le déterminant

: D( cP, q/) 9 . P . .
fonctionnel D(sy) ™ est pas nul & 'origine, puisque z et y s’expriment

(") Au momentoi j"ai énoncé le présent théoréme VI dans les Comptes rendus,
M. Behnke publiait de ce méme théoreme une démonstration s’appliquant aux
domaines cerclés étoilés dont la frontiere se compose de morceaux analytiques
(Die A/)bildun,gen der Kreiskirper, Abh. math. Sem. Hamburg. Univ., 7,
1930, p. 329-341). J'ai moi-méme publi¢ la présente démonstration dans une
Note aux Comptes rendus (190, 1930, p. 718).
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en fonctions uniformes de X et Y au voisinage de X=Y =o0. On
voit alors immédiatement que les fonctions f(z, y) et g(x, y)ontla
forme

[z, y)y=z+..., glx,y)=y+...

envisagée au théoréme VII. On en conclut
f("”".}’)zot', é’(ﬂ?,}’)EJ’,
et les formules (14) s’écrivent

@(ze, ye) =elg(z, y),
$ (e, ye') = e (., y).

Si I’on différentie ces identités un nombre quelconque de fois par
rapport 4 x et y, et si I'on fait ensuite £ = y == o, on trouve que toutes
les dérivées partielles, d’ordre plus grand que un, des fonctions ¢ et ¢
s’annulent 4 'origine. Ainsi

o(z, y)=ax+ by, Yz, y)y=a'z+ b'y.

Deuxiéme démonstration (') du théoréme VI. — Les domaines cerclés
D et D’ étant supposés se correspondre par une transformation analy-
tique dans laquelle les centres sont homologues, on peut effectuer sur
D’ une affinité analytique de facon que la transformation prenne la

“forme
X=¢(z,y)=z+..., Y=d(z,y)=y—+....

Je vais montrer que I’on a
o(z, y)==z, Y y)=y.
Pour cela, je vais montrer d’abord quel'on a

D9, ¢) _
(15) m:l.

Soient en effet Q et ' les volumes de D et D’. Appliquons le théo-

(*) Cette deuxieéme démonstration est en relation étroite avec la théorie de
M. Bergmann. Elle n’est pas essentiellement différente de celle que M. Welke
doit faire paraitre dans les Math. Annalen, et qu’il m’a aimablement commu-~
niquée.
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réme IV. Ona (")
DXV (o
__f‘ln(l . //n__:./[://n Q.

I'égalité ne pouvant élre atteinte que si (15) est vérifié. [nversement,
on a

et, par suite,

I’identité (15) est donc établie, et I'on a

oy == .
Cela posé, on a

\ 2 ! _f’ofl });-/['n/flz dm,
n' )

I’égalité ne pouvant étre atteinte que si

olz, y)=r.

f, x 2w \éfl X 2oy,

i) 114

f l""l/’n_. [ \’"d'n
1]

sl y)=ax

Inversement, on a

et, par suite,

On a de méme
Y(r, y) =y. €. Q. F. D.

Modifions maintenant un peu les conditions d'application des théo-
réemes V et VII. Nous allons ¢tablir les théorémes suivants :

Tutorime V bis. — Supposons qu’une transformation analytique
N=f(x, ) =ar+by-+.... Y=g(r,y)=dxz=-by+...

transforme un domaine cerclé D en un domaine & pour lequel X est
borné. Alorsax + b y est borné dans D.

(') Nous écrirons un seul signe/pour désigner une intégrale quadruple.

Journ. de Math.. tome X. — Fasc. I, 1431, 5
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‘n effet

Y

| : . ;
ar - by - - o0 (e, yel®y df.
L= 1) P [ e D f( Lye)
Tueoneme VII bis. — Soit D un domaine de Uespace (x, y), non
ramifié a 'origine supposée intérieure a D. Si les fonctions
N=f(r.y)yzuw-.... Y=yg(e,y)=y-=+..

sont telles que le point X, Y reste constamment intéricur a D lorsque le
point x, y décrit V), et si x est borné dans 1), on a _forcément

Jor )

Démonstration analogue a celle du théoréme VI

Appliquons ce théoréme a la recherche des trans formations en lui-
méme du domaine cerclé 1) défini par

<1 (y fini quelcongue).
(_herchons d’abord les transformations de la forme
\ :J'( oy ez by oLl Yo sy ala s Ty

1’aprés le théoréme \ bis, ax + by est borné dans D. On a donc
forcément b = o, et par suite b'5£ o (car ul'— ba'z£ ). On a ensuite

.I/ I

en effet, si|a| était supérieur & un, on aurait, en itérant 2 fois la
transformation,

.\,,':_' a’.ro-—

o v 0.

or «".x doit étre horné dans D). Si |« | était inférieur i un, on considé-
rerait la transformation inverse. Ainsi on a

N=fr, yjoae ... Y =g (o=l by
|.a transformation

. . 1 ,
\N'= i\, \'::;l,(\—-//'\(," M
)

transforme aussi D en lui-méme; or on a

N'=r—..., Y=y ...
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en vertu du théoréme VII bis, on a donc X'=z, et par suite
S(r, yy=xed.

Cela posé, x étant fixé, la transformation
Y=ygiry)
doit transformer en lui-méme le plan y a distance finie. On a donc
2(r. yy=yu(r)- v(r), [s(0)=0n]

n(x) et ¢(x) étant deux fonctions holomorphes pour (x| <1. la
fonction u(r) ne s’annule pas, car, si I'on avait «(a,) = o, on aurait
\=uz," Y =v(2,), pour x = x,, quel que soit y.

Pour tronver la transformation la plus générale de 1) en lui-méme,
on se ramene au cas précédent en effectuant une homographie sur x,
et en ajoutant une constante convenable a y. La transformation la
plus générale a donc la forme

‘ N —-I—"—'- ’ L 7w <1l

[

.
' Y o yu(r) - e Ly ol

Les transformations qui laissent fixe l'origine ne sont pas toutes
linéaires. Le théoréme VI peut donc étre en dé faut si on veut I appliquer
a dres domatines cerclés non bornés.

CHAPITRE #1.

DOMAINES SEMI-CERCLES, DOMAMNES INVERSEMENT CERCLES,
DOMAINES (717, P) CERCLES.

1. Les powaixes sesi-cercLes. — [éfinition. — J'appelle domaine
semi-cerclé un domaine connexe D qui satisfait aux conditions sui-
vantes :

1* L'origine est intérieure a D

2° Sile pointx=x,,y =y, appartiental),lepointx=x,,y =y, e”
appartient aussi & 1), quel que soit le nombre réel ).
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Tous les points, intérieurs au domaine 1), pour lesquels y =o,
jouent le méme role que Vorigine : ils restent fixes dans la transfor-
mation

o S, )’l '*",."{"i',
du domaine en lui-méme. Tous ces points seront appelés des centres
du domaine.

Relativement aux domaines semi-cerclés non univalents, nous
ferons la convention suivante : x,, y, désignant un point quelconque
du domaine, la courbe

i,
S L. Voo v,e ]

est fermee dans le domaine. Nons envisageroms éventuellement des
domaines semi-cerclés ramifiés 4 l'origine.

Si le point x,. v, est un point de ramification. le point z=.r,.
Y =2y,€¢" est aussi un point de ramification. Comme les variétés de
ramification sont analytiques, ce sont nécessairement des variétés
x = const. Nous retrouverons ce résultat comme cas particnlier d’une
proposition giénérale ¢lablie au paragraphe 3.

Etant donn¢ un domaine semi-ccrelé D, ensemble des points x, y
de D, pour lesquels y est réel, constitue un domaine I dans I'espace a
trois dimensions réelles .xy, &, y (@ =, 5 (x,). Ce domaine contient
l'origine et admet le plan x, Oz, comme plan de symétrie. Réciproque-
ment, a tout domaine I, de l'espace (x,, r,. y), qui satisfait a ces
deux conditions, correspond nn domaine semi-cerclé |) et un seul.
Mais nous verrons au paragraphe 3 qu'un domaine semi-cerclé ) et
son image I doivent satisfaire a d’autres conditions si I'on applique la
convention [ A ]; ce n’est pas étonnant si I'on se rappelle, par exemple,
qu'un domaine cerclé est nécessairement univalent en vertu de la
convention [A].

Tout domaine de Reinhardt est semi-cerclé. Pour quun domaine
soit a la fois cerclé et semi-cerclé, il faut et il suffit que ce soit un
domaine de Reinhardt.

Q. DEVELOPPEMENT D'GNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN DOMAINE SEMI-
CERCLE.

Tusorime V1. — Toute fonction f(x, y), holomorphe et uni-
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forme dans un domaine semi-cerclé D, est développable en série de la
forme

e Sy = 2‘}""/',‘1 R

n=0

uniformément convergenle au voisinage de tout point intérieur @ D ; les
/.(x) sont des fonctions de x seul. holomorphes et uniformes dans tout
le domaine 1).

I.a démonstration est semblable a celle du théoréme 11 (Chap. II).
Avant de commencer, on peut supposer que l’origine n’est pas un point
de ramification du domaine D, car, si ¢’en était un, il suffirait d’effec-
tuer une transformation

\ =1 - Lo, Y =Y.

Cela posé, le développement (1) est pomhle d’une facon au plus,
car on a évidemment

1ovf(x, 01

[ t )=
n' dy*

Soient alors 7 un nombre récl plus grand que un, et D, le domaine
formé despoints z =z, v = )7" (.r,,y,désignant un point quelconque

de 1)). Désignons par C, la circonférence | 5| =r. L.a fonction

est holomorplie et uniforme dans D,, et coincide avee f(.r,y) au voi-
sinage de I'origine. Donc f(x, y) est holomorphe dans D,, et 'on a

P Sz, vz —-—~—ff(1’.y.,y-——=2e,,(‘z o

n=0

avec

Dl

La série (2) converge uniformément au voisinage de tout point x,y
intérieur 4 D,. Quant a g,(x, y), cest une fonction holomorphe et



38 HENRI CARTAN.
uniforme dans D, ; on vérifie sans peine qu’elle satisfait 4 I'identité
Ynlie, ye'* ) = e, (.r, y),
d’ofi I'on conclut, au voisinage de 'origine,
9nlxsy) = yhful2).

LLa fonction f, (x) = inE;:_Z_), quotient de denx fonctions holomor-
phes dans D,, est elle-méme méromorphe dans D, ; d’ailleurs, au voi-
sinage de l'origine, elle ne dépend que de x. C’est par suite, dans le
domaine D, tout entier, une fonction de x seul, qui ne peut devenir
infinie que pour y = 03 elle n’est donc jamais infinie. Ainsi £, (x) est
holomorphe et uniforme dans D,.

Les fonctions 7, (x,y) trouvées n: dépendent pas de la valeur
donnée ar. Le théoréme VIII est donc établi. On a d’ailleurs

a5

' - .
3 #f ) i [, ye® )yl
(3) Y Sulir) ,“:f Jr.ye?)

0

yufuta,) 7 Max ‘j'(.n,,.y,.e”")‘ L0797 2.

TuéoriMe IX. — Soient [(x,y) une fonction holomorphe dans un
domaine semi-cerclé D, et

Jorrr= S s

n=N

son développement. Pour que 'intégrale
l(,/):f"/'(.r. VAL
n
existe, il faut et il suffit que U'intégrale
>/ I.)'”/h‘ 2 Eelop
»

existe quel que soit n, et que la série

Z f Y[ty 2
4"

n=n

soit convergente. Sa somme est alors égale a 1( f).
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Démonstration analogue a celle du théoréme IV (Chap. II).

3. LA « PROJECTION » D'UN DOMAINE SEMI-CERCLE. — Nous sommes
maintenant en mesure d’apercevoir les conséquences entrainées par
I'application de la convention | A ] anx domaines semi-cerclés.

A chaque point z,, y, du domaine semi-cerclé D, associons, dans le
plan de la variable complexe x, le point x,, que nous appellerons
projection du point x,,y,. Nous allons montrer qu'on peut définir,
dans le plan z, un domaine d constitué par I'ensemble des projections
de tous les points du domaine ).

Pour définir le domaine «, il nous faut, étant donnés deux points
P,(z,, ya) et P (x,,y,) du domainc D, qui ont la méme coordon-
née x,, dire si leurs deux projections doivent étre considérées comme
deux points distincts du domaine ¢, ou comme un senl el méme point
de ce domaine.

Considérons a cet effet les fonctions de x seul, holomorphes et uni-
Sormes dans 1. Si toutes ces fonctions possédent la méme détermina-
tion ¢n P, et I’,, nous conviendrons de regarder les projections de P,
et P, comme un seul ¢t méme point du domaine d. Au contraire,
s'il existe au moins une fonction de z, holomorphe et uniforme dans
D, qui ne posséde pas l« méme détermination en P, et en Py, nous
conviendrons de regarder les projections de PP, et P, comme deux
points distincts do domaine d.

Le domaiue d cst ainsi parfaitcment défini. Nous Pappellerons pro-
Jection du domaine ). Remarquons que si deux points P (x,,y,) et
P, (x,,y,) penvent étre joints par uie courbe intéricure a D et située
daus le plan «x =z, leurs projections dans d sont identiques.

L’intérét du domaine d réside dans le théoréme suivant :

TuroriMe X. — 4 deux points distincts du domaine D, qui ont les
mémes coordonnées x et y, correspondent deux points distincts du
domaine d.

Pour établir cette proposition, nous appliquerons la convention[ A |.
Soient P, et P, deux points distincts de D qui ont les mémes coordon-
nées; s'ils avaient méme projection dans d, toute fonction de x, holo-
morphe et uniforme dans D, posséderait la méme détermination en P,

v
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et en I,. Soit alors /(x,y) une fonction quelconque, holomorphe et
uniforme dans D ; d’aprés le théoréme VIII, elle posséderait la méme
détermination en P, et en P,. Les points P, et I’, ne seraient donc
pas deux points distincts du domaine D (convention [ A]).

C. Q0. F. b,

Le théoréme précédent peut encore s’énoncer ainsi : tout point de D
est défini sans ambiguité par sa projection dans d et sa seconde coor-
donnée y. Les variétés de ramification du domaine D, s'il en existe,
ont la forme x = const., et correspondent auzx points de ramification du
domaine d.

On voit maintenant de facon précise quelle est 'image I du
domaine D dans |'espace (x,,x,,y) : on considére 4 cet effet un
domaine d, univalent ou non, dans le plan x, Ox,, et a chaque point
(@), (%), de ce domaine on associe un ou plusieurs segments, por-
tés par la droite

ry= (71 )y, == (2 )y,

ces segments étant deux a deux symétriques par rapport au plan
x,0z,. L’ensemble des segments associés a tous les points du
domaine d constitue le domaine I; on suppose que I'origine est un
point intérieur a I.

Nous dirons qu'un domaine semi-cerclé est complet si a chaque point
du domaine d correspond un segment unique qui coupe le planz, Ox,.
Cette définition équivaut a la suivante : six,,y, est un point de D,
x=ux,,y =ky, (| k| <1) est aussi un point de D. Cette derniére défi-
nition aurait pu étre donnée dés le début du Chapitre, mais elle n’aun
véritable sens que si I’on connait la nature des domaines semi-cerelés
non univalents, et nous la connaissons maintenant.

Le plus petit domaine semi-cerclé complet A contenant un domaine
semi-cerclé donné D se compose, par définition, de l'ensemble des
points

.}’0 ;e

[I7AN

X = T,. }’

Z,, y, étant un point quelconque de D. Dans cette définition, deux
points

a=r,. y==hv,.

qui correspondent aux mémes valeurs de 4, z,, ¥,, sont considérés
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comme distincts s'ils correspondent a deux points z,, y, distincts du
domaine D. Cette conventiontrouve sa justification dans la nature des
domaines semi-cerclés non univalents.

Corollaire du théoreme VIII. — Si une fonction f(x,y) est holo-
morphe et uniforme dans un domaine semi-cerclé I, elle cst anssi
holomorphe et uniforme dans le plus petit domaine semi-cerclé
complet contenant D.

Ce fait résulte immédiatement du développement (1). Relativement
a ce développement, nous pouvons dire maintenant que les /, (x) sont
holomorphes dans d.

Les développements de la forme (1) ont été longuement étudiés par
M. Hartogs (loc. cit.). Ce géométre a en méme temps étudié les
domaines obtenus en associant 4 chaque point a d’un domaine d un

cercle
fyi<<riry;

ce sont les domaines que nous venons d’appeler semi-cerclés complets.
M. Hartogs avait démontré que toute fonction f(z, y), holomorphe
dans un tel domaine, admet un développement de la forme (1). On
voit ue notre théoréme VIII est plus général.

Domaines semi-cerclés normaux. — Nous dirons qu'un domaine
semi-cerclé est normal si sa projection d est un cercle (de rayon finiou
infini). D’apres cctte définition, tout domaine semi-cerclé normal est
univalent.

Un domaine de Reinhardt est semi-cerclé normal; ce n’est évidem-
ment pas le domaine semi-cerclé normal le plus général.

Considérons un domaine semi-cerclé quelconque ; supposonsd’abord
que sa projection d soit simplement connexe. Il existe une fonction

holomorphe
X=o(r)

qui effectue la représentation conforme de d sur un cercle (de rayon
fini ou infini). La transformation

X:?(.I;'), Y:.)'

Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1931. O
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transforme le domain¢ D en un domaine semi-cerclé normal, donc
univalent.

Si la projection d n’est pas simplement connexe, on sait qu’on peut
toujours transformer le domaine d en un domaine univalent. Il existe
donc une transformation

X =q(.r), Y=y

qui transforme D en un domaine univalent. D’autre part, on peut
définir un domaine de recouvrement simplement connexe ¢ du

BN

domaine d et transformer 2 en un cercle au moyen de
X =1g(r).
La fonclion ¢ () est uniforme localement dans d, mais non globale-
ment. La transformation
X=uo(r), Y=y
transforme alors un certain domaine de recouvrement du domaine D

en un domaine semi-cerclé normal.
Nous obtenons ainsi le théoréme :

Tuioreme XI. — Tout domaine semi-cerclé : 1° peut se représenter
sur un domaine semi-cerclé unicalent; 2° peut se représenter, ou pos-
séde un domaine de recousrement qui peul se représenter sur un domaine
semi-cerclé normal.

4. LLES TRANSFORMATIONS DES DOMAINES SEMI-CERCLES. — Soilent D un

domaine semi-cerclé, /() et g (x}deux fonctions holomorphes dans .
La transformation

(4) X=[f(x), Y=yg(r)
respecte-t-elle la convention [ B]? Considérons a cet effet les équations
J(z)y=X,, IElr)=Y;

la premiére donne pour x des valeurs isolées; soit x, I'une d’elles. Si
I'on prend = z,, la seconde équation donne pour y unc valeur bien
déterminée, sauf st g(x,)= o. Effectivement, si g(a')s’annule dansD
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pour = x,, on a
X=/f(r, Y=o

pour & = x,, quel que soit y ; donc la transformation (4) ne respecte
pas la convention [ B].

Au contraire, si g(«) ne sannule pas dans D, la convention [B]
est respectée.

Supposons donc que g(«) ne s’annule pas. La transformation (4)
transforme D en un domaine A évidemment semi-cerclé. 11 est clair (*)

que lu fonction
1 X = f(x)

effectue une représentation conforme de lua projection d de D sur la pro-
Jection ¢ de A.

Si 'on suppose f(0) =0, la transformation (4 ) transforme D en A
avec conservation de l'origine; on voit que, contrairement & ce qui
avait lieu pour les domaines cerclés, les trans formations d’un domaine
cerclé, méme borné, en un autre domaine semi-cerclé (avec conservation
de U'origine), dépendent de fonctions arbitraires.

Tukorine XIH (*). — Sila transformation analytique
(9 N=olr,y)=ar-+..., Y="d(r, y)=by+... (ah F#0)(?)

établit une correspondance biunivoque entre les povnts de deux domaines
semi-cerclés D et D' nonramifiés a l'origine, dont I'un au moins est borné,
ona

{6) ’g(.r,y‘;:—:/(.’r). '.!J(’I,))‘?‘y;’r(l)

La transformation (5) transforme I) en D’; supposons par exemple D
borné. La méme méthode que celle utilisée dans la premiére démons-

(') On vérifie sans peine, en ellet, que deux points distincts de ¢/ ne peuvent
¢tre transformeés en un méme point de 4.

(*) M. Welke me communique une copie dn manuscrit d’un article qui doit
paraitre dans les Math. Annalen, et dans lequel ilsétablit ce méme théoréme
dans le cas des domaines semi-cerclés complets univalents, en se servant de la
théorie de M. Bergmann.

(*) Voir, au Chapitre 1V, un complément a ce théoréme (§ 7, théoréme XXXII),



44 HENRI CARTAN.
tration du théoréme VI (Chap. 11), conduit aux identités

ole,ye)=  o(ua,y),

Wi ryoyey — (:"'r‘!,( oy

d’ott I'on déduit les identités (6). Le théoréme est donc établi.

Comme nous 'avons remarqué, la fonction g(2’) ne s'annule pas
dans le domaine D.

I.e théoréme XII s’étend évidemment aux transformations

(7 \ =z, +ar-+..., Y—=hy-+... (b -#a)

d’un domaine semi-cerclé horné en un domaine semi-cerclé; il suffit en

effet de poser
X — ry= X/, Y=Y

Remarquons que le théoréme XII peut cesser d’étre exact si aucun
des domaines D et I’ n’est borné, comme le montrent les transforma-
tions du domaine envisagé a la fin du paragraphe 6 (Chap. 11).

Revenons aux images I et I' des domaines D et D’ et cherchons la
relation qui doit exister entre les domaines I et I’ pour qu'on puisse
passer de I) 4 D’ par une transformation de la forme(5), D étant sup-
posé borné. La transformation a forcément la forme (6). Comme nous
I’avons vu, la fonction

N =/fir)
transforme la projection d de D en la projection ¢' de 1)'. Pour chaque
valeur , de o, on a

IYi="y gury

par conséquent les segments de droite de I et I, correspondant respec-
livement a x, et 4 X, = f(x,), se déduisent les uns des autres par la

dilatation
Y=ylg(r!.

| g(x)| n’est pas une fonction quelconque des deux variables réelles
et &, (x =z, + ix,), puisque c’est le module d'une fonction holo-
morphe sans zéros. Par conséquent, deux domaines semi-cerclés D etD’,
dont U'un est borné, ne peuvent pas en général étre représentés l'un sur
Iautre par une tr ansformatzon de la forme (5).

Pour plus de simplicité, bornons-nous au cas o1 D et D’ sont semi-
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cerclés normaux. Alors d est un cercle de rayon fini; donc &, trans-
formé de d par

X=/[(.r).
est aussi un cercle de rayon fini, et I'on a

X=ar.

Soit D’ le transformé de I)’ par

. X .
\l:—’ ‘|:

£

Si D et D’ sont en correspondance analytique au moyen d’une
transformation de la forme (5), alors I) se transforme en D', par

\ )=y Y | :_")’,;r( ).
¢t I'image | se transforme en I, par
N ==.r, Y, =) gty ==y,

w () étant une fonction /furmonique.

d. LLES DOMAINES SEMI-CERCLES ET LES DOMAINES CERCLES.

Tueorise XHI (V). — S¢ un domaine semi-cerclé borné peut se repre-
senter sur un domaine cerclé, acec conservation de l'origine, il peut se
représenter sur un domaine de Reinhardt. Un domaine semi-cerclé borné
donné ne peut pas, en général, se représenter sur un domaine de
Reinhardt (1’origine restant fixe).

Soit

\—':_"lJ(,l‘._’)'}. } :'?(_.I'.'l') | vto. ru'"_-.'!Jl«).n):';:nl,

une transformation dudomaine semi-cerclé 1) en un domaine cerclé A.
En vertu du théoréme XI, nous pouvons supposer que D n’est pas
ramifié a 'origine ; on a alors

vz, y)zzax -0y —. .., Vi, y) ' Oy tab'—ba’ o).

(*) Ce théoréme, comme le théoréme XII, figure dans le Mémoire déji cité
dont M. Welke a bien voulu me communiquer une copie.
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et I’on peut, en effectuant une transformation linéaire sur A, supposer

o(e,y)z=r4..., Yo, y)=y-+....

Aux transformaltions
@2 =, y' ::')'/"'"

de D) en lui-méme, correspondent des transformations

A, N V=Yl .,

de A en lui-méme. Or A est borné, puisque D est borné (théoréeme V,
Chap. TI). Par conséquent, on a (théoréme VI, Chap. II)

V=N, Yz ) el

A est donc cerclé el semi-cerclé : c’est nn domaine de Reinhardt,
€. Q. F. D,

Il reste a montrer ue, en général, un domaine semi-cerclé horné |)
ne peut pas se représenter sur un domaine de Reinhardt (I'origine res-
tant fixe). D’aprés ce qui précéde, si la représentation est possible, on
peut supposcr qu'elle a la forme

X=g(x,y) =x-t-..., Yozd(r, )y

Le théoréme XII s’applique; on a donc

X =/f(r), Y —ygle.

D’aprés cela, la projection d de D doit pouvoir se représenter sur un
cercle; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que d soit simplement
connexe.

Admettons que d soit un cercle, autrement dit que D soit semi-
cerclé normal ; admettons méme que D soit semi-cerclé complet, et par
suite simplement connexe (homéomorphe a une hypersphére). Nous
allons voir que toutes ces conditions ne suffisent pas pour que D puisse
se représenter sur un domaine de Reinhardt A. En effet, la transfor-

mation de D en A doit avoir la forme
X = au, Y=)g(r),

et I'on -peut supposer a=1 par une transformation effectuée sur A.
Alors, comme nous 'avons déji vu, les frontiéres des images I et I de
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D et A doivent se correspondre dans une transformation

X=u.u, b} :)'(:"""'),

u(x) étant harmonique. Supposons en particulier que la section du
domaine [ par

=,

rétant un certain nombre positif, soit de révolution autour de Oy,
c'est-a-dire qu’elle ait la forme

L <b.

Alors u(x), ¢tant harmonique, el constante pour |x|=r, sera néces-
sairement une constante. Par conséquent, dans ce cas, si le domaine D
n’est pas lui-méme un domaine de Reinhardt, il ne peut pas étre
transformé en un domaine de Reinhardt.

Le théoréme XI1I est établi.

6. LES DOMAINES INVERSEMENT CERCLES. — Définition. — J'appelle
domaine inversement cerclé un domaine connexe ) qui satisfait aux
conditions suivantes :

1* L'origine (centre) est intérieure a D ;
2" St le point x = z,, y =y, appartiecnt @ D, le point x=x,¢",
Y =Yy.e™, appartient aussi a D, quel que soit le nombre réel 0.

Relativement aux domaines inversement cerclés non univalents,
nous ferons la convention suivante : x,, y, désignant un point quel-
conque du domaine, la courbe

.1,':.1,'06"", )':)'oe—"" (02922%)

est fermée dans le domaine. Nous envisagerons évenluellement des
domaines inversement cerclés ramifiés a lorigine.
Pour qu’un point z, y reste fixe dans la transformation

= red, V= ye i
du domaine en lui-méme, il faut et il suffit que =y =o. Il se peut

que plusieurs points du domaine coincident avec l'origine; de tels
points sont isolés.
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[Les variétés de ramification d'un domaine inversement cerclé sont
de la forme 2y = consl.

Etant donné un domaine inversement cerclé D, son image | dans
Pespace (iry, .2y, y) satisfait aux mémes conditions que I'image d’un
dlomaine cerclé, sauf en ce qui concerne les lignes de ramification.

Tout domaine de Reinhardt est inversement cerclé. Tout domaine
qui appartient a la fois 4 deux des trois calégories (domaines cerclés,
semi-cerclés, inversement cerclés) est un domaine de Reinhardt.

7. DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN DOMAINE INVFR-
SEMENT CERCLE.

Tutorese NIV, — Toute fonction [(z,y), holomorphe et uniforme
dans un domaine incersement cerclé 1), st diéveloppable en séric de la
Sforme

" <

(8 f‘"x‘g,}') ;:2.1,"‘_[,,(/()—:-2}"'4/(/1'. =y,
o=t

n==n

uniformément convergente au voisinage de tout point intérieur a D : les
Sonctions [, (u) et y"g,(u) sont holomorphes et uniformes dans tout
le domaine D.

La démonstration ressemble a celles des théorémes et VIII.
Désignons par r un nombre réel plus grand que un. Soit 3, le
. , ’ . Sy .
domaine formé de I'ensemble des points = 7', y=rys et A le
. , . Ve L, .
domaine formé de I'ensemble des points x=rux,, y = ~! (2, y, dési-

gnant un point quelconque de D). Les domaines 3, et A, admettent
les mémes variétés de ramification zy = const. que le domaine D. Soit
alors D, le domaine commun 4 D, A, et A). Désignons par C, et C, les

circonférences |z |=ret|s]|= ,1 I.a fonction

v\ ds vy ods
:‘;‘,ff('“;) =P f(*’"“ —

est holomorphe et uniforme dans D,. Elle coincide avec f(x, y) au
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voisinage de I'origine : en effet, la fonction de 3

<?(z)=f(wz,§)

est holomorphe et uniforme pour

~<lzlgr,
; s
etl’ona
’ ds
l(x.y)———-——fq)( )-——- —-_—_-, ®(z) = I:cp(x):f(x,y).
& c’r -»
On a ainsi
(9) flz, n)—z‘o,,(w ))+2,p,,(x,_y),
’ n=1
avec
/ © ds
| et =573 U=
110 { '
' Unlz, y) = 5% j(xz Z)-'“’dz

La série (9) converge uniformément au voisinage de tout point inté-
rieur aD,. Les intégrales (10) ne dépendent pas de la valeur donnée
a r(r étant voisin de un), car l'intégrale

[f(/.l,.., d:' f'utz)dz
c

i,

ne dépend pas de la valeur de r, puisque ©(3) est holomorphe lorsque
|z| est voisin de un. On a donc, en prenant r=1,

ouir )= o [ (et yetyas,

(BN ar
.‘ nla, y) == 51—1-:-[ e~inh f( e ye—0y)db.

Les fonctions ¢, et ¢, sont donc holomorphes et uniformes dans tout

le domaine D et la série (9) converge au voisinage de tout point inté-

rieur 4 D, car un tel point est intérieur a D,, si r est assez voisin de un.

Journ, de Math., tome X.— Fasc. I, 1931, 7
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Des identités (11) on déduit les identités

(’D"(,;L'e[“,)/e"li) = " @"(""‘.J’),
Q/n(.xe’“, y”wlz) = e~inx q’n(.'l's ).

Supposons d’abord que 'origine ne soit pas un point de ramification.
Alors les fonctions o,(a,y) et ¢, (z, y) sont développables en séries
doubles de Taylor au voisinage de I'origine, et I'on trouve, en diffé-
rentiant les identités précédentes, que 'on a

on(z, y) = 2" fulu), Lu(x, v) =y galt (=Y.

Les fonctions f, () et g,(«) sont holomorphes au voisinage de I'ori-
gine. D'ailleurs o,(x, y) est holomorphe et uniforme dans D: donc

. . 9alZ, )
'/n(/l) = —1'"—_

est méromorphe et uniforme-dans D, el ne peut devenir infinie que si
I'on a =0, donc u = 0. Deméme g,(«) est méromorphe et nniforme
dans D, et ne peut devenir infinie que si « = 0.

Si I'origine O est un point de ramification, il faut raisonner un peu
différemment. La fonction

)= PulZy )

Jutry) =

est méromorphe et uniforme dans D, et satisfait a I'identité
Julze®, ye=i*) = f,(r, y).
Soit x,, y, un point intérieur & D: sur la courbe
L= x,e*, y==y,e * foSasam),
Xy =.r,),
f"\”"t ¥) :fh('”w)'n r

Les deux fonctions f, (x,y) et zy, étant constantes sur cette courbe,
sont constantes sur une variété caractéristique contenant cette courbe;
cette variété est nécessairement

LY =y N
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C’est dire que, lorsque xy est constant, f, (z,y)est constant. Donc
Sfa (2, y) nedépend quede u =zxy. C. Q. F.D.

Le théoréme XIV est établi.

I1 existe, pour les domaines inversement cerclés, un théoréme ana-
logue aux théorémes IV et 1X.

8. LA « PROJECTION » D'UN DOMAINE INVERSEMENT CERCLE. — A chaque
point z,, y, du domaine inversement cerclé D, associons, dans le plan
de la variable complexe «, le point u, = z,y,, que nous appellerons
projection du point z,, y,. En procédant comme on I'a fait pour un
domaine semi-cerclé, on peut définir, dans le plan «, un domaine d
constitué par 'ensemble des projections de tous les points du domaine
D). Pour cela, on fait intervenir I’ensemble des fonctions de u==zy,
méromorphes et uniformes dans .

Tuconeme XV. — A deux points distincts du domaine D, qui ont les
mnémes coordonnées, correspondent deux points distincts du domaine d.

Ce théoréme se démontre comme le théoréme X.
Les variétés de ramification du domaine D, s'il en existe, corres-
pondent aux points de ramification du domaine d.

Domaines inversement cerclés normauzx. — Nous dirons qu'un domaine
inversement cerclé est normal si sa projectiond est un cercle (derayon
fini ou infini). Tout domaine inversement cerclé normal est univalent.
('n domaine de Reinhardt est inversement cerclé normal.

9. [.ES TRANSFORMATIONS DES DOMAINES INVERSEMENT CERCLES. — Soient D
un domaine inversement cerclé, f(u)et g(u)deux fonctions uniformes
dans le domaine d (projection de D), telles que = f(u) et y g(u)soient
holomorphes dans D. [.a transformation

13) N=ufixy, Y=ygiry

transforme évidemment D en un domaine inversement cerclé A. Cher-
chons 4 quelles conditions la convention [ B] est respectée dans cette
transformation. Supposons que I’on ait

cfizy)y=a. ygixy)="0
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en tous les points d’une variété caractéristique V intérieure a D. La
transformation

(14) =z, y=ye
transforme V en une variété V, et 'on a, sur V,,
Lfie'yy=ae",  y gia'y')=be ",

Je dis que a==b =o0. En effet, dans le cas contraire, les variétés V,
seraient toutes distinctes, et dépendraient d'un paramétre, ce qui est
absurde, puisque de telles variétés sont isolées [on suppose, bien
entendu, les fonctions zf(zy) et yg(xy) indépendantes] (*).

Alnsi a =b=o0; donc la variété V se transforme en elle-méme par
(14) : c’est une variélé zy = const.

En résumé, si I'on veut que la convention [ B] soit respectée par la
transformation (13), il fautsupposer que x f(xy)et y g(xy)ne s'annu-
lent pas simultanément sur une variété xy = const. Cette condition
nécessaire est suffisante. Si on la suppose remplie, la fonction

U=ufiuygtm

transforme la projection d de D en la projection < de A.

Contrairement a ce qui avait lien pour les domaines semi-cerclés,
il n’est pas toujours possible de transformer un domaine inverseinent cer-
clé D en un domaine inversement cerclé univalent A (*), au moyen d’une
transformation de la forme (13). Supposons en effet que le domaine D
contienne deux points distincts qui coincident tous deux avec l’origine:
ces deux points restent fixes dans la transformation (14). Donc leurs
transformés restent fixes dans la transformation

X'— Xe"’, Y =Y

du domaine A en lui-méme. On a donc X =Y = o pour chacun des
points transformés ; ainsi, le domaine A n’est pas univalent.

') Ces fonctions sont dépendantes dans le cas ou «f(u)gu) est une cons-
tante, et dans ce cas seulement.

(¥ La restriction relativea la forme dela transformation peut étre levée grice
au théoréme XXXII (Chap. IV).
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Taroreme XVI. — Si latrans formation analytique

X=otzr.y)=ac—+.... Y=d(r,y)=by ~... (ab o0

établit une correspondance biunicoque entre les points de deux domaines
inversement cerclés, nonramifiés a Uorigine, dont I’un au moins est borné,

ona
yle.y)y=zfiry). weE VIR Y (Y.

Démonstration analogue a celle du théoréme XII. Le théorémeXVI
sera complété au Chapitre IV (§ 7, théoréme XXXII). I peut cesser
d’étre exact, si aucun des deux domaines n'est horné, comme le
montre ’exemple donné a la fin du paragraphe 6 (Chap. ID).

10. l.es DOMAINES ISVERSEMENT CERCLES ET LES DOMAINES CERCLES.

Tueoreme XVII. — St un domaine inversement cerclé borné D, non
ramifié a Uorigine, peut se représenter sur un domaine cerclé, avec con-
sercation de l'origine, ilpeut se représenter sur un domatne de Reinhardt A.
U'n domaine incersement cerclé borné donné ne peut pas, en général, se
représenter sur un domaine de Reinhardt (I’origine restant fixe).

La premiére partic de ce théoréme s'établit comme la premiére
partie du théoréme XII1. Si la transformation de D en A est possible,
on peut lui donner la forme (13). Pour montrer qu’clle n’est pas pos-
sible en général, bornons-nous au cas o1 D est inversement cerclé nor-
mal. On a alors

U=uf(u)gu)=au.

puisque d et = sont des cercles. D’ailleurs f(u) et g(u) sont holomor-
phes, puisque ces fonctions sont holomorphes pour u = o, et qu’elles
ne peuvent devenir infinies que si # =o0. Comme on a

flu)g(u)y=a.

S et g ne peuvent pas s’annuler.
On aainsi

(151 X=zflu), Y=L
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Supposons par exemple que la section du domaine D par

ui=r
soit de la forme
< < B

les nombres « et {3 étant indépendants de la valeur de u, pourvu que
lu]=r. SiD est transformé en un domaine de Reinhardt par (15),
alors | f(u)| est constant sur la circonférence |u|=r. Or, log| f(u)
est une fonction harmonique réguliére. Donc f(u) est une constante,
et la transformation (15) se réduit a

x = I)J,'. \ = I')'.

Donc D doit étre lui-méme un domaine de Reinhardt. Il n’en est pas
ainsi en général. €. Q. F. D,

S

11. Les povaiNes (m, p) CERCLEs.

Définition. — Soient m et p deux entiers positifs, nuls ou négatifs.
premiers entre eux (si 'un des entiers est nul, nous supposerons I'autre
égal & un). J'appelle domaine (m, p) cerclé un domaine D qui satisfait
aux conditions suivantes :

1° L'origine (centre) est intérieure a D ;

2" 8t le point x =x,, y =y, appartient a D, la courbr

xr=x,em, V== et vo T am

o

est intérieure a D et fermée dans D.

Si mp = o, on peut supposer par exemple m=o(p=1),etl'ona
affaire 4 un domaine semi-cerclé. Dans ce qui suit, nous supposerons
mp 5 o. Si mp > o, nous supposerons que l'origine n’est pas un point
de ramification pour le domaine D, et que m et p sont positifs.

On établit sans difficulté les théorémes suivants :

Tuéoneme XVIII. — Toute fonction f(x, y), holomorphe dans un
domaine (m, p) cerclé D (mp > o), est développable en série de poly-
nomes

Sfiz, ¥) EZ?n(x, Y

n==n
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uniformément convergente au voisinage de tout point intéricur a D. Le
polynome entier 9,(x, y) est aussi un polynome homogéne, de degré n,
\ 1

en ™ of y” . On a en outre

Gnta, V)= - / ” ’””jc et yoirhy df,

Corolluire. — Tout domaine (m, p) cerclé (mp > o) est univalent.

Tueonene N1IX ('). — Si deux domaines (m, p) cerclés, correspondant

aux mémes valeurs des entiers m et p(mp > o) sont en correspondance
analytique

N=9tr. vy zar ..., Y=A(x,y)y=byv ... tah o),
et st 'un d’eux au morns est borné, on a

SUr, VA, Lor,yvi=by.

CoroLLAIRE. — Si un domaine (m, p) cerclé D (mp > o, m=£ p) peut
se représenter sur un domaine cerclé borné A, I’origine restant fize, D est
un domaine de Reinhardt.

En effet, on peut effectuer sur A une affinité analytique telle que la
transformation de D en A ait la forme

= r -.,,.. = ¥V -

Mais alors A admet des transformations en lui-méme, de la forme

N =X Y=Yerh—.. ..

comme ces transformations sont linéaires (théoréme VI), A est un
domaine de Reinhardt. Comme A est (m, p) cerclé, on peut appliquer

le théoreme XIX ala transformation de D en A : c’est la transforma-
tion identique. C. Q. F. n,

Totortue XVILL bis. — Toute fonction f(x, y), holomorphe dans un
domaine (m, p) cerclé D (mn < o; on supposera m>o, p=—p') est

i') Voir au Chapitre 1V. § 7 (théoréme XXXII), un complément a ce théo-
réme.
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développable en série de fonctions holomorphes

+

flz. v)= 2 on(z, ¥)
uniformément convergente au voisinage de tout point intérieur @ D:
2, y) a la forme
on( &, y) = (ThyE ) fu(@ym) (1),

A ety étant deux entiers tels que .m + y.p=1. On a en outre
I 27
?n(x’ ),) = ___f I,’"'l""f( xeim‘), );el//()) db.
27 J,

Corollaire. — On peut définir un domaine d, projection du
domaine D sur le plan u.= 2*y™.

Tueorewe XIX bis (2). — Si deux domaines (m, p) cerclés, correspon-
dant aux mémes valeurs des entiers met p(mp <o, m>o, p=—p"
sont en correspondance nnalytique

X=¢(x,y)=ax~+..., Y="L(w, yv)zby—... tab o),

si en outre ces domaines ne sont pas ramifi¢s a l'origine, et si 'un
d’eux au moins est borné, on a

{16) iz, vi=azfxym, i, yy = vgiorymy,

On verrait, en procédant comme aux paragraphes 3 et 10, que si
un domaine (m, p) cerclé borné D(mp < o) peut se représenter sur un
domaine cerclé, 'origine restant fixe, il peut se représenter sur un
domaine de Reinhardt au moyen d’une transformation de la forme (16)
el que, en général, une telle représentation est impossible.

L’étude des domaines (m, p) cerclés (mp £ o) se raméne, dans une
cerlaine mesure, a celle des domaines cerclés ou inversement cerclés.

(%) Remarqnons que, pour n =/, on a
(2 y 2y fr( 2Fy™) = 2gm(2PYy™).

(®) Voir au Chapitre 1V, § 7 (théoréme XXXII), un complément a ce théo-
réme.
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Raisonnons par exemple dans le cas ot mp est positif (m > o, p > o),
et posons ,

1 1
zmn=X, yP=Y.

A chaque point @, y du domaine (m, p) cerclé D correspondent
mp points X, Y d’'un domaine cerclé A. Inversement, si le point X, Y
décrit A, le point
r=X"n, y=Yr

décrit le domaine D recouvert mp fois. En somme, A est en correspon-
dance biunivoque avec un domaine de recouvrement D, d’ordre mp du
domaine D les variélés # =0 et y = o sont des variétés de ramifica-
tion pour D,.

CHAPITRE IV.

"LES DOMAINES QUI ADMETTENT UNE INFIXITE DE TRANSFORMATIONS
LAISSANT FIXE UN POINT INTERIEUR.

1. Generavités. — Demandons-nous si, étant donné un ‘'domaine
borné quelconque D, on peut en effectuer une représentation analy-
tique biunivoque sur un domaine cerclé, semi-cerclé ou inversement
cerclé, ou, plus généralement, sur un domaine (m, p) cerclé.

Un domaine (m, p) cerclé admet, d’aprés sa définition, une infinité
de transformations analytiques biunivoques en lui-méme laissant fixe
un point intérieur ('origine). Le domaine D doit donc, lui aussi,
admettre une infinité de transformations analytiques biunivoques en
lui-méme, laissant fixe un point intérieur.

Nous montrerons, dans ce Chapitre, que cette condition nécessaire
est aussi suffisante. Bien entendu, tous les domaines envisagés sont
supposés respecter la convention [A]. Enongons dés maintenant le
théoréme fondamental qui sera établi au paragraphe 3.

Tuéorive XX ('). — Tout domaine borné D, univalent ou non, qui

(1) Lorsque j'ai énoncé le théoreme VII de ma Note aux Comptes rendus
(190, -1930. p. 334-356), je faisais prévoir qu'il souflrait sans doute des cas
d'exception sous la forme oa il était énoncé. Sous la forme actuelle, le théo-
réme XX est exact et ne souflre aucun cas d’exception.

. Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1931. 8
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admet une infinité de transformations analytiques biunivogues en lui-
méme, laissant fize un point intéricur OV, peul se représenter analytique-
ment sur un domaine (m, p) cerclé borné A, le point O venant au centre
du domaine A.

Nous nous bornerons a démontrer ce théoréme dans le cas oi le
point O n’est pas un point de ramification (') pour le domaine D.

En tenant compte du dernier paragraphe du Chapitre précédent,
on peut encore donner au théoréme XX la forme suivante :

Etant donné un domaine borné D qui admet une infinité de transfor-
mations en lui-méme, laissant fize un point intéricur, trois cas sont pos-
sibles :

1" D peut se représenter sur un domaine semi-cerclé borné ;

2° D peut se représenter sur un domaine cerclé borné, ou posséde un
domaine de recousrement d’ordre fini qui se représente sur un domaine
cerclé borné

3> D peut se représenter sur un domaine inversement cerclé borné, oun
posséde un domaine de recousrement d’ordre fini qui se représente sur un
domaine inversement cerclé borné.

Nous verrons au Chapitre suivant (§ 6) qu'il existe des domaines
univalents bornés, simplement connexes (homéomorphes a une hyper-
sphére), qui n'admettent qu'un nombre fini de transformations en
eux-mémes laissant fixe un point intérieur (uel qu'il soit. La théorie
exposée dans le présent Chapitre ne s’applique donc pas a tous les
domaines bornés, méme univalents et simplement connexes. Nous ne
ferons d’ailleurs, sur les domaines étudiés ici, aucunc hypothése rela-
tive a I'Analysis situs.

Le théoréme qui cst a la base de la théorie est le suivant :

Tutortme XXI. — Les transformations analytiques biunivoques d’un
domaine borné D en lui-méme, qui laissent fixe un point intérieur O,
Sforment un groupe clos G.

(') Lorsque O est un point de ramification, Ja démonstration est beaucoup
plus compliquée, et je ne 1’ai pas encore mise au point dans tous ses détails.
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Pour établir ce théoréme, nous nous placerons dans le cas général
o1 le point O peut étre un point de ramification.
Prenons le point O comme origine, et soit

(S) X =/f(z, . Y=yz4(z, ») [f(o, 0)=g(0, 0)=0]

la transformation S la plus générale du groupe G. Pour montrer que G
est un groupe clos, nous ferons voir que, étant donné un ensemble
infini de transformations S, on peut extraire de cet cnsemble une suite
infinie de transformations S, ..., S,, ...,

(Sy) X =[x, 1y, Y=gulx. y),

de telle maniére que :

1° Les fonctions /,(x, y) et g.(x, y) convergent respectivement vers
deux fonctions f,(x, y) et go(x, y), holomorphes dans D, la conver-
gence étant uniforme au voisinage de tout point intérieur 4 D;

2° L.a transformation

(1 X = folr, ), Y=got.r, y)
soit bien une transformation du groupe G.

La premiére partie résulte immédiatement du fait que les fonc-
tions f(x, y) et g(x, y), étant uniformément bornées quelle que soit la
substitution S du groupe (en effet, le domaine D est borné), forment
une famille normale dans le domaine D. Il reste donc a faire voir que
sil'ona

lim f,(z, M) == foluar, V),
lim g (x, v)=go(.r, »),

la convergence étant uniforme, les formules (1) définissent une trans-

Sormation biunivoque de D en lui-méme, laissant fixe I'origine.
On a d’abord
‘ Juto, 0) = gol0, 0 =0,
puisque l'on a
Juto, 0V =g, (0,0)=0

Cela posé, désignons par

'szR(xy Y)y }/:Gn( Y)
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la transformation inverse de la transformation S,. Si les fonctions
F.(X, Y)et G,(X, Y) ne convergeaient pas uniformément vers des
fonctions limites dans le domaine D, on pourrait en tout cas extraire
de lasuite S,, ..., S,, ... une nouvelle suite infinie pour laquelle la
convergence aurait liea (il résultera d’ailleurs de ce qui suit que F,
et G, convergent effectivement, sans qu'il soit besoin d'extraire une
‘nouvelle suite).
Nous pouvons donc supposer que 'on a

hm F,(X, Y)==F X, Y),

‘ imGa(X, Y)=Go(X, Y).
On a évidemment
[:0(0, 0) = Go((), 0) = 0.

Cela posé, la transformation (1) fait correspondre a tout point
voisin. de I'origine O un point voisin de O. Je dis que l'on a, si le
point &, y est voisin de O,

(2) Fo[folz. v), gotz, )] = . Gl fotre vio golrs v ] ==
Cela résulte en effet des identités
F [ falrs vy gulz, v)]= 2, Gul falx. 30, gl vy )=y

et de la convergence uniforme.

Je dis maintenant que la transformation (1) fait correspondre a
tout point z, ¥ intérieur 4 D un point X. Y intérieur 2 D. En effet, le
point z, v étant fixé, le point

Sal@y ¥ gty )
est intérieur a D quel que soit n; donc, a la limite, le point
Jolz, ¥)o golr, V1

est intérieur a D, a moins qu'il ne soit un point frontiére de D. Mon-
trons qu’il ne peut pas étre un point frontiére. Pour cela, raisonnons
par I'absurde.

Supposons qu'il existe une courbe C, intérieure a D, partant du
point O et aboutissant en un point intérieur M,(z,, y,), telle que le
transformé d'un point quelconque M de C par (1) soit inzérieur 4 D,
sauf le transformé de M, qu'on suppose étre un point frontiére de D.
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Nous allons montrer qu’une telle éventualité est impossible. Considé-
rons en effet les fonctions

Fplfatas y)s gnlor, 1)

Si l'indice p reste fixe, et si 'indice n augmente indéfiniment, ces
fonctions convergent uniformément, au voisinage de l'origine, vers

I“/,[fo(."l:, I h &l ) )J:

or ces fonctions sont uniformément bornées dans D, ou elles forment
par suite une famille normale. D'aprés un théoréme connu, elles con-
vergent uniformément dans tout le domaine D, Soit alors ®,(z, y) la
fonction limite. On a, au voisinage de 'origine,

(3 O, vy =F,[focz v gota, ¥

On établirait de méme 'existence d'une fonction W ,(z, y), holomorphe
dans D, qui satisfait, au voisinage de l'origine, 4 I'identité

(3 Wi, ¥) oz G foley, ¥), gete, ¥)]

Des identités précédentes on tire, si le point x, y est voisin de l'ori-
gine,
5-/'«- £y y)= [l OuCr, o, Wotr, y) ),

4 : :
lgotay yY =g [®, 00, vy, W2, y)]

Les identités (3) et (3') ont lieu tant que le point z, y décrit la
courbe C, puisque le point f, (x, y), g.,(x, y) correspondant reste
intérieur & Dj donc le point ®,(x, y), W,(x, y) reste intérieur a D
quand z, y décrit C. En outre, le point ®,(x,, y,), ¥, ,(2,, y,) est
bien déterminé; c’est un point frontiére, sinon les identités (4) donne-
raient pour le point f,(x, y), go(x, ¥) un point intérieur, ce qui est
contraire 4 I'hypothése.

Ainsi le point ®,(x,, ¥,), ¥,(2,, y,) est frontiére quel que soit p.
Or, lorsque p augmente indéfiniment, les fonctions ®,(x,y) et
¥, (2, y) convergent uniformément, au voisinage de I'origine, vers

Fol fo(z, )y Sotl, )] = et Go[ folws ¥)y oty ¥)]) 2= y.

Comme la famille ®,, ¥, est normale, la convergence a lieu dans tout
le domaine D. En particulier, le point ®,(z,, y,), ¥, (z,, y,) tend
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vers le poinl intérieur x,, y,. On arrive 4 une contradiction, car un
point intérieur ne saurait étre limite de points frontiéres.

C. Q. F. D,

Ainsi la transformation (1) fait correspondre & tout point z, y inté-

rieur 4 D un point intérieur &4 D. L’identité (2) a lieu alors dans tout
le domaine D. Or, cela suffit pour que la transformation (1) définisse
une transformation biunivoque du domaine D en lui-méme.

¢. Q. F. D,

Tucontme XX — Soit (- le groupe des transformations d’un
domaine borné D en lui-méme, qui laissent fixe un point intérieur O;
il existe un groupe clos de substitutions linéaires homogeénes

\'==aX +-0Y. Y/ =a'\X + 1) Cal' ba't=1).
isomorphe au groupe ;.

Supposons le point O 4 I'origine, et admettons d’abord que le point O
ne soit pas un point de ramification pour le domaine D. Toute transfor-
mation de D en lui-méme, qui laisse fixe O, a la forme

Ny wl=ar+by ..., Vi=de =0y ol cab' - bha' £ o).

Je lui associe la substitution linéaire

(2 N=aX+bY. Yi=a'X Y.

Il n’est pas possible qu'une méme substitution X soit associée a deux
transformations S et §’ différentes; car, s'il en était ainsi, la transfor-
mation S'S—' aurait la forme

= +.. .. Y=y ...

elle se réduirait donc a la transformation identique (Chap. I, théo-
réme VI1).

Cela posé, Z, et £, désignant les substitutions associées 4 S, et S,,
la substitution associée a S, S, est X,Z,. Le groupe I' des substitu-
tions X et le groupe G sont donc isomorphes. Comme G est clos, I' est
clos.

Or, I' ne contenant pas de substitutions dégénérées, on doit avoir

lab'— ba' | =1.
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Passons au cas ot D est ramifié au point O. Considérons un voisi-
nage D, du point O dans le domaine D, et I'ensemble de ses trans-
formés par toutes les transformations du groupe G. [Le groupe G étant
clos, si le voisinage D, est assez restreint, tous les transformés de D,
ne contieudront que des points trés voisins de O, et leur ensemble
constituera un domaine I)’, intéricur & D, et tonl entier trés voisin
de O. Le domaine D' se transforme évidemment en lui-méme par
toutes les transformations de G.

Or, d’aprés la définition d'un point de ramification intérieur a un
domaine, il existe, dans le domaine D, un voisinage V du point O,
qui peut se transformer en un domaine univalent. On peut choisir D,
assez petit pour que D' soit intérieur & V. Alors D’ se transformera
e¢n un domaine univalent A’. Au groupe G des transformations de D’
en lui-méme, correspond un groupe G’ de transformations de A’ en
Ini-méme, qui laissent fixe un point intérieur ('). A ce groupe est
associé un groupe clos de substitutions linéaires, d’aprés ce qui pré-
céde. Le théoréme X XII est donc établi dans tous les cas.

2. RECHERCHE DES GROUPES CLOS DE SUBSTITUTIONS LINEAIRES HOMOGENES

COMPLEXES A DEUX VARIABLES. — Rappelons quelques résultats de la
théorie des groupes.

1° Tout sous-groupe clos G d'un groupe de l.ie est lui-méme un groupe
de Lie (*), 4 moins que G ne contienne qu’un nombre fini d’opérations.

Donc tout groupe clos (s de substitutions linéaires homogénes est

un groupe de Lie (nous supposons une fois pour toutes que G contient
une infinité de substitutions).

Corollaire. — Les transformations analytiques d’un domaine borné
en lui-inéme, qui laissent fixe un point intérieur, forment un groupe

de Lie.

(') Cest la le principe de la démonstration du théoréme fondamental XX
dans le cas ou le point fixe O est un point de ramification. Cette démonstration,
trop longue, ne sera pas donnée dans ce Mémoire (¢f. § 1).

(2) Voir Eug CarTaN, La théorie des groupes finis et continus et I’ Analysis
situs (Mémorial des Sc. math., XLIl; Gauthier-Villars, p. 25).
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2° Tout groupe linéaire de Lie clos, a coefficients complexes, laisse
invariante une forme d’Hermite définie (').
Soit ici
AzZ + Byy +Cxy + CZy
la forme d’Hermite invariante. Une substitution linéaire convenable,
effectuée sur x et y, la rameéne a la forme

S£EL - Y

Ainsi, étant donné un groupe clos G de substitutions linéaires & deux
variables complexes, on peut le trans former par une substitution linéaire
convenable, de fagon que les substitutions du nouveau groupe G’ laissent

invariante la forme xx +yy.
Soit alors S une substitution quelconque de G’

(S r=ar+by, y=dr+1by (|ab'— ba'i=1..
Il existe deux substitutions :

2) L= xed, y'= ye“’.

1 2 r'=— re y'=-—yed,

telles que les substitutions £S et ¥'S aient pour déterminant I'unité.
Remarquons que S =Z8S.

A toute substitution de G’ se trouvent ainsi associées deux substitu-
tions de déterminant égal & un. L’ensemble de Loutes les substitutions
associées forme un groupe clos I'; les substitutions de I' laissent inva-
riante la forme xz + yy.

Si la substitution
5 '=ax+ Py, y=dx-+5y (ofy/ — Ba'=1,
fait partie de I, la substitution

(5" r'=—ogr—3y, y=—ax—73y

en fait aussi partie. A I'ensemble de ces deux substitutions correspond

() Pour la démonstration du théoréme de H. Weyl, voir par exemple
I'Ouvrage précédemment cité, p. 32-33.
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une substitution homographique

235

- o = __—_.:/_’z%_ﬁ/

.. . ey . . ’ I
qui jouit de la propriété snivante : si 5’ est transformé de 3, alors — =,

. I . . .
est transformé de — -- Inversement, & toute substitution homogra-

-

phique jouissant de cette propriété correspondent deux substitutions
telles que: (5) et (3'), qqui laissent invariante la forme xz +yy.

Au groupe I' correspond donc un groupe clos H de substitutions
homographiques. Or, & chaque substitution de H correspond une
rotation de la sphére autour d'un diamétre (dans l'espace a trois
dimensions réelles). Le groupe H est donc isomorphe 4 un groupe de
rotations e la sphére.

Mais on connait tous les groupes clos de rotations de la sphére :

— ou bien H n’a qu’un nombre fini d’opérations;

— ou bien I est isomorphe au groupe des rotations autour d’un
diamétre, éventuellement combinées avec une rotation de 180° autour
d’un diamétre perpendiculaire:

— ou bien enfin H est isomorphe au groupe de toutes les rotations
de la spheére.

I-xaminons successivement ces Lrois cas :

Premier cas. — 1" n"a u'un nombre fini de substitutions. A chacune
(’elles correspond donc une infinité de substitutions de (i'. Par suite,
(" admet une infinité de substitutions de la forme

(63 g e, Vo e,

Comme ' est clos, i1l admet toutes les substitutions de cette forme,
O étant un paramétre réel quelconque. Comme ces substitutions restent
invariantes par toute substitution linéaire homogéne, le groupe G lui-
méme conlienl toutes les substitutions (6), éventuellement combinées
avec un nombre fini de substitutions linéaires.

Deuxiéme cas. — On peut effectuer sur = une homographie conve-
nable, de facon que les valeurs de 5 correspondant aux extrémités du

Journ. de Math., tome \. — Fasc. 1, 1931. 9
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diamétre fixe soienl o el x. Le groupe H ainsi transformé est alors le
groupe des substitutions

sl hs (A, =1

éventuellement combinées avec la substitution

1

A T'homographie effectuée il y a un instant sur 3, correspond une
substitution linéaire sur x et y. l.e groupe I', aprés qu'il a éLé trans-
formé par cette substitution, se compose des substitutions

N

T Ny i (m réel quelcongue ).

éventuellement combinées avee la substitution
1]

.l,":,';y)’. _)‘/':w g,

Toutes les substitutions de (3’ ont donc la forine

- S i - ,i%
() 2l re'%, o veh

ou, éventluellement, la forme

.I'/"_:‘}'l'iz. ‘)":: e,
Or, (&' esL un groupe de Lie; c’est donc un groupe a un ou deux para-
métres. Si (i’ est un groupe a deux parametres, ¢'est nécessairement
le groupe des substitutions (7), oit z et 5 sont réels quelconques, éven-
tuellement combinées avec

N RGeS

Si G’ est un groupe 4 un paramétre, G’ se compose d'un nombre fini
de familles connexes, et celle qui contient la substitution identique a

la forme
L=z =yt (] réel quelconque).

m et p étant des entiers positifs, négatifs ou nuls; si mp = o (m = o par
exemple), on peut supposer p = 1; si mp £ 0, on peut supposer m et
p premiers entre cux.
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Troisitme et dernier cas. — 1 est le groupe de Loutes les substitutions

linéaires, de déterminant égal a un, qui conservent zx + yy. Ce sont
les substitutions de la forme

, .
‘ 2 e cosy IS TIER
: . 7

| S ' ‘ im L sys eitey -
| v e SN - Ve €055,

qui dépendent de trois paramnétres réels m, o’ et g. On les obtient
toutes en faisant varier indépendamment w de o i %) w'de o a2z,
el zdeoa’.

Supposons d’abord que les substitutions de (' qui correspondent
a la substitution identigne du groupe I soient en nombre infini. Alors
toutes les substitulions (6) appartiennent a G': par suite toutes les
substitutions (8) apparticnnent aussi a4 G', ui est ainsi le groupe (a
(natre paramétres ) de toutes les substitutions qui conservent zx + yy.

Supposons maintenant que les subslitutions de (' qui corres-
pondent i la substitution identigne du groupe I' soicnt en nombre
fini. Elles ont alors la forme

s T
n étant un entier fixe, 4 un entier variable. \ chaque substitution de I’
correspondent alors n substitutions de la forme (6) et n substitutions
de G'. Je considére I'ensemble des substitutions de I' qui appar-
tiennent a (i'; elles forment un groupe clos qui dépend évidemment
de deux paramctres an moins. 1)aprés ce qu'on a vu, ce groupe
dépend alors de trois paramétres et se confond avec I'. Donc I est un
sous-groupe de G, L G’ résulte de la combinaison des substitu-
tions (8) et (9).
Résumons tous les résultats oblenus.

Tueoreme X\, — Fwunt donné un groupe clos de substitutions
linéaires homngeénes complexes a dewx wariables, on peut effectuer sur les
sartables une substitution linéadre telle que le groupe transformé rentre
dans U'une des catégories suivantes :

1° Groupes 4 un parameéwre : groupe résultant de la combinaison
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d’un nombre fini de substitutions linéaires avec toutes les substitu-
tions de la forme

£ == it V== v,

m et p désignant deux entiers premicrs entre eux,  un nombre réel
quelconque.

2° Groupes a deux paramétres : groupe des substitutions

~

a=e. v ved 1z el 5 oréels quelcondques .
éventuellement combinées avec la substitution
iy Voo,
3" Groupes q trois paramétres : groupe des substitutions

, ) e
L™ cosy Vel sing,

v A 2 v . .
Ay or=ae T ™emy o veT™ens s,

éventuellement combinées avec

hm L

b e ' -"N, ”I"::(\’I'U K .
k" Groupes a quatre parameétres : groupe de toutes les substitutions
qui laissent invariante la forme rz + yy.

CoroLLare. — Etant donné un groupe clos de substitutions linéaires
homogénes a deux variables, on peut effectucr sur les variables une sub-
stitution linéaire de fucon que le groupe transformé contienne un sous-
groupe de la_forme '

2 e, v venrh,

S. DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL. — (lomme nous I'avons
déja dit, nous démontrerons le théoréeme \\ sculement dans le cas o
le point fixe O n'est pas un point de ramification pour le domaine
borné D ensisageé.

G désignant le groupe de toutes les transformations (en nombre
infini) de D en lui-méme, qui laissent fixe le point O supposé a
Porigine, i toute transformation

RN N /) R R M Sy /4 R
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du groupe G est associée une substitution

X'=aX =+ hY, Y =au'X--1'Y
d’un groupe clos I'. On peut alors effectuer sur D une affinité analy-
tique, de fagon que le groupe I" contienne un sous-groupe de la forme
(10) N/ == X pimh, Yoo Yf"'/"’.
Si mp £ 0, nous supposerons s el p premiecrs entre eux, et m positif;

si /mp = 0, NOUS sUpposerons /m=oetp=1.
ésignons par

Gyl v Gy e Vg vy ) T yeihan,
la transformation de G associée i la substitution (10). Le point z, y

étant fixé dans D), le point 2'y’ décrit, lorsque 0 varie de o 4 27, une
courbe fermée duns 1. On a évidemment

SVfer v gt vy 0y 0 = fua v =00
gl foro vy D g, vi e G ao gty 100,

Invisageons alors I'intégrale

. i .,
For )y f It e v gy iz,
R . ce
n

Le point &, y étant fixé, cette intégrale existe; en effet, f(x, y; =) est
une fonction continue de z, puisque le groupe (s est clos. Cette inté-
grale est de plus une fonction holomorphe des variables complexes =
et y dans le domaine 1), comme le montre la différentiation sous le

signe[, différentiation ui est possible i cause de la continuité uni-
form: des dérivies partielles de /(z, y; %) par rapport 4 zet y [la

continuité uniforme résulte de ce que les fonctions f(x, y; =) sont
uniformément bornées|. Infin, au voisinage de O, on a

oA v gy
et, par suite, F(x, y) a la forme
Flr, yy=uw-—...:

en particulier, I'(r, y) n’est pas identiquement nulle.
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Envisageons de mcme la fonction

25
. ! o :
Giriyvy= — eyl yi 2z,
, e c

Les fonctions IF(.r, y y et G(x, v) sont indépendantes, puisque 1'on a,
au point ),

Dk, Gy

—_—

Dory)

Lorsque le point x, ¥ décrit le domaine D, le point
\ =For v, Yo Gy

engendre un domaine 3, sous la réserve que la condition [B]
soit respectée (nous nous occuperons de celte uestion an para-
graphe 4). Le domaine A est borné, car I et G sont évidemment
bornées. Je dis que le domaine A est (m, p) cerclé. Effectuons en effet
sur z et y la transformation (11). On a

De mé¢me
G, o= NG o

ailleurs, le point \, Y étant fixé, la courbe

ANESR WS Y =YY ¢0:[1 27T

[ITAN

est fermée dans A, puisque, le point .r, y étant fixé, le point &/, y'
décrit une courbe fermée dans D lorsque § variede o a 2=,

Le domaine A n'est pas ramifi¢ 4 U'origine, puisque 1) w’est pas
ramifié en O. el puisque l'on a

Forvi=r— ..., e, yr——y—- ...

Le théoréme fondamental X\ est donc établi dans le cas ot le point O
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n’est pas un point de ramification pour le domaine D. Comme nous
Pavons déja dit, nous nous bhornerons a ce cas.

4. COMPLEMENTS A LA DEMONSTRATION PRECEDENTE. — Cherclions main-
tenant si la transformation trouvée

XN =F(r. y, Y=G(r. )
satisfait a la convention [ B]. Peut-on avoir
F(r,y)=a, G(r.y)="0b

en tous les points d’unc variété V intérieure au domaine D? Soit V,,
la variété transformée de \ par

(1) o= [y Y =gl yi O

On aurait, sur Vy,

- , il . ;
Fors vy =ac, G’y y'y = be'r",

Si mp £o0, on aforcémenl « = b = o, sinon les variétés V, seraient
distinctes et formeraient une famille continue, ce qui est impossible.
Si m=o0, on a forcément / =0. On voit que, dans tous les cas, la
variété V se transforme en elle-méme par la transformation (12).

Je dis que, si mnp est positif, la convention B est respectée d’elle-
méme. Supposons en elfet que I'on ait

Fe, y)=G(xz, y)=0

sur une variété V intérieure 3 D. A cette variété V correspondrait,
dans le domaine (m, p) cerclé A, un point frontiére qui serait a l'ori-
gine; or, A est univalent (Corollaire du théoréme XVIII) et contient
déja l'origine 4 son intérieur. La proposition est donc établie.

Au contraire, si mp cst nul ou négatif, il n’est pas sir que la con-
vention [ B} soit respectée. Mais nous allons établir le théoréme sui-
vant:

Tueorene XXIV. — 87 un domaine D se trouve représenté sur un
domaine (i, p) cerclé A (mp< o), et si la trans formation ne respecte pas
la convention [ B), on peut trouver une transformation de D en un autre
domaine (m, p) cerclé A, trans formation qui respecte la convention [ B].
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Presier cas : mp=o(m=o, p=1).
Supposons que l'on ait

(13) 'I“(.I'. y)=ua, (b}(.’l‘, y)=0

sur une variété V intérieure au domaine I). Considérons, d'une
manicre précise, ’ensemble des points de D pour lesquels ont lieu les
relations (13); laissons de c4té les points isolés; il reste des variétés,
qui se partagent peut-étre en plusieurs variétés connexes (en nombre
fini ou infini). Je désigne par V I'une de ces variétés connexes. La
variété V nc s’obtient peut-éire pas tout entiére par prolongement
analytique d’un seul de ses éléments; appelons V,, V., ..., V,, ...
les variétés indécomposables dont I’ensemble constitue V (ces variétés
ont des points communs, puisque leur ensemble est connexe).
Placons-nous au voisinage d’un point de V, qui n’appartient a
aucune autre V ,; soit mn,le plus grand entier positif tel que la fonction

[F(r.y) - 11]’7‘-‘

soit uniforme au voisinage du point considéré: soit de méme p, le plus
grand entier positif tel que la fonction

1
[Ga yoa]rm

soit uniforme. [.a théorie des fonctions de deux variables nous apprend
que : '

1° Les entiers m, ct p, ne dépendent pas du point de V, considéré;
2° La fonction

1
| G, vt
B sk AL B

I- "’( " }/ ) — ] zZn

est holomorphe et non nulle au voisinage de tout point de V,, autre
que les points d’intersection avec une V. ‘
Cela posé, revenons au domaine semi-cerclé A engendré par les
fonctions F(z, y) et G(x, y). Soit 2 sa projection sur le plan X
(Chap. 1I1, § 3). Je dis que le point X = « est un point frontiére de <.
En effet, = et y, coordonnées d’un point de D, sont des fonctions holo-
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morphes dans A, et admettent des développements de la forme
(Chap. I, théoréme VL)

3

Nz -:,2 Y f 0N y -_:2"”;’5’/:‘ \).

"noow

les f, et les g, étant holomorphes dans 2. Si X =« était un point
intérieur & 2,.r et y auraient des valeurs bien déterminées pour X =,
Y =0, ce qui n'a pas licu, puisque le point r, ¥ est dans ce cas un
point quelconque de V.

Jo dis maintenant que le point \ = « est un point frontii-re isolé de 2.
In effet, au voisinage d’un point quelconque de V), la fonction

x = "'( VAN ‘/1’ }

prend toute valeur voisine de «. C.Q.F. D,
Ily a plus : la fonction

1

(Fir y)- alm

est uniforme au voisinage d’un point ordinaire de V,, et la fonction
9,

1
[Fer y)- aJ’T‘ (' > my)

L LS
ne 'est pas. Donc (X —ay"* est uniforme dans 2, et (X —a)™ ne
Pest pas. Clest dire que le point X =« est un point de ramification
d’ordre m, exactement pour le domaine ¢ (le point X = « lui-méme

% _
est en dehors de 2). On a done

M= M, == .. == M= ..
soil m la valeur commune de ces nombres, et supposons
PPl el

Faisons maintecnant rentrer dans le domaine 2, pour un moment,
tous les points frontiéres tels que X =u; appelons 2, le domaine
ainsi complété. On peut construire une fonction (X)), holomorphe
et non nulle dans 2, sauf au voisinage de X = «, 04 ’on suppose qu’elle

Journ. de Math.. tome X. — Fasc. 1, 1931, 10
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a la forme
il
P(X)==(X —a) "@,(X),

®, (X) étant holomorphe et non nulle pour X = «.
Effectuons alors sur A la transformation

(14) X, =X, Y, =YO(X).

Le domaine A se transforme en un domaine semi-cerclé A,. D’ailleurs Y,
est une fonction holomorphe de x et y dans le domaine D tout entier,
y compris les variétés exceptionnelles analogues 4 V. Montrons que Y,
est aussi holomorphe sur la variété V elle-méme. On a en effet, au
voisinage de V,

Y
Y (e, y)= ——_ﬂ‘l"(x)
[X—a]™
G -
= __’_(_’_’.)_')_/_"(D,[l‘(.r,)/)]i.

: [F(ry)—alm
or, la fonction
G(x. y) ~
/)

[F(z.y)—al”

est holomorphe. De plus, au voisinage d’un point de V,, cette fonc-
tion n’est pas nulle. Par conséquent la transformation (14) respecte la
convention [ B], au moins sur la variété V,. Mais alors le point \ =«
fait partie de la projection du domaine 4A,.

Je dis que la convention [B] se trouve aussi respectée sur les
variétés V,, ..., Vi, .... En cflet, si ellene I'était pas, le point X =a
serait un point frontiére pour la projection du domaine A,, et nous
venons de voir qu’il n’en est rien.

Ainsi la convention [ B] est respectée sur la variété V tout entiére.
En résumé, pour arriver a ce résultat, il a suffi de construire une
fonction ® (X)) quise comporte convenablement au voisinage de X = «.
Si I'on veut maintenant que la convention [ B] soit respectéc dans le
domaine D tout entier, on construira une fonction ®(X) qui se com-
porte convenablement au voisinage de tous les points, tels que X = «,
qui correspondent aux diverses variélés analogues a la variété V, et
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I’on effectuera la transformation
X,=X. Y,=Y®&X).
Le théoréeme XXIV est donc établi dans le cas ott mp=o.

Druvxiene cas 2 mp < o.
Pour simplifier I'exposition, nous supposerons m =1, p=—1.
Supposons que 'on ait

Fer. y)y=606(r. y)Y=0

sur des variétés intérieures a D. (les variétés se partagent en variétés
connexes. Considérons 'une d'elles V; elle est constituée par des
variétés indécomposables V,, ..., V, .. ..

Soit m,, le plus grand entier positif tel que

'
| Voo ¥y 'ILTL

soil uniforme au voisinage d’un point ordinaire de V: soit p, le plus
grand entier positif tel que
1
| G, )—]/'_k

soit uniforme au voisinage d’un point ordinaire de \ .

Soit 2 la projection du domaine inversement cerclé A sur le
plan u(u=XY). A la variété V' correspond un point de 2 pour
lequel « =0, point que je vais appeler () (le domaine 2 pouvant
contenir plusieurs fois le point £ =10, il convient de distinguer ces
points les uns des autres ). On montre, comme plus haut, que le point O
eslL en réalité un point frontiére de = (cela veut dire qu'il ne correspond

a aucun point x, y de D', non situé sur V). On voit ensuite que O est
un point frontiére 1solé, et que 'on a

Il (=P | VR [ =

le point () est un point de ramification d’ordre n pour 2, n désignant
la valeur commune des sommes m;+ p,.

Supposons que , soit le plus petit des /m, ( oul'un des plus petits),
et p, le plus petit des p,. Complétons provisoirement le domaine < en
lui adjoignant les points frontiéres tels que O, et formons une fonc-
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tion ®(«), holomorphe et non nulle dans le domaine ¢ complété, sauf
an voisinage du point ), ot I'on suppose qu’elle a la forme

N

Doy P,

®, () étant holomorphe et non nulle au point O.
Soit de méme W' («) une fonction holomorphe et non nulle dans le
domaine ¢ complété, sauf au voisinage de O, oir I'on suppose
o
Wiwy. v "Wy,
U, (u) étant holomorphe et non nulle au point O,
Elfectuons la transformation

(15) N, =NX@O(\Y) Y, =Y'"MiNy

l.e domaine A se trouve transformé en un domaine inverscment
cerclé A, D’ailleurs X, et Y, sont des fonctions de et y, holomorphes
en tout point de D, sauf peut-étre sur la variété V. Mais elles sont
aussi holomorphes sur V, car on a, au voisinage de V,

For, . .
N vy — iR Sl A R L TP R
[For, y)Gir yi)n
. (s(.r, y C s .
\|(.r, y)y - - : ‘(- 2 )~-— /L_'.l||‘l‘!.l‘..l')‘J(.l'f.|'|I.

[Fer ) Gory y) )"

En outre, X,(x, y) n’est pas nulle sur V,, et Y, (z, y) n’est pas
nulle sur V,.
Le domaine < s’est transformé en ¢, par

W, =N Y, = u®(u )W ().

Le point O s'est transformé en un point O, intérieur é 2,. On a, cn
effet (théoréme X1V),
2N Yy le{f,,(ll, ) + 2 Y{ gn(uy),

n_—v n==1

3

(N \,)::Z.\",’/i,,(l/, ) 4—2\",’/.',,(1/,);

1= n=li
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les fonctions [, (u,), g.(u), h.(u)), k,(u,) sont méromorphes au
point O, en outre, X} /,(«,), Y g.(1t,)y, X7 hu(u))y, Y1k, (1)) ne
deviennent pas infinics. Or, si le point (z, y) est sur V,, X, n’est pas
nul; donc les /,,(u,) et les /,(u,) restent finies au point O, ; de méme,
six, y estsur V,, Y, n'est pas nul,doncles g, (u,) et les &, («, ) restent
finics en O,.

La convention [B] est respectée sur V, et V,. Flle l'est aussi
sur V,, ..., sinon l'on aurait X,= Y,=o0 sur ces variétés; mais
alors z(X,, Y,) et ¥ (X,, Y,) auraient des valcurs bien déterminées,
ce qui serail précisément contraire 4 I’hypothése.

Ainsi, au moyen de la transformation (15), la convention [ B] se
Irouve respectéesurla variélé V tout entic¢re. Le raisonnement s’achéve
alors comme dans le cas d’'un domaine semi-cerclé.

8. COMPLEMENTS AU THEOKEME FONDAMENTAL. — Soit D un domaine
borné qui admet une infinité de transformations en lui-méme, laissant
fixe un point intéricur O, supposé a 'origine. Comme plus haut, nous
admelttrons, dans ce qui suit, que le point O n'est pas un point de ramifi-
cation pour le domaine D,

Noient G le groupe de toutes les transformations de D en lui-méme,
qui laissent fixe O, et I' e groupe linéaire associé. On peut effectuer
sur D une affinité analytique convenable, de facon que I' rentre dans
I'une des calégories énumeérées au théoréme NXIIL. Comme on I’a vu
au paragraphe 3, on peut alors effectuer une transformation

11y N Ferayy il Yooy ooy
du domaine D en un domaine (1, p) cerclé horné A.
Si le groupe (i dépend d'un seul paramétre, il n'yv a rien i dire de

plus. Supposons maintenant que G dépende de deux paramétres exac-
tement; alors T' contient toutes les substitutions (')

(Dol AREEED WEEN A e W2
et, en particulier, les substitutions

18 N'=—= X", Y ==Y,

(') Tonjours a condition d'eflectuer sur ) une affinité convenable.
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D'aprés le paragraphe o, il existe donc une transformation de la
forme (16) qqui transforme D en un domaine cerelé borné A5 aux substi-
tutions (17) correspondent des transformations de A ¢n lni-méme, de
la forme
\N= N4, Y= Yol o,

Comme A esl cerclé ¢t borné, ces transformations sont linéaires; ce
sont donc les transformations (17) elles-mémes. Donc A est un domaine
de Reinhardt.

Supposons que (s dépende de quatre paramétres. V.e gronpe I con-
tient encore les substitutions (18); done 1) peut se transformer en un
domaine cerclé horné A, par une transformation de la forme (16).
Toules les transformations de A en lui-méme, qui correspondent aux
transformations de (s, sonl linéaires; A est donc invariant par toutes
les substitutions de I'; or, ce sont toutes celles qui laissent invariante
la forme xx + vy. Donc A est une hypersphére.

Il reste & examiner le cas ot (s dépendrait de trois puramitres, Nous
allons montrer que si le groupe G dépend de trois paramétres au
moins, il dépend de quatre paramétres. En effet, si G dépend de trois
paramétres, I' contient le groupe

J azre™ensy e sing,

(1¢ P ;

.') Q ').I:: €e ity 5"1? = ‘}/e-—dv)‘.”,?'
Appelons
(20) £ = f(.l‘. yim. m', ). ')": Hlroym, m', V)

les transformaltions correspondantes du groupe (s. Nous allons former
un systéme de deux fonclions

(1) N=F(r.pyzr+.. .. YzuGir. vy oy

qui subissent la substitution linéaire (1g9) lorsqu’on effectue sur 2- et y
la transformation (20). l.e domain: A, engendré par ces fonctions,
sera donc invariant par Loutes les substitutions (1q); ce seraforcément
une hypersphére. Je dis que la transformation (21) respectera la con-
vention [ B]; en effet, si 'on avait

Fir. y)y=u. Gr.yy=>0

en tous les points d’une variété V intérieure a ), on aurait forcé-
ment @ = b = o (raisonnement déja fait au paragraphe 4); I’hyper-
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sphére A devrait admettre 'origine comme point frontiére, ce qui est
ahsurde. _
Puisque D peut se représenter sur une hypersphére, le groupe G
dépend de (uatre et non de trois paramétres. C. Q. F. D.
[l nous reste 4 former les fonctions I¥(z, y) et G(x, y) annoncées.
Observons d'abord que 'on obticnt Loutes les transformations (19) en
faisant varier indépendamment » de v 4 2%, w'deo a 27, et g de o

. T . ; ; '
a .’; Si nous posons X ==, 4 (x,, y =Y, + LYy, les quatre coordon-

nées du point transformé de £ =1, y =o par la transformation (19)

sont :
Ly T= COS O COSD. yi=cosmn'sing,

Ly == S$IN 0 COS . y.==—- sinn’singy,
On obtient ainsi une représenlation paramétrique de I'hyperspheére
i L i+ yi=

I.’élément de surface (a trois dimensions) de cette hypersphére est
donné par
(dz(m, ', o) =singy cosy dm dw' dy.

Il est invariant par toute transformation (19), car la surface de I’hy-
persphére n’est pas changée par une rotation autour du centre. [.'é1é-
menl = n'est d’ailleurs autre que 1'élément de volume invariant qui
existe toujours dans I'espace d’un groupe linéaire clos ('). Désignons
par T le volume total, d'ailleurs facile & calculer.

Cela posé, envisageons la substitution inverse de (19)

w=ux'e"®cosp + y' ¢ sing,

y=—2ua e sing + y'¢l®cos o,
et lesintégrales

Fie, y)= i—jj/[ e cosy f (o y; o, ali )

+ e sinbg(e, yioa, o' V)] de(a, 2, L),

G(r, y)= ~; f'ff[—-- e sind f(x. yi o, o, §)

+e*ecosb g (r, yy o, V)dr(a, o', ),

(') Voir, par exemple, E. Cartax, La théorie des groupes finis et continus
et U Analysis situs (Mémorial des Sciences mathématiques, v. XLII, p. 31-32).
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prisesentre leslimites (0,27) pour % et pour %', et (o,g) pourz. I7 (e, v)
et G(.r, y) sont holomorphes et hornées dans D. On vérifie sans
peine qu’elles ont bien la forme (21), et que, si I'on effectue sur
el ¥ la transformation (20), on a

Flo'o v y=ecosy Ve, yy) - e sing G, y),
G’ y'ymme singFrs vy e ®eosoGlr, y).

€. Q. F. b,

Avant de résumer tous les résnltats oblenus, observons (ue la
méthode qu’on vient d’employer est tout a fait géndérale : étant donné
un domaine borné D, non ramifié i Uorigine, dans Uespace d’un nombre
quelconque de variables complexes, on peut troucer un systéme de fone-
tions holomorphes dans D

N==Feryoz)y cre o, Y Goroyoz) oy
L=Mir y.z) =

telles que toutes les transformations de 1) en lui-méme, qui laissent fixe
lorigine, se traduisent par des substitutions linéaires sur les fonctions ),
G, H. En effet, si les transformations envisagées sont ¢n nombre
infini, elles forment un groupe clos ('), et I'on se sert de 1'élément de
volume invariant du groupe linéaire clos associé. Si les transformia-
tions sont en nombre fini, on remplace les intégrales par des moyennes
arithmétiques.

{ésumons maintenant les résultats obtenus dans le présent para-

Ré tenant les résultats olte lans le | t para
graphe, en les combinant avec le théoréme \\.

Tuionine N\\\N. — S un domaine borné D admet une infinité de
trans formations analytiques biunivoques en lui-méme, laissant fixe un
point intérieur (*) O, ces transformations dépendent de un, denr ou
quatre parameétres.

St elles dépendent d’un seul paramétre, le domaine D peut se repré-

() Le théoreme \XI s'étend évidemment au cas d'an nombre quelconque
de variables complexes.
(%) On s’est borné au cas ol () n'est pas un point de ramification.
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senter sur un domaine (m, p) cerclé borné A, le point O venant au centre
de A.

St elles dépendent de deux paramétres, le domaine D peut se repré-
senter sur un domaine de Reinhardt borné A, le point O venant au centre
de A.

St elles dépendent de quatre paramétres, le domaine D peut se repré-
senter sur une hypersphére de rayon fini, et admet par conséquent des
transformations en lui-méme qui dépendent de huit paramétres, le point O
pouvant étre amené en un point quelconque de D.

Nous avons vu (') qu'un domaine (m, p) cerclé borné (m = p) ne
peut pas, en général, se représenter sur un domaine de Reinhardt,
l'origine restant fixe. Cette proposition est encore vraie si m = p, car
un domaine cerclé borné ne peut se transformer en un domaine de
Reinhardt que par une affinité analytique, au moins si l'origine reste
fixe.

fin tenant compte du théoréme XXV, on voit que, en général, les
transformations d’un domaine (m, p) cerclé borné en lui-méme, qui
laissent fize le centre, dépendent d’un seul paramétre (*).

6. RErour AuX GROUPES CLOS bE SUBSTITUTIONS LINEAIRES. — Partons
du Corollaire duthéoréme XXIII. Cherchonstous les groupes clos de

substitutions linéaires qui contiennent un sous-groupe donné de la
forme
&= weimh, y'= ye'h,

Nous distinguerons deux cas suivant que m=p (=1), ou m £ p.

Tueorime XXVI. — Etant donné un groupe clos de substitutions
linéaires homogénes complexes a deux variables, qui contient le sous-
groupe

(22 w'=uxe®,  y'=ye (4 réel quelconque),

(') Chap. III, § 14.

(*) Voir, au paragraphe 7, des propositions plus précises (théoremes XX VIII
et XXX).

Journ, de Math,, tome X. — Fasc. I, 1931. 11
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on peut effectuer sur les variables une substitution linéaire telle que le
groupe trans form¢é rentre dans U une des catégories suivantes :

1° Groupes a un paramétre : groupe résultant de la combinaison
des substitutions (22) avec les substitutions d'un groupe de subsli-
tutions unimodulaires en nombre fini.

2° Groupes « deux parameétres : groupe des substitutions

. [’ ’
R R Y (z et 3 réels quelconques),

éventuellement combinées avec la substitution

3 Groupes a quatre puramétres : groupe de toutes les substitutions
(ui laissent invariante la forme zz + yy.

Pour établir le théoréme XN VI, il suffit de passer en revue les cas
énumérés an théoréme NXIIL

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tugonene XXVIL. — Tout groupe clos de substitutions linéacres
homogénes complexes i deux variables, qui contient un sous-groupe
donné

(23 gt 'l" = ‘)’/"/“’ L ,oqr)
rentre dans l'une des catégories suivantes :

1° Groupes & un paramétre : groupe résultant de la combinaison des
substitutions (23) avec celles d'un groupe

(21 am e A "
(n entier fixe, k entier quelconque), et éventuellement (mais senle-
ment dans le cas oit m = — p) avec une substitution de la forme

k3 -

[ i-
ez Ryl iz R ” >

| Ventier 2 est le méme que dans la substitution (24)].
2" Groupes & deux paramétres : groupe des substitutions

(29) £ = 2%, y'=ye'b (2 et 5 réels quelconques),
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éventuellement combinées avec une substitution de la forme

]
2= Ry, = I R

3¢ (Seulement dans le cas ou m= — p) Groupes  trois paramétres :
groupe de substitutions de la forme

sz pe®eosy Ry e sing.

I -
Y e W sing - e Weosy,

K

(m. o', o réels quelconques, B 2. olive),

¢ventuellement combinées avec les substitutions d'un groupe de la
forme (24).

1" Groupes a quatre paramétres : groupe de la forme

o = el oo o8y H)'l" hew sill?.

I - .
Y = i e m sy - yve - ComY.

O m'. @ réels quelconques, i - o fine ).

Pour élablir le théoréme XXVII, reprenons la démonstration du
théoréme X\I1I1. Soit '

Az Byy - Cey~+Coy

la forme d’Hermite invariante par les substitutions du groupe consi-
déré G. Comme G contient les substitutions (23), on a C = o. Effec-
tuons le changement de variables

N =. ] "‘\/\,’)

Le groupe transformé G' laisse invariante la forme XX + YY. Nous
avons vu gu’a toute substitution (S) de G’ on peut associer deux sub-
stitutions unimodulaires, dont les cocfficients sont opposés, en multi-
pliant la substitution (8) successivement par deux substitutions de la
forme (22). Les substitutions obtenues forment un groupe clos I' et
nous avons étudié toutes les formes que peut avoir I', en nous servant
des groupes clos de rotations de la sphére. Mais ici, comme G’ con-
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tient les substitutions (23), I' contient toutes les substitutions

(26) X'=Xelo, Y=Ye (o réel quelconque).
Deux cas seulement sont possibles :

— ou bien T contient toutes les substitutions unimodulaires qui

conservent la forme XX + YY;
— ou bien I' se compose des substitutions (26), éventuellement
combinées avec la substitution

(27) X'=Y, Y=-X.
Examinons ces deux cas.

Premier cas : T contient toutes les substitutions unimodulaires qui

conservent XX + YY.

Si m—+ p £ 0, G’ contient une infinité de substitutions de détermi-
nant différent de un [les substitutions (23)]. Donc, & la substitution
identique du groupe I' correspondent dans G’ une infinité de substi-
tutions de la forme (22). Mais alors G’ contient toutes les substitu-
tions (22); I" est donc un sous-groupe de G/, et G’ n’est autre que le
groupe de toutes les substitutions qui conservent XX+ YV,

Si m—+ p = o, ou bien G’ contient uneinfinité de substitutions(22),
et I'on retombe alors sur le cas précédent, ou bien G’ n’en contient
qu’un nombre fini, et résulte alors de la combinaison des substitutions
de T avec celles d'un groupe (')

2% 2k

(28) X'=Xe =, Y=Ye ~.

Deuxiéme cas: 1" se compose des subslitutions (26), éventuel-
lement combinées avec la substitution (27).

Supposons d’abord que G’ contienne une infinité de substitutions de
la forme (22). Alors G’ les contient toutes;I" est donc un sous-groupe
de G'. On voit que G’ se compose, dans ce cas, de loutes les substi-

tutions
X'=Xe®, Y=Yeb (aetfréels),

(1) Pour le détail du raisonnement, se reporter a la démonstration du théo-
reme XX1II.
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éventuellement combinées avec la substitution
X'=Y, Y =X.

Il reste 4 examiner le cas ol G’ ne contient qu’un nombre fini de
substitutions de la forme (22). Alors elles sont toutes de la forme (28).
Supposons d’abord que I' ne contienne pas la substitution (27);
alors G’ résulte de la combinaison des substitutions

(20 X/ = X g, V'=Yeirh

et des substitutions (28). Supposons maintenant que I' contienne la
substitution (27); alors G’ contient une substitution de la forme

130) X' =Y, Y/ = Xe*:

en la combinant plusicurs fois avec la substitution (29), on voit sans
peine que G’ contient les substitutions

X/=Nplm=ph, Y'=Yeimph 19 pgel quelconque):

on a donc forcément m + p=o. (' comprend alors toutes les substi-
tutions (26) combinées avec les substitutions (28), et en outre contient
tontes les substitutions de la forme

\— Yei(x—ma:-z»('%). yi— \el(‘zi.m-wz%)'
oa I'entier n et le nombre réel = sont fixés, tandis que I'entier £ et le
nombre réel «w sont arbitraires. Si 'on écrit que le carré d’une telle

substitution appartient encore a G', on trouve que ces substitutions
peuvent s’écrire de la facon suivante :

==
+2kZ
n

x=y/ " y—x A0 mok)

En résumé, les substitutions de G’ s’obtiennent toutes parla combi-
naison des substitutions ( 26) et (28) avec la substitution

.\"::Ye‘%, Y= Xei;f.
Il suffit de revenir du groupe G’ au groupe G, des variables X, Y

aux variables x, y, et de poser %:R, pour obtenir le théo-
reme XXVIIL,
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7. APPLICATION AUX TRANSFORMATIONS DES DOMAINES (/m, ) CERCLES. —
Dans tout ce paragraphe, il ne s’agit que e domaines non ramifiés a
Iorigine.

Tueoree XXVIIL('). — S¢ un domaine cerclé borné D nest pus
transformé d’un domaine de Reinharde par une affinité analytique, le

groupe des trans formations analytiques de D en lui-méme, qui laissent
Jixe le centre, résulte de la combinaison des substitutions

o= e"’, RN 1o

avec les substitutions d’un groupe de substitutions linéaires unimodu-
laires en nombre fini (groupe qui se réduit, en général, i la trans-
formation identique).

En effet, les transformations cherchées sont linéaires (Chap. II.
théoréme VI); il suffit de leur appliquer le théoréme XXVI.

Tueorewe XXIX (). — S/ un domaine de Reinhardt borné D) n'a pas
la forme

Iy N s By <2 (N o, B -0

toutes les transformations de D en lui-méme, qui laissent fixe e contre.

ont lu forme
a' == .re’, = .1'/":7

et, éventuellement, In forme

. 1 )
2= Rz, Viem o el

i

En effet, les transformations cherchées sont linéaires (théoréme: V1),
Elles forment un groupe clos G qui contient le sous-gronpe

-, RAE YL

et auquel on peut donc appliquer le théoréme XXVII. Ainsi G dépend
de deux ou quatre paramétres. Si G dépend de quatre paramétres, ct

(!) La démonstration de ce théoréme, comme celle du suivant, ne suppose
pas connus les résultats généranx énoncés an théoréme \XV .

(?) Ce théoréme a déja été établi par M. Reinhardt (for. cit.y pour les
domaines de Reinhardt convexes.
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si lc domaine D contient le point x =u=z,, y =0, il contient tous les
points .r, y tels que

!xlz+ RZ: ¥ zi T, %
D aurait donc la forme (31). Donc (> dépend de deux paramétres. Le
théoréme est établi.

Revarque. — Pour qu’un domaine de ReinhardtD puisse se représenter
sur une hypersphére T de rayon fini, il faut et il suffit qu'il ait lu
Sforme (31). La condition est évidemment suffisante. Elle est néces-
saire; soit, en effet, x,, ¥, le point de £ qui correspond au centre
de D; on peut transformer X en elle-méme de maniére a amener x,, y,
au centre de Z. Or Z est bornée; donc D est borné (théoréme VII);
si D n’avait pas la forme (31), les transformations de Z en elle-méme,
laissant fixe le centre, ne dépendraient que de deux paramétres (théo-
réme précédent), ce qui est absurde. €. Q. F. D.

Tueorine XX X. — Si un domaine (m,p) cerclé borné D (m £ p) ne
peut pas se représenter sur un domaine de Reinhardt dans une transfor-
mation qui laisse fize I'origine, il n”’admet pas d’autres trans formations
en lui-méme, laissant fize origine, que les substitutions

‘l":: ',lv,:l'm’)' ‘,’._____. 1.,;)//’)-

éventuellement combinées asee des substitutions, en nombre fini, de lu
forme

Xomre " ... yYi=ye P —. .. (n fixe, k variable).

et peut-étre aussi (mais seulement dans le cas oli m = — p) avec une
substitution de lu forme

iz ;
rre=Ryet =, . Vi v T+, ,,

En effet, dire que D ne peut pas se représenter sur un domaine de
Reinhardt dans une transformation qui laisse fixe I'origine, c’est dire
(théoréme XXV) que les transformations de D en lui-méme, qui
laissent fixe I'origine, dépendent d’un seul paramétre. Il suffit alors de
leur appliquer le théoréme XXVII. €. Q. F. D.
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Corollaire. — En tenant compte des résultats du Chapitre III, on
voit que :

1° Si mp>o (ms£p), les transformations d'un domaine (m, p)
cerclé borné D en lui-méme, qui laissent fixe le centre, ont la forme

1(m0+2—-—“:
ny

a moins que D ne soit un domaine de Reinhardt.
2° Les transformations d'un domaine semi-cerclé borné D en lui-
méme, qui laissent fixe 'origine, ont toutes la forme

== fr), V= ygle,

sauf peut-étre dans le cas ou D peut se représenter sur un domaine de
Reinhardt avec conservation de I'origine.

3¢ Les transformations d'un domaine inversement cerclé horné D
en lui-méme, qui laissent fixe le centre, ont la forme

al = f(ry. Y =y glaey).
on la forme
A=y filaya. Y g3y ),

saaf peut-étre dans le cas ot D peut se représenter sur un domaine de
Reinhardt avec conservation de I'origine.

4 Simplo(m>o,p=—p,m==p'), les transformations d'un
domaine (m, p) cerclé borné D en lui-méme, qui laissent fixe le centre,
ont toutes la forme

.I’/ — 'r‘/“ J./,').m ). .,,/: “V ,é’( 'r/;'),nl )7

sauf peut-étre daus le cas oi D peut se représenter sur un domaine de
Reinhardt, avec conservation de l'origine.

Pour trouver la forme des transformations d’un domaine (m, p)
cerclé borné D en lni-méme, qui laissent fixe I'origine, dans le cas
ou D peut se représenter sur un domaine de Reinhardt, il suffit de
combiner les résultats du Chapitre [1I avec le théoréme XXIX. Nous
laissons ce soin au lecteur.
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Taeortme XXXI. — S¢ un domaine (m, p) cerclé borné D peut se
trans former en un domaine (m',p') cerclé D', origine restant fize, et
st l'on a

mp'— pm’ o,
alors D peut se transformer en un domaine de Reinhardt (I'origine
restant fixe), sauf peut-étre si, mm' — pp' étant nul, la transformation

la forme
X=by—.... Y=a'r—..

Nous pouvons supposer m =< p et m’' £ p’; nous avons vu en effet
(Chap. III) que si un domaine (m, p) cerclé peut se représenter sur
un domaine cerclé (I'un au moins des deux domaines étant borné), il
peut se représenter sur un domaine de Reinhardt (').

Cela posé, soit

X=g(x,y)=ar+by+.... Y=Wr. vi=adzr=by+. . .
(ab’— ba’ 7 0)

la transformation envisagée. Le domaine D admet les transformations
suivantes en lui-méme :

Sy — pim'f .
2(2, y'y=emVo(x, y),

)
W, y) = e, 1

ces transformations ont la forme

(ab'-- ba' o' ={ab'c™ — ba'eir® )z 4 bb' /™D — cir)y

(32) | (ab'— ba')y' = aa'(er®—emM)r 1 (abet?® — ba'em®)y + . . .

Supposons que D ne puisse pas étre représenté sur un domaine de
Reinhardt, dans une transformation laissant fixe I'origine. Alors on
peut appliquer le théoréeme XXX aux transformations de D en lui-
méme. On doit donc avoir, quel que soit § :
ou bien

ab’em — bha' e = ab’eir — ha' vinh — o,
ou bien

aa' (e — em") = bb' (eimY — o) = o,

(') Bien entendu, il s'agit toujours uniquement de transformations laissant
fixe I'origine.

Journ. de Math., tome X, — Fasc. I, 1931. 12
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Dans le premicr cas, on aurait ah’ = ha' = o, ce qui est impossible
(ab' — ba’' £ 0). On a donc

an’ == b’ — o,

ce qui est possible de deux facons :

[ b=da'=—u:

2" a--h'=aq,

Dans le premier cas, le domaine 1) admet des transformations en lui-
méme, de la forme

’ irre ') ’
o et ) . .

y ‘.',/'//"l -,

et, comme il est (m, p) cerelé (mp'— pi’ £ 0), il admet des transfor-
mations

. pr/ .
=mwe*— . Yyl 17 et 5 réels quelcongires ),

D’apres le théoréme XXV, il pourrait se représenter sur un domaine
de Reinhardt.

Dans le deuxiéme cas, D admet des transformations e¢n lui-méme,

de la forme
X—=rerv .. e L I

5’1l ne peut pas se représenter sur un domaine de Reinhardt, on a for-
cément
mm’ - pp' =0,

I.e théoréeme XX XI est établi.

Tukoriwe XXX, — Si un domaine (m, p) cerclé borné D(m = p)
ne peut pas se transformer en un domaine de Reinhardt, U'origine
restant fixe, toute transformation de D en un autre domaine (m,p)
cerclé, qui laisse fixe Uorigine, a 'une des formes suivantes :

1°Simp>o(').

X=anr. Y=104y:

(') Dans ce cas, I'hypothése de I'énoncé se réduit a Ia suivante : D n'est pas
nn domaine de Reinhardt.



LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES, 91
2° St D est semi-cerclé,
X == flr), Y = ygir);
3° St D est inversement cerclé,
Xz fley. Y- yglzy),
ou

N=y/ ey, Y=rg(zy);

A Simpolm>o,p=—p',mz=pH,

\ ',.'," .,,/;’) "y, Y- ¥zl ',.//),m Y.
Soit, en ellel,
N\ =aar /;)/ .. Y i i Dyl

la transformation envisagée. 1’aprés la démonstration dn théoréme

précédent. on a
bh—a =0

01}
== h'= 0O:

mais la seconde éventualité n’'est possible que si im+p=o.1ll 0’y a
plus alors qu’a tenir compte des résultats du Chapitre II1 pour obtenir
le théoréme XXXII.

Tutorise XXX, — Sort 1) un domaine de Reinhardt borné qui n’a
pas la forme

(31 Ny By:;{l (A>o0,B>o0).
Toute trans formation que laisse fixe ['origine et qui représente 1) sur un
domuine (m, p) cerclé A(m = p) a lu forme

X=ar-.... Y=by- ..
ou la forme
N—=bhy ... Y- a -

Soit, en effet,

N=ar-by-.... Y=dr+hy+...

la transformation envisagée. En raisonnant comme pour le théo-
réme XXXI, on voit que]) admet des transformations en fni-méme
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de la forme (32) (ot I'on remplacerait m’ et p’ respectivement par m
et p). En vertu du théoréme XXIX, on conclut

aa' = bl — 0,

D’ou le présent théoréme. C. Q. F. D.

COROLLAIRES :

1° St un domaine de Reinhardt borné D n’a pas la forme (31), toute
trans formation de 1) en un autre domaine de Reinhardt, qui laisse fixe
l'origine, a la forme
X=ax, Y=V0Uy
ou la_forme
X=hy, Y=a'r ',

Iin effet, le théoréme précédent et le théoréeme VI s’appliquent.
€. Q. F. D

B

2° St un domaine de Beinhardt borné D n’a pas la forme (31), toute
trans formation de D en un autre domaine de Reinhardt A

(33) X=olx, ». Y="2(r ») [wto. 0y =X bio. o1=0].
a la forme
(3N \ — f(.’l;’), ) vt

ou la forme
(35 \ = [,(¥), Y ==z

Posons, en effet,
N\, =\ Yy=13y".

le domaine A devient un domaine A’ semi-cerclé. Le théoréeme XXXIII
s’applique a la transformation de D en A’. Il suffit alors de se
servir du théoréme XII, relatif aux transformations des domaines
semi-cerclés. C. Q. F. D.

Nous avons la une proposition qui peut servir de point de départ

(1) M. Reinhardt a donné cet énoncé dans le cas des domaines convexes.
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pour la recherche de toutes les transformations d’un domaine de
Reinhardt borné en lui-méme (*).

3 Le théoréeme XXXIII, combiné avec les résultats du Chapitre 111,
permet de déterminer la forme la plus générale de la transformation
d’un domaine (1, p) cerclé en un domaine (m’, p’) cerclé {'origine
restant fixe) lorsqu'ils peuvent se représenter sur un domaine de
Reinhardt (1’origine restant fixe).

CHAPITRE V.

LES DOMAINES MAXIMA.

On sait que, étant donné un domaine dans I'espace des deux
variables complexes x et y, il n’est pas toujours possible de construire
une fonction f(x,y) holomorphe dans ce domaine et non prolon-
geable au dela. Nous dirons qu’un domaine D est maximum s’il existe

au moins une fonction f(a,y) holomorphe dans D et non prolon-
geable au dela.

1. Les pomases cercLis maxima. — Nous avons vu (Chap. II,

théor¢me II), que toute fonction f(,y), holomorphe dans un
domaine cerclé D non ramifié a l'origine, admet un développement
en série de polynomes homogénes

,/(J’ }')EZP,,(J;, )

n=0

uniformément convergent au voisinage de tout point intérieur a D.

(*) M. Behnke m’écrit (22 mai 1930) que M. Thullen vient de résoudre com-
pletement cette question. D'aprés M. Thullen, seuls, parmi les domaines de
Reinhardt bornés, les domaines

fz| <A, iri<B

el
Az +Blypr<t  (2>o0)

adinettent des transformations en cux-mémes qui ne laissent pas fixe le centre,
et ces transformations sont bien faciles a trouver.



9% HENRI CARTAN.

Nous en avons déduit que D est nécessaircment univalent (conven-
tion [ A |), et que f(.x,y) est holomorphe dans le plus petit domaine
cerclé étoilé contenant D. Il en résulte qu'un domaine cerclé, pour ttre
mazxunum, doit étre étodé. Nous allons voir (que cela ne suffit pas.
Donnons-nous a priori une série de polynomes homogénes

2 Pn‘ e ." ).
non

P.(z,y)élant de degré n. M. Hartogs (') a démontré le heau théo-
reme suivant @S¢ la série XP,(x, y) concerge en tous les points d'un
domaine, le domaine total de concergence N contient Uorigine a son
intérieur, et c’est un domaine de convergence uniforme. Dans cel
énoncé, le domaine total de convergence est, par définition, I'en-
semble des points 2y, y, tels que, au point z,, y, et en Lous les points
voisins, la série converge. Dire que A est un domaine de convergence
uniforme, c’est dire que la convergence est uniforme au voisinage de
tout point intérieur a A.

l.e domaine de convergence A est évidemment un domaine cerelé
étoilé.

Tuconime XXXIV. — Le domaine ttal de concergence d une série

i P, y)

/Al

est un domaine cerclé maxrimum; réciproquement, tout domaine cerclé
maximum est le domaine total de concergence d’une certaine série de
polynomes homogines.

ILa seconde partie de 'énoncé se démontre immédiatement : soit A
un domaine cerclé maximum, et soit f(x, y)une fonction holomorphe
dans A ¢t non prolongeable au deliv; /(x,y) posséde un dévelop-
pement XP,(z, y) qui admet évidemment A comme domaine total de
convergence.

La premicre partie du théoréme va étre plus longue i établir.

(") Dans son Mémoire des Math. Ann. cité au Chapitee 11 (§ 21,
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Soient XP,(x,y) une série de polynomes homogénes, et A son
domaine total de convergence. Nous voulons montrer gue A est maxi-
mum. Soit A,, Ay, ..., \,, ... une suite de nombres positifs crois-
sants qui augmentent indéfiniment, et soit 7, 74, ..., 7, ... Une
suite de nombres positifs décroissants qui tendent vers zéro. Soit E,
I'cnsemble des points (x, y) en lesquels on a, quel que soit n,

Pt A }’)I < A//1

et soit A, le domaine formé des points intérieurs & E,. Prenons les
homothétiques F, et A, de I, et A, par rapport & Porigine dans le rap-
port 1 —1,,; ensemble E, est 'ensemble des points (i, y ) en lesquels
on a, quel (ue soit n,

P yy TN 00 R,

et 3, est le domaine formé des points intérieurs a [,

Tout point de A, est évidemment intérieur & A, Réciproquement,
tout point .x,, y, de A est intérieur a A, si p est assez grand. En elfet,
fa série £P,(x,y) converge uniformément au voisinage de z,, y,;
donc | P, (z, y)| adimet une borne supéricure indépendante de n et du
point &, y voisin de x,, y,. P’renons un entier ¢ assez grand pour
que A, soil supérieur a cette borne; alors le point 2, y, est intérieur
a A, et, par suite, le point x = kx,, y = ky, appartient 4 A, quel que
soit £ suffisamment voisin de un. Choisissons p(p 2 g) assez grand pour
«{ue le point

W s all ’ y == A

| Mt 7)// 1 — 7)/:

appartienne a A ; il appartiendra a fortiori 4 A5 done -, y, appar-
tient a A, €. Q. F.D.
Ainsi, le domaine A se présente comme limite d'une suite infinie de
domaines fermés 4, complétement intérieurs a A, el dont chacun con-
tient le précédent.
Je dis que le domaine A jouit de la propriété suivante, que j'appel-
lerai « propriété [I’] » dans la suite de cette étude: :

Propriée¢ [P]: Un domaine A jouit de la propriété | P | si, étant
donnée une suite infinie quelconque de régions X,, ... X, ..., inté-
ricures 4 A ct n’ayant aucun point d’accumulation intérieur a A, on
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peut former une fonction f(a,y), holomorphe dans 4, qui s’annule en
un point au moins de chacune des régions X,

Il est clair que tout domaine qui jouit de la propriété [ P] est maxi-
mum; en effet, il suffit de prendre une suite infinie de régions s’accu-
mulant au voisinage de tout point frontiére du domaine considéré (').

in outre, tout transformé analytique d'un domaine qui jouit de la pro-
priété [P| jouit aussi de cette propriété, et, en particulier, est
maximum.

Revenons alors an domaine total de convergence A de la série
XP,(@,y) et aux domaines A, précédemment définis. Etant donnée la
suite des régions X, je puis associer i chaque X, un domaine A, tel
que £, soit extérieure 4 A,, et cela de facon (ue p’ augmente indéfi-
niment avec p. Pour la commodité du langage, nous pouvons sup-
poser p' = p. Cela posé, il existe évidlemment dans X, un point z,,, y,
qui n’appartient pas i E, (car si tous les points de X, appartenaient
a E,, ils appartiendraient a 4,). Puisque .z, y, n‘appartient pas a F,,,
il existe une valeur n, de n pour laquelle on a

Pu, (20, yp) 12000 = 1),

alors que, dans A,, on a

yl',,’,l A S B ;\,,(l - Y.

Je pose
P (',. .
.—i’.’—.l/—,'}—,— - ("/,(,1;’ ’)'),
Pn,,("”'/u Yr)

Ona

Qu(zp, yp)=1,
et, dans 4, ‘ N
Qur.yyi<i;

par suite, dansA,_,, on a

.

:Q/,(J/..’ }/)i < (L;OL'J) ’I: /'./l (/"Il< ‘).

="y

(') Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter a mon article intitulé :
Les domaines d’existence des fonctions analytiques, qui paraitra bientit dans
le Bulletin de la Sor. Math. de France.



LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 97

Il reste a former un produit convergent

" Foory [L0 =

=

R,(x,y)étant un polynome destiné a assurer la convergence. Don-
nons-nous 4 cet cffet une série convergente Xe, a termes positifs; la
sirie

"
bogin Q== Q) - = (00 4.0

convergeant uniformément dans 4,_,, on peut prendre un nombre
suffisant de termes, de facon que le reste soit inférieur a ¢, dans
A, ,; Pensemble de ces premiers termes constitue un polynome
R,(r,v), qui rend le produit (1) uniformément convergent au
voisinage de tout point intérieur a A,

\insi, nous venons de montrer (ue A jouit non seulement de la
propriété [ 2], mais d’une propriété que nous appellerons [1”] et qui
peut s’énoncer ainsi :

Propriété [ P']: Un domaine A jouit de la propriété [ '] si, étant
donnée une suite infinie quelconque de régions I, intérieures a A,
n’ayant aucun point ’accumulation intérieur a A, on peut former une
fonction /(z, y), holomorphe dans A, qui s’annule sur des variétés de
la forme

O, 0. vy ((), polynome homogéne, p=i....,n, ...\
la varieté Q, =1 contenant des points intérieurs a X,.
Tusorime XX\, — Tout domaine cerclé mazximum jouit de la pro-
priéeé | P .

In effet, si A est cerclé maximum, A est le domaine total de conver-
gence 'une certaine série de polynomes homogénes et jouit, par
conséquent, de la propriété | P |.

Conoviaie. — Tout transformé analytique d’un domaine cerclé
maximum est un domaine maximum.

Tugonime NNX\VI. — Pour gqu’un domaine univalent A, qui contient
Journ. de Math., usme X, — Fase, 1. g;;.?...’ 13

:
F
i
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Uorigine, soit cerclé et maximum, il faut et il suffit que, élant donnés
un domaine fermé quelconque A, intérieur a A, et une hypersphére quel-
conque X extérieure a A, il existe une variété

LQ (e, ¥) =1 (€) polynome homogcne ).
extiricure a A, et ayant des points intéricurs a X.

La condition est nécessaire. Soil, en effet, A un domaine cerclé
maximum; c'est le domaine de convergence d'une séric ZP,(x,y).
Reprenons les notations ultilisées dans la démonstration du théoréme
\XN\IV. Sipest assez grand, A, sera inlérienr a 3,. Or, X est exté-
rieure 4 A, et contient des points qui n'appartiennent pas a E, (sinon,
tous les points de X appartiendraient i A,). Soit donc x,, y, un point
de X qui n’appartient pas a 15,5 il existe une valenr de n pour laquelle
on a

Putre yor ZAL (- 1"

alors que, dans A, et « fortiori dans X, on a
PuCry) << N (0 —m,)"

Il suffit donc de prendre
P, (r

i, vy o
: “ l’n (.r,. ,)'u)

Montrons maintenant que la condition est suffisante. D'abord, si un
domaine A satisfait aux conditions du théoréme XXN\VI, il est cerclé
étoilé. Supposons en ellet le point x,, y, intérieur a A, et le point fx,,
ky,([k|j< ryextérienra A. On pourrait trouver un domaine fermé A,
intérieur a A, el contenant l¢ point x,, y,. kn prenant pour ¥ une
hypersphere de centre kx, ky, ¢t de ravon assez petit, on arriverait
a une contradiction.

Ainsi A est cerclé. Il reste a faire voir que A est maximum. Or A
peut étre considéré comme limite d'une suite infinie de domaines
fermés D, D,,.... D,... dont chacun conticnt le précédent. Soit
Ty « ey Typy ... une suite de nombres positifs, qui décroissent et
tendent vers zéro. Soit D, ’homothétique de D', par rapport a Uorigine
dans le rapport 1—27,. Le domaine A peut étre aunssi considéré
comme limite des domaines D,,. Soit alors ¥/, une hypersphére exté-
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rieurc i D, et telle que I'homothétique X, de £, par rapport & l'ori-
gine, dans le rapport 1—v,, soit intérieure 4 D. Nous pouvons
choisir les hypersphéres ¥ de fagon que tout point frontiére de A
soit un point d'accumulation pour les X, (ou, ce qui revient au méme,
pour les ¥,). D'aprés I'hypothése faite sur A, on pent, & D), et ¥,
attacher un polynome homogéne Q,(z, y), de degré n,, tel que la
variété
Qe y) =1

soit extéricure 4 D’ el contienne des points intérieurs & X' . Alors la

variéLe
\/'( r, }’)
(11— fl/')""

contiendra des points intéricurs a X, et I'on aura, dans D,

l ./' J) ( s ”",_ I I
- _— Y =, i<l 1),
I (1 ’l/')"”|< 1 — "y ! U <t)

i pourra donc, comme plus haut, former, a4 I'aide d’un produit
convergent, une frmcnon S(z,v), holomorphe dans A, qui s’annule
sur une infinil¢ de variétés admettant toul point froutiére de A comme

point daccumulation. A est donc bien maximum.
€. 0. F. b,

CoroviAikk. — Tout domaine cerclé A, limite d’une suite infinie de
domaines cerclés A, dont chacun est maximum et contient le précédent,
est lud-méme mazximum.

in effet, soient A, un domaine fermé intérieur a A, et X une hyper-
sphére extérienre 4 A5 3, est intérieur a A, si p est assez grand. Donc

il existe une variété
l)( g )

extérienre a A, (et par suilea d,), et (ui contient des points de X.
C. Q. F. D.
L.es domaines cerclés convexes, étudiés par M. Carathéodory, se
présentent comme un cas parliculier des domaines cerclés maxima : si,
dans I'énoncé du théoréme XXXV I, on assujettit le polyvnome homo-
gene Q(x, y) a étre du premier degré, on trouve la condition pour
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qu’un domaine soil cerclé et convexe. On sait par ailleurs que tout
domaine convexe, cerclé ou non, est maximum.

De méme qu'il existe un plus petit domaine cerclé convexe conte-
nant un domaine cerclé donné, de méme il existe un plus petit domaine
cerclé maximum contenanl nn domaine cerclé donné, ainsi que nous
allons le voir maintenant.

Tuionewe XXX VI, — Etant donné un domaine cerclé D, il existe un
domaine cerelé maximum A, contcnant D, qui jouit de la propriété sui-
vante : tout domaine cerclé maximum contenant D contient A,

Pour la démoustration, nous snpposerons d’abord que D est borné.
Nous nous appuierons alors sur la proposition suivante :

Tueorene XXXVIL. — Pour qu’un domaine borné 1) soit cerclé

mazimum, il faut et il suffit que ce soit le domaine commun a des
domaines de la forme

O, vy - Q) polynome homogéne .
en nombre fini ou infini.

La condition est évidemment suffisante. car, si elle est remplie,
les conditions d’application du théoréme X\ \ VI sont aussi remplies.
I.a condition est nécessaire. Soit en eflet P(.r, y) un polynome
homogéne (juelconijue de degré quelconque; si le nombre positif « est
assez grand, la variété
Poa. yy

esl tout entitre extéricure a D, puisque D est borné. Soit b la borne
inférieure des valeurs de « pour lesquelles il en est ainsi. La variété

Pirovy =b

n’a pas de points intérieurs a D, et conticnt au moins un point fron-
ticre de . Faisons de méme pour tous les polynomes homogénes de
tous les degrés, ct considérons le domaine A commun i tous les
domaines tels que

Poarc vy b,

A contient évidemment D. Je dis que Aest identique & D. Supposons
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en effet qu’il existe une hypersphére I intérieure i A el extérienre
a D. Soit  un nombre positif plus petit que «n, mais assez voisin de un
pour que ’homothétique X’ de X par rapport a 'origine, dans le rap-
port £, soit encore extérieure & D ; soit D’ 'homothétique de T dans
la méme homothétie. D’apris le théoréme XXXVI, il existe une
variété

Ol y)' =1,

extérieure a 1)’, qui contient des points de X'. Soit n le degré de Q.
Alors le domaine

. . !
Dy =<y,
contient D et ne conticnt pas tous les points de X, donc ne contient

pas tous les points de A. Ceci est en coniradiction avec la fagon dont
on a définm A. C. 0. F. D.

Passons a la démonstration du théoréme XXXV I pour un domaine
cerclé borné D. Pour chaque polynome homogéne P (z, y), définis-
sons, comme plus haut, une variété |P(a, y)|= 0 qui n’a pas de
points intérieurs i 1), et qui contient au moins un point frontiére de D.
Soit A le domaine commun i tous les domaines

Plr vy <b.

A contient D et est cerclé maximum. Soit alors A’ un domaine maxi-
mum contenant D. On voit sans peine que tout point de A appartient
a A’; car §’il n’en était pas ainsi, on appliquerait le théoréme XXXVI
et I'on arriverait 4 une contradiction. Le théoréme XXXVII est donc
démontré si D est borné. Remarquons que A est borné.

Si le domaine 1) n’est pas horné, on le considére comme limite
d’une suile infinie de domaines cerclés bornés D,, ..., D,, ..., dont
chacun contient l¢ précédent. Soit alors A, le plus petit domaine
cerclé maximum contenant D,. Les domaines A, sont bornés, et
chacun d’eux contient le précédent; I'ensemble de tous ces domaines
constitue un domaine 3, qui est cerclé et maximum (corollaire du
théoréme XXXVI) et qui contient D. Tout domaine maximum 4,
contenant D, contient D, donc A, quel que soit p, donc A,

€. 0. F. D.
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Tueonime XXXIX. — 87 une fonction [ (x,y) est holomorphe dans
un domaine cerclé D, elle est holomorphe dans le plus petit domaine
cerclé mazximum A contenant D.

<n effet, on a dans D

Jir yy= Y Pule y),

n=0

et le domaine de convergence de la série est un domaine cerclé
maximuin qui contient D, done contient A, C. Q. ¥, b,

Corollaires. — 1° Si f(z, y) est méromorphe ¢t ne prend pas
la valeur « dans D, elle est méromorphe et ne prend pas la valeur a
dans A,

2" Tout domaine maximum, cerclé ou non, qui contient D,
conlient A.

Tutorene XL.. — Si un domaine cerclé 1 est maximum au sens large,
i est mazximum (' ).

Nous dirons gqu’un domaine cerclé D est maximum au sens large si,
étant douné un point frontiére quelconque @, y, de 1), il existe une
fonction f(x, y ), holomorphe dans D, et non holomorphe ¢n z,, y,.

Soient alors ) un domaine cerclé, maximum au sens large, A le
plus petit domaine cerclé maximum contenant ). Pour montrer que
A est identique 4 D, je vais montrer que tout point fronti¢re de D est
un point frontiére de A. Or, soienl x,, y, un point fronti¢re de D,
et f(x, y) une fonction holomorphe dans I) et non holomorphe
en x,, y,; comme [(z,y) est holomorphe dans A; le point z,, v, est
un point frontiére de A, c. Q. F.

2. Les vowmaines ve Reisuaror wmaxima. — La théorie précédente
s'applique, avec quelques simplifications, aux domaines de Reinhardt
maxima. Cette fois, ce sonl les séries doubles de Taylor qui jouent un

(') M. Benske « Abh. Math. Seminar lamburg. Univ., N, 3, 1927, p. 290-312)
a ¢tabli un théoréme un pea plas général, mais en faisant une hypothése restric-
tive sur la nature des frontiéres,
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vole primordial. Je voudrais montrer comment 'on retrouve ainsi
certaines propriélés de ces séries, notainment en ce qui concerne les
rayons de convergence associés,

Voici briévement la suite du raisonnement.

L.edomaine Lotal de convergence (’une série

k4 kK
E E (”” "}I./II”»U

mooanw

est un domaine de Reinhardt complet, et ¢’cst un domaine de conver-
gence uniforme. Done tout domaine de Reinbardt maximum esl
complet. Mais ce n’est pas toul.

Tueorime XXNIV bis. — Le domaine total de coneergence d'une

série double de Tuaylor est un domaine de Fecnhardt mazximune; réci-

roquement, tout domaine de Reinhardt maximum est le domaine totul
de concergence d’une certaine série de Tuylor.

Tusorive XXXV bis. — Tout domaine de Reinhardt mazximum jouct
de la propriété | P|.

Propriceé | "] : un domaine A jonit de la propriété | P si, étant
donnée unc suite infinie (uelconque de régions X, inlérieurcs a A,
n’ayant ancun point d’accumulation intérieur i A, on peul former une
fonction /(.r, y), holomorphe dans &, qui s’annule sur des variétés

V, de la forme

’,.m/;}/lI,:: (l/, ( //)/,_>; o, ”/,2 0).
la variété V, contenant des pointsintérieurs a X,

Tukonine X\NXVI bis. — Pour qu’un dommaine univalent A soit un
domaine de heinhardt maximum, il faut et il suffit que, étant donnés
undomaine fermé quelconque A, intérieur ¢ A, et une hypersphére quel-
conque X cxtérieure a A, il existe une variété

faemy =1 - (mzZ2o,n20).
extérieure a A,, et ayant des points intérieurs i X.

On peut donner a cette condition la forme simple suivante.
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Posons
=logi.c'. n=Ilog y .

i

KNS

Un domaine de Reinhardt I) a pour image un domaine | du plan %, 7,
domaine qui contient le voisinage de £ = v, = — =. Autrement dit, il
existe un nombre réel A, tel que la région

appartienne a 1. Cela posé, pour que D soit masimum, i faut et il
suffit que le domaine I soit convexre. Nous retrouvons le théoréme de
Fabry-Faber-Hartogs, qui concerne la forme de la relation R, =<(R,)
existant entre les rayons de convergence associés d'une série double
de Taylor.

Ftant donnés un domaine de Reinhardt quelconque D, et son
image [ dans le plan &, 7, le plus petit domaine convexe contenant |
définit le plus petit domaine de Reinhardt maximum A contenant D.

Tueortwe XXXIX bis. — Siune fonction f(x,y) est holomorphe
dans un domaine de Reinhardt D, elle est holomorphe dans le plus petit
domaine de Reinhardt maximum A contenant 1).

Corollaires. — 1° Si f(x,y) ne prend pas la valeur « dans D,
S (x, y) ne prend pas la valeur a dans A.

2° Tout domaine maximum contenant D contient A. Kn particulier,
le plus petit domaine cerclé mazimum contenant 1) n'cst autre que A.

’renons une série de polynomes homogénes

(2) z P .r .

n=0
et soit
(3) 2 2 Dy, gt YV
m=0p:=0

la série de Taylor obtenue en sépardnt les différents termes des poly-
nomes. Soient D et Ales domaines respectifs de convergence des séries
(2) et (3); D est cerclé maximum, A est un domaine de Reinhardt
maximum ; A est évidemment intérieur a4 D. Je dis que A est le plus
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grand domaine de Reinhardt inscrit dans D. En cffet, supposons qu’il
existe un domaine de Reinhardt A’, contenant A ct intérieur 4 D ;
puisque /(z,y) est holomorphe dans A, le développement (3)
converge dans A’ (Chap. I, théoréme HI') ; donc A" est identique
a A, C. 0. F.D,

On déduit de la que le plus grand domaine de lecnhardt inserit dans
un domatine cerclé mazinmum est lui-méme maximum.

Signalons enfin que la théorie exposée au paragraphe 1 s’étend aux
domaines (m, p) cerclés (mp > o), a condition de remplacer la consi-
lération des polynomes homogénes par celle des polynomes qui sont
a la fois des polynomes entiers en . et v et des polvnomes homogénes

1 1

en . et y’.

3. DOMAINES SEMI-CERCLES MAXIMA 5 DOMAINES INVERSEMENT CERCLES MAXIMA.
— Les méthodes exposées plus haut s’appliquent avec quelques
modifications a I’étude des domaines semi-cerclés maxima, ou inver-
sement cerclés maxima. Bornons-nous, faute de place, a énoncer les

2

principaux résultats. Les sériesz y" f.(x) ont d’ailleurs fait 'objet
n-.o

d'importants travaux de M. Hartogs (*).
lethéoréme X\ XIV reste vrai si 'on remplace, dans son énoncé.

. . . : -
«cerclé» par « semi-cerclé », et « 2 P.(x, y)» par « z‘y"'/,,(.r) ».
0 0

On voit aussi que tout domaine semi-cerclé maximum (*) jouit de la
propriété [ P ]. Etant donné un domaine semi-cerclé D, de projection
d sur le plan x, il existe toujours un plus petit domaine scmi-cerclé
maximum A, contenant D, qui a méme projection d sur le plan x;
toute fonction holomorphe dans D est holomorphe dans A. Le plus
petit domaine semi-cerclé maximum contenant un domaine de
Reinhardt donné, est lui-méme un domaine de Reinhardt. Le plus
grand domaine de Reinhardt inscrit dans un domaine semi-cerclé
maximum est lui-méme maximum.

91 Loe. rit. (voir Chap. 11, § 2 du présent travail ).
21 Tout domaine semi-cerclé maximum est complet.

Journ. de Math.. vome X. — Fasc. 1, 145, 1

-—
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Les domaines inversement cerclés, ct, plus généralement, les

domaines (m, p) cerclés (mp <o) possédent des propriétés ana-
logues. ’

A. APPLICATION AUX DOMAINES BORNES QUI ADMETTENT UNE INFINITE DE TRANS-
FORMATIONS EN EUX-MEMES LAISSANT FIXE LN pOINT INTERIEUR. — Soit D un tel
domaine. On peut le représenter sur un domaine (m, p) cerclé 1
(Chap. IV). Ponr fixer les idées, supposons [)’ cerclé. Soient
(1 = f(/ y). Y = glr. ¥)
les équations de la transformation de D en 1), et soicnt
(5) r=Fer yh. =G0y

les équations de la transformation inverse.

F(2,y") et G (&, ") sont holomorphes et bornées dans D’; elles
sont donc holomorphes et bornées (') dans 'y, plus petit domaine
cerclé maximum contenant 1) ( théorime XNXIN ). La transforma-
tion (5) transforme A’ en un domaine A contenant D. Mais cette trans-
formation respecte-t-elle la convention [ B]?

Bornons-nous alors au cas oi 1) n’est pas ramifié. Dans ce cas, la

fonetion
F.G)
DY)

==u(r'. y'y

ne s’annule pas dans I)'; donc elle ne s"annule pas dans A', et la con-
vention [ B] est certainement respectée. En outre, le domaine A n’est
pas ramifié. Quant aox fonctions f(x, ¥ ) et g(x, y), elles sont holo-
morphes dans A, qu’elles transforment ¢n A'.

Soit maintenant 3 (z. y) une fonction queleonque holomorphe dans
D; je dis qu’elle est holomorphe dans A. En effet, supposons que le
point =, y’ appartienne a I), et posons

b . Geals y ) =B’y

®(x',y’), qui est holomorphe dans D', est holomorphe dans A'. La

(1) Car si F(../, y') ne prend dans D’ aucune valeur de module plus grand
que M. elle ne prend dans A" aucane de ces valeurs (corollaire dn théoreme

NXXIX

L4
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fonction
d’lf(” )’)1 6’('7"5 .}')]

est donc holomorphe dans A, et comme elle coincide avec (x, y)
dans le domaine D, la proposition est établie.

Je dis enfin (que A est un domaine maximum. En cffet, A est trans-
formé d’un domaine cerclé maximum A, et le corollaire du théoréme
XXXV sapplique.

Nous ohtenons ainsi le théoréme :

Tutorene XLI. — Soit D un domaine borné non ramifié¢ qui adimnet
une infinité de transformations en lui-iéme, laissant fixe un point inté-
rieur. I existe un domaine borné maximum A, non ramifié, qui contient
D et jouit de la propriété suivante : toute fonction holomorphe dans D
est aussi holomorphe dans A.

Il est probable que le théoréme reste vrai si 'on supprime les mots
« non ramifié ».,

Nous dirons quun domaine A non ramifié est maximum au sens
large si, étant donné un point fronticre quelconque x,, y, de A, il
existe une fonction f(x, y) holomorphe dans A et non holomorphe
enx,. v,

Tutoriewe XILUI. — Si un domaine borné D non ramifi¢ admet une infi-
nité de trans formations en luv-méme laissant fixe un point intérieur, et
s"tl est maximum au sens large, il est maximum.

En effet, il existe un plus pelit domaine maximum A contenant [) ;
en raisonnant comme pour le théoréme \L., on montre que A est
identique a D.

3. LEs poMaINEs MaJoRABLES. — Nous dirons qu’un domaine D est
magjorable, s’tl n’est pas ramifié, et s’tl existe un domaine A, non
ramdifié, maximum au sens large, qui contient D et jouit de la propriété
sutcante : toute fonction f(x,y) holomorphe dans D est aussi holo-
morphe dans A. On voit sans peine que si un domaine A’ jouit vis-a-vis
de D de la méme propriété que A, A’ est identique a A. Le domaine A
sera dit associé au domaine D).

Tout domaine maximum au sens large, et a fortiori tout domaine
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maximum, esl évidemment majorable. Tout domaine (m, p) cerclé
est majorable.

Tuconime XLII. — Soient D un domaine majorable, et A le domaine
assocté. St une transformation
1) 2 [ y). Viem i

transforme 1) en un domaine V' non ramifiée, D' est luv-méme

majorable, et le domaine A’ associé a 1)’ n'est autre que le transformé
de A par (6).

ln effet, f(z,y) et g(x,y), étant holomorphes dans D, sont

holomorphes dans 4. En outre, la fonction

Dif. )
Dir. )’

qui est holomorphe et non nulle dans D, est holomorphe et non nulle
dans A. La transformation (6) transforme donc A en un domaine non
ramifié A'. Soit

(= VES YV S =Gl N
la transformation inverse. Il faut montrer :

1” Que toute fonction o(2', y') holomorphe dans D’ est holomorphe
dans A';
2° Que A’ est maximum au sens large.

Le premier point s’établit a I'aide d’une méthode déja utilisée pour
le théoréme XILI.

Pour montrer que A’ est maximum au sens large, raisonnons par
'absurde. Supposons qu'il existe un point frontiére x,, y, de A’ jouis-
sant de la propriété suivante : toute fonction holomorphe dans

A’ est holomorpheen 2%, y,. Alors F(2, y') et G(',y') seraient holo-
morphes en z, y, ; en outre D(F. &)

0rJ 0 b D(x/,).',
en x,, y,. Il existerait donc un voisinage univalent V' de x|, y,, qui
serait transformé en un voisinage univalent V par (7); V serait a4 son

tour transformé en V' par (6). Le point

serait holomorphe et non nulle

L= F("l!n' .,"'u ). _1’,,: G("‘n’ )'" )
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serait un point frontiére de A. Or il existe une fonction u(.r, y), holo-
morphe dans A, et non en z,, y,. La fonction

Ui,y y=u[F'. y'), Gy ]

serait holomorphe dans A’; donc holomorphe en , y,. Mais alors la

fonction
L l/(’a .})- s, .))l

serail holomorphe en x,, y,; comme cette fonction coincide dans A
avec u(x, y), nous arrivons a une contradiction.
¢, Q. F. D.
En méme temps que le théoréme XLIII, nous venons d’établir la
proposition suivante :

(.OROLLAIRE. — SI A est un domaine non ramifié, maximum au sens
large, tout domaine ' nonramifié, tranformé analytique de A, est maxi-
mum au sens large.

Pour obtenir ce résultal, nous n’avons eu besoin d’aucune hypothése
a priori sur la nature de la correspondance entre les frontiéres.

Voici une application intéressante du théoréme XLILII. Soient 4,
un domaine cerclé non maximum, et A le plus petit domaine cerclé
maximum contenant A,. Soit D un domaine quelconque, uniquement
assujetti a contenir A, et étre contenu dans A. Je dis que D est
majorable; en effet, A est univalent ¢t maximum, et toute fonction
holomorphe dans D est holomorphe dans 3, puisquelle ¢st holo-
morphe dans A,. En outre, le domaine associé a D n’est autre que \.

D’aprés le théoréme XLIII, toute transformation analytique de D
en lui-méme trans forme A en lui-méme.

Il est probable que les transformations d'un demaine cerclé borné
en lui-méme laissent nécessairement fixe le centre, sauf si le domaine
est d'un type particulier (');il n’y aura donc, en général (?), que les

transformations
g == e, ¥ = yeil,

i*s M. Thullen a démontré qu’il en est bien ainsi dans le cas des domaines de
Reinhardt. Voir la note du paragraphe 7 (Chap. 1V,
i2) Chapitre IV, § 7, théoréme XXVIILL
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Or, on peut manifestement choisir le domaine D de facon qu'il
n’admette aucune de ces transformations. Alors D n’admettra'aucune
trans formation en lui-méme. v

Sous la réserve qu’on démontre un jour la proposition, relative aux
domaines cerclés, qui vient d’étre admise, nous apercevons ici I'exis-
tence d’une classe trés étendue de domaines univalents, qu'on peut
supposer bornés et simplement connexcs, et qui n'admettent aucune
transformation en eux-mémes.

6. Sur LES TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES D'UNE CLASSE PARTICULIERE DE
poyMAINES. — Nous allons donner effectivement I’exemple d’une classe
de domaines bornés, simplement conuexes (homéomorphes a une
hypersphére), qui jouissent de la propriété suivante : les transforma-
tions en lui-méme d’un domaine de cette classe, qui laissent fixe un
point intérieur quel qu'il soit, sont en nombhre fini si elles existent.
Parmi ces domaines, il en est qui admettent néanmoins des transfor-
malions en eux-mémes dépendant de paramétres; il en est d’autres,
au contraire, dont les transformations en eux-mémes forment un
groupe proprement discontinu.

Il faudra nous servir de la « métrique » de M. Carathéodory ('),

Voici en peu de mots ce donl il s’agit : si D est borné, la famille
des fonctions f(x,y), holomorphes et de module plus pelit que un
dans D, définit unc pseudo-distance attachée a un couple de deux
points quelconques M, (x,, y,) et M,(x,, ¥,) de 1); la pseudo-distance
est la borne supérieure de la distance non euclidienne des deux points
o= f(x,, y,) et z,=f(x,, y,), marqués dans le cercle |z|<1.
(lette pseudo-distance d,,(M,, M,) est invariante par loule Lransfor-
mation analytique du domaine D. Si D est contenu dans 3, on a

dy (Mg, My) 2da (M, M),

La pseudo-distance existe aussi, bien entendu, pour un domaine situé
dans le plan d’unc seule variable complexe.

Cela posé, je vais définir mon domaine D. Je considére quatre
domaines bornés simplement connexes; les deux premiers A, et A

("y Voir, par exemple, le Mémoire cité dans I'Introduction.
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sont dans le plan de la variable complexe z, et ont en commun une
région simplement connexe B, ; les deux autres A, et A} sont dans le
plan y, et ont en commun une région simplement connexe B,. Dans
I'espace («, y), D sera formé de I'’ensemble des domaines A et A" ainsi
définis

(a) .« dans A, et y dans A,,
(A) x dans A’} et y dans A,.

Désignons par C, I'ensemble des domaines A, et A’ par C, 'ensemble
des domaines A, et A,.

Soient x, et x, deux points de B, y, et y, deux points de C,;
supposons
dn, (g 7)) < ’/C,( BATIBXRE

Soienl alors M, le point de I) qui a pour coordonnées x, et y,, et M,
le point de D qui a pour coordonnées z, et y,. Je dis que I'on a

(8) dy( My, M) = r/‘;_,(')",,, ).
En effet, le domaine
. intéricur a4 B, ¥ intérieur i (C,

est intérieur a D; donc la pseudo-distance de M, et M, dans ce
domaine est au moins égale 4 &,(M,, M,); d’ailleurs, d’aprés
M. Carathéodory ('), elle est égale a d (y,, ¥,). Ainsi

dp(Moy, M) 2o (¥ ¥

D’autre part, le domaine
(9) - intérieur a C,, y intérieur i C,

contient D ; donc la pseudo-distance de M, et M, dans ce domaine est
au plus égale a 4,(M,, M,). On a d’ailleurs

de(rgy ) Sy, (rge o) e [y vy

(') On doit a M. Carathéodory la proposition classique suivante : « si D est
formé de ), duns le plan z et D, dans le plan 3, la psendn-distance dans D des
points .z, ¥, et x,; », est égale a la plus grande des quantités oy (.r,. .} et
do (¥os 1) »-
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il en résulte que la. pseado-distance de M, et M, dans le domaine ()
estd, (¥, y.).
Ainsi ‘
II”( \10, M y) é (l(;‘(.)'(,, BXRE

L’égalité (8 ) esL donc établie.

Cela posé, je vais montrer que toute transformation de C en lui-
méme, si elle est suffisamment voisine de la transformation identique,
a la forme

'

(1) =) Y =),

Soient ., un point de B,, et v,, y,, )., trois points distincts de C,.
La position d'un point quelconque y de (., est déterminée sans ambi-
guité par les pseudo-distances d¢ (y, y,), dc (¥, ¥:) et d.(y, y,), au
moins si les points y,, y,, ¥, n'ont pas été choisis d’une maniére
spéciale. Désignons par ¢ un nombre positif; soient & un point quel-
conque de B, tel que I'on ait

[

dy (ary 1) <
et y un point quelconque de C,, tel que ’on ait
’/l:_.( Jadu) e

y. désigne un point de C,, distinct de y,, y, et y,. On a choisi ¢ d¢
facon que les pseudo-distances, dans C,, de deux quelconques des
(uatre points y,, v,, ¥4, ¥s soient supérieures a 3z. Dans ces condi-
Lions, on a

di (y.yy) e, de (3, yy) > e, Ao,y y.) > e

et, par suite,
iy de e yoygr e -dy oy, de 0y ) >e+dy ey ),

Désignons par (X) une transformation de 1) en lui-méme. Soient
(Z,, ¥.), (=, ¥, (x,, 5.), (&', y") les transformés respectifs des
points (x4, ¥,)y (Zo, ¥1)y (@4, y2), (2, ¥). Si (X) est voisine de la
transformation identique, les points x,, &', &, sont voisins de x,, le
point &' est voisin de x, elc. lin vertu des inégalités(11), on peut donc,
si (X) est assez voisine de la transformation identique, supposer que
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'on a
/l“ ()’,’ y’ll) > d”t(""l’ w’ll)' ’/G:(.)’/s y’l ) > f/lh(‘l"le ‘7"’| )y
de (s y) > dy (2, ).

l.a pseudo-distance des points x|, y, ct &/, y' est alors égale &
d(y',y,);or ell(- est la m¢éme que la pseudo-distance de ', y, etx, y.

Donc
II‘;i( )”V .)’:i ) == ([(I,‘.)') .)’(l ):
on a de méme

//(; (,)”- ,)"| )= ’[l:,_.( Je ) ). ’/122(. ,)'Iv );) == ’/(l,()/' .}'-.')'

lLe point y' est donc bien déterminé lorsqu’on connait le point y.
Ainsi, lorsque le point (@, y) est voisin du point (z,, y,), on a,
st (x', y") désigne le transformé de (, y),

Y=L

Mais cette relation a alors lien dans le domaine D tout enticr; ainsi y’
ne dépend pas de . On a de méme

.I——-r (e
£=9(x).

‘tudions alors la transformation. A tout point y intérieur a C,
correspond un point y’ intérieur a C,, et inversement ; doncy'= {(y)
effectue une transformation biunivoque du domaine C, en lui-méme.
De méme, 2’ = o(x) transforme le domaine C, en lui-méme.

Ce n’est pas tout. Soit &, un point de B, ; lorsque y décrit C,, le
point

v,==0(x),  )Y'=130))
est le transformé du point z,, y. Or y’ décrit C,; donc x|, est intérieur
a B, sinon le point x|, ¥’ ne serait pas toujours intérieur a D. Ainsi
la transformation o'= ¢() transforme le domaine B, en lui-méme.
De méme, y'= 4 (y) transforme B, en lui-méme.

Voyons si toutes ces propriétés ne sont pas contmdlctonres. La
transformation a’'= ¢(x) doit transformer A, en lui-méme, el A’ en
lui-méme. Supposons que A, soit un cercle. Alors

R o(x)

ne peul étre qu'une substitution homographique hyperbolique admet-
Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1931. 15
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tant pour points doubles «, et 3, les points d'intersection de la circon-
férence A, avec la fronticre de-A,. Le domaine D ne posséde donc
aucun point invariant dans la transformation. Donc, étant donné un
point quelconque intérieur @ D, les transformations qui laissent fixe ce
point sont en nombre fint; car, s’il y en avait une infinité, elles forme-
raient un groupe clos, et 'on pourrait en trouver (ui soient arbi-
trairement voisines de la transformation identique, ce qui serait en
contradiction avec ce qui précide.

D’ailleurs, si A| est un domaine quelconque, il n’est conservé par
aucune des substitutions hyperboliques envisagécs; alors D n’admet
pas de transformation cn lui-méme trés voisine de la transformation
identique.

Supposons au contraire que A,, A\, A, et A, soient des cercles;
soient z, et 3, les points d’intersection de¢ A, et A, 2, et 3, les
points d’intersection de A, et A),. La transformation

! ’

£ — ) '7"'21, Y ‘:"'.'___/‘. Y = 7
o/ [ e B - . Y g
RO A= 451 y' o B Y e

dépend de deux paramétres positifs £, et £,, et transforme D en lui-
méme.



