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SUR LA FORMULE DE M, H. VILLAT, ETC. 20I 

Sur la formule de M. //. Fillat résolvant le problème 
de Dirichlet dans un anneau circulaire ; 

PAR BASILE DEMTCHENKO. 

I. On sait qu'une fonction &(*) analytique et régulière à l'inté-
rieur d'une couronne circulaire et dont on connaît la partie réelle sur 
la frontière, est donnée par la formule, maintenant classique, de 
M. H. Yillat (*), 

(i) &(z) — ik-T J* Φ,
:

(£)ζ ζ \<>y.z— — z^j dz 

'if,Q1(2)cz (w1 logz - w1 z) dz. 

où Φ„ et Φ, sont les valeurs de la parlie réelle de la fonction & (s) sur 
les deux circonférences concentriques dont les rayons soiit égaux 

-zw2 
respectivement à ι et q — e . 

Il existe plusieurs démonstrations connues de cette formule (*). 
Nous en donnons ici encore une qui, à notre connaissance, n'a pas été 
signalée jusqu'à présent. Nous démontrerons que la formule de 
M. H. Villat est une conséquence directe du théorème de Cauchy et 
nous la généraliserons ensuite pour le cas ou la fonction F a un pôle 
simple sur la frontière ainsi que pour le cas où cette fonction est multi-
forme. 

(') II. VILLAT, Rendic. Cire. mat. Palermo, ι. 33, 1912. \>. I3Î-IJ5. 

(-) II. VILLAT, Leçons sur ΓHydrodynamique. Paris, 1929. — Dim, Cireolo 
mat. Palermo, 2e semestre 1913,P. 1-28. 
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202 BASILE DEMTCHENKO. 

La transformation 
(2) il = ̂  logS 

fait correspondre à la couronne circulaire du plan s un rectangle ABCD 
dans le plan u — uf4- m" dont les cotés sont 2ω, et y · 

D'après le théorème de Cauchy on a 

(3) /{„)=—. f I±OÛ.du, 

où l'intégrale est prise le long des cotés du rectangle A BCD et où la 
fonction /(//) = 9 -l· i'I est analytique et régulière à l'intérieur de ce 
domaine. Si le point u est à l'extérieur du rectangle ABCD, on a 

(, . f Χίΐίιΐ,ο, 

Il est facile de s'assurer, d'après ( j). que la formule (3) entraîne 
l'égalité 

(5) flu)— ~r; f u)*iu
x

. 
U 

Il suffit pour cela de se rappeler de l'expression 

(<o ru = - — Y Γ— - " I, 

OÙ 
sv— 2nr»»t -h 'ini'n. {η. — ο, ± ι. in .... /// --ο. n: ι, ±; >. ...). 

Désignons par Τι le point conjugué au point u. Parmi les 
points Τι -f- «r il n'y en a pas un seul qui se trouve à l'intérieur du rec-
tangle ABCD et, par conséquent, on a 

(7) u)du
x

. 

Calculons l'intégrale qui entre dans la partie droite de la for-
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mule (5). On a 

Γ/("»)ζ("ι— f /(".K("| — n)flu
x 

2w1 + w2 2w1 /(" ι)ζ("ι— η)ίίκΊ 

w3 2w1+w3 w3 f (u1) (u1-u) dy1 

+ Γ /("ιΚ("ιu1-u du1 

Mais la fonction /(//) = étant uniforme dans la couronne 
circulaire, on a 

/(" -+- ·'·'». ) =/(")· 

De l'autre coté, on a les relations 

ζ ( //, -h 2 *1, ) = ζ//, H- 2 ïi, , ζ( UX -h &);; ) = ζ3 W -h Y];;. 

En se servant de ces propriétés, on obtient facilement 

(y) Ç f (//,) ζ( — //) du
t
 — j* /<{"')£ (n

f

—u) du' — 

2w1 f1(u') c3 (u'-u) du' 
II 

-+-2ÏÎI Γ /("") (lu" — Ci , f //(«') du', 

où /.(//') et fi(u') sont les valeurs de la fonction /(/*) sur les 
cotés AB(O...2OJ,) et CD(OJ,...2W, -HCO

s
) du rectangle. En substi-

tuant celte expression dans la formule (5) on obtient 

i'°) /(")= 7 / [/«.·("')£("' — Ό --//("') — ")1 ^///'-4- K. 

où Κ est une constante 

(II) KR=K,-+-/K
2

= A JF -JL.JF fi(u')du'. 
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De la même manière, la formule (7) se réduit à l'équation 

(12) 0=1/2i 0 2w1 [fe(u') (u'-u) - f1(u' - u)] du' +k, 

En changeant maintenant, dans cette formule, i en — i on obtient 

(l/,) ° = I [Mu')K(u'— Ό — tt)]eiu'— Κ, 

0(1 

J'c= /ψ,'. //= Οι — /ψ/. K=K,-/K
2

. 

11 nous reste seulement à additionner les deux formules (10) et(i3) 
pour obtenir, à une constante près, la formule de Villat (1) trans-
formée dans le plan //, 

(|4) /(//)=- / [o
e
(u')Î(it ~ u') — Oi(«')ζ·

Λ
(//— n'·λιΚ*. 

où 

(|4)' /K
2
= - 1 / I -lilt,'),/,,' 

La fonction/(w) étant régulière à l'intérieur du rectangle A13CD, 
on a 

f(u) du=0. 

ou d'après l'égalité (8), 

il5) f [/*(«') —//("')] (lu'—o. 

C'est la condition d'uniformité de la fonction f(u) qui donne la 
relation 

(16)' [o,.(u') — Oi(ti')]dit'=o. 
0 

M. H. Villat (l ) a démontré que la formule (14) est tout àfait générale 
et est valable si les fonctions o

e
(u') et 2,(1/') sont sommables en valeur 

i1) II. VILLAT, Rendic. Cire. mat. Palermo, 1. 33, 1912, p. 134-175. 
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absolue, au sens de Lebesgue. On suppose aussi qu'elles satisfont à 
une condition de Lipschitz, mais cette hypothèse n'est pas néces-
saire ('). Ainsi la formule (i4) est valable si les fonctions o,. et φ, 
deviennent discontinues et même infinies comme ι/«α (ο<α<(ι)(1). 

2. On peut se placer à un point de vue plus général et se demander 
quelle forme prend la formule (i/j) si la fonction f(u) a des pôles 
simples sur les frontières. Pour préciser, supposons que le pôle soit 
unique et qu'il soit placé entre Ο et 2OJ au point «

M
. Décrivons, de ce 

point à l'intérieur du rectangle ABCD, une demi-circonférence C de 
rayon r. Désignons par Γ la partie du rectangle ABCD en dehors de 
la demi-circonférence C. D'après le théorème de Cauchy on a, si le 
point n est situé à l'intérieur du contour Γ -h C, 

( '7) X S X 77^ = i"5//<">· 

Faisons tendre le rayon r vers zéro. La première intégrale de la 
formule (17) prendra à la limite une valeur finie et déterminée. 

Pour calculer la seconde intégrale, supposons que 

(18) /("|) = 7Γ-—Ζ--·-/■("')· A = A, -f- /Α., 

où /,(«,) est une fonction régulière sur la frontière. On a 

lin, f liOA = lin, f
 :

 = _ JlA.. 

La formule (17) prend la forme 

(19) /(a) — f J/ " } du' — -—-—, 

où l'intégrale j* a sa valeur principale au sens de Cauchy. 

Si le point u se trouve à l'extérieur du rectangle ABCD on obtient 

(') II, VILLAT, liendic. Cire. mat. Palermo, t. 33, 1912, P. 134-1 ;5. 
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d'une manière tout à fait analogue, la formule 

( 2 6 ) 

Comme dans le cas d'une fonction régulière, on obtient de ces for-
mules (19) et (20) deux relations fondamentales 

(**) /(") = ~7^/("ι)ζί"ι -//)'///,■■-^Λζ(//„ ■» //), 

(άά) ο——j—. j f(tt,)X(/f
i
 -^Λζ(//„- n) 

où // est le point conjugué au point u. En substituant la formule (9)«* 
en répétant les raisonnements du paragraphe précédent, on obtient 

(»3) f(v) = - Ι [ο,.(ιι')ζ(ιι — u') ~Oj(//') ζ, (κ — ii')'\fhi' 

-h i\zt(u — u,
t
) '>.iK2, 

où Tintégralea toujours sa valeur principale. Cette formule représente 
une généralisation de la formule (1/4). Il est facile de s'assurer que le 
point // = //„ est un pôle simple de la fonction /(«), donnée par la 
formule (a3) et que le résidu correspondant est égal à Λ = Λ, + /Λ2. 
En effet, démontrons que la fonction /(u) a la forme (iH). Calculons 
la valeur principale de l'intégrale 

(>>.\) Ô=- f '—h—flaL 

On a 

(25) A1 2w1 du' 2w1 du' T.(ff — //„ ) | Jn // · - t/(, Ju // — u J 

La première intégrale de cette expression a sa valeur principale et par 
conséquent est égale à 

(25) A1 2w1 du' 2w1 du' T.(ff — //„ ) | Jn // · - t/(, Ju // — u J 0 u' -u0 u' - u0 u0 + e u' - u0 = log u0 
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Quant à la deuxième, elle se réduit a 

2w1 du' u' - u = 1 + log 2w1 -u 

On a par conséquent 

(36 ) J = a1 (u1 - uu log 2w1 - uu - log 2wi - u 

A1 + ain — u -- T.( u uu ) r ( n Wj — // ) //„ 

Il est facile de voir que la différence 

(37 ) f1 (u) = f(u) - j - a2 u- u2 

est une fonction régulière sur la frontière et à l'intérieur du rec-
tangle A BCD. En effet, on a 
(•'.S) ο,.(n')~ 1 h 9, (//'). 

ou z>, est une fonction régulière sur le segment 0...20J,. En substi-
tuant cette expression dans les formules (23) et (27), on obtient 

(■uj) &,(")= ~ I ] 0,(ίΐ')ζ(ιι — //') H r—1
— Ζ(" —Ό ' / 

— ^î(u') 1.(11 — u') j du' 

1 /Λ
·| ^]· 

Cette foririule met en évidence la continuité de la fonction ,(n). 
D'après (27) et (26) la fonction /(/Qest donc bien de la forme (18). 
La condition d'uniformité (10) prend maintenant la forme 

(·'*«») [/,("') - J'Î(U')\dn'-—<>. 
D'où 

(31) A2 2w1L'i--(ti') — Oi(a')]du'-~ o. 
Il 

Il y a cependant une différence essentielle entre la formule (16) et 
la formule ci-dessus. Dans le cas d'une fonction régulière et uniforme 
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les valeurs et de la partie réelle sur les frontières extérieure et 
intérieure ne peuvent pas être arbitraires. Elles doivent vérifier la 
relation (16). S'il n'en est pas ainsi, la fonction est multiforme. C'est 
tout différent, si la fonction f(u) a un pôle sur la frontière. Dans ce 
cas il n'existe plus aucune relation entre les valeurs frontières o

e
 et cp

t
. 

D'après la formule (3i), elles déterminent seulement la partie imagi-
naire A

2
 de résidu. En substituant son expression, dans la for-

mule (23) on obtient 

(32) f{u)—l-f j φΛ«')[ζ ζ(" —"«)] 

— ?/("')[Ça (" — "') — ζ(" — //ο)] ! du'-h ·?.'( κ,. 

Les raisonnements précédents ne changent pas, si le pôle de la fonc-
tion f(ju) se trouve sur le côté ω

:5
... 2ω, -f- du rectangle. La 

formule (23) prend, dans ce cas, la forme 

(33) f(u) = if [y
i;

(u')Z(u —α') — <ϊ
ί
(α')ζ.,{α—-u') ] du' 

—(— l A.2 ζ·· ( II — llf
t
 ) —J— 2 ί Κ ·> 

avec la condition d'uniformité 

(34) A2 + 2w1' [o,.-(//') — 9ι(Μ')]ί/α'= ο. 
Il 

D'où la formule analogue à la formule (32) 

(35) j Ρ„(Μ')[ζ (il— II') —£:,(// — //o)] 

— ?/(f/')[Ç»(w — u') — ΚΛα — «.)] \ du'Λ- 2/Ko. 

5. Nous avons supposé jusqu'à présent que la fonction f(ii) est uni-
forme. Établissons maintenant une formule analogue à la formule (i4) 
en supposant que la fonction /(«) est multiforme et vérifie la condition 

(36) f(u -F- 2Ω,)=/(u) H- /R, Λ* = /R
T

-4- I"/»
2

. 
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Calculons l'intégrale f /((ΐ')ζ(ιι'—u)du'. On a 

(37) f(u') (u'-u) du' = 2w1 f(u') (u' -u) du' 

·+■ / t/i"') II *("' - ") — *r'i i''"' 

■+■ f "') 1 ?::i ") - r(.·. K"' 

+ f f{u
,

)X(n'-,i),lu·. 

En substituant celte expression dans la formule (5) et en effectuant 
l'intégration on obtient 

(38) /(") = ^r;\j f ί,·("')ζ("' -u) -f1 (u') 3 (u' - u) du' 

+ 2kw2 + k log a (u - w2) -k 

où Κ est donnée par la formule (ι i). Pour le point conjugué u on a 
une formule analogue à la formule (12) 

i39)

 °
 =

 ̂ |/
 \/'·(υ')ζ(α' — u) K-JW— u) \da' 

+ 2kn1 w2 + k log - w3 / u +k, 

ou en changeant i en — i 

Ç,o) 0= :< [/,.( a') ζ(α' - u) J
t
 ( u') &.(«'— u) \lu 

-2 k n1 w3 + k log (u +w2) -k 

En additionnant les formules (38) et (4o) et en remarquant que 

(41 ) a(u - w3) a (u + w3) a(u - w3 )., . σ( u — '»>;;) „ σ(α — σ( u — οι.) w 

Journ. de Math., tome Χ. — Fasc. II, 1931. 
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on obtient finalement la formule fondamentale 

(\·λ) /(//)=- / \ο,.{ιι')ζ(η — u') -γι{η')ξ·
Λ
{η-- u')\du' 

/•'ι. σ;,// r>;i A*., .. ri au e 

où A est une constante réelle. 
Cette formule a été obtenue, pour k réel, par M. H. Villat (') 

moyennant des considérations tout à fait différentes. Elle joue alors un 
rôle essentiel dans le problème de la représentation conforme des aires 
doublement connexes. 

On détermine les périodes kt et k.> de la partie réelle 9 et de la par-
tie imaginaire ψ en remarquant qu'on a toujours 

j J'(u)du . 

d'où l'on obtient 

( 43 ) /. = /.·, 4- //.·, = ~ f | fju) - J) (u.)\ du. 

c'est-à-dire 

k1 = i w2— / \Ί,Λη) -'li(u)\du, 
(V») 

/•'.j — - Jf | 9,. ( // ) -- ο,· ( // ) |<7". 

Il est facile de vérifier que la fonction /(//) donnée par la for-
mule (42) a bien les périodes (44)· En effet on a 

( i5 j /(M -h Ά0), ) - /(u) = V.y,,· - / I - - 'iiitt') \du'- - A\, -h λ, 

— - y)| (·)·(/., — ·- i)|y-/·./'., —r* /11 — /1 -f—ik2. 

Nous attirons l'attention sur l'importance de la formule (4^). En 
particulier, si les fonctions 9,, et 9/ sont périodiques, c'est-à-dire si 

(') il. VILLAT, Annales de ΓIù:oi'e Normale, 1991, p. 18.^-99.7. 
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ki = o, on obtient 

(/,6) /(w)=ijf | u')~ '^ttj 

— «//(//') — a') — —■ wj j du'l'A. 

Nous voyons donc que c'est cette formule qui doit être appliquée et 
non la formule (i4) si la condition d'uniformité (16) n'est pas 
satisfaite. 


