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SUR LA FORMULE DE M. H. VILLAT, ETC. 201

Sur la formule de M. /1. Villat résolvant le probléme

de Dirichlet dans un annean circulaire ;

Par Basice DEMTCHENRO.

1. On sait qu'une fonction F(3) analytique et réguliére & I'inté-
rieur d’une couronne circulaire et dont on connait la partie réelle sur
la fronticre, est donnée par la formule, maintenant classique, de
M. H. Villat (*),

1,

25

. %) [}

(1) Flz)=ik-+ — ‘l’,,(a):(;,;';lo;;:~ —-'e)(la
(5 . p

. .

0
. 27 .
i, , “w,
= @, ()2, - Llogs — 2z de.
= J, in ° e

o b, et P; sont les valeurs de la partie réelle de la fonction %(z) sur
les deux circonférences concentriques dont les rayons sont égaux

w0y
—_—

respectivement a retg=e¢ ™.

Il existe plusienrs démonstrations connues de cette formule (?).
Nous en donnons ici encore une qui, 4 notre connaissance, n’a pas été
signalée jusqu’a présent. Nous démontrerons que la formule de
M. H. Villat est une conséquence directe du théoréme de Cauchy et
nous la généraliserons ensuite pour le cas ou la fonction F a un pole

simple sur la frontié¢re ainsi que pour le cas o1 cette fonction est multi-
forme.

(') B. Vouear, Rendic. Cire:. mat. Palermo. t. 33, 1g12. p. 134~155.

(*) . Vieear, Lecons sur ' Hydrodynamigque. Paris, 1929. — Dims, Circolo
mat. Palermo, 2¢ semestre 1913,p. 1-28.
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La transformation

[/
(2) u= -:’—'I()g:

fait correspondre a la couronne circulaire du plan = un rectangle ABCD
- L PYA o
dans le plan u = «'+ iu” dont les eités sont 20, et '—t .

D’aprés le théoréme de Cauchy on a

: : ' [(u,)

3 = —- | ——=du,
3 J(m) 21:/',‘, l/,—ud”'
ot l'intégrale est prise le long des cités du rectangle ABCD et ot la
fonction f(u) =34 i’ est analytique et réguli¢re a I'intérieur de ce
domaine. Si le point « est a P'extéricur du rectangle ABCD, on a

' (1
€)) 0= —-.fL—;itlu,.
Y T
“

Il est facile de s’assurer, d'aprés (1), que la formule (3) entraine
I'égalité

(5) j(l/):2—%{;‘/;.[(11,;‘;(11,-—11)//11,.
+J

Il suffit pour cela de se rappeler de I'expression

. , ' d I ' "’
(6) 0 —=— =- E NIRRT £
u u—w W out

ol

W= 20w+ Mo, (=0, 220, e, o ez, g, T, L),
Désignons par u« le point conjugué au point «. Parmi les

points 7 + o+ il 0’y en a pas un seul qui se trouve a intérieur du rec-
tangle ABCD et, par conséquent, on a

(:’) [§ Rt ;——l,ff(ll,):(ll,'—-Z)llll,.
‘)

Calculons I'intégrale qui entre dans la partie droite de la for-
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mule (5). On a

22080,y

ff(lt,)§(11,~l()//(1,: Ju)Ye(uy— u)du,
A Ja
r/
-+ /‘- ‘ .;j'(u;)tj(u,—- u)du,
+ ' S s(u,—u)du,

200 410y

+ fof(u,)?;(//, —u)du,.

L

Mais la fonction /f(u)= & (s) étant uniforme dans la couronne
circulaire, on a

(%) S+ 2m)=f(u).
De l'autre coté, on a les relations
Cluy+29,) =Cu,+ 20, L(uy+ ;) =Lu+ 0.

n se servant de ces propriétés, on obtient facilement

KON

(g) f Jluy) cluy —u)ydu, = S’y (' — u)du' —
oA
*J

o200y
,_j Situ' Y5, (' —u)ydu’
"

", 20y,

-+ a2m, f Ju"yda" —, Ji(u') dd',
0 0
ou f.(u') et fi(«') sont les valeurs de la fonction f(u) sur les
cotés AB(n...20,) et CD(w;...20, + »,) du rectangle. En substi-
tuant cette expression dans la formule (5) on ohtient

(10)  f(u)= —)';;f- [ Sl Y2l — u) — f(u") 5. (0 — )] edtr’ + K,

ou K est une constante

", 2 U3y
R 7 ey __Z)L " "__ Yz ’ /
(s1) l\..K,-&—lk,__m. i J(u")du ——21”.[ fi(u')de'.
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De la méme maniére, la formule (7) se réduit a ’équation

20y

(12) 0= 2—1{-’ L[Sy 2 (' —u) — fi(') § (0! — )} de + K,

En changeant maintenant, dans cette formule,  en — ¢ on obtient

22 09 _ - p—
(13) o:—'—,f [fc(lt’)g(zt’—u)—j}(u’)g;(u’——u}]du,’— K,
2T J, ’
ot
7c: Ge— {Pr. .71: Gi— (i, K =Kk,— ik,
11 nous reste seulement a additionner les deux formules (10) et (13)

pour obtenir, a une constante prés, la formule de Villat (1) trans-
formée dans le plan «,

21,

(3) Slu)= ;f [’ YC(u — 'y — il )5, (00 — ")) ddu' - 20 K,

ol

“’z 200,

3 A 1 v 1

(s3) (k,= —1‘_' [ L(u"ydu"- - ;‘[ Yilu'ydu’
. ‘ledy

“ 0

La fonction /(u) étant réguliére i Pintérieur du rectangle ABCD,

on a
ff(a) du=o.
o

ou d’aprés 1'égalité (8),

(13) f_ l[j',_.(u’) — fi(u'))du'=o0,

0

C’est la condition d’uniformité de la fonction f(«) qui donne la
relation

(16) f- ’[:,’a,,(u’)—q;(n')]//u’zo.

0

M. H. Villat (*) a démontré quela formule (14) est tout a fait générale
et est valable si les fonctions 3.(«') et 7,(#") sont sommables en valeur

(") 1. ViuLar, Rendic. Circ. mat. Palerma, (. 33, 1912, p. 134-175.
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absolue, au sens de Lebesgue. On suppose aussi qu’elles satisfont &
une condition de Lipschitz, mais cette hypothé¢se n’est pas néces-
saire ('). Ainsi la formule (14) est valable si les fonctions ¢, et ¢,
deviennent discontinues et mé¢me infinies comme 1/u* (0 << 2 < 1) (*).

2. On peut se placer a un point de vue plus général et se demander
quelle forme prend la formule (14) si la fonction f(u) a des pdles
simples sur les frontiéres. Pour préciser, supposons que le péle soit
unique ct qu'il soit placé entre o et 2 au point «,. Décrivons, de ce
point & 'intérieur du rectangle ABCD, une demi-circonférence C de
rayon r. Désignons par I la partie du rectangle ABCD en dechors de
la demi-circonférence C. D’aprés le théoréme de Cauchy on a, si le
point « est situé a 'intérieur du contour I'+ C,

(17) ;{ﬁ'.l)_t/lu,-p ;_{._(ﬂ_l)_tzllz,:zﬁl'j(tl).
S PR

IFaisons tendre le rayon r vers zéro. La premiére intégrale de la
formule (17) prendra 4 la limite une valeur finie et déterminée.
Pour calculer la seconde intégrale, supposons que

(18) Sla)=—

"y — u,

+ fi(ny). A=A+ 7\,

ol /,(u,) est une fonction réguliére sur la frontiére. On a

lim S () /./ll,_—_limf A du, = hifad
C

"y —u oo (G — ) (e, — 1} uy—u

rrvJg

La formule (17) prend la forme

7 bl
u —u 2 U,— U

(19) j'(u)z?;w.f L) du'— = _N
1. A
U

ou 'intégrale f a sa valeur principale au sens de Cauchy.
A
V]

Si le point u se trouve a I’extérieur du rectangle ABCD on obtient

(') W, ViLear, Hendic. Circ. mat. Palermo, t. 33, 1912, p. 134-155.
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d’une maniére tout 4 fait analogue, la formule
/

(2()) () — ‘—'—— .‘/.;(’._-l—__).//”’._. _', I\

ami ) u' —n 2 My 11
v

Comme dans le cas d’une fonction régulicre, on obtient de ces for-
mules (19) et (20) deux relations fondamentales

! . . I\,
(1) f("):;;,—if;‘/(”');("' ~uydu, - ;,\g(//,, - ),
‘)
[ : -~ f -
(22) o= ;F/,/;‘[(”'):(”‘ w)du, -;;\:(u,.r ).

oil u est le point conjugué au point «. En subslituant la formule (g)ct
en répétant les raisonnements du paragraphe précédent, on obtient

20)
(23) f(u):éf (9’ Y200 —u’y i’y (0 — 'y du’

+ N L (e — uy) - 2ik,

ot I'intégrale a toujours sa valeur principale. Cette formule représente
une généralisation de la formule (14). Il est facile de s’assurcr que le
point u=u«, est un pdle simple de la fonction f(u), donnée par la
formule (23) et que le résidu correspondant est ¢gal 4 A = A, iA,.
En effet, démontrons que la fonction f(«) a la forme (18). Calculons
la valeur principale de I'intégrale

2
, , Y G du’
(21) J= - - -
zJ, w-—ty t —u

. . 2 &y BY
(45) ¥ AY " du’ " du’
20 T e —_— .
=l —u,)| ), u' -, ; 0w u

I.a premicre intégrale de cette expression a sa valeur principale et par
conséquent est égale a

) ",—z 20
‘e Tilu’ ) " du’ " du! 20y, — 1t
] [0
h — lim - + - = log ———*.
| ' —u, A ' — u, vz 10— U w“,

+3




SUR LA FORMULE DE M. H. VILLAT, ETC. 207

Quant a la deuxi¢me, elle se réduit i

! i T 2
—_— =i g ——.
' — u i
v
On a par conséquent
C ) i\, 2oy - Iy, 90y, —- I .
() I zz e - oy ——— — log——— -7
(- u,) u, i
Y ‘A, Loy —uy)u
Tty wle -u,) T (amy— ),

Il est facile de voir que la différence

(27) F ()= () — 5 — 22

"w—u,

est une fonction réguliére sur la fronticre et & l'intérieur du rec-
tangle ABCD. En effet, on a

\
h) Goln'y== -, e 4o (u).
( ) b ( ) o 1", fl( )
ou %, cst une fonction réguliére sur le segment o...2w,. En substi-

tuant cetle expression dans les formules (23) et (27), on oblient

ExD

() () =1 [

4 /'.\!|~Z(u-—u,,)--- : ]

“w—u,

hY

Dy s - -
)r' ! — ! 4 —_— 'y — ___'__
l'.’l(“ )E(u “)+u/_ 1, La(” ] w—n

du’

- (?i(”l) Lo — ')

Cette formule met en évidence la continuité de la fonction &, (u).
D’aprés (27) et (26)la fonction f(«)est done bien de laforme (18).
La condition d’uniformité (15) prend maintenant la forme

(30) e f - [ fou")y — [iCau"))du' = 0.
1)'oii
(31) T:.\:~%-f- [o.(e'y — ()] du'== 0.

Il 'y a cependant une diflérence cssentielle entre la formule (16) et
la formule ci-dessus. Dans le cas d’une fonction réguli¢re ct uniforme
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les valeurs o, et 3; de la partie réelle sur les fronti¢res extérieure et
intérieure ne peuvent pas étre arbitraires. Elles doivent vérifier la
relation (16). S’il n’en est pas ainsi, la fonction est multiforme. C’est
tout différent, si la fonction f(u) a un pole sur la fronti¢re. Dans ce
cas il n’existe plus aucune relation entre les valeurs fronticres o, et ;.
D'aprés la formule (31), elles déterminent seulement la partie imagi-
naire A, de résidu. En substituant son expression, dans la for-
mule (23) on obtient

(32 Sly=% [ ] euw)ls (w— ) = — )]

[

— i ()G (e —1') — G (u — 110)]}z/u’+ alk,.

Les raisonnements précédents ne changent pas, si le pole de la fonc-
tion f(u) se trouve sur le c6té w,...2w,+ w; du rectangle. La
formule (23) prend, dans ce cas, la forme

(33) Ju)y= -;-:;f'”[@,,(u’)t.(u — ') — ¢i(W)g (e — )] du’

0

+ NG (e —ug) + 26K,

avec la condition d’uniformité

(3%) 72;\2—{-]\' [9e(ee’) — gi(e')])du'=o.

D’ou la formule analogue a la formule (32)

#) J@=5 "1 et @—u)—E(a—u)]

U}

— o () — 1) — (e — uy)] ; du' + 2(K,.

3. Nous avons supposé jusqu'a présent que la fonction /() est uni-
forme. Etablissons maintenant une formule analogue a la formule (14)

en supposant que la fonction f(uz) est multiforme et vérifie la condition

(36) Jla+20)=f(u)+k — k=k+ ik,
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Calculons l'intégrale f S (' —u)d'. On a
J<-,

KON

(37) f J Y (n' —uydu' = S Y5 ('~ u)du’

0

+f [f( u'y = k|| 5u" - u)—aun |jdu’
’ 0
+f S 'Y 5 (0" ==y = a, |’

'J"f Slu'ys(u' —uydu'.

En substituant cette expression dans la formule (5) et en effectuant
I'intégration on obtient

(38) flu)= ! §f l[/’,,(u’)’,’(u’-— w) = fila'y 5, (u' - uyldu’

271 )

g(u — )|
A3 ‘

- K.

=k m, + klog

ol K est donnée par la formule (11). Pour le point conjugué @ on a
une formule analogue a la formule (12)

ani

(39) o_—:——'-;f’ l[‘/,.(u’)c(u’aa).-‘/”,-(11')’,‘,»,(1!'—T/)]//u’

0’(‘/—/.‘_’;);;)' -—~K
s@d ’

+ ol o, + I log

ou en changeant f en — ¢

14 ! ( o vy ’ ’ i ] ’ . ’
(10) o= ;?—”[ L/,,(u )5(w' - w) - f(u') 5 (u— u)]du

c(n +— 'n;)' —
T[""'

— 2k, w4 K log

En additionnant les formules (38) et (40) et en remarquant que

olu—m;) petan o{u—m.)a(u-—m,) Fim. ol u
47 — ettt _—

g+ m,) Fu PR

(1)

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 11, 1g31. 27
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on obtient finalement la formule fondamentale

. 200
(4) /’(~>=%f [ o) § (1 —u') — (') & (1 — ') |’

(1]

k ot Tk, .
+ “llog 2= — B2y A,
T ou 13

ol1 A est une constante réelle.

Cette formule a été obtenue, pour k réel, par M. H. Villat (*)
moyennant des considérations tout & fait différentes. Elle joue alors un
role essentiel dans le probléme de la représentation conforme des aires
doublement connexes.

On détermine les périodes £, et k, de la partie réelle ¢ et de la par-
tie imaginaire ¢ en remarquant qu’on a toujours

[ odu=o..
d’ou I’on obtient B
(43) b= tviby= e = [ Loty gty
iy
c’est-a-dire

hy=-- ,::-f [bolw) - LiCuy\du,
B

’. 2
hy == - - f |9 (te) = wiCary |,

i Jy

(4%

Il est facile de vérifier que la fonction f(«) donnée par la for-
mule (42) a bien les périodes (44). En effeton a

2 20 .
(45 i e (1) = 21 ! ‘ w1t iy ! """’1’1::/( k
1) fu+2m,) - f u).._),r,;; EAUBEE” //)]tu-—--»—T—r-—- .+ Ky

R

2 z .
= =gk, oy, b= by A= Dk,
T - 7

Nous attirons I'attention sur 'importance de la formule (42). En
particulier, si les fonctions 7, et 3, sont périodiques, c’est-a-dire si

(") H. Viuar, Annales de U Keole Normale, 1y, p. 183-22-.
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k,= o0, on obtient

@ sw=1"1 et [sw—u) 2]

Gy

— (') [C;,(u —u')y — %— uJ %du’—&- fA.
Nous voyons donc que c’est cette formule qui doit étre appliquée et
non la formule (14) si la condition d’uniformité (16) n’est pas
satisfaite.



