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SUR USE CLASSE DE COXGRCEXCES DE DROITES. aoo 

Sur une classe de congruences de (frottes ; 

PAR A. VAX DOP 
{Ik-ltt ). 

M. Tzitzéiea a étudié récemment \ les propriétés géométriques de 
certaines congruences de droites, qu'il a Dominées ctwgruenees tic 
M. Goiirsut. Je me suis proposé dans ce travail de donner quelques 
résultats concernant une aut re classe de congruences de droites, possé-
dant des propriétés analogues. 

I. Nous voulons définir, dans un espace projcelif S
K
 à η dimensions, 

une congruence de droites à l'aide de ses deux roseaux focaux. 
Rappelons à cet effet que pour définir, dans S„, une congruence de 
droites v<rJ') ^ l'aide des réseaux locaux ^.r > et tjri. il faut prendre 
« -h ι couples de solutions .r', r* d'un système de la forme 

11 ! .|\.= ar. = ftjr 

où ,i\. et y„ sont des dérivées partielles, a et ides fonctions de « et ν^-ι. . 
Ou déduit de \ ι > les équations de Laplace suivantes : 

1 .r;,..— — — li/'.iTr- i«. 

I y*, — .»« — tiit r il. 

Dans la suite nous considérons les congruences de droites, qui ont la 

(') Journal tlt' Mathématiques pures et opplà/aées. t. \ II. p. i$y. 
p) TIITZÈICA. Gêont. tlijl. proj. tles résemts\ p. 63. 

Jaurn. tie Math., lonie Xil. — Kase. II. iy iS. —t* 
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propriété 

«1*= ¿v. 

1/image d'une surface U de MM. Îzitzèica-Detnoulin dans un Sj. est 
une congruence de droites avec cette propriété. Elle est en outre alors 
quadratique. 

2. Il y a pour les congruences, délïnies par 1.ι t et </»\ une propriété 
géométrique caractéristique. 

On a immédiatement de ι.ι> 

• iV,. ~ tti'.C — (!;. »·. 
y /w — «l/»« . 

Les points .r,
u
 et y

tl>
. sont donc situés sur la droite .ry de la con-

gruence yr v Κ Considérons en même temps les points .r -Py et .r—y. 
Chaque point arbitraire de la droite a-r est donné par 

λ.Γ — ti.l 

et les quatre points nommés sont définis par 

ip. il)-"· {{)='■ (r).—·■ 
Le rapport enharmonique île ces quatre points est 

i.«· -- y. .r — y. .«ν,·. y *..) = — ». 

Les points .r-py et .r—r sont done harmoniquement.conjuguésavec 
les points .r

t
„. et y„

v
. lléciproquement si les quatre points ont un rap-

port harmonique, on déduit . (>,. 
La propriété que nous avons démontrée est celle-ci : 

Dam le cm général, les φι a tir points .r-py. .r—y. .»·„.. y... ont tm 
rapport an/uirmomipte f= — ι. Le rapport unhartuonôpte a la râleur — ι 
seulement dans le cas où (.ry » est une congruence de fespèce <ptc nous 
returns de définir. 

5. Transf >rmation Γ. — Soit donnée une congruence de l'espèce 
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nommée, définie à l'aide du système 

< I ! " !i »·. >\,^= />.»· 

où 

* V ? J 

Soit H, r, un couple particulier de solutions du système adjoint de ν ι Κ 
«loue 

(-» t ·, — i>r,. . 

et soit \ s > un réseau harmonique à la congruence ^ατ\ c'est-à-dire 
un réseau dont les tangentes passent respectivement para* et par y: le 
réseau t est défini y ' i à l'aide du système 

/» », «y _ 

l .'équation de Laplace de ce réseau est donc 

ν ■ -χ.'— ^ ^ 

Lu particulier, si l'on prend .»* = χ, ν = 3: χ, étant un couple par-
ticulier de solutions de ill une solution ρ correspondante dey à à et 
tie v t> * est donnée par 

! 7 J — ÎX, V<À> 

An uu»\en de cette solution, à laquelle on peut ajouter une constante, 
on construit x1 congruences yryA harmoniques à y jX 

D'après la théorie générale, on peut prendre pour les foyers du 
rayon .r v" 

? ? 

β — s,, s —- sy
e
 ( > — *- ; I > 

ou bien 

t S > .r' 1- .r — - v'= r — c, 

Dt TMMÊICA. <»«-"ΙΟΜ. tiijf, PRO/. des RÊSEIF«.R. P. 7-». 
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et Γοη lire de ν 8 ) 

(id 
=) (,-f »)=(» -f >·=«,·, 

V ,T— { Λ— — ).r*r= A\r*. 

Pour que la congruence (or*j-'), oL»tenue à partir de ̂ .rv), soit une 
congruence de l'espèce nommée, il faut et il suffit qu'on ail 

·ΙΛ = /»[.. 

Considérons d'abord deux couples très spéciaux de solutions de \ 11 
^ 11>) X' = î : = «*"·£. 2 — — ï 

si nous posons d'abord 
( 11 Ί « — χ.. A =·· 

qui vérifient bien la relation v:n. 
Oi\ on a 

««' - « ! -a* 7 Γ ~ —— -

A, 1 '· — ' ·' 1 = Κ ί= 

Done 
"V'·'·--·1'.-"' -

et île mémo 
•A - ' —A's 

Les transformations suivantes donnent donc des congruences de la 
même espèce 

îs. 

11 ) \ ' = I Γ',-" = % e'<-

> tt ) \ ' S,7 — 5 r X, V7 —ï„ r ~i. 

On tire de L que les droites an*, a·* se coupent an point 
droite 
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et de 11, que les droites ,rr, ,r'a;y'-st se coupent au point 

5 4 =,r-(- J . 

Les quatre points ,r, v, s " et 3·*' sont deux à deux harmonique-
nienl conjugués. 

Le point 5 " décrit un réseau (s1''), conjugué à oc' congruences 

^,r'·" ν* 'Λ et le point 3 21 décrit on réseau (s conjugué à x' con-
gruences (y - y' s L 

On obtient aisémeut l'équation de Laplace du réseau (s'1 ) 

droites an-
5

W
\ —pw = Xi..·.r -r- '/y/y f — <χ«.Χ -f-

(«■.ο jfc.·)*"· 

L'équation de Laplace du réseau (s'ïl) est 

t « é t '·,?>-= {yy/y-^-

(3 ' ) et (3 - ) sont donc des réseaux avec les équations de Laplace à 
invariants éeaux. Ο 

Je désignerai dans la suite de ce travail la transforma lion (8) par 
transformation Γ. 

4. Considérons maintenant un couple particulier de solutions ξ, r, 
du système (p\ en posant 

l1 i ) £ — — ί»ρ)- = —x(p,·—eut) ί * = consl. ), 

où a, ;3 est un couple de solutions du système (O. La solution ρ cor-
respondante de (β') est maintenant donnée par 

p
M
=r ftp)- — *£(Ρ.·— «■*) 

et l'on déduira 

— x(x3E« — p/>x) — x(xx
H

- pPu) — |^(x - p-)J -

— Χ (pp..— 3C«P) = x(xx,.— pp..) — P2)J , 
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ce qui conduit à 

(Μ) ρ =-(χ-—ρ-} 4-consl. 

Il s'agit de choisir la constante de manière que l'on ait 

K 
ou 

("- ?).=("- ?).-· 
xSiYt o Λ-;*; ^ 5,.·; Λ Sri ?~lri 

Si l'on tient compte de (3) et que l'on tire x„ et ,3. de (ι ί V on pourra 
déduire 

— Τι - -ί- (» Ρ [ (î Χ- -- — = ζ I Ο X I — (Or, -r — -

d'où nous tirons, après division par ςτ,. 

(iù) 

I X2 I p'-' 

p =r= - ι x- — J- ). 

La constante de t 13 ") est donc zéro. 
On a le résultat suivant : Étant donnée une congruence \*ey), définie 

par xex η 'seau^r focairv 

( ι ) =βι·. pv,—/».». 
( 3 ) — />,. 

ci xi l'on définit la solution ζ correspondante de ( et ( (i t par ( i(>3 

( ! <> I ? — ?')· 

α, 3 étant un couple de solutions de ( i\ la congruence (n'r') trans for-
mée Γ de (u'r> par 

( , χ _ , £ _ 
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serti tie la même esjiècc. Le point :■ est dé fini par 

—- *i x,
:
 — .'ô M'. — ;<i î,— <13 l_v. 

;î. THÉORÈME DE RKRMVT\RU.ITÈ. — Il y a pour les transformations Γ. 
données par (8). un théorème de permutabilité. Dans le paragraphe 
suivant nous retournons au cas spécial, où «i„ = ■&,.. Considérons main-
tenant le cas général d'une congruence (,ry) définie à l'aide de ses 
deux réseaux focaux 

H) /»,r. 

La transformation Γ était donnée par 

(8) ' g ' ·" 3 

Nous voulons démontrer la propriété suivante: >ï tfetta* congruences 
(.c'y) et (.r" v"> sont des trans formées Γ d'une même congruence (.ry). 
ci les le sont d'une double infinité. 

Soient en effet x. 3 et x'\ 3" les couples de solutions du système ( Ο 
qui conduisent aux congruences transformées (,rV\ t.,c"y"). On a 
donc 

I " y · · y 
11-) 

j . _ * - · - . ? 

où s". s", p', p" sont définis par 

^.= τγ( ν. 
Ï3—r. 

= g — ci l\ 
y. — r/î*. 

Partons de la congruence (a?')*'h et appliquons-lui une transforma-
tion F particulière. Remarquons que les formules (17) prouvent que 
le système 

(1$) .c*. — v„ = 
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OÙ 
it = rï r- » Ù := Λ — ^ , 

admet le couple de solutions 

( >p) χ = χ ,α, J — J — !—a-

où a' est une solution du système 

(*<>) ^1,,=; x"l', σ,\. = β:'τ,'; 

et le système adjoint du système (ι8β admette couple de solutions 

(*') rt =r, ;σ, 

où ί, est une solution du svstème 
I 

(-.VA) σ',^· ■ x'l\ o\. — 5'·//'. 

Au moyen du couple H', r/ on peut déterminer un réseau (V), har-
monique à (.r'j'), par le système 

*V , · , β'ΐ' 

-, . Λ , —, r- , ,3 , 

donc, à «ne constante additive près, 

~ — σ'> 

On aura ensuite 

,ν=,ι· _ - ; , r — r , 

où c' est déterminé par 

= xrl'. = pVj', 
ou 

?■=("*- r') iy- fahi?- ψ).· 

, r ·. X 'r 
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donc 

( >Ù) χ σ-i-r ρ 

On déduit de (a4) à l'aide de (ao) 

( <b) 

V — ' — * 

,t*:— je' ο' σ\ ^ 

? ? ^ - -

Si l'on part maintenant de la congruence (■*'". ν*") avec les couples de 
solutions 

; -;>î . *5 — *i *<r . 

X ~X ;5".. ;3 =3 -.0·.. 

OÙ 
s-;, = α"^ '. σ;. ·— î'ri', 
7·., ■*'·*, σ^.= ,ί'τ,". 

on trouvera la même congruence si Γοη prend 

σ' — σ" y -· ν, σ, —··· <τ\ : ·. σ, -S- <·,. 

où e et c, sont deux constantes arbitraires. On a ainsi une double 
inlinite de congruences (.ry), où 

Ρ Y MT-.-c·) Γ,} , ' . 

• ?? ^ ^ 

qui admettent comme transformées Γ les congruences (a;'/') et (a;"j'f). 
Pour c = c, = 3D on a la congruence initiale (-νγ). 

Le théorème de permutabilité des congruences de M. Goursat, 
Jour», de .V«/A.. u>me XII. — Fasc. Il, ig33. 27 
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donné par M. Tzitzéica (') est un cas spécial de ce qui précède. Si le 
système (i) est de la forme 

(y) ,l\.=za\\ ,v« = Af. 

ce système est identique à son adjoint et nous pouvons prendre 
pour ς, η un couple de solutions de (27). La solution ρ correspondante 
est alors donnée par 

1 ·1 1 
et 

β· = α·,, 

car les équations (no) et (22) deviennent 

3·«=;';*· o·.-—n'r,'. 

6. Considérons maintenant le cas spécial, où la congruence initiale 
est de l'espèce définie par (3). Supposons en outre 

y= -(x'-— 3'- κ 

0 = — ( y. — ρ - )„ 

et 
= κ' (, — l).3 '). Τ," ~ — κ' ( p

t
. — CJl ) 

Ç = *" (, x"„ — /' 3 " ), r/ = — y." ( β,"· — a x"). 

c'est-à-dire que les congruences (*r'r') et (.C'y") sont de la même 
espèce. Les réseaux (-') et (s") sont définis par 

s'„ = *'<>„ — i>.3' t.r. — χ'(Χ· — 
z'„= z"( x.„ — 1>ρ"),ι\ — Ζ"(Λ — " 

Οιι peut alors demander: Si Ton part de deux congruences (x'y') 
et (,r"y"), transformées Γ d'une congruence (.ry), toutes les trois de 
la même espèce nommée, quand la congruence (.r'y') est-elle aussi de 
cette espèce? 

(') TZITZÉICA, Air certaines congruences de droites {Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, t. VU, 1928, p- 189). 
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Partons de 
jj's— ρ·;_ 

(AS) *'4— p'4= (Λγ-—
 (
5'4) — ·> ( VJC"— ,5'S*)-+- (je'4—,3*4). 

Or nous tenons compte que 

χ - — p. > x - - , j - —■ —V » 

On aura ensuite, de (20) et (22), 

— <T;c : , 3-, ... p- ~ - X X„ X X„ — Jt /< i Λ fO -- ( x x — ;j ,j ),·, 

—, 3V-i- - = ffi.= (α'α*— 5',5"»,,. 
Done 

--r-l-aa - 3: -i- !.. 

Ou a donc de (atO 

— ( Jt J-> = 0 — ~i — > 

et si l'on tient compte de (20), on a 

— ( JC - — 1 - ) = 0 r- -

Pour que la congruence (.t'V) soit de l'espèce nommée, il faut et il 
suffit qu'on ail 

C = O, 

0'= — (λ'2— ,i Ό. 

On a donc le résultat suivant : Etant données deux congruences de 
l'espèce nommée (.rV) et (,u" transformées d'une congruence initiale 
( de la même, espèce respectivement par Γ

κ
. et par Γ

κ
- — nous dési-

gnons une transformation, définie par { 8) et (16) par transformation Γ
χ 

— if y a encore une congruence de Γespèce nommée transformée Γ
κ
. de 

{x'y') et transformée F
x

. de (a?" γ"). 

7. Parmi les congruences de l'espèce nommée, celles qui sont en 
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même temps quadratiques sont intéressantes. Dans un S
;>
 ces con-

gruences sont lïmage des surfaces 11 de MM. Tzitzéica-Domoulin. 
De plus, si Γ on transforme une surface 11 par la transformation ll

s 

de M. Jonas, on obtient une nouvelle surface II. Dans un Ss on a donc 
une nouvelle congruence de l'espèce donnée et cette congruence est 
maintenant une transformée l\ de Γ image de la surface II initiale. 

I.'image d'une surface 11 dans S-, est une congruence de droites {p</\ 
dèiïnie par ses réseaux focaux (') 

C»9) * V/'. 
Ï3—r. 

ï»=.5,. 

l'image de la surface transformée est une congruence (/»'/), dèlînie par 

(3o> > f - -ντ-
\ t'n~- ?</■ 

Tu — i^>·-

où les fonctions 3. γ, 3, γ doivent vérifier les relations 

Τ=-γ + 

\ Α-

ού 
^ νΛ, ^ Λ,.— 5 A, 
| 0,r- - \ — TA-

et ia fonction Λ est donnée par (-) 

Λ = -(«* — te·). 

(M I OÙ* Λ. TERRACINI. Sntta teoria dette congru en ze H , (ficmiieonti det 
fieafe htituto Lombarde. t. L\, 19.17. p. 0Γ>~). 

{-1 Dans toutes ces formules j'ai emplovê ta notation de M. Jonas. I oir : 
H. JONAS. Veber die Konstruktion der H~-h~ongr tien zen zu einen gegebenen 
lirenn ttéieh en man tet and fiber die Transformation der ii-Ftéiehen (Attires-
ber. der Denise he η Jfat he in. Verein.. lid 29, 1 9.HO. 
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Changeons uiainteuant la notation par 

. V */ —X. i ν=«. \ *ί = Λ'\ i — ί </ —χ. y Λ=;. ,Γ 

Les équations (ajj) et ν 3o) deviennent 

Ί \ Λ\*. il r, 
t ,»

 s
 — Ax; \ v|,=: 6\r. 

et tes équations ̂ 31) donnent 

»t — *» — — « 

— --L 

M. Terraeini a fait voir aussi que le point d'intersection des droites 
pp et tftf décrit un réseau (s) harmonique à la congruence (/>/») et à la 
congruence (</</}. Il donne les formules suivantes : 

^ 3J ) 
- — — ^ L/—*/)-«t 

>;*/' ■ <!,)-

et à l'aide do (oui l'on obtient 

X to J 

s = x( v- c κ 
OU 

^ « ; 

J _ ρ 
et 

\ : : 11> -— f>') 

donne 

·■* :t :" 

On a donc le résultat suivant : Lu transformation IL </«' -V· Joints, ψιι 
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transforme une surface 11 en une autre sur/ace II, est dans un S„ une 
transformation Γ* de dea.e congruences de droites de l'espèce nommée. 

8. M. Tzitzéica a étudié (') les congruences de M. Goursat et une 
transformation Γ de ces congruences. Il remarque que l'image d'une 
surface isotherme-asvmptotique de M. Fubini dans un S5

 est une 
congruence quadratique de M. Goursat. Si nous changeons la notation 
des résultats de M. Terracini par (3a) et nous posons en outre a = h. 
nous considérons dans un S

5
 l'image d'une surface isotliernie-asymp-

lolique de M. Fubini. Nous aurons donc du paragraphe précédent : 
La trans formation W de M. Fubini (a) des sur/aces isothermes-asrmp-
totù/ues correspond dans un Ss

 à une tea η sformation Γ de deu.v con-
gruences de M. Goursat. Γ1 

En effet la transformation W tie M. Fubini est caractérisée par 

If — ch 
r c = const. ) 

ft cA" 

et 
Λ „ = eAs. 
Λ,.=: ct\ 

Nous posons alors 

Λ _ 

au lieu de Λ ~ ε et nous aurons 

g fù^2 
y, 

ce qui conduit aux formules de M. Tzitzéiea. 

(, ' ) G. TZITZÊICA. Sur certaines congruences de droites (Journal de Jlathê-
matit/ut's pures et appiitf nées, ι. \ II. Hf.tî». p. 189). 

15 ) lùtuxt-GEC.H. Geometria Proicttiea th'f/erenn'aie (N. ZanielieUi. Itologna. 
19-171, t. I. p. >.S3-jtSii. 


