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SUR UN THEOREME DE M. S. ZAREMBA.

i)
e

Sur un theoreme de M. §S. Zaremba concernant
les fonctions harmoniques ;

Par UOrrox NIRODYM

{varsovic).

M. 3. Zaremba démontre dans son lravail : Sur un probléme tou-
Jours possible comprenant, & titre de cas particulicr, le probléme de
Dirichlet et celut de Neumann (Journ. de Math., o° série, t. VI, 1927,
p. 127-163), un théoréme important donl il se sert dans le traitement
du probléme de Dirichlet et de Neumann.

L.e théoréme cn question est le suivant :

=
Soient D un domaine ouvert (* Ydans Uespace a trots dimenstons, V()
un champ de vecteurs défini dans D et tel que les tntégrales

"a ﬁ f‘;«tllr}d: of j. "‘ fi ‘T'(p] t o
NN NN .

L1

cxistent. Dans ces conditions il existe une fonction v(p) définie et har-
montgue dans D, possédant un gradient déternuné dans tout pornt de D,
et telle que @ 1° les vntégrales

jj Igwd r(h)lk el J J J ; wrad v(p) i*rl‘:
o . k

existent; 2°on a

f fl‘ { v (p)—grade(p) ! rad (p) jde=u

') Nous le supposous borné.
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pour toute fonction h(p) harmonique dans D et possédant un gradient
déterminé et de carvé intégrable.

La fonction harmonique ¢(p) est unique & une constante arbitraire
et udditive pres.

L’auteur démontre le théoréme d’abord pour le cas ot D) est une
sphére, la démonstration s’appuyant sur la considération d un sysléme
orthogonal et complet, de polynomes sphériques. Puis, il démontre
par un procédé alterné que, sile théoréme est vrai pour deux domaines,
il en est de mé¢me pour leur somme.

Enfin M. Zaremba traite le cas général, en employant encore un
algorithme infim.

Le but de mon travail est la simplification de la démonstration de
M. Zaremba.

Je P'ai obtenue grice & des méthodes bien connues de I'analyse
moderne ; empruntées i la théorie abstraite des ensembles ct au calcul
fonclionnel abstrait.

La simplification consiste non seulement dans U'écriture des svm-
boles mais aussi dans la démonstration du théoréme. Elle met en évi-
dence la véritable nature du théoréme, dont V'étroite solidarité avec
les idées de compacité et de famille normale de fonctions harmoniques
avaient é1é déja dégagées en 1929 par M. G. Bouligand ().

On verra que le théoréme de M. Zaremba est une conséquence d'un
lemme trés simple et presque évidenl concernant les vecteurs
abstraits.

Aprés avoir résumé les principes de la théorie des vecteurs abs-
traits, je démontre le lemme en question.

Jen déduis le théoréme de M. Zaremba en utilisunt des méthodes
connues dont 1l s’est servi lni-méme dans ses travaux.

Pour éviter des complications inutiles je me borne aux domaines
bornés de l'espace a trois dimensions et au lieu de l'intégration selon
Riemann )’emploie celle de M. Lebesgue (*).

(V) Sur la continuité et les approximations en hydrodyvramique (Journal
de UEcole Polytechmigue, 1929, P -39

(*) Les raisonnements qui vonl suivre onl été présentés pendant la séance du
23 octobre 1931 A la Société polonaise de Mathématiques {Section de Varsovie).
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1. Soit A une variété abstraite non vide dont les éléments seront
appelés vecteurs. Supposons qu'il y ait deux opérations : ’addition de
deux vecteurs et la multiplication d'un vecteur par un nombre réel,

a-+ b, ra=—al,

ces opérations étant toujours exécutables et donnant des vecteurs de
la variété A. Supposons que lesdites opérations satisfassent aux condi-
tions suivantes (') :

ra+b=0b+a;

2Pa+(b+c)y=(a+b)+¢;

3¢ Il existe un vecteur 4, appelé nul tel que a + & ="a quel que soit a;

PSia+d=—a+b,onab=>0"

50 A(pa)=(dp)a;

6° (A+pla=ka+ pa;

e +b)y=ka -+ b

8 a=a.

Il en résulte qu'on peut opérer avec ces vecteurs de la méme
maniére qu'avec les vecteurs ordinaires. Prenons umne fonction
bilinéaire (*) de deux vecteurs variables x, y, désignée par le symbole

(e )
admettant des valeurs réelles. Supposons (&, ¥) symétrique
(@, ) =0, @)
et positivement définie, ce qui veut dire que
(x, 2)20

et que la relation (#, ) = o doit équivaloir & x =10.
Le nombre (., y) sera appelé produit scalaire de x et y.

() Cf. S. Baxacu, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur
application aux équations intégrales { Fund. Math., t. 111, 1922, p. 134-133).
— H. YWevL, Raum-Zeit-Materie, Berlin 1919, p. 15, 23-24.

{(*) Cela veut dire qu'on a toujours

(ke + b, o) =%(a, e)+ (b, &),
(e, ha + pb) =0{e, @)+ @(c, b).
Journ. de Math., tome XII. — Fasc. I, 1933. ™. 13
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Appelons (e, @) la norme (') du vecteur a, et désignons-la par le
symbole || @ |j. Par la distance de deux vecteurs a, b nous allons com-
prendre le nombre || — & .

En ce qui concerne la notion de la distance de deux vecteurs, on
peul remarquer que les propriétés usuclles exigées pour la notion de
distance sont conservées. En eflet on a

(1) e — b=l b — s
(2) pee — bl =0 équivant 3 &« = &
13) faem bl — el e br

La relation (3) résulte immédiatement de

1

L b S b

qui de son coté est une conséquence de I'inégalité suivanle :

(o Y S itib e,

cetle derniére étanl analogue a la célébre inégalité de auchy-
Schwarz, on la démontre de la méme maniére.

Nous dirons qu'une suite de vecteurs ja,! converge vers a, si
| a— ajj — o. Appelons deux vecteurs u, b orthogonaua si{a, )= o.

Appelons variété vectortelle normale une variélé assujettie aux con-
ditions spécifides ci-dessus.

L'ue variété s'appelle séparable, sil existe un ensemble dénom-
brable A, de vecteurs tel que tout vecteur de la variété est la limite
d’une suite d'éléments de A\, convenablement choisis. Une variété
s’appelle complite si la condition de Cauchy est satisfaite, c’est-d-dive
sl la velation

R N
Boh o

euntraine U'existence d’un vecteur a, tel que

e, == «.

"k

2. Tueoreme. — Sowent :

() Cf. Banacn. foc. cit.. et F. Rigsz. Ueber lincare Funktional gleichungen
{Acta math., 1.3, wu, p. 72
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1° A une variété veclorielle et normale
2° B une sous-variété vectorielle et normale de A (ne se rédutsant pas a
Pétément unique nul ) séparable et compléte, pour laguelic la notion
des opérations fondamentales ainst que celle du produit scalaire sont
empruntées de A ;
32 @€ A (a est un élément de ).
Ces conditions remplies il existe un vecteur unique b€ B tel que la
différence a — b est orthogonale & chaque y appartenant a B.

hémonstration. — La variété B étant séparable, il existe une suite
intinie { 4,! d'éléments de B et formant un ensemble partout dense
dans B. Comme B ne se réduit pas au seul élément 6, il est évident
gu'on pourra en extraire des } &,! une suite partielle | &, | telle que

b, 0, o0 buy ...

sont linéairement indépendants (') quel que soit m, et par lesquels

les b, s’expriment linéairement.
En v appliquant le procédé connu de M. Schmidt (*). on pourra

trouver des nombres réels 3; tels que les vecteurs
P== .3'1.1 by,
Saa by + 3 b,

II: o T

forment un systéme orthogonal et normé (*), ce qui s’exprime par les

.« &£y ten nombre lini w) sappellent linéairement

(') Les vecleurs .oy, .
indépendants, si la relation
NN S i S N

<« Ay sont dex nombres réels, entraine

by == 0

ol A, .

2= u.

2) Voir par exemple A. Wwntner, Spektraltheoric . unendlichen Matrizen.,

Leipzig, 1929. p. 11-12,
{*) Nous wous bornons au cas. ol le svstéme est infini. Le cas restamt est
13.

trivial.



o0 OTTON NIRKODYM.

égalités
) (pe. pr)=vuv pour i =24k (k=12 .. )
¥

(P i) =1 (F=n. % ...

Le systéme de vecteurs | p, | est complet dans B ('), ce qui résulte
du fait que j b, est partout dense dans B. Cela étant. considérons le
vecteur a et formons la série

(2 ) E Ly s
ol
(3) A= (. )

En tenant compte de ce que B est complet, on démontre aisément
que (2) est convergenle, el qu'on peut la multiplier par un vecteur
en multipliant chaque terme séparément (*). Posons

(4) o= 2,p.:

onabgB3.

(') Le systéme {qg,! déléments de U orthogonaux deun & deun s'appelle
complet dans B, si les rvelations

(B, gu) =0 (H==1, 2 .0 ot € R

entrainent &= 5. La proprié¢té d'étre complet se démontre en sappuvant sur la

relation
Hpe—peli=—a pour ==&,

() Un procede d'une maniére analogue comme dans la théorie de MM. I, Ruese
et Fiscagr des développements orthogonaux. On a

don il résulte que S‘sz est convergente.
H

Comme on a

ne=& 2 n—&
ylzgzp, Ezf

i=n i=n
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Le vecteur b posséde les propriétés exigées dans la thése.
Pour démoutrer cela, montrons d’abord que

{3y {1t — b pi=uv e N
On a
{ o — "- s [~ (S0 l"“" - (I"' l’"}.
Mais
LELINY LY === 3y,
el

LY ‘h- l"in § :E i l"h I"M‘ ‘ .

d’ou il résulte, d’apres (1), que
(I'~ I’n) e
Les équations (3) sont ainsi démontrées.

Soil maintenant ¥ un vecteur arhitraire de B.
Le systéme | p,.! étant complet, on a

O . R . . N
v :l R ol =0, pe) (Y)Y =N TS T NS N

[ 4
d’ou 'on a

-
jw—h =W et — b pyys=o,
. . AR )

il sensuit que la surte
bv 0!
=
=\

esl convergente.

Siay, ~a.0na
(e B) e, b))

En eflet. on a
(a, b)) — (. DY ==(a —m,, O),
d'on
Hea—ag 8):i<iio —a, f 0L
(") Pour démontrer cela, on procéde comwme dans la théorie des développe-
ments orthogonaux ondinaires.

. . Ce W
Eu eflet, on démontre comme plus haut que la série z (¥, pi).p:i est conver-
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Lexistence du vecteur b est détablie. L unicité de & se démontre
asément.
Le théordme est ainsi démountrs.

3. Soit D un domaine ouvert et borné dans 'espace euclidien &
trois dimensions. Considérons les champs V{(p) de vectewrs détimis
dans D et a carré sommable (' Yd'aprés M. Lebesgue, comme éléments
formaut une variété A,

La somme de deux éléments de A et le produit d'un élément par un
nombre se défimssent par

Mipy =W ph 2 V{pl.

On voit que si V et W appartiennent @ A, il en est de méme
pour V= W et pour » V.

Appelons deux champs V' p) et V7 p) éganr, s1ls ne ditférent que
dans un ensemble de points de mesure nulle. Désignons par § le
champ V{pY=no (I'¥lément nul de la variété AN

On voil ailsément que toutes fes propriétés 1°. 8° ont lieu. Par le

zente. Posons

.\‘ - - vi‘\\‘p(hu.‘

Fa muluphsnt fes deux membres par po. {5 =10 >0 v on oblient

LN % Bl SN
W en rexulte gque
R N I O LR L B

ok 3 " — 1 est orthogonal & toutes les foncuons p,.
Uomme p, ot un svstéme complet. il sensuit que v — v = % dowe v -
{1} Cela venl dire qu'en posant

; AL L= PR LA TR WA LTI DAY RV
les mtdgrales

I" I..\d. I ! | Vids  zeaow

existent,
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produit de V" et W nous entendrons le nombre

M.W}:,‘ ] ] (Vi)Y W(p) = Vo(p) Wa(p) = Vo) W p)] .
J I
L. intégrale en question existe en vertu de ndgalité ordinaire de
Schwarz. Le produit (V. W) jouit des propridtés exigées danx le
paragraphe 1 :
(VW = (W, V),
AV e 2 VW =2 (VW) — 2V UW L
(V.V)ze

et 'on vait aisément que Uéguation (V. VY=o entraine V(p)=o
a un ensemble de P de mesure nulle prés.

L.e svmbole | Vi et la notion de la hmite d’une suite infinie } \ !
peuvent étre dehlm eonformément au paragraphe 1. A est une varisté
vectorielle normale. Elie est séparable et compléte. On le démontre
comme pour le champ des fonctions d'une variable réelle et & carvés
sommables '\

A, Cela étant, désignons par B Uensemble de tous les champs
veetoriels U p) de A, pour lesquels il existe une fonction fi p) har-
monique dans D qui peat ¥ étre méme multiforme. mais avant dans
toul point de D un gradient déterminé

aj i
wnt =y

ur h
tel que presque partout dans D on ail
U{p)==grad fip).

En appliquant & B les opérations définies plus haut de I'addition, de
la multiplication par un nombre et de la multiplication de deux
éléments. on trouve facilement que B est une variété vectorielle nor-
male. Elle est sépavable comme étant un sous-ensemble de A.

Nous allons démontrer gue B est compléte.

(") Foir par exemple Gressers \itaw. Geometria nello spazia Hitbertiane
{Bologna Zanichelli, 1920}, — 8. Saks. Zarvs teorgi endli. p. 1jo et suiv,
{ Warszawa, 1gdo),



rof OTTON NIKODYN.
Nous nous appuierons sur le lemme suivant :

Nt A( p) est une fonctton harmonique dans Utniériear ot sur la fron-
trcve de la spheére S de ravon 3 et de centre p,, ona

!h f‘ "‘lh —h{p P dtaeis) ’ r {l*;m\l h s,

ol ¢ 3 ) est une constante qui ne dipend que du ravon ;.

Le lemme se démontre an moyen des polvnomes sphériques clas-
sujues de Laplace. En elfet, le theordme de Green uous permet de
démontrer que pour les deux différents polynomes 10, I

(6) | ,1 J e I g Wz e,
) [ W=

~ L

Apreés avoir normé les polynomes en question atin d’avour tonjours ')
’ ’ ' arad N Tafz =0,

on ohtient au moyen du théordwe de Green
| [ jwews 2 .
AN TN

dans le cas ot le polvrome U est de degeé n.
On développe &y p) en une série

‘Et‘; | I Py Ay FLAR

§

Si Pon caleule les valeurs des intégrales
" ’ , [A—A(paFds « ’ I I ol A et

en tenanl compte de {7) et (6), on obtient I'inégalité proposée.

(1) Foir le travail cité de M. S. Zarswra. Le svstéme de polvnomes sphé-
rigues dont on a besotu est complet, abstraction faite du polveome se réduisant
A une constante.
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Le lemme étant établi, considérons une suite } U, d’éléments de B,

telle que
im §U,— Enlj=0o.
o, 1905

La variélé A étant compléte. il en résulte qu'il existe un champ U p)
de A tel que limU,=U. Alws il sTagit de démontrer que U(p)
peut étre considéré presque partout comme gradient d une fonction
harmonigue dans D.

Soit £, p) une fonction harmounique dans D telle que

wrad Fpy= U P

dans D ( presque partout).

Les fonctions f,(p) peuvent étre choisies de sorte que | /.(p.)i.
ol p, est un point fixe dans D, soit convergente.

Soit S(p,, ) =S une sphére de centre en p, ¢t de ravon ; dont la
frontiére est contenue dans le domaine D).

Soit : > o. En vertu de I'hypothese il existe un nombre u tel que,
s1 n et i surpassent ., on a

2 H -
e — e il < 2.

Fixons a et m pour un moment.
On a
o, — 2= ’ {‘[gg‘mlﬂi (o fou) Pz,
L )

Par conséquent
[ ] | lemd (= fad s <

d ot en vertu du lemme.

I{ ’:[ﬁ&p)——_I}mlp)ﬂ—[_hlp.\)—fm(p..)]i:’i‘rir'\:’l:w(p\.\w.sf,

Pad

\/ / [/ [‘[.fnfm—_m (Pl s — \f f’[wv — Tud P "’;

n
.

oW

§ \ff:l:_]‘:l;: [-["m{ P ) — fm‘f I“‘Il _ i[hfg"‘\ l"‘-\) — _WM Puﬂl‘ ‘:: o é\. l:'q‘!‘ls\

\’f;‘ I. ’(. f.'[ fu — fm Vel < \.m -¥ 4 [.rnl P — fm {pa)] ‘\.‘ﬁ-
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Par conséquent la suite de fonctions harmoniques ; /,,} converge en
moyenne carrée dans 3. 1l en vésulte, d’aprés un lemme connu de
M. St. Zaremba (') que }f,! converge uniformément dans tout
ensemble fermé contenu dans la sphére vuverte S. On en déduit que
la himite ordinaire

F(p)=lim fu(p)

est une fonction harmonique daus S.

Comme | £,! est une suite wniformément convergente de fonclions
havmoniques, il en est de méme, comme on le sail, pour la suite
vgrad £, (et on a dans S

arad £ p) = lim gead f,..

Je dis que
srad fp)y=U(p)
dans S presgue partout.

(*) Voir par exemple G. Bovugasn. Fonctions harmeniques (Mém. des Se.
Math_ . fasc. X1, p. 20-21).

() En ellet, soit & ( p) harmonique dawns la sphéve S(p,. 2} et conmtinue dans
la spheve fermée, Soit M le maximum de | A{ p)|dans S fermée. On 2

[ f I ;—;‘—tdf -+ I J’R l‘l‘S(n;\ ) ddw == o

© Ry gt

o v << s<< g, don

if/[:;%‘f‘hﬁ f 1‘Lh§u'm§f.f_s—s)!:n.

I en résulte. dapreés le théoréme de la moyenne (de Gavss) appliqué 3 la

X . . dh
fonction harmonique Jn

L « 3M
L3 | S o
d'on 2
h 3M
< .
("y ‘ [d‘r]pu: ?&
e e _ TR dh . dh
L'inégalité (1), ainsi que les inégalités analogues pour 37 8 53 permettent de

démontrer la convergence en question,
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En ellet puisque
T If’]l’n—lfmi*dr:o.
A R Y - b'" .

on peut démonirer quiil existe une suite | U, | extraite de la suite
y U.(p)) et qui converge presque partout dans D dans le sens ordi-
naire vers U({p).

O a ainsi presque partout

im U (py=U{(p).

Par conséquent

i grad £ { py=U(p),
done
grad f{p) =U{p)
presque partout dans 3.

Nous avons ainsi démuontré que U(p) peut étre considéré dans S
presque partout comme le gradient d'une fonction harmenique
dans S,

En prolongeant la fonction harmoenique f{ p) on obtient de proche
en proche que le gradient de la fonction harmonique dans D, ainsi
oblenu est presque partout égal a L (p).

Cela prouve que B est complet.

8. Cela étant, nous nous trouvous dans les conditions du théoréme
wéndral. Ul en vésulte que, quel que soit le champ vectoriel V(p) a
carré sommable dans D, Wl existe une fonction f(p) harmonique
dans D telle que

f I ~ ‘ E grad f(p) = V{p)iigrad g(p)idz =0
RN [ 1)

pour toute fonction g(p) harmonique dans D, ayant un gradient
déterminé partout et & carré sommable dans D. (Test précisément le
théoreme de M. Zavemba.

CororLae. — La variété B étaut compléte el séparable, il existe un
svstéme v}, m=1, 2, ... complet d’éléments orthogonaux et nor-
malisés. 1l s'ensuit que tout champ vectoriel U(p) de B peut étre
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représenté par la somme

convergente, otl
Ci:/ /f(tl"it“?‘ Uatis+ Uivw) dr.
LS n

les vy, ¥4y, +i; étant les composantes de v;(p).

Il en résulte que si f;(p) sont des fonctions harmoniques dans D,
pour lesquelles on a presque partout

gl‘ﬁd‘fi(p) =i p)
et ou
Jilpa) =0,

P. étant un point fixe, on a pour toute fonction harmonique f(p)
dans D et de gradicnt déterminé @ carré sommable

TP =1(pa) + X, Gefil p).
=t

la séric étant uniformément convergente sur tout chemin fermé partant
de p, et ne sortant pas du domaine D.

N. B. — Il faut suivre le chemin avec les déterminations (des fonc-
tions multiformes en question), varviant d'une maniére continue.

Les fonctions fi(p) sont analogues aux polynomes sphériques. En
effet, elles sont harmoniques dans D, et, en outre, on a

"
ffj {grad fi(prifgrad fi{p) i =0 on 1
B

selon le cas, oll £ &, ou 7 = k. Les coefficients ¢; sont définis par la

formule
(,:fff{ grad f(p) } grad fi(p) 1 d=.



