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Sur un théorème de M. S. Zaremba concernant 
les fonctions harmoniques; 

PAR OTTON N1KODYM 
t Varsovie ). 

M. S. Ζ aremba démontre dans son travail : Sur un problème tou-
jours possible comprenant, à titre de cas particulier, le problème de 
Dirichlet et celui de Xeurnatm {Joum. de Math., çf série, t. YI, 1927, 

p. !:<;-IG3), un théorème important dont il se sert dans le traitement 
du problème de Diriehlel et de Neumann. 

Le théorème en question est le suivant : 

Soient D un domaine ouvert (1 ) dans Γ espace à trois dimensions, Y (P) 
un champ de vecteurs défini dans D et tel que les intégrales 

j I I \ ι/'}''* VI J I Ç\ ν (/)) ί ih 

existent. Dans ces conditions il existe une fonction v(p) déjinie et har-
monique dans D, possédant un gradient déterminé dans tout point de D, 
et telle que : iw les intégrales 

f ( ί grad c(p)th et / / | } grad e(p) [-th 

existent ; 20 on a 

f S f, ! Vt/') — £,iu' e(/>) ; ! grad h(p) ; 

^ * ) Nous le supposons borné. 
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pour toute fonction h{p) harmonique dans D et possédant un gradient 
déterminé et de carré intcg'rable. 

La fonction harmonique < (/>) est unique à une constante arbitraire 
et additive près. 

L'auteur démontre le théorème d'abord pour le cas où D est une 
sphère, la démonstration s'appuyant sur la considération d'un système 
orthogonal et complet, de polynômes sphériques. Puis, il démontre 
par un procédé alterné que, si le théorème est vrai pour deux domaines, 
il en est de même pour leur somme. 

Enfin M. Zaremba traite le cas général, en employant encore un 
algorithme infini. 

Le but de mon travail est la simplification de la démonstration de 
M. Zaremba. 

Je l'ai obtenue grâce à des méthodes bien connues de l'analyse 
moderne ; empruntées à la théorie abstraite des ensembles et au calcul 
fonctionnel abstrait. 

La simplification consiste non seulement dans l'écriture des sym-
boles mais aussi dans la démonstration du théorème. Elle met en évi-
dence la véritable nature du théorème, dont l'étroite solidarité avec 
les idées de compacité et de famille normale de fonctions harmoniques 
avaient été déjà dégagées en 1929 par M. G . Boùligand ( 'V 

On verra que le théorème de M. Zaremba est une conséquence d'un 
leinrne très simple et presque évident concernant les vecteurs 
abstraits. 

Après avoir î^ésumé les principes de la théorie des vecteurs abs-
traits, je démontre le letnme en question. 

J'en déduis le théorème de M. Zaremba en utilisant des méthodes 
connues dont il s'est servi lui-même dans ses travaux. 

Pour éviter des complications inutiles je me borne aux domaines 
bornés de l'espace à trois dimensions et au lieu de l'intégration selon 
Riemann j'emploie celle de M. Lebesgue (a). 

(l) Sur la continuité et tes approximations en hydrodynamique (Journal 
de l'Ecole Pofytechniqitc. 1929, p. i-3g). 

(*) Les raisonnements qui vont suivre ont été présentés pendant la séance du 
•>3 octobre t<i31 à la Société polonaise de Mathématiques (Sectionde Varsovie). 
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I. Soit A une variété abstraite non vide dont les éléments seront 
appelés vecteurs. Supposons qu'il y ait deux opérations : Vaddition de 
deux vecteurs et la multiplication d'un vecteur par un nombre réel, 

a -+- b. λ« = ίϊλ. 

ces opérations étant toujours exécutables et donnant des vecteurs de 
la variété A. Supposons quelesdites opérations satisfassent aux condi-
tions suivantes ( " ) : 

ι" a -i~ b — b ~ a; 
3''e + (A + c) = (e + A) + ci 
3" Il existe un vecteur 9, appelé nul tel que a -4- Θ = a quel que soit β ; 
4W Si rt-ir.-a + b'. on a b = b'i 
5" λ(μα) = (λρ)α; 
6° (λ -i- (JL)« = λη -4- μα; 
70 λ(α -h b) — >.a 4- λΛ; 
8° ι .a = a. 

Il en résulte qu'on peut opérer avec ces vecteurs de la même 
manière qu'avec les vecteurs ordinaires. Prenons une fonction 
bilinéaire (2) de deux vecteurs variables a;, y, désignée par le symbole 

admettant des valeurs réelles. Supposons (J?, y) symétrique 

(A?, R) = (R, Λ·). 

et positivement définie, ce qui veut dire que 

(*».·, i')ÏO 

et que la relation (a?, tv) = ο doit équivaloir à χ — 0 . 
Le nombre (.r, y) sera appelé produit scalaire de a? et y. 

(') Cf. S. BANACH, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur 
application aux équations intégrales ( Fund. Math., t. HI, ipaa, p. î34-io5) . 
— H. WEYL, Raum-Zeit-Materie, Berlin 1919, P. I5, aS-a'I· 

(4) Cela veut dire qu'on a toujours 

(λ«-4- pb, c)=l(a. c) 4- μ(ί», r), 

(e, λα -4- pb) — λ{(·. a) 4- p(c, b). 
Journ. de Afath., tome XII. — Fasc. I, ig33. ( 
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Appelons a) la norme (') du vecteur M. et désignons-la par te 
symbole j| a |j. Par la distance de deux recteurs a, b nous allons com-
prendre le nombre j| « — b 

En ce qui concerne la notion de la distance de deux vecteurs, on 
peut remarquer que les propriétés usuelles exigées pour la notion de 
distance sont conservées. En ettet on a 

( ι ) ;[ ft — ft jj = j( A — ti ;j ; 

( — A [j — ο équivaut à ti.— A : 

;S a ·— A jj < j] a — »· [i -+-1| «· — A '·. 

Ua relation (3) résulte immédiatement de 

i! h -·- A j! 5 [j α \\ ι, A 

qui de son côté est une conséquence de l'inégalité suivante : 

A) S^H" il-ii A
 !

-

cette dernière étant, analogue à ta célèbre inégalité de ί '.;meh\ -
Sclnvarz, on la démontre de la même manière. 

Nous dirons qu'une suite de vecteurs ; u„ ; com er*ν rets a, si 
j u»— « ϋ v o. Appelons deux vecteurs a, b orthogonaux si {a, h) = o. 

Appelons variété vectorielle normale une variété assujettie aux con-
ditions spécifiées ci-dessus. 

l ue variété s'appelle separable, s'il existe un ensemble dénom-
brable A

0
 de vecteurs tel que tout vecteur de la variété est la limite 

d'une suite d'éléments de Λ„ convenablement choisis. Une variété 
s'appelle complète si la condition de U.auchy est satisfaite, c'est-à-dire 
si la rela tion 

Uni j Il 

entraîne l'existence d'un vecteur ci, tel que 

Iîm a,,— o, 

2. THÉORÈME. — Smeni : 

(l) Cf. BANACH. toe. cit.. et F. RIES*, t'etier lineare Fu » kl ion a /^>ίeiehun^-ti 
Ι .4<'/ΊΊ mat ft., T. VI. ΚΜΪΧ Ρ. 7'

Λ
 1· 
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ι0 A une variété vectorielle et normale ; 
a0 Β une sous-variété vectorielle et normale de A (ne se réduisant pas à 

Γ élément unique nul G) separable et complète, pour laquelle la notion 
des opérations fondamentales ainsi que celle du produit scalaire sont 
empruntées de Λ ; 

3° a £ A (<i est tin élément de A). 

( 'es conditions remplies il existe un vecteur unique /> £ Β tel que la 
différence a — b est orthogonale à chaque γ appartenant à Β. 

Démonstration. — La variété Β étant séparable, il existe une suite 
intime d'éléments de Β et formant un ensemble partout dense 
dans B. Comme Β ne se réduit pas au seul élément 0, il est évident 
qu'on pourra en extraire des |6„i une suite partielle ; b'

n
 1 telle que 

^ t > a ï ...» &mî ... 

sont linéairement indépendants quel que soit m, et par lesquels 
les b„ s'expriment linéairement. 

Ivn y appliquant le procédé connu de M. Sclunidt Çh on pourra 
trouver des nombres réels tels que les vecteurs 

Ρι~ 3,.,*»,, 
Pi-- -+- îi.d's· 
.... 

Ρ η ": * è'i-f ^ ι "t_ è'i.i l'? Ρ"» C. -
. . . . 

forment un système orthogonal et norme (3), ce qui s'exprime par les 

yt Les vecteurs »r a\,
Jt

 ι eu nombre lini m ) s'appellent linéairement 
indépendants, si la relation 

-s-...-4- >.«.*«,— a. 

où /., Â
m

 sont des nombres réels, entraîne 

λ, — ο, .... >.,„=»». 

y) l'oir par exemple A. WINTSKR. Spektratlheorie d. tmendlichen Matrizen. 
Leipzig, »949, p. ti-ta. 

(S1 A eus nous bornons an cas, où le système est intini. Le cas restant est 
trivial. 
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égalités 

!(/>;. pi ) — Ό pour ί ρ~ A ( ί... Α - - I , 'Λ. . . . ). 
(/'<! /'«) 1 Μ = 1. 'Λ.... Κ 

Le système de vecteurs ;/>„!. est complet dans Β ( ' ). ce qui résulte 
du t'ait que ) b„! est partout dense dans B. Cela étant, considérons le 
vecteur a et formons la série 

( '-* ) ^ 

OU 

(a) x„=z{a,p„). 

En tenant compte de ce que Β est complet, on démontre aisément 
que (2 ') est convergente, et qu'on peut la multiplier par un vecteur 
eu multipliant chaque terme séparément Posons 

Cl) (' - ^ *„/>,, 

on a b Ç 11. 

(') Le système i </„ ] d'éléments de B orthogonaux deux à deux s'appelle 
complet dans B. si les relations 

(.ι·. i," = ι, -i. ..où .r £ B. 

entraînent .c—0. La propriété d'être complet se démontre en s'appuvant sur la 
relation 

—/'*11 = '·* pour * A. 

(: ) On procède d'une manière analogue comme dans la théorie de MM. I'. Hissr. 
et FISCHKR des développements orthogonaux. On a 

Ο g tt —^ X-p: Ί <ï î;~—^ 

*Toù il résulte que^ atf est oonvereeute. 

Comme 011 a 

Σ**< =Σ*ϊ· 
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lie vecteur 6 possède les propriétés exigées dans la thèse. 
Pour démontrer cela, montrons d'abord que 

( *1 I t il />. />„ ) ο \i) ■- 1 . ). 

On a 
t a — A. /', I — l". /»„ I - t A. />„ ). 

Mais 
/'« I ~~ ■%<(* 

et 

HA. /», s a.·! /».·. /»«). 

d'où il résulte, d'après (j). que 

(A. /'«> —a„. 

Les équations (5) sont ainsi démontrées. 
Soit maintenant ν un vecteur arbitraire de IL 
Le système ξ p„\ étant complet, on a 

OÙ F*J =(_»·, f>i) ( ' 1 (I — », 3. . . .). 
t 

d'où l'on a 
1 >t — A. > \ = ̂  <·,(·? — A. fl, | ^ .. O. 

il s'ensuit une la suite 

IH 
est convergente. 

Si o„ -- ti. on a 
( <r

K
. A \ - 1 u, A ). 

KM etl'et. on a 
(«, A) — t«

s
. A) R= ((T — u„, A), 

d'où 
| (" — A) j^|j« — rt„ |j.|j A {]. 

ι1 ) Pour démontrer cela, on procède comme dans la théorie des développe-
ments orthogonaux ordinaires. 

En etl'et, on démontre comme plus haut que la série ̂  {_v. p,-).p,· est con ver-
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L'existence du vecteur è est établie. L'unicité de h se démontre 
aisément. 

Le théorème est ainsi démontré. 

5. Soit D un domaine ouvert et borné dans l'espace euclidien à 
trois dimensions- Considérons les champs \\/>i de vecteurs définis 
dans D et à carré soimnable (1 ) d'après M. Lebesgue. comme éléments 
formant une variété A. 

La somme de deux éléments de A et le produit d'un élément par «n 
nombre se définissent par 

V {ρ ) — \\\ ρ Κ λ V ί pl. 

On voit que si Y et \Y appartiennent à A, il en est de même 
pour V -4- \Y et pour λ Y. 

Appelons deux champs Y ν /Λ et Y\/») ègua-r, s'ils ne diffèrent que 
dans un ensemble de points de mesure nulle. Désignons par δ le 
champ Y(p^ = o t l'élément nul de la variété À\ 

On voit aisément que toutes les propriétés t", 8® ont lieu. Far le 

gente. Posons 
» ' . ^ t p,. \ l> . 

Pu multipliant les xleuv membre* par p
x

. ι tt ι. *. . . ·. on obtient 

* 1 . /'χ ) ' V-

Il en resuite quo 
<y — > . /'« * — i > .. /■» > — l .l , p

x
i — ·». 

d'où y —» est orthogonal à tontes tes fonctions /»,-
t Tomme /»„ est un système complet, il s'ensuit que y '—y ■>. >!<>»<- y - <. 
<;1 > tTeia vent «lire qu'en posant 

\ .. h"\,il'u - \o Ρ ν - V' P«<. 
les intégrales 

1ι fx i 11v?,/r s»s» 
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produit de λ' et \Y nous entendrons le nombre 

< \ , \\ ) — / / f [ V,(p) \V,(ρ} — \ j(/») W
4
(p) — \.1/*) W »/'>|«fc. 

L'intégrale en question existe en vertu de l'inégalité ordinaire de 
Sehwarz. Le produit (Y, jouit des propriétés exigées dans le 
paragraphe I : 

( \ . ) - (Λ\ , V 
(>.\ — ,aV, \Y) —À( \ \ \Y}~ μ( \ \\ ). 

(V, Y)>o. 

et Ton voit aisément que l'équation '( Y, Y) = o entraîne = ο 
à un ensemble de ρ de mesure nulle près. 

Le symbole j' Y Γ et la notion de la limite d'une suite infinie !; \„î 
peuvent être définis conformément au paragraphe i. A est une variété 
vectorielle normale. Elle est séparahle et complète. On le démontre 
comme pour le champ des fonctions d'une variable réelle et à carrés 
sommahles t, 1 V 

1. tie la étant, désignons par Β l'ensemble de tous les champs 
vectoriels Γ ν /' > de Λ, pour lesquels il existe une fonction /\p) har-
monique dans D qui peut y être même multiforme, mais ayant dans 
tout point de D un gradient déterminé 

ïian f — t -r- / -r- A. 

tel que presque partout dans D on ait 

l'(/»i=s>rad 

En appliquant à Β les opérations définies plus haut de l'addition, de 
la multiplication par un nombre et de la multiplication de deux 
éléments, on trouve facilement que Β est une variété vectorielle nor-
male. Elle est separable comme étant un sous-ensemble de A. 

Nous allons démontrer que Β est complète. 

(M ï of> par exemple GIVSKPPK YITAU. Geometria «(·//(> s/hisio ffilb^rtùtno 
( Bologna Zanïehelli, — S. SAKS. Zarrs learji »WAI. p. el SUIV. 

i \Yar<*avva« ipooV 
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Nous nous appuierons sur le le mine suivant : 
-Κι A(/*) est une Jonction hamtonitpte dans Γ intérieur et sur fa Jhm-

tière de fa sphère S de rayon ζ et de centre/>», c»« a 

Ill [A—A {ρ
ψ
 t I1 ,/τ > «-( 5* I I I ;;rad A * </r. 

<Mi et ç) est une constante qui ne depend ψιο du rayon ζ. 

Le lemrne se démontre au moyen des polynoiues sphériques clas-
siques de Laplace. En effet, le théorème de Given nous permet de 
démontrer que pour les deux différents polynômes IL, 11" 

V*>) III S'"3'' Il'sirad II itz — o. 

tr> ( f full,*.;». 

Après avoir nonnè les polynômes en question ulîn d'avoir toujours 

||| «oui H «/τ ι. 

on obtient an moyen du théorème de Green 

f f f\V,h — 

dans le cas on le polynome 11 est de degré «. 
On développe ft\p\ en une série 

^£<\.»,</·> - Ai /·.,*. 

Si l'on calcule les valeurs des intégrales 

| | | l Λ — h t p+ ι ]; f/r vi ||| . ^vait A * </r 

en tenant compte de (7) et (6), on obtient l'inégalité proposée. 

{') IWr te travail cil ν de Al. S. ZARKSKA. Le système de polv nomes spbè-
riqaes dont on a besoin est complet, abstraction laite du polynome se réduisant 
à une constante. 
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Le lemme étant établi, considérons une suite J l
 w

 ! d'éléments de il, 
telle que 

lin» ·( I,— l „ (Ι = o. 

La variété A étant complète, il en résulte qu'il existe un champ Uy>) 
de A tel que Ιϊηιϋ

η
=1. Alors il s'agit de démontrer que 

peut être considéré presque partout comme gradient d'une fonction 
harmonique dans 1). 

Soit/^/») une fonction harmonique dans D telle que 

Λ(/ι) 

dans D ι presque partout' 
Les fonctions /n{p "> peuvent être choisies de sorte que !./„(/>,Λ ι-

ού p
v
 est un point iïxe dans D, soit convergente. 

Soit S(j»
e
, p") = S une sphère de centre en />„ et de rayon ρ dont la 

frontière est contenue dans le domaine D. 
Soit ; o. Eu vertu de l'hypothèse il existe un nombre u. tel que, 

si η et m surpassent on a 
ίί, "λ Mm 4 ;· 

Fixons η et m pour un moment. 
On a 

il «» — u
m

 g
4
 = I f f [ grail (/„ — /« ) ;

4
 rfr. 

Par conséquent 

f j f [ (/«—/«) p 'f~ < s*. 

d'où, en vertu du lennne. 

/ / f ; i/>\f1 - ι -[/« «/·»»> - /m(/>,. » ι : - 'hi; c, ι. * ·. 

f f I [/*(/>> — /«.(/*)Is«fr — y/ f f f [/«{/»„> —/»,(/»«)Is rfrj 

/ f I ·.LM#*> —.M/♦)] — [/«!/«·> —/«*<p«)lIs*tzgv 

y/ f / I RFR$YC< »Κ$-+- [/,(/»„)—/*(/»»)1 \'D. 
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Par conséquent la suite de fonctions harmoniques converge en 
moyenne carrée dans S. U en résulte, d'après un le m me connu de 
M. St. Zaremba (') que !/„} converge uniformément dans tout 
ensemble fermé contenu dans la sphère ouverte S. On en déduit que 
la limite ordinaire 

/(f0 = 1"» /«(/') 

est une fonction harmonique dans S. 
Comme ;/„ ■ est une suite uniformément convergente de fonctions 

harmoniques, il en est de même, comme on le sait, pour lu suite 
{grad /'„! (a) et l'on a dans S 

«rail /( ρ ) = lin» «rail /„. 

J e dis que 
grad J\ ρ ) —U(p) 

dans S presque partout. 

(' ι l oir par exemple G. KOLI.UJANIK Fo/ntwtis /utrtno/tii/utv [Meut. tics Sr. 
Math., fase. XI, p. ao-at). 

(s ) En ell'et, soit /<(/>) harmonique dans la sphère S ( p,„ p) et continue dans 
la sphère fermée. Soit \t te maximum de | Λ( ρ) | dans S fermée. On a 

fil Ê<iT J k oos ( '■1 thi T7Z 

où ο < s < ρ» d'où 

| fjf J 

Il en résulte, d'après le théorème de la moyenne t. de GACSSi appliqué à la 

t onction harmonique j--

Ι,Αι· JpJ- (p — 5Κ 

d'où 

Γ àh "Ι 3M 

L'inégalité (i), ainsi que les inégalités analogues pour et -j™ » permettent de 
démontrer la convergence en question. 
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Eu etlet puisque 
Hm f f f —o. 

ou peut démontrer quïl existe une suite 5 l\J extraite de la suite 
! L„{p}} et qui converge presque partout dans D dans le sens ordi-
naire vers l (/>)-

Ο11 a ainsi presque partout 

•<n»C*,,Î/>> = C(p). 
Par conséquent 

lin» grad J'iJ p ) -- t t/>), 
donc 

gr»d/(p) = l"(p) 
presque partout dans S. 

Nous avons ainsi démontré que L(/J) peut être considéré dans S 
presque partout comme le gradient d'une fonction harmonique 
dans S. 

En prolongeant la fonction harmonique f(p) on obtient de proche 
en proche que le gradient de la fonction harmonique dans D, ainsi 
obtenu est presque partout égal à l (/>). 

Cela prouve que Β est complet. 

ii. Cela étant, nous nous trouvons dans les conditions du théorème 
général. Il en résulte que, quel que soit le champ vectoriel V(p) à 
carré sonuuable dans D. il existe une fonction /(p) harmonique 
dans Π telle que 

fff\ grad /(ρ) — V( />) ! I grad g( ρ)! '/τ 1. 

pour toute fonction g\p ) harmonique dans D, avant un gradient 
déterminé partout et à carré soimnable dans D. C'est précisément le 
théorème de M. Xaremba. 

COROLLAIRE. — La variété Β étant complète et séparable, il existe un 
svstème \ m = 1, a, ... complet d'éléments orthogonaux et nor-
malisés. Il s'ensuit que tout champ vectoriel C(p) de Β peut être 
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représenté par la somme 

υ =2'Vf, 

convergente, où 

c,= f f f{υ,Γή-ί- IVftH- υ,.·
Λ

) dz. 

les e,-,, »ν2} i-,3 étant les composantes de 
Il en résulte que si /î(/») sont des fonctions harmoniques dans D, 

pour lesquelles on a presque partout 

gra,l/i(/>) = ,·,(/») 

et où 
/i(/'o)=0. 

p
0
 étant un point fixe, on a pour toute fonction harmonique f{p) 

dans D fi de gradient déterminé à carré sommable 

fip) ---.f(fh) +2
 Ci/d/»)-

la série étant uniformément convergente sur tout chemin fermé partant 
de />„ et ne sortant pas du domaine D. 

Ν. B. — Il faut suivre le chemin avec les déterminations (des fonc-
tions multiformes en question), variant d'une manière continue. 

Les fonctions J]{p) sont analogues aux polynômes sphériques. En 
effet, elles sont harmoniques dans D, et, en outre, on a 

J*j*J { g oui />·(./>) S S grad/*(/») j dz ο on ι 

selon le cas, où i -=é k, ou i — k. Les coefficients c, sont définis par la 
formule 

ri~ff f i P
ad/(/') !'!g>-ad/,(/>)} dz. 


