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ETUDE DES ESPACES NON HOLONONES. 113

Etude des espaces non holonomes ;

Pax G. YRANCEANU.

INTRODUCTION.

[.e présent Mémoire peut ¢tre considéré comme la seconde partie
de mon récent Mémoire Studio geometrico det sistemi anolonomt, prima
parte ('), car je traiteral ici dans les paragraphes 2 & 7 les sujets qui
ont été annoncés dans I'Introduction du travail cité, et précisément :
la seconde forme fondamentale, le parallélisme extérieur, l'interpré-
tation géométrique des tenseurs principaux et le probléme d'équiva-
lence de deux variétés non holonomes.

En ce qui concerne les autres propriétés des variétés non holonomes,
étudides ici, on donne dans le premier paragraphe une nouvelle
démonstration des formules fondamentales, ce qui permet a la rigueur
de lire ce Mémoire indépendamment du premier.

Daas les paragraphes 8, 9 et 10, on étudie le probléme d'apph-
cabilité d une variété non holonome sur elle-méme, et 'on donne un
théoréme relatif aux variétés non holonomes i coeflicients de rotation
constants, en entendant ainsi un théoréme que j'ai déja démontré
pour les variétés riemaunniennes (*).

Dans les paragraphes 11 & 13, on fait une classification compléte

") VYoir dnnali di Matematica, ¢ série, 1. 6, 1928-1929, p. g-33. Dans Ia
suite. les formules de ce Mémoire, gqui sera appelé aussi premier Mémoire,
seront indiquées par leurs nombres dordre suivis du nombre 1.

(2} Toir ma Note, Sur les espaces de Riemann avant leurs coefficienis de
rotation constants { Comples rendus, 1. 189, 1g2g, p. 386).

(211

Journ. de Matk.. tome XIH. — Fasc. H, 193}, 1
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des variélés non hulonomes les plus simples, les Vi, d'aprés leur
groupe d'applicabilité, en insistanl particuliérement sur les V| &
courbure constante positive, négative ou nulle, qui ont un groupe &
quatre parameétres. comme groupe d'applicabilité.

Avant d’entver dans le sujet de notre travail, nous allons parler
des importants Mémoires qui ont parn (') aprés lappavition de
nos premiéres Notes sur les espaces non holonomes (*) dus &
MM. Schouten (*), Synge (*) et Horak (*), et aussi d'un Mémoire
de M. Hadamard *) paru en 1898, pour préciser les différences qui
existenl entre les points de vue de ces Mémoires et le point de vue que
jai adopté dans 'étude des espaces non holonomes.

Jai déjd mis en évidence ces différences dans le cas on les velations
de non-holonomie sont complétement intégrables (7), et pour saisiv
ces différences dans le cas général, supposons que nous ayons un
svstéme de n formes Jde Pfaff, indépendantes de » variables &',
oy données par les formules

3,
b 4I¢':N:\_ [T =1 T R N
~\,—

11

(') Je tiems & avertiv gque la védaction du présenl Mémoire a é1é lerminde
en avul tgay.

(%) Voir Sur les espaces non holonomes et Sur v caleal digférentiel absolu
pour les variétés non holonomes { Comptes vendus. 10 183, w2, p. 8d2
el i) ba premicee de ces Notes a3 &té amise d'étre eitée dans le premier
Mémuoire.

) O non holoronde connestons (Konwinliifhe Ahadene van N eten-
chappen te Lmsterdam. vol. 31, 1928, po -, ot Ueber nicht holonome
Uebertragungen in ciner L, (Mathematische  Eedtschrift, vol. 30, ayag,
P e,

L' Geodesies tn non holoromic xeonetry | Matenativehe dnnalve, vol. 99,
b, o 38R,

() Swr fes svsigmes nen holonomes i Builetin international de I Leadémie
de Boheme, €3 janvier rga®, p. -8}

% N des monvements de rowlement (| Mémoires de lu Société des Sefences
plovsiques et naturelles de Bordeaw., §° sécie, L 30 18g9).

)y Pedr wa Note Les trods poinis de vae dans Udtude des espaces non
fedonomes « Comptes rendus. 1SS vy, poytd.
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o les quantités A,,,; peuvent éire considérées comme les moments de
n congruences indépendantes { 1), et. en ce cas, les formes ds, sout les
arcs sur ces congruences, calculés dans la variété de Riemann, dans
laguelle les congruences ¢ .} sont orthogonales.
Cela dit, tout autre systéme de n formes indépendantes
"

» N S ;
(I&.,:l b otlr (e =1, U ..y H)

1

peut, comme on sait, s'exprimer en fonction du premier systéme, par
des formules de la forme

.
(1) s, N s
dem
.

ol les ¢! sont des fonctions convenables des variables w, A déter-
minant diffévent de zévo. Les formules (11) penvent éire encorve inter-
prétées comme une transformation linéaive et homogéne, qui permet
de passer de n formes ds, aux » formes ofs,. Ues formules délerminent
en méme lemps une transformation de congruences, car elles sont
équivalentes aux formules

Les transformations (11 forment évidemment un groupe, le groupe
linéaire le plus général et qui dépend de »* fonctions arbitraires ¢,
Considérons maintenant les transformations (11 pour lesquelles
les ¢ satisfont aux conditions d’orthogonalite

= 3
N e b - dy .
—-— T U P T4
1
Toutes ces transformations forment un sous-groupe du groupe

« . ‘ . . o onin —u) .
linéaire : le groupe orthogonmal, qui dépend de ———— fonctions

arbitraires. Ce groupe admet évidemment I'invariant

{1l oS ol - o5 Lo adsl
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qui est, en vertu des formules (1), une forme quadratique détinie et
positive, des différenticlles d'. da®, ..., do”, ¢t par conséquent
I"étude des invariants de ce groupe orthogonal est équivalent & I'étude
des propriétés de la variété de Riemann ayant comme métrique la (1):
ce fait est bien connu par les travaux de Ricei et de Levi-Uivita, car, en
ce cas, les formes ds, sont les aves sur n congruences orthogounales
dans la variété de Riemann (111).
Cela dit, considérons le svstéme forme par les n — m équations de

Plaff (') -
AN elsy o o vhii=m -, ...on)
n vertu de ces éguations, la forme quadratique () s'éert

L st oedst s oL 0 ds

TV e

ct Lon peut se demander quelle est la forme générale d'une transfor-
mation (1) gui lawsse invariants en méme temps la forme (1) et le
systéme (1N, On s'assure facilement que ces transformations sont de
la forme

' m n
oSy, ;:‘? n) ofs g —T-‘,v et elsg .
- t e _Jo "
& L0
1h } i
"l e
\) [{ A TARSES W - 3 l'“_';‘!. ll.?i,;-.
b i .-

\ N

ot les ¢ forment un déterminant orthogoual d'ordre m, les ¢ sont
quelcongues, et les ¢ sont soumises & la scule condition davoir leur
déterminant différent de zéro. Il est intéressant maintenant de voiv
comment se change la forme (111} aprés une transformation (V). et

(') Comme dans le premier Ménwire, les indices vaviant de g - n servont
indiqués par les letres accentudes A, &, 7, ro 2. 3. ¢, 6, en indiquant par les
mémes lettres non accemuées les indices variant de 1 & s, Quamt aux indices
variant de v & ny ils seront indigués en général par les lettves o, b, e d. e,
£ w v Cest @ cause de ces rois sévies dindices gue nous avons maintenu les
signes de sommation an leu dlintroduaiee Ta régle des indices répétés.
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I"om trowve sans difficuleé la formaule
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On voit tout de suite que ces transformatious ont pour etfet de
changer la forme quadratique (1D par laddition d'uon terme yui
<annule en méme temps gue les éguations (1V) et qui se décompuose
en une forme quadratique des premiers membres des équations (1V)
et en une forme linéaive & coeflicients dépendant lhinéairement des
premicres formes ds,. . ... dy,,.

Ce changement de la métrique (1) se traduit daps le cas méca-
nigque d'un systéme non holonome a hasons indépendantes du tewmps
par le changement le plus général de la foree vive du svstéme a Carde
des liaisons non holonomes. ce qui vst précisément le probléme consi-
déré par M. Hadamard. Cet auteur a fait voir que, par ce changement
de foree vive, les dgquations du mouvement du svstéme ne restent plus
les mémes, sauf le cas ou les haisons sont complétement intégrables,
et, par conséquent. le svstéme n'est pas un systéme ven holonome
proprement dit.

Ce résultat de M. Hadamard est trés important, meéme dans le cas
géumétrique, parce quil neus fait veir la diltérence essentielle gui
existe, relativement aux propridtés du groupe \ ), entre le cas o le
svstéme ( 1V) est complétement wntégrable et le cas o il ne Pest pas.

En effet. dans le cas intégrable, le systéme (IV) est équivalent &
uue famille de variétés & m Jdimensions, dépendant de n— m cons-
tantes arbitraives, et st Uon considére ces variélés comme des variétés
meétriques, avant comme métrigue la forme quadratigque (IR, les
propriétés invariantives du groupe ( \ ) sont précisément les propridtés
intrinseques de ces varidtés, ¢'est-d-dire les propridtés qui dépendent
seulement de la métrigue de ces variélés, comme sont le pavallélisme,
les géodésiques, la courbure, ete.. et Ton sait combien sont impor-
tantes et numbreuses ces propriéiés,

Si le systeme (IV) n'est pas complétement mtdgrable, et 1 Uon
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considére aussi les propriéiés invariantives du groupe V), presque
toutes les propriétés qui existaient dans le cas intégrable sont main-
tenant perdues. et Uon ne pent plus définir le parallélisme, les géode-
sigues, la courbure.

Par conséquent, pour avoir encore. dans le eas non intégrable, des
propriétés intéressantes i étudier. il faur restreindre le groupe (V)
et la maniére la plus naturelle est de supposer que les ¢ sont nuls:
¢ est-d-dive d’étudier les propriétés invariantes et leurs interprétations
géoméiriques du groupe

I‘I‘E.’u i v m*f
A

YN T TN DR TN ' RN LAY AR SUNU B

. N
—

T ol
#
'
-
by
P
'

i
b .

o les ¢, sont les éléments d'un déterminant orthogonal, et les ¢ ont
leur détermnant différent de zéro. On voit tont de suite que, pour
une telle transformation. la wmétrique (1, et par conséquent la
force vive du systéme mécanique correspondant, se modifie, comme
nous dit la formule (1N "\, par une forme quadratique des premiers
membres des équations de non-holonomie. de facon que nous avons

R

. — -~ N O & A
MY s e s o s s \ ey ey — aiveds, dls .
i
> ¥

En ce eas, M. Hadamard lni-méme a remavgué que les égquations du
mouvement du s¥sitme meécanique ne changent pas. Mais si. an point
de vue mécanigque, se restreindre aux meditications de la foree vive
par des formes quadratigues par rapport aux laisons et non a des
formes linéaires quelconques, wapparait pas assez naturel. au point de
vue groupal, la question est tout & fail naturelle. parce guelle se
réduit a létude des invariauts du groupe (VI lequel est beaucoup
plus svmétrique que le groupe (V) ear il opére séparément. d'une
part. sur les formes ds,. .. . dy, par une transformation orthogo-
nale. et, d’autre part. sur les formes ds,,_,. ..., ds, par une trans-
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formation linéaive quelconque. Le groupe (VD) dépend ainst de

pEy B — b Y

— + (n— m)* fonclions arbitraives des variables ..

?
Comme on I'a vu dans la premidére partie de ce Mémoire, le pomt de
vue adoplé par nous el qui nous a été imposé par le mede dont nous
avons attagné le probléme, est d'étudier les propriétés des variétés
uon holonomes V7, qui sont cn méme temps invariantives par rapport
aux transformations du groupe { V1Y ou. ce qui est la méme chose,
les invariants du groupe V). Ce probléme conduit dans le cas mité-
grable & une classe de propri‘tés qui sont mtermédiaires entre les
propriétés intrinséques et celles rigides de la famille eorrespondante
de vanétés viemanurennes (), mais, dans ce cas. le probléme pend
de son importance parvce que la plupart de ces propriétés passent
parmi les propriétés intrinséques, tandis que dans le cas non intégrable
¢’est le probléme intrinséque qui perd toute son importance en faveur
de notre probléme.

Nous avons la possibilité de vestreindre le groupe (M) anssi. en
supposant que les ¢f sont. comme les ¢, les éléments d'un déter-
minant erthogonal, el par conséquent. ce groupe est un sous-groupe
du groupe orthogonal { Uy el en ce cas la métrique (1 est un inva-
rant du probléme. Si nous sommes dans le cas imtégrable, les pro-
pridtés de la famille, gui sont invariantes par rvapport i ce groupe.
sont les propriéués vigides de la famille. M. Schouten, qui a généralisé
la notion de variété non holonome en introduisant les variétés non
holonomes & connexion aftine, s'occupe surtout des proprictés rigides,
¢'est-d-dive lides & la variété environnaunte, ot. par conségquent, dans le
cas des variétés non holonomes i connexion métrique, il s'occupe des
proprictés qui sont ivariantes par rapport a ce groupe, tout en remar-
quant gue certaines de ces propriélés sont des invariants par rapport
aux changements de la métrique de la variété envivonnante par une
forme quadratique dans les premiers membres des éyuations de non-
holenomie. ¢est-a-dire. comme nous Favens vu plus haut. par rapport
aux transformations du groupe V1 Au point de vue rigide, dans

¢y Fair mon Wwavail, Familles des voriétes riemonniennes | Balletin de fa
S, des Sefenves o Cligy JRovmanier, L b ™ patie. weg. po B35-108 1
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I'étude des variétés non holonomes & conncxion métrigue se sont
places ausst MM. Synge et Horak ( ') mais, & un certain point de vue,
M. Synge arrive a ume ménéralisation. car dans la recherche des
équations du mouvement dans leur premidre forme, il suppose, sans
le dire exphicitement, que le svstéme de Pfall (1V) qui représente
les haisons non holonomes. est de la forme

85 == 3 d.

ot les ¢ sont des constantes quelcongues et o t est le temps.

Itant donné le fait que les propriétés rigides sont des mvariants
par rapport & un groupe, lui-méme sous-groupe du groupe (V1D on
peut conclure que les propriétés de notre probleme sont encore des
propriétés rigides, mais non pas inversement. Ues deux problémes, le
probléme rigide et le ndtre, qu'on peut appeler aussi semi-rigide ou
semi-intrinssyue. ou méme probléme intrinséque non holonome, parce
que ¢est le seul probléme nou rigide qu'on puisse poser avec succes
dans le cas unon mtégrable (*). ont évidemment des résultats com-
muns, comme sont le paralléhisme ntérieur, les géodésigues, ete. En ce
qui concerne les résultats non communs, comme sont le paralléhsme
extérienr. le tenseur de courbure. ies équations aux variations des
eéodésiques, 1l se présente un fait sur lequel je veux insister parce
quil peat produire des confusions. En effet, on sait que le tenseur de
courbure est. dans le cas intégrable. une propriété intrinséque. Dans
le cas uon intégrable. ce tenseur n'existe plus comme propriété intrin-
séque, mais en peut le retrouver convenablemeut modifié dans
uotre tenseur i, s ot pour ke prebléme ngide dans le tenseur de
AL Schouten Ri. Ces deux tenseurs se réduisent au tenseur de
courbure proprement dit st le svstéme (IV) est complétement inté-
erable, mais ils sont diltérents dans le cas non intégrable. Dailleurs.

¢ A ce point de vae. se rattache wrssi les travanx de Fabbe lssawv, Einde
cevmdtrigue sar in courdure des peendo-surfaces Bull, de la Soc. math. de
France, T, 18333, p. X el Etwede sur le spsewdv-sur jaces en general |
g Vouwvelles Annales de Watdematiquss, §° <driel L L wgor po 230

(1 Dudr wasst mon trvail, Sur gucl@ues poinis de fa théorse des espaces
non Aolonomes  Bad. Fac, des Neveaces de Cernaute, vol. V| 13y, po a=m,
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tous les deux méritent. par certaines de leurs propridtés, d'étre appelés
tenseurs de courbure de la variété non holonome. et seulement si'on
veut que la courbure soit une propriété le plus intrinséque possible,
on peut préférer notre tenseur A o

Un fait analogue se présente si I'on veut définir un parallélisme
autre que le parallélisme intéricur qui transporte des vecteurs inté-
rieurs au long des chemins intérieurs. Pour le probléme rigide, on se
sert du parallélisme de la variété riemannienne envivonnante, tandis
que, dans notre cas, ce parallélisme est envisagé comme propriéic du
groupe. et nous avons seulement la possibilité de transporter un
vecteur intérieur le long d'un chemin extérieur et inversement. et de
plus, ce parallélisme est un pavalléhisme de Weyl, cav il ne conserve
pas la longueur. Cela explique pourquot, si I'on transporte un vecteur
intérieur le long du pentagone infinitésimal de V), les varations du
vecteur transporté s'expriment & aide de notre tenseur de cour-
bure (') si en transportant le vecteur le long du cinquitme coté du
pentagone. on se¢ sert de notre parallélisme. et ces variations s'expri-
ment, au contraire, a I'aide du tenseur de courbure de M. Schouten
si I'on se sert pour le méme but du parallélisme li¢ & la variété envi-
vonnante, comme I'a fait voir M. Horak (*).

En ce qui concerne les équations aux variations des géodésiques
d'une variété non holonome, données dans la premicre partie. la
question a é1é traitée aussi par M. Synge, mais étant donnée la géné-
ralisation dont nous avons parlé plus haut, les résultats sont trés
différents.

Nous avons mix en évidence lex différences entre les divers points
de vue adoptés dans I'étude des variétés non holonomes, en consi-
dérant certains groupes de transformations de formes de Pfaff: mais il
est & remarquer que les auteurs cités entrent dans leurs études par des
voies différentes et par des méthodes aussi différentes. ce qui rend
trés difticile la comparaison détaillée des résultats (7).

i1 Vodr ma Communicatton aw Congres de Bologne (rgad), Paralleiisme et
courbure dans wwe variéte non holonome, vol. ¥ p. 61,

21 Sur la courbure des varidtés non holonomes ( Comples rendus, . 1871,

v En cequi concerne le calewl dilférentiel absolu des vongruences dont nouns

Journ. de Math., tome X1, — Fasc. IT. w3 16



122 G. VRANCEANU.

Avant de terminer cette lntroduction je crois devoir dive ici quelle
est, d'aprés moi, 'importance géométrique de I'étude de notre pro-
bléme. Enpremierlieu, c’est I'étude systématique d’un groupe linéaire
infini de transformations de formes de Pfaff, ou, ce qui est la méme
chose, de transformations de congruences, méthode qui peut &tre
appliquée aussi & I'étude d’autres variétés, comme sont les variétés
de Riemanan, les variétés d’Einstein, qui admettent un parallélisme
absolu, etc. En second lieu, ¢’est I'intreduction d'une variété qui n’est
pas isotrope par rapport au parallélisme, c'est-d-dire qu’elle ne se
comporte pas de la méme maniére dans toutes ses directions. Par le
fait qu'clle est partiellement & connexion affine, elle ne reuntre pas
parmi les variétés & comnexion affine de M. Weyl, mais se rattache
plutdt aux variétés & connexion affine plus générales introduites par
M. Cartan (").

CHAPITRE 1.

PARALLELISME EY COURBURE.

D. NOUVELLE DEMONSTRATION DES FORMULES FONDAMENTALES. — Nous
allons donner ici une nouvelle démunstration des formules fondamen-
tales d'une V), beaucoup plus simple que celle donnée dans le pre-
mier Mémoire et provenant d'une maniére plus directe de la définition
du groupe non holonome. Cette démonstration a aussi ’avantage de
mettre en méme temps en évidence le caractére tensoriel des conditions
d’intégrabilité des congruences de non-holonomie et des congruences
fondamentales.

Soit donné un systme de » congruences indépendantes {2,)
(a=1,2,...,n)dvs n variables x', &*, ..., ", ayant comme para-
métre les 2/ (f=1,2,...,n) et comme moments (réciproques du

nous servons dans notre étade, il faut citer, en dehors des travanx cités dans
Ulatraduction du premier Mémoive, les Notes suivantes de M. Cisotti 1 Perica-
stenee intrinseca nel caleole diferenziale assoluio. Mia -1 { Read. dei Lineed,
vol, 27, 1™ el 2 sewesives 1 ®, po 38 et ),

(") Poir K. Carray, Sur la representation geométrique des svsiémes niats-
riels non holonemes. Lttd del Conpresso of Bologna. 1ga®, vol. VI p. 233,
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déterminant formé avec les 7)) les quantités 2, ;, et considérons une
transformation qui fait passer des congruences (&) aux autres con-
gruences (7. :

»
‘l‘\' . T. :E "‘ﬁ )\Jy

by

ot les coefficients €8 sont des fonctions des & & déterminant différent
de zéro, pour le moment guelcongues. Ces formules peuvent étre
résolues par rapport aux ¢ :

"

‘,,“'\ L,,_T

el si on le dérive intrinséguement dans le systeme des congruences(4),
on obtient lex formules

o el N ¢ -I-J_"v Wm«. L5 Uy
i s T i ( i b ok o e "

%
l.e deruier terme de ces furmules peut s'écrive, en vertu de (1) et des
dérivées premicres des relations qui existent entre les paramétres et
les moments,

N

- T T ~ '..j i
‘3 el b 2 = — m"f g dd
. ! i dad

X H

St l'on chauge mamtenant dans les formules (1) b avec ¢, et si l'on
fait la dillérence des résultats en lenant compte de la définition des
quantités a?_:

"
. L 5 d‘[ <~
[ D L YN
B s i l) ¥ b

v

nous arrivons aux formules smivantes :

dl deg —
N -ooe T —\' Wi o —‘V wil. ed,
s, dsy, a“ 5 ) i
1 1

qui sont valables quelle que soit la transformation des congruences(1)
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et constituent la loi de transformation des quantités wy, et v, qui
jouent un role trés important dans le calcul différentiel absolu des
congruences.

Suppesons maintenant que la transformation (1) appartienne au
groupe non holonome

H

\ b § —_—?I ’fﬁ, [N
: 1

et

() N
TR TTT e

| .l . s
Fan —2‘ f'»} IS
LITIEE

c’est-d-dire que les ¢, satisfassent aux équations

2ax

w B you ks b
(3 o oy RTATTRE G == ey b WL o
13
r 15,: 4;,: U

En ce cas, lesformules( »)se décomposent en six groupes diflérents,
d’aprés les valeurs des indices a. f, ¢ qui peuvent &tre égaux ou infé-
rieurs & m, ou supeérieurs a m.

1* Tous les indices a, b, ¢ sont inférienrs ou égaux & m. Les for-
mules (2) s"écrivent sous la forme

i dar

' ]
" dejy,  dey Q0 sl i R Laa
) ‘ = wigeh ey — W ey,
(2 . & R ] :IJ LY

%3
] !
ol toutes les sommations sont élendues seulement de 1 & m. Si P'on
dérive les premiéres formules (3) par rapport aux s, ({<m), on peut
résoudre les équations ainsi obtenues et les équations (2"), par

x
e ey - N
rapport aux dérivees - ',sf’, etl'on obtient les formules
e o
o ‘zit‘;j —% b ,..’ N 10
A4} dsy _ﬂzfﬁ Chad (303 "‘1 (xCh
v

qui sont précisément les premiéres formules fondamentales (3o, 1),
les vy étant les coefficients de rotation de Ricei des congruences (1).
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lis sont liés & w}, par les formules connues

(3 = Npiy— Yo ';'“--l- m’?-l—-:n‘r‘ —!-li-)
A Wiy == Yats — Vhits Yaisr == ~n(‘ Ar T Wy Ak

»* Les indices a, b sont Im, ct l'indice ¢ est supériecur & m. Les
formules (2) s'écrivent en ce cas, & cause des derniéres équations (3),

n "
. el “
e 11"“2%2 wis-cl "i—“ Wik

[TEND 1 1

et conslituent les formules fondamentales (31, ).
3* Les indices ¢, # > m et ¢ <m, on vbtient les formules fondamen-
tales (3. D

m K]
N AN 'ﬁ‘ A J S“ P -
(LN dw o N - n_x‘-ual:i—— Ay R
N .
1 3 m -| ne+t

1 Tous les indices sont supérieurs s, et 'on a les formules (33, 1) :

n

. des » dey N - S N o
v v e \ wy el el =N a¥e
tl's,r ds;» ﬁ:‘ 'S N N annd -
EEES el

qui ne sout résolues gque par rvapport aux diftérences des dérivées
ntrinséques, ct nous avons vu dans le premier Mémoire que ce fait se
traduit par l'impossibilité d'obtenir d'un tenseur extéricar un tenseur
dérivé par dérivation tensorielle extérieure.

3 L'indice a est supérieur & m et &, e<m. Dans ce cas, les for-
mules (2) nous donnent les formules (27, I :

N~ W n
- RN —& &k N X W
X :
1 n--1

qui nous disent que les v, sont les composantes d'un tenseur du
troisi¢me ordre, deux fois intérieur et une fois extérieur direct.
6 L'indice a<m et &, ¢ > m, on trouve les formules

” m
. L — . . -]

i ‘,\. Wiy .ﬁ:;-— ‘/\ n‘%-,-r'; == 0.

A 5 . . "

LU 3
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qui expriment que les wi,. sont les composantes d'un tenseur du troi-
siéme ordre une fois intérieur et deux fois extérieur indirect.

On rappelle que nous avons appelé tenseurs extérieurs directs
ceux qui se changent pendant une transformation (2'), comme les
moments 7., ou bien comme les difféventielles des arcs des con-
gruences de non-holonomie

1]
L .
olxy ::}‘ b oo,
ol ;

v

et tenseurs extéricurs indirects, ou inverses, ceux qui se changent

. .. . ‘ . . s . . du
comme IES‘ rarametres I‘\"~ . O hll‘" comnie I‘ES dE‘l‘l\"E‘R‘S mirnseques
'3 sy

« étant une fouction quelcongue des variables &' 03, ... 2" qui se
changent. par la (2" d'aprés la lui

e ~ - elu
! — :Li\ \"&v "
o5 e als-

Fo ]

[

ot les ¢ sont les réciproques du déterminant formé avec les ¢}

Par conséguent, les notions de direct et inverse dans le caleul difté-
rentiel absolu des congruences correspondent respectivement aux
notions de contrevariance et covariance de caleul diflérentiel absolu
des coordoundes. (Test seulement pour ne pas créer des confusions
que nous avons cru devoir introduirve ces dénominations nouvelles.

2. L SECONDE FORME FONBAMENTALE D'USE V7 (') — On a vu dans le
premier Mémoire que st Uon fait une transformation de con-
gruenees (1), les différentielles des aves des congruences ( 2.), qui sont
données par les expressions

N
() ofs, :2 P e,

i

vy bodr aussi wa \ote Secenda formua quadratica fondamentale di una
varieta unolonoma od applicazioni (Bend. dei Linced. 8¢ série_ vol. 8. w8,
™ nitiy ).
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subissent [a méme transformation
Y
di.:E_ et udsi,

&
1

d ot il en résulte que la quantité
(8 A= ST - 83 - s,

est un invariant du groupe non holonume (3), invariant appelé la
métrique de la variété non holonome, ou la premiére forme fonda-
mentale, parce que si I'on se donne un point I’¢e!, &%, ..., ") et un
vecteur infinitésimal intérieur, partant de ce point, individualisé par
les valeurs de dy,. dy,. ..., ds,,, la longueur ds de ce vecteur vst donnée
par la formule (8). Considérons maintenant un point I, infimiment
voisin 4 ' et obtenu de P, par un déplacement extérieur  la variété;
par conséquent ses coordonnées peuvent s'éerire sous la forme

"
Ny e e _; Sh Ry
Fary
M-

on les 3, sont 4 Lraiter comme des constantes infiniment petites.

On peut se demander quelle est la vaviation de la métrique (8) dans
le passage du point P au point P'. Pour trouver cette variation, on
remarque que dans I’ nous avons

n
. . O - "
(Bl Js,,::\ by il
i

’

1

ct si l'on Lient comple des formules (), les moments 7, ; s'écrivent,
abstraction faite des termes du second ordre dans les s,

. - N ey,
fpi=— by i~ [ \' g ™ (AR
dh" A ; LN
LT | 1

De méme en différentiant les formules (g) ct en tenant compte du fait
que les =, sont & traiter comme des constantes, nous avons

n n
. RN
e —= i Sp L,
.2&,,- }d, W l);l""

-l ]
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et par conséquent en négligeant des termes du second ovdre dans
les g, les formules (7') s’écrivent

n ]
P i~
ofs, = s, —~v :: 2 ";:.' f. o ~~I.., ’ th’}
'n i » a
b= b ]

Ll suftit de tenir compte maintenant des éyuations gui relient les para-
métres avec les moments et du fait que le déplacement (ds) est inté-
viewr, pour donner a ces formules la forme

2 My
. " %
o 8 2z efsy --~‘,\ . ?m Sp Wy e
.- ] IR | 1
()
bl £
. N s R
sy = o —;——‘,v ) \ R EREE LS

i RS
En vertu de ces formules, nous avons

{u) dsP oL dsi == dst - L0+ dsE, - '\ \ wh el dsy
(SLN 1 m t " - dm P L
P

et si l'on tient compte que

A PR
Wiy - “&,.—— CRE T TR TS Vo kG

la variation de la premiére forme de la V), est donnée par Uexpres-
sion suivante :

H] L2
v )
: K] - _ .
1en ) i Ix TR —— n\g;‘ul'.u\miﬁ.
q. b y < b -3 - b < X, ] .

"o~

i

La forme ¥ peut évidemment s’appeler, par analogie avec les variétés
de Riemann, la seconde forme foudamentale de la variété non helo-
nome V2 et U'on voit quelle se compose d'une forme linéaire des
n — m formes quadratiques 3., chacune de ces formes correspondant
a une des congruences de non-holonomie de la variété (*). Que la
forme J soit une invariante du groupe non holonome, cela résulte du

(¥) En ce qui concerne la forme o dune \,,, vorr Flie Cartan. La Geoneé-
trie des espaces de Rienwann { Mémorial des Seiences mathématigues. tase, W,
D, ploan
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lait que les quantités v, ;. sont les composantes d’un tenseur du troi-
sitme orvdre (G0, ).

Ce tenseur. qui sera appelé tenseur de la seconde forme fondamen-
tale, peut étre retrouvé aussi comme conséquence des formules fonda-
mentales de la variété non holonowe. En ellet, pour trouver les for-
mules fondamentales (), nous nous sommes servi des premiéres
dérivéesintrinstyues des équations d'orthogonalité des c;. Considérons
maintenant les dernidres dérivées intrinséques de ces équations:

Oy —5—
—\ dse ¥ sy ™
1

::;' (E"_ﬁ 4t )_

Or, si Uon élimine les dévivées intrinséques des ¢} a 'aide des for-
mules fondamentales (3), nous arrivons sans difficulté aux formules

Fz‘.h; v;f ': '; =Ur e

qui nous disent précisément que les quantités v, sont les compo-
santes d'un tenseur du troisiéme ordre, deux fois intérieur et une fois
extérienr mverse.

Si le tenseur v, 4 est zéro, la seconde forme est identigquement
nulle et la V' est totalement géodésique ('), c’est-a-dire que ses géo-
désiques sont aussi des géodésiques de toutes les varictés de Rie-
mann \,. ayant les métriques (1), dans lesquelles la V' peut étre
plongée.

H est évident que lexistence de la seconde forme entraine pour
le V7 la posaibilité de délinir des lignes conjuguées, comme les
lignes o et < qui satisfout aux équations de non-holonomie (I'V) et aux
n — m $quations suivantes :

Mo
AN . I5s B8 —
Vo ag 83 W=,

LN
v

mais ces égquations nent de solutions pour n > 3m — 2 que si les

hy Poer Do AL Scuovvey, OUn non holonomic connexions, déja cité, p. R,

Journ. de Math.. rome XLE. - Fase. L., 193}, 17
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secondes formes g, ne sont pas indépendantes ('1. Quant aux varidtés
asymplotiques de la VY, elles seront évidemment formées par les
lignes conjuguées avec elles-mémes.

On peut appeler lignes de courbure de la VT les congruences fon-
damentales qui réduisent la seconde forme & une somme de varrés. et
évidemment ces congruences n'existent pas en géuéral. st m<n — 1.

3. QUELQUES FORMULES RELATIVES AUX VARIETES X CONNENION AFFDNE. —
Pour introduire et pour étudier les diverses propriétés d'une varigté
non helonome. nous nous sommes servi, dans le premier Mémore, de
Fanalogie avec les variélés riemanniennes; mais cette analogie nw'est
pas suffisante pour étudier toutes les propriélés des V7. car ces
variétés sont plas complexes que les variétés riemanniennes. et il faal
nous servir aussit de Fétude des variétés & connexion affine, et, dans ce
but. je donneral ict guelgues formules relatives & une variétd & con-
nexion affine rapportée A un systéme de congruences. formules qui
nous seront utiles dans la saite ().

On sait gqu'un espace a » dimensions (2. &%, (... &) est & con-
nexion afline. st nous avons dans cet espace n® quantités [, fonctions
continues et Jdérivables des .. lesquelles, aprés un changement de
vaviables. se changent selon la loi de la connexion afline. Cette
connexion affine est svmétrique s1 les coeflicients de la connexion
aftine I'}; sont symétriques par rapport aux indices inférienrs et en ce
cas espace est dit encore sans torsion. Dans le cas général. Uespace
esl avec torsion et les quantités

Ti=ry— T
sont les composantes de la torsion de Pespace. ©t en méme temps elles
sont les composantes d'un tenseur du troisi¢me ordre deux fois cova-

riant et une fois contrevariant.
Suppesons maintenant que dans cet espace nous miroduisions un

¢ Vedr, pone le cas intégrable. ma Note Nar findépendance des sevondes
Jormes fondameniales dwne N, ( Brelletin de fe Facullé des Netences de Cer-
areedy, vol, P fase, 2w, po 316,

£ 060 Lo . Eisexpawr. Yewr riceanmien Geometrv. New-Yorkl ween,
P e



ETUDE DES ESPACES NOX HOLONOMNES. 3

svsiéme de a congruences indépendantes (). Avec ce systéme nous
pouvons construire les coefficients de Ricel généralisés

13 .nw\ (Uhe "«“m* e )1;152
e
L im
qui sont des invarianis par rapport aux changements de variables a2
mais 1 l'on fait une transformation de congruences {2), ces coefhi-
cients se changent d’aprés les formules

5

.. ded e
P pd ERLN e T cn»«v Vo Toan
s, —, .. i,

i

Cees formules constituent la loi de transfurmation de connexion affine.
pendant une transformation de congruence et les v, s"appellent les
coeflicients Jde la connexion affine dl.m\\ le systénre de congruence \ 4.).
Ces ceeflicients v, sont complétement détermmneés, des qn'un se
donne les coeflicients U, et les congruences { 2). Inversement, s1 dans
une certaine variélé on peul associer 3 un certain syslenm de
congruences () un svstéme de #° quantités v}, . invarnantes par rap-
port aux changements de variables et se transformant pendant une
transformation Jde congruences d’aprés les formules (37). la variété est
& connexion atline, et toutes les propriétés de la variélé se peuvent
exprimer a laide des coeflicients v, . La torsion de Ia vanié&é a

comme composauntes dans le svstéme de congruences { 2) les quantités

B . “ e~ ~T~ e -
] Y TN F e ™ o
L ,55,*— . ] Ty LSS W A —f e T f.a.‘w haniLLIE VI
N i
B

et par conséquent Uespace est sans torsion si les différences des v
satisfont aux conditions

~ - —
P2 o YOS

#i

ot les quantités ui sont données par les formules (17

Pentagone infinttéstmal . — Sil'on constdére deux déplacements P}
et PR partant d’'on méme point P, avant comme compesantes d,.
efse. ... ds, el 35, S5, ..., 3s. et si lon transporte par parallélisme
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le vecteur inhinitésimal PQ le long du vecteur PR et inversement, et
si Uon indique par RT et QS les vecteurs anst obtenus, les compe-
santes du vecteur ST, que nous indiquons par As. (a=1.2, ..., n),
sont données en fonction de la torsion de la variété par les formules

k1
e v N
W As,=— % 5 dsins
R

»

On voit que le vecteur ST est nul si la variété ext sans torsion el en

ce cas la ligare PQSR sTappelle. comme il est bien connu, paralléle-
gramme infinitésimal de la variété.

Si la variété est avec tersion, la figure PQITR est un pentagone
mjinttésimal, ou le cinquitme cité ST est un wliniment petit du
second ondre par rappert aux aulres oites.

4. PARALLELISNE EXTERIEUS QU PARALLELSNE DE WENLDONE V. — U a
vu dans le premier Mémoire 'importance des formules fondamen-
tales¢ 3). (3) et (6) pour la dérivation tensorielle dans la V7. SiTon
compare ces formules avec les formules (3™, 1l en vésalte tout de suite
que les quantités Yoo, wi,, wi, sont les coeflicients d'une connexion
affine dans le systéme de congruences (), et ces formules nous
expriment précisément la loi de transformation de cette connexion.
quand on fait une transformation de congruences apparienant aw
groupe non holenome (3). De e fait, il ne résulte pas que la
variété V2 soil une variété i connexion affine proprement dite, car
notre connexion affine rest pas compléte, précisément & cause de
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I'impossibilité de résoudre les équations (4') par rapport aux dérivées
intrinséques elles-mémes.

Nous savons comment 'existence d’'une connexion affine entraine
non seulement la possibilité de dérivation tensorielle, mais aussi la
possibilité du transport par parallélisme et 'on a vu dans le premier
Mémoire comment, & I'aide des coefficients v,., on peut transporter
par parvallélisme un vecteur intérieur le long d'un chemin intérieur
aussi. Ce parallélisme est un parallélisme dans le sens de Levi-Civita,
car il conserve la longueur du vecteur transporté, et il a été obtenu
par une méthode analogue i celle utilisée par M. Levi-Civita dans le
cas des variélés ricmanniennes. On peut 'obtenir maintenant a l'aide
de la formule (4}, car en vertu de cette formule les quantités

m
e tehvyY — dn"t,}——\,‘ “at O S (=, 2. ....m})
e .

| ot les v, sont les composantes invariantes d’un vecteur intérieur et
les d¥' ({<m) sont les composantes d’un déplacement infinitésimal
wmtéricur | sont les composantes d’un vectenr intérieur et, si ce vecteur
est nul, on dit que le vecteur (v) a été transporté par parallélisme le
long du chemin (ds;).

Il sagit maintenant de faire voir les transports par parallélisme,
quon peut faire & l'aide des autres cuefficients de la connexion
aftine o, et af,. Pour cela. on remarque, en premier lieu. que les

quantités
" L
‘ N
fua) (v = ey — \ N ) wf,- sy
F e
¥ 21

[ ot les v, sont comme toujours, les composantes d'un vecteur inté-
vieur et les ds;( > m) sont les composantes d’un déplacement exté-
rieur & la V'] sont les composantes d’un vecteur intérieur et, sive vec-
teur est nul, nous dirons que le vecteur intérieur (v ) se transporte
par paralléhsme le loeng du chemin extérieur (ds,). Ce parallélisme ne
counserve pas la longueur du vecteurtransporté. En eflet, si I'on diffé-
rentie la formule qui donue le carré de la longueur du vecteur (v, .

S S .
S R N
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et si I'on tient compte des valeurs des dv,, tirées des formules (12)
égalées i zéro, uvn trouve

am 1]
. . Ly
(AR vl v— - ‘) ; Ve gn Ve rlﬁ".
VIR T F.
' »e-t

olt vy, st le tenseur de la seconde forme fondamentale de la V.

Il en résulte ainsi que la longueur du vecteur (v,) ne peut ditre
conservée pendant le transport, quel que soit le vecteur transporté et
quel gque soit le chemin («s;), que si la variété V! est totalement géo-
désique.

Cherchons maintenant la variation de l'angle § de deux vecteurs
intérieurs (v) et («) pendant un transport extérieur. Si nous indigquons
par 0 + o0 Uangle de ces deux vecteurs dans la position finale, nous
avons la formule

i

i .
,\. {hen— o ey, — o e
i,
1

£ -7
cosy —d fr= ;
i —d wyee — d'v)

]

u et ¢ étant les longueurs de vecteurs, et si nous négligeons les termes
du second ordre dans Uopératenr d', on obtient

g »
< e e ' \ Fof w of 0" ,
—sim Fd = — Y% v v mdyy — | — ‘lrm@ 9.
N ol v ) - [ L
[} W

Cette formule, qui est symétrigue par rapport aux vecteurs (u) et (v,
se réduit & une identité seulement dans le cas ou les vecteurs ont la
méme direction ou des directions opposées; dans tous les autres cas
elle nous permet de tiver «'0, valeur de la variation de I'angle 0, et
cette variation est toujours nulle sila V) est totalement géodésique.
Par conséquent les angles sont conservés si les longueurs sont
elles-mémes conservées. Si les secondes formes 3, de la V7 sont pro-
portionnelles & la premiére, I'angle de deux vecteurs orthogonaux est
CONSErve.

Pour trouver le transport par parallélisme, qu’on peut obtenir avec
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les coefficients w{.,. considérons les expressions

w ow
(1) O «21 2 . wl vV,
L] L

ou les ¢ (&> m) sont les composantes d'un vecleur extérieur direct
et (o) est un déplacement intérieur. On trouve sans difficulté qu'en
vertu des formules fondamentales (6. ces expressions sont les compo-
santes d'un vecteur extéricur direct et, si ce vecteur est nul. nous
dirons naturellement que le vecleur extérieur (+*) est transporté par
parallélisme le long du chemin intérieur (ds,) et ce transport est
évidemment aussi un lransport dans le sens de Weyl, car pour le
vecteur (+*) il w'existe pas dans la VY la notion de longueur( ).

En résumé. nous avons dans une variété V' un parallélisme inté-
rieur daus le sens Levi-Civita et deux parallélismes extérieurs dans le
sens de Wevl et qui permettent de transporter un vecteur intéricur le
long dun chemin extérieur et inversement. Ce que nous r'avons pas
dans une N7, c'est un parallélisme permettant de transporter un vecteur
extirienr au long d’un chemin également exterieur.

. LCIRCEITS INFINITESINAEX BANS USE V'L — Pentagone infinitésimal de
la V' — 11 $"agit de faire voir 1ci gue la connexion intérieure, déter-
minde dans une variété non holonome par les coefficients vy, n'est
pas svmétrique, c'est-a-dire que la V) est, au point de vue de la
connexion intérieure, une variété avec torsion. En eilet, considérons
deux déplacements PQ et PR. tous les deux intévieurs a la V. Si
Fen transporte par parvallélisme intérieur chacun de ces vecteurs PQ
et 'R le long de Tantre, et si l'on indique. comme dans la figure 1,
par RT et QS les vecteurs tous deux intérieurs ainsi trouvés, le vec-
teur ST, qui ferme le parallélogramme counstruit de cette maniére. et
qui a comme composantes les quantités (6"), est en général diflérent
de zéro; car si ['on calcule les composantes de la torsion de la variéré

1) Dans ma Communication au Congees de Bologne, déja citg, ke paraflélisme
extérienr s'oblient par la coudition que le parallélogramme infinitésimal  Jdéter-
wine par un ooté intérieur et wn cotd extérieur =oil fermé,
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& 'aide des formules (37) et si I'on tient compte que pour le parallé-
lisme intérieur nous avons les positions

() Shed T Vhils Ve = 0,

ou trouve pour les composantes du vecteur ST, daus ce cas, les valeurs

]

. Ot i N
(!I ) A.\‘;‘:: LN .l\\‘,;':\ \\‘ng’.\‘iu\‘_:‘
d&f
'

el par conséquent ce vecteur est extérieur a la variété nen holo-
nome V. et ne peut &tre toujours nul que siles équations de non-
holonomie de la variété sont complétement intégrables.

Purallélogranune infinitésimal de la \'. — En ce qui concerne la
connexion afline extérieure de Ia V', due aux coefficients wf, et u?

c'est une connexion symétrique, comme on peut s'en rendre comple
en constrwisant un  pavallélogramme infinitésimal sur deux vee-
teurs PQ et PR, le premier intéricur et le second extérieur. et avant
comme composantes (s, dsy, . ... ds, et 35, ., . ... 355 Si on tient
compte des relations

1 v et [0S, B— Ay A an —
o BT WV Chr g TR O AT W CheTT

on voit facilement que toutes les composantes (37} de la torsion sont
nalles, et par conséquent le vecteur ST est nul aussi. En résumé. nous
avons dans une V! deux ligures élémentaives construites a aide du
parallélisme, un pentagone infinitésimal ayant un seul ¢oté extérieur
et un parallélogramme ayaut deux cdtés intérieurs et deux cotés exté-
rienrs.

6. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES TENSEURS PRINCIRAUX. — Nous allons
faire voir maintenant que si l'on transporte par parallélisme un
vecteur intéricur quelconque le long du pentagone infinitésimal de la
V7, les variations de ses composantes s'expriment & 'aide du tenseur
principal 7, , et si on transporte le méme tenseur le long du paral-
lélogramme infinitésimal de la V. les variations des composantes
Jexpriment a 'aide du tenseur principal vy, .. Ce fait nous donne
une interprétation géométrique remarquable de ces denx tenscurs et
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nous permet en méme temps de les appeler, par analogie avec ce qui
se passe dans le cas des variétés riemannicnnes, tenseurs de courbure
de la variété non holonome VZ': plus précisément, le premier sera
appelé tenseur de la courbure intérieure et le second, tenscur de la
courbure extérieure ( ').

Supposons en premier lieu qu’au point I® de la figure 1, nous ayons
un pentagone infinitésimal PQSTR de la VY et un vecteur intérieur
(), avec les composantes v,, vy, ..., v, Ue vecteur transporté parv
parallélisme intérieur le long de la ligne PQS arrive en S avec les
composantes v, + diy, -+ ov, - odv,.

Le méme vecteur (+) transporté le long de la ligne PRT arriveen T
avec les composantes v, + oy, - dvy, + doey,. S le point T coincidait
avec 3, les dilférences des composantes de ces deux vecteurs, dans les-
quels est transporté le vecteur (v) par les deux chemins ditférents POQS
et PRT. seraient données par les formules

e
N -~ Wl
R Oy Gefvy — of G — — \ i Ve el 08,0

t

qui ne sont que la traduction, dans le systéme de congruences (), des
formules bien connues de la géométrie rviemannienne et les v, ;. sont
les coefficients & quatre indices de Ricei relatifs aux congruences fon-
damentales

L]
Ao dywe

INERI S )
' ds, sy a—h
t

Shey W, = Vaae Vad — T Vabe)?

matis. dans notre cas, le vecteur ST n'est pas nul et a conune compo-
santes les quantités données par les formules (g) et. par conséquent,
pour faire les différences des compusantes des vecteurs d'arrivée en T,
il faut transporter le vecteur g est en S le long du chemin extérieur
ST vt U'on arrive en T avec le vecteur

va-— vy =- ovy - gdvy; — X {vs — dvs - 6va— Gdhg),

Ltant donné le fait que nous négligeons les infiniment petits du

VY Vedr auzsi mon travail Familles de variétés ricmanniennes, déja ciis,
3
Jowrn, de Math.. e XL — Fase D wif. ]
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troisi¢me ordre, le seul terme qui s'ajoute ainsi est le swivant :

rer H e L]
N " : ‘
A =% N 0 A =N N W al codsas.
i ;. i TN < e
1 Rped f ngoaeg

et il en vésulte que les différences des composantes en T, des deux
vecteurs transportés de (+) au long des chemins PRT et PQST, du
pentagone infinitésimal de la Vi, s’expriment par les formules

£ 4
() Wy = G dfes— o a1y =4 Avgrim - v i o oS 05,

L

ou 'on a posé, comme dans les formules (4o, 1)

(3
R

Supposons maintenant gue la tigure 1 soit le parallélogramme infi-
nitésimal de la V7' et par conséquent le vecteur P'Q soit intérvieur et
le vecteur IR extéricur i la variété. En ce cas, les différences des com-
posantes des vecteurs obtenns en T=S§, en transportant le méme
vecteur (v) au long des chemnuns P'QT et PRT, s'expriment par les
formules

W= O dvy— of dea,

otiil faut tenir compte que o signifie un transport intérieur et ¢ un trans-
port extérieur, et nous avons
" n i ey

"l .Y u"“‘,r‘,u T -
ﬁu’t‘_:g:\ \ | 2 e ; VU e Yaia R Vg ol g, |
ety sd | el - A : #

1 b ]
n L] [ A e ™ N
I\ KOy O : N -
of Gvy == \ ‘,’b | e X Nk ‘n“ﬁ,a -+ & tﬂ‘gl-.u*:-% .
i s N F- o
1 m-el 1 Fegie§

et si 'on fait les dilférences, on trouve les formules cherchées

»

heg
. AR N :
=N N v e ds S
ot i,

t L3N

(1)
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o les w,, . sont les composantes du second tenseur principal
données par les formules ( 4o, 1.

Les formules (1 4) et (14') nous donnent aussi les variations des com-
posantes du vecteur (+), si on le transporte par parallélisme le long du
pentagone infinitésimal PQSTRP et le long du parallélogramme infi-
nitésimal de la V ", pourvu qu'on suppose comme d’habitude que les
opérateurs dd et 53 sout zéro( .

Il est claiv qu'en général la longueur du vecteur {v) n'est pas con-
servée le long des civenits infinitésimaux de la V7, car chacun de ces
cireuits a des parties extérieuves & la variété et, par des caleuls assez
faciles, on trouve les formuules snivantes :

! "y n ik
| ~ .
L r@e=N w@e 0 N N e nEe eeds O
| a5, d‘:l dhi »
L e g ] red--
[ B E N
2ad L] )
. -l . ol ] .
, cd ":\ Rt ey - -N \ Cyrii e V8 0 08, i 5.
| - ), - ~iru
5 ' [

ou les v ,; , sont les composantes du tenseur dérivé du tenseur de la
seconde forme.

Nous allons chercher maintenant la variation de I'angle de deux
vecteurs intéricurs (u) et (¢), partant d'un méme point l", quand le
vecteur () est lransporté par parallélisme le long du pentagone inlini-
tésimal. Eun indiquant par ¢ Uangle des vecteurs («) et (¢) et § 4 00
langle des vecteurs (u) et (v -+ «®v), nous avons la formule

.
Eh Wa vy - W0

oo T s V) = ‘
w{e vy

et en négligeant les termes du sccond ordre dans 'opérateur 2, on
trouve

L
- . \ W
ey — 85 - »-\ u;,mu,-—rmﬁ -
e [
1

(') Voir T. Levi-Cinira, Leziond di Calcolo differenziale assoluto, rac. dal
Dott. F. Persico. Boma. Stock. 1923, p. 135,
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Cette formule, dans laguelle on doit mettre au lieu des M, et (v
leurs valeurs données par les (14) et (13", nous donne la valeur de @
(sauf le cas oui les directions des vecteurs coincident et la formule est
une identité) et constitue une formule analogue a celle de Pérés pour
les variétés riemanniennes (‘). 51 les vecteurs (u) et (¢) sont ortho-
gonaux et ont comme longueur 'unité, et si les directions d et 5 coin-
cident respectivement avec les directions de () et (), la formule (14"
peut s'écrire

m

] ‘ 5 u
= R eV eV U
ds os Zimr )
]

et l'on peut dire que le second membre de cette formule représente la
courbure en I’ de la facette plane, formée par (¢) et (#): mais il est &
remarquer gu'en général cette formule n’est pas symétrique en (u)
et (v). D'une manicre analogue on peut trouver la variation de l'angle
de deux vecteurs dans le cas du parallélogramme et ['on trouve la
mdéme formule (147 avec @ changé en .

CHAPITRE 1.

EQUIVALEXCE ET APPLICABILITE.

7. Lks coxormions p'EQUIVALENCE pE DEUX V™. — Nous avons intro-
duit jusquici, dans I'étude d'une variété non holonome, cing tenseurs
et précisément deux tenseurs du quatriéme ordre: le tenscur de la
courbure intérieure et le tenseur de la courbure extérieure et trois
tenseurs du troisiéme ordre: le tenseur de la seconde forme fondamen-
tales, le tenseur d'intégrabilité des congruences fondamentales et le
tenseur d'intégrabilité des congruences de non-holonomie. Parmi ces
cing tenseurs, le dernier tenseur seulement est lié & la non-intégra-
bilité des équations de non-holonomie de la variété, dounées par les
équations ( IV) : c’est-a-dire que si ces équalions sont complétement
intégrables ce tenseur est identiquement nul, les autres quatre tenseurs
peuvent étre différents de zéro. Il est 4 remarquer aussi que si nous

() Vodr T, Levi-Civira. deéji cité, p.origeaad,
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sommes dans le cas intégrable, el si par conséquent la V' se réduit &
une famille de variétés riemanniennes dépendant de n — m constantes
arbitraires, le tenseur de courbure intérieure est, pour chaque sys-
teme de valeurs données aux constantes, le tenseur de courbure de la
variété de Riemann V,, correspondante, et ¢’est le seul tenseur qui nous
fournisse une propriété intrinséque de la famille, les trois autres ten-
seurs, de la courbure extérieure, de la seconde forme fondamentale et
d’intégrabilité des congruences fondamentales nous fournissant des
propriétés semi-intrinséques.

Supposons qu'on ait deux variétésnon holonomes V It , 0%, L. L")
el V(' 3L a'™), la premiére rapportée aux congruences ( &),
fonctions de variables .z, et la seconde rapportée aux congruences | 1),
fonctions de variables &', et considérons une transformation réver-
sible (M

-

ERY Wttt o),

qui fait passer des variables & de la V' aux variables & de la\ =, i
Pon indique par i) les paramdétres des congruences (), aprés I'appli-
cation de la transformation (13), nous avens. en vertu de la contre-
variance des parameétres, les formules

] N
AN e’
» i

ra -2 L w
U et
1

el ces formules, résolues par rapport aux dérivées de la transformation
{ 12, nous donnent

N
e N

Lo — = 3
b o
'

i
LY N

ol 4, ; sont les moments des congruences (4') dans le systéme de
variables 2. Etant donné le fait que les 4, ; et u,; sont les moments
de deux systémes de congruences indépendantes dans les mémes
variables ., 1ls peuvent s'exprimer linéairement les uns en fonction

(U Voir assi ma dote Sopra certd problemi i equivalenza (Rend. del
Lineei, 6° sévie. vol. 9, 177 sem. 1920, p. 8j0),
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des autres et par conséquent nous avens des formules de la forme

» v-x
-~ -l G~ . -l ~
RN =N A =N
i 3, ) i,

i

ou les ¢} sont des fonctions convenables des .. ¥'il arrive que les
satisiont au groupe non holonome (3). lex congruences (2) et
() = (+.7) déterminent la méme variété non holonome, parce gqu’elles
sont équivalentes sous le groupe non holonome, et par conséquent on
peut dire aussi que les variétés V7 et " sont équivaleates, et I'équi-
valence s'obtient & 'aide de la transformation {13).

Il en résulte d’ici que le probléme d’équivalence des variétés \ 1 et
V" se réduit & voir il existe des transformations (13), de facon que.
dans les formules (137, les ¢ appartiennent au groupe non holonome.
Pour trouver les conditions pour que cela arrive, on remarque tout
d’abord qu’en vertu des formules (137, les (16 s'écrivent

e I R
il Codaily.

o —

)

Qa7

ot les ¢f et 2, ; sont & considérer comme fonctions des x, et +;
comme fonctions des a’. Ces formules constituent un syvstéme 3
différentielles totales, auxquelles doivent satisfaive les inconnues @
comme fonctions des &, pour que les (13) soient capables de réaliser
l'équivalence.

Les conditions d'intégrabilité d un tel systéme s'obtiennent, comme
il est bien connu, en écrivant que les dérivées secondes des @ sont
svmétriques ; on trouve ainsi les conditions

»

Febe? i ety by cdr, dia N (‘) e 3 o
—— I frflh,— Chyl —— — ——=}) — oy i i — g
( by TN 1 R A T gar s ‘1 P T TR b g RATIN

Comme les seconds membres de ces équations sont les composantes
d’un tenseur deux fois covariant et une fois contrévariant, on peut
exprimer aussi que ce tenseur est nul, en écrivant que ses composantes
invariantes — qui s'obtiennent des (17") en multipliant par 7, ;, 2’.

g
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27 el en sommant par rapport aux indices ¢, j. r — sont nulles, et 'on
obtient de cette mantére les formules smvantes :

B s
de® e - - ~
( ANk » ‘ - :'\y “‘_@} w‘;; '\ W
!ﬁ% cﬂ'ﬁr — —
11 3

ou les u” sont les quantités a- relatives aux congruences (A Vdela V.©
at sont & considérer comme des fonctions de &,

Si dans ces formules (18) on tient compte du fait que les e appar-
tiennent au groupe non holonome (35, elles se décomposent dans les
six groupes suivants. analoguement a ce quil est arrivé dans le para-
graphe I :

3
N
N Tl R

£l
el n i v

[ J— ~ NP
: N ~——\ NESS A
i M;\; —llj,

E

e
W
—

;m_l’ﬂ ‘\‘ TC m‘}»‘.‘.n‘-w—‘\ “\"“

n{."?f a— d]
¥ o n
LR *
‘) L, .
efa~3. v & et F v‘ =
2= c Wy ii{‘uml—:‘ ke
dls; d\l s — -
B re—-% Tt
. e k0
Pedey. el -\ PO
——g Wy oy 8Ty Ty LML g
o5~ da & P B -
P T Rl o]
b e
Nl > =
x A ~ 11 e ] \ ul‘}g.g. " T
EScd
. gl ¥
§ g b <
~ >
. -
| \ M.}:.tz " ua q‘ :40-
—,
Pox ) w—t

Par ce fait le probléme d'équivalence de deux variétés non holo-
nomes est réduit & étude dun systéwe aux dérivées partielles (1)

oo e — k. & ‘

el {19}, pour les » inconnues &7, les meonmues ¢, car elles
satisfont aux premiéres (3) et les (a ——m‘ﬁ inconnues ¢, avec les
relations en termes finis (19); et comme conséquence immédiate des
premiéres (3) et des seconides 19). il fant associer & ces conditions, en
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termes Gnis, les suivantes :

" e
- ~ ~ . N
€ Uap b 1\ ‘ Vo mETRTE R DN oe
N — o h -
g §

qui exprinent gue les tenseurs des secondes formes des deun varists
sont “quivalents.

Nous SOMMEes arrives aux Squations y 1ah ot y1g b en écrivant les
conditions d'intégrahilité des équations 1= On peut maintenant
chercher les conditions dintégrabilité des équations (19} et, pour
cela, on doit temir compte de la formude qui ke les dénivées scvondes
ntrmseyues

£ T

s, s, of%

[V

Si dans cette formule on peat éhinmner fes dérivées secondes wmirin-
séyues & Naide des trois premidres formules (1y). dérivdes mtrinse-
quement, vn obtient une formule gui contieni les ¢ et leurs dérivées
premicres et st Uon pent alténicurement ¢himner les dérivées pre-
micres a IMande des (1) elles-mémes, nows arrivens & des relations en
termes hinis.

Catte possibilité existe seulement pour les deux cas a. b, p. y
e, b powml g > me 2l nous arrivons aux relalions en termes finis
suivantes :

L L
N . N
FLa Ay O — Bp, w8y TN
\ — e T ~ —

Py
.

e

N N el =N e
e g am e T s — T

— :

. "y

quiexpriment précisément léguavalence des deux tenseursde courbure.
Que cette peossibifité d'élimination des dérivées premidres n'existe
pas en d autres cas. par exemple dansle cas ay & > m, p. g o, on le

voil aisément en remarquant gu'en ce cas. dans la formule (20, nous
. T doil . o SIS
avous aussi les dérivées intrinsdques iﬂ:’- » qui ne peuvent pas e Sh-

mindes & Faide des formules (1o
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Pour trouver d'autres relations eu termes tinis, nous n'avons gu'a
apphquer aux velations (19"). (19" % {20} le procédé de dérivation
tensorielle. douné dans le premier Mémoire, par loquel de tout tensear
intérienr vn obtient un tenseur dérivé intérieur et un autre extérieur
et de tout tenseur extérieur on vblienl un tenseur dérivé intérieurement.

Si toutes ces relations en termes finis, dans les inconnues & et ¢,
comme fouctions des &, ne sont pas compatibles, les variétés Vet V'
ne sont pas équivalentes. mais st elles sont compatibles, il n'est pas
encore démontré gue les variétes sont équivalentes. Il est a remarguer
que davs le cas déquivalence, les transformations {131 peuvent
dépendre non seulement des coustantes arbitraives. mais ausst des
fonctions arbitraives, comme nous le verrons dans la suite, notre
svstéme n'dtant pas en général & dilféventielles totales, car il ne
nous donne pas toutes les dérivées partielles des fouctions el Il en
résulte der quion sera certain gue la solution dépendra seulement
de constantes arbitraires. toutes les fois que les relations en tevmes
tinis nous permetiront de les résoudre par wppeort aux inconnues ¢ .
On peut observer Jdailleurs gque les conditions en termes finis sont
loutes du premier degré par rapport anx ., sauf celles données parle
tenseur d intégrabilite des congruences fondamentales et de ses ten-
seurs dérivés, qui sout du second degré.

Eu ce qui concerne les autres inconnues, les conditons en termes
tinis sont algébrigques dans les nconnues ¢ el en général analytiques
dans les &0 Un cas particulier remarquable est celur o toutes les
quantités v el par couséguent les v, de la V. sont des counstantes.
En ce cas Nintégration du systéme aux dénvées partielles v1-), {1g)
s¢ divise en deux parties, car les éguations (19). de méme que les
relations en tevmes Bms (19 (197, (207), ne contiennent plus les
inconnues & et par conséguent elles forment un systéme aux dérivées
pariielles pour les seules inconnues ¢, et si ce systéme a des solutions.
il en résulle 1nmédiatement que st U'on porte ces solutions dans le
systéme (17 ), il sera complétement intégrable par rapport aux incon-
nues & et la solution dépendra au moins de n coustantes arbitraires,
et nous avons le théoréme suivant :

N deur vartéiés non holonomes on riemanniennes sont équivalentes, et

Jours. de Matk.. tome XL — Fase, 1L w3 LAY
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st Lune d’elles a un systéme de congruences avee les coe ffictents de rotation
constants, ces varélés sont équivalenies au moins sous les trans forma-
tions o un groupe simplement transiti f.

1l s"agit maintenant d’étudier de plus prés les conditions en termes
finis linéaires dans les ¢}, et, en particulier, les derniéres condi-
tiens (19" Pour cela. on rappelle qu'étant donné un systéme de Pfalt

BN N

il peut arriver que parmi ses covavianis bilinéaires ).

»
N ~ . N N : e
As® == g ofst — of O5" :\} Wi, dst o
sl 3

L4

seulement » — p soient indépendantes. En ve cas. par une combi-
naison couvenable des ds*. on peut supposer que les covariants A
(p'=m-=-1,...,p)sounl nuls, de facon que les équations ds” = o(p'3p)
forment le premier systéme dérivé du systéme (20"). carvactérisé par
les conditions w,= o (p'Sp) el par le fait que les équations

b

L2 ""}" N ““; L
zﬂ.

o1

n'ont que la solution 7,=o0. Quant au second systéme dérivé
ds"=o(g'=m-+1, ..., q) de (207), qui est en méme temps le
premier systéme dérivé de ds"=o, il est caractéris¢ par les condi-
tions

Loty m\*'i,;: mr‘g?:: ml“?“,_: ™ AW = p oo

D’une maniére analogue on peut trouver les conditions qui carae-
térisent les svstémes dérivés suivants, et 'on sail que si un de ces
systémes coincide avec son propre systéme dérivé, il représente les
combinaisons intégrables du systéme (20"). On peut faire la méme
division en systémes dérivés du systéme ds“=o de l'espace V" et

v Veir K. Gocwsar. Lecons sur de problcme dv Pfagl (Hevmann, Pacis,
1Q22. . i
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soit p, — m le nombre des équations de son premier svstéme dérive.
On peat supposer que p, > p, car autrement on peut changer le réle des
cspaces V3@ et V1,

Cela dit. si dans les derniérves (19'\. on tient compte des uf,= o et
de (207) il en vésulte qu'elles nous déterminent toutes les ¢
(F=p—+1, ...on) avee ef==o (W=m+1, ....p) Or, ou ne
peut pas avoir p, > p. cav en ce cas le déterminant de toules les ¢f
serait nul. Par conséquent, &es prenders systémes deérivés dotoent avorr
e méme nombre d équations. et dans les équations (13') elles dotvent se
changer entre clles. St Pon tient compte maintenant dans les for-
mules (19) des e; =0 (F'=m+1, ..., p) et des condilions (20",
on trouve que les seconds systemes dérives doivent avotr ausst fe mdéme
nombre & équations, qui doivent se changer entre elles

CCRTTO0R TRy o kD L P I — oy,

Cette propridté est géndrale (et elle est aussi valable si 'on cherche

Uéquivalence des systémes de Plaff os*=o0 et 's"' = 0). Nous avons

ew particulier le théoréme :
« 31 le systéme dérivé du systeme (20") est identiquement nul.
tes formules d’équivalence de V7 et \'* conliennent au maximum

-t Hev e - 1
T T

constantes arbitvaires et aucune fonction arbitraire. »

Lin passant aux formules (19"). ou peut aftivmer que V& et \ ¥ ne
sont pas équivalentes, s'ils n'ont pas le méme nombre de secoundes
forwes indépendantes.

8. LiaeeLicasnare pvye VY oses gee-atne (V). — Supposens main-
tenant que les paramdtves et les momeuts des congruences (A, gui
définissent la variété V", svienl respectivement les mémes fonctions
des .27, que les 2, 2, soient des &, et par conséquent si I'on fait la
transformation identigue

L) RO = A N TR

%

vy Voir ma Note Sur les croupes d'applicabilité des variétés nen holo-
romes  Comptes rendus. v 190, 1930, p. 1100,
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les variétés V) et V" coincident. On peut dire, évidemment, que les
congruences () et () définissent la méme variété V7', parce que
prur passer des congruences (X’) aux congruences (), il faul
seulement changer les variables &' en les variables «.

Le probléme d’applicabilité d'une V!’ sur elle-méme consiste préci-
sément a chercher s'il n'existe pas d'autres transformations, des
variables @' aux variables @, autres que la transformation iden-
tigue (210, pour passer dec la variété V", rapportée aux variables @',
a la méme variété rapportée aux variables x: et il est évident que par
un raisonnement analogue a celui fait dans le probléme d’équivalence
de deux variétés non lmlmmme~ quelconques, on arrive au systéme
aux dérivées parhelles (17 ) Uq\ avec la seule diffévence que les
qulmnl,c\ accentuées A,. I.,, o W ,‘ ﬁont les mémes fonctions des .+’ » que
les qmmules nou accenluses 2. ey i Whe le sont des .r.

Il en résulte encore ici que la totahté des lransfm‘malmm qui
réalisent Papplicabilité d'une \ ' sur elle-méme peuvent dépendre de
constantes et de fonctioms arbitraires, et par conséquent le groupe
continu contenu daus ces transformations peut étre un groupe infini.
Pour trouver les équations de définition des transformations infini-
tésimales du groupe d’applhicabilité de la V', il faut introduire dans
les équations (17), (19} et leurs conditions en termes finis les lrans-
formations infinitésimales

. ) I.‘i._— o E: 6!“
L) N T
! I o" — gbar.

e

ou I, :* sunt des nouvelles inconnues et ¢¢ est & considérer comme
une quantité du premier ordre. En particulier, si I'on introduit ces
valeurs des ¢ dans les équations de définition du groupe non holo-

nome (3), on trouve pour les ¢* les conditions

B

C ) g — e =, sh=gh=u (hoh<m: V> m),

€1

les s*" estant tout & fait arbitraires. Comme les ¢ et par conséquent
les 2} sont des inconnues auxiliaires de notre probléme (les inconnues
principales étant les ), on peut se proposer de les éliminer des
équations (r7) et (22). Pour cela on remarque qu'en vertu des
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Py

formules ( 17). résolues par rapport aux ¢,

n Ve
b d‘l-' b ise
Ca— ¥ a7l iy
¢ et i
]

et du fait que nous avons, i cause des premiéres formules (21",

n
.. - o Db,
b =ty i+ Z T""" ;_'\O\I.
P
v

on trouve pour les <’ les expressions

o DN (i kg k.\)
BT g = ; =l g = by 2t ).
{ ) 2, o (l’.l‘f & i Al b <

!

Pour donner & ces formules une forme plus simple. il faut introduire,
au lieu des Z (composantes de la transformation inlinitésimale sur les
axes coordonnés x), les quantités : [composantes de la transfor-
mation sur les congruences (1))

H

et 'on trouve facilement les formules

E
ds AN
- ] S, .
RY1 8§ == —— — 11 ¥R
(21} P g T,V b
1

Il sufiit maintenant de tenir compte de ces formules pour donner
aux conditions ( 22) la forme smivante :

llEﬂ, ) dEJ‘: .

]

Y :
—_— Ve bt Ee==n1)
s, s,  ded, TV *

#
: ll‘slg Yl o
—_ } Wi Sp— 0,
d:«‘kv sl

t
/ "
ol BV N
T T, 11 La Sa™— O,
dsf ad

N
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Comme on le voit. ces équations (23). qui sont des éguations aux
dérivées partielles pour les n inconnues <,.. considérces comme des fonc-
Lions des @, représentent les équations auxquelles doit satisfaire une
transformation iunfinitésimale, plus précisément ses composantes sur
les congruences ( 1), pour qu'elle soit capable de transformer la V) en
elle-méme. Par analogie avec les variétés riemanniennes. ces
équations peuvent détre appelées équations de Killing de la variété
non holonome V¥,

Des équations (23) il résulte certaines conséguences intéressantes.
En premier lieu. pour que les trajectoires de la transformation infini-
tésimale () soient des courbes intérieures d la V¥ (&', = o). il faut.
en accord avec les derniéres formules (23). que les ; satisfassent aux
conditions en lermes finis
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el ces conditions ne peuvent étre identiguement unulles que si les

équations de non-holonomie sont complétement intégrables; et par

conséquent, dans le cas intégrable, on peut se limiter a chercher

seulcment les transformations intérieures a la V2. En second lieu, si

'on veut que les trajectoires de la transformation infinitésimale

soient extérieures & la variété (g,=o0). les premiéres et secondes
équations ( 23) se transforment dans les relations en termes finis
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Les premiéres de ces équations ne peuvent étre identiquement nulles
que si la variété est totalement géodésique et les secondes que si le
tenseur d'intégrabilité des congruences fondamentales est nul.

On peut se demander maintenant yuelles sont les VI, qui
admettent un groupe d’applicabilité maximum. En premier lieu on
remarque que ce groupe maximum ne peut pas contenir plus
de (n—m)? fonctions arbitraires. le nombre des inconnues c;,
el »n—+ "—“ml—*” paramétres. le nombre des inconnues &' et ¢, indé-

pendantes. Pour que le groupe de la V" ait le nombre maximum de
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fonctions arbitraires, il faut évidemment que les relations en termes
finis ne constituent pas des liaisons entre les cj, et par conséquent que
les tenseurs wy; et v,., soient nuls, ce qui revient a dire que la
V" est composée d'une famille de variétés riemanniennes & m dimen-
sions, totalement géodésiques. Il s’agit de faire voir que ces conditions
sout encore suflisantes. En effet, en ce cas, la métrique d’une V,, qui
contient la famille, supposée délinie par des valeurs constantes
des ¥ (2 =m -1, ... n s'éerit
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ou les 4,3 sont indépendantes des variables 2%, et il est évident que la
famille se change en elle-méme par la transformation
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o les % sont n—m fonctions arbitraires de n—m arguments,
2L, @ty qui sont équivalentes & (n — m)* fonctions arbitraires
d’une vaviable.

Pour que la V' ait encore le nombre maximum de parameétres, il
faul que la métrique & m variables donnée par la premiére somma-
tion (24) soit & courbure constante. En ce cas le groupe d’appli-

cabilité de la V' est composé du groupe d’applicabilité de cette

ro . M me —- ) \ 1 \
metrque, qui a ———— parametres, plus n— m parameétres contenus

dans les fonctions (24) et les n—m fonctions arbitraires (24")
des n — m variables.

9. Vamieres V' AYANT LEURS COEFFICIENTS DE ROTATION CONSTANTS. — Si
les congruences (2) de la V' ont leurs coefficients de rotation cons-
tants, la weéme chose arrive pour les congruences (') et, d'aprés
la vemarque faite a la fin du parvagraphe 7, Uintégration du
systéme (17)-(19) se décompose en deux parties, car il faut intégrer
en premier lieu le systéme formé par les équations (19) et les relations
en termes finis pour les inconnues ¢, et puis en connaissant les ¢ en
fonction des @, les équations (17) par rapport aux inconnues &',
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Comme le premier systéme a toujours au moins la solution
et —=3gti=0 ou1),

si U'on introduit cette solution dans les équations (17), 'intégration
de ces équations nous conduit au théoréme suivant :

« Une variété non holonome, qui admet un systéme de congruences
ayvant pour coefficients de rotation des constantes, admet toujours
comme groupe d’applicabilité (total ou partiel) un groupe simple-
ment transitif. »

Il sagit de faire voir maintenant en quelle relation sont les
congruences (), qui détinissent la V', avec ce groupe simplement
transitif d’apphicabilité G,. Fn premier lieu, il faut remarquer que
les congruences (&) ayant leurs coeflicients de rotation constants,
sont les trajectoires dun groupe simplement transiif & n para-
meétres ('), les constantes de structure de ce groupe G, étant préci-
sément les quantités a7, et si dans les équations (17) de délinition du
groupe (5,
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on fait la premiére transformation (21") pour arriver aux équations
de détinition des transformations mlinitésimales de G, on trouve
sans difficulté les formules -
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qui nous disent gue les groupes G, et G, sont réciprogues. Si au lien
Jdes 5. on introduit les composantes :. ces équations peuvent s'écrire
sous la forme intrinségue suivante : '

{ady 'IF'{ =V
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qui nous sera utile dans la suite.

') Veir Elie Carran, La Geéomdtrie des groupes e transformations
{Joaranl de Mathématigues prres el appliquees, t. 6, w2, p. jo-3j L
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Je vais maintenant démontrer la réciproque du théoréme donné
plus haut et précisément :

Si une variété non holonome admet comme groupe d’apphcabilité
un groupe simplement transitif G,.. la variété peut étre rapportée & un
systéme de congruences (7‘3 avant comme coefficients de rotation
des constantes, les groupes G; et G, étant réciproques. En effet,
supposons que la V) admette comme groupe d’applicabilité le
groupe simplement transitif G, et soit (37 le groupe réciproque de G,.
En indiquant par . et T les paramétres et les moments d'un systéme
de congruences. qui définissent le groupe G; entre les congruences (&)
qui délinissent la V' et ses congruences (7) il existe évidemment des
relations de la forme

il ]
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ol les ¢ sont des fonctions convenables des @ & déterminant différent
de zéro et les ¢ sont les réciproques de ce déterminant. Il s’agit de
faire voir qu'on peut se servir du fait que les congruences (7). qui
définissent le groupe GLi;, sont déterminées, abstraction faite d'une
transformation linéaire de congruences a coeflicients constants, de
facon que les coeflicients ¢ de la transformation (25’ appartiennent
ae groupe non helonome (3). et par conséquent que les (%) ainsi
choisies déterminent les mémes variétés non holonomes que les ¢ 2).
Pour cela. soient :, les composantes d'une transformation inlini-
tésimale de G, sur les congruences (:7) Elles seront lides & 5. en
vertu des ( 237, par les formules suivantes :

»
- hod --v e
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Comme par hypothése (i el (3, sont réciprogues. nous avons, en
accord avec les formules ( 253, les équations
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Or, ces équations peavent éive exprimées a l'aide des éléments rela-
tifs aux congruences (2 Vde la V2. car, en dévivant les formules ( 25™),
on obtient

&, _w;; ( de ot B\ o

o5, ds.; °

et si l'on tient compte des formules ( 2). qui lient les a- et les W, nous
arrivons sans difficulté aux équations

]
oz, ~) u’m
2 "th—‘ |

li\‘?i, ¢ ‘ il . M,SJ i

m

- 1

ez,
Si l'on introduit maintenant ces valeurs des dérivées intrinséques 7

dans les équations de Killing (23) et si 'on tient compte du fait que le
groupe simplement traasitif G, ¢tant le groupe de la V' les résul-
tats de la substitution doivent Stre identiquement zéro quels que
soient les . on trouve que les coeflicients ¢ des (23" satisfont wux
conditions
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Il s’agit de faire voir maintenant quil est possible de choisir les
coefticients ¢’ de facon A satisfaire aux équations (27). (2-') el &
appartenir en méme temps au groupe non holonome, en sachant
gu'en vertu du fait que les congruences (7 ) définissent un groupe
continu fini de transformations. les valeurs initiales de ces coefli-
clents ¢ peuvent ¢tre choisies arbitrairement. Or. si P'on choisit
comme valeurs initiales des ¢, les valeurs un ou zéro. selon que les
mdices sont ou non égaux: c'est-d-dire si Pon choisit en un point
quelconque les congruences (7.) égales aux (). des équations (27").
qui sont linéairves dans les dérivies des coeflicients ¢} ¢ il résulte
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que pour les valeurs initiales choisies plus haut. toutes ces dérivdes
sont nulles. Sil'on dérive ces &quations. on trouve que les valeurs des
dérivées secondes des ¢ ¢ sont zéro avec nos conditions initiales, ete..
el par conséquent. pour ces valeurs initiales, les e ¢ sont tous muls
en accord avee la seconde partie des équations de définition du
groupe non holonome. Si Uon tient compte de ce résaltat dans les
équations (27), la sommation doit &tre étendue senlement de ¥ & m. et
st Fon maltiplie ces éguations par . €] et qu'en somme, par rapport
Ak et &, on trouve sans difticulté les formules

nfE}m& l‘“ﬁu‘{g [ Rt

b

qui nous disent que si initialement les m* ¢} appariiennent au groupe
orthogonal. ce qui est le cas avee nes conditions initiales. elles
continuent & appartenir an groupe orthogonal : et par conséguent sont
atisfaites aussi les premiéres conditions du groupe non holonome.

10, VamiEres VI pOSSERANY UN GROUPE A UN PARANETRE. — Supposons
yuune variété non holonome domnée V' admel comme groupe
dapplicabilité (de transformations en elle-mdéme) un groupe & un
pavameétre G, : comme il est bien connu, on peut toujours supposer
celui-ci engendré par la transformation infinitésimale
oy

Py L= M
wha

i*our trouver lex conditions dans lesquelles la V7 admet le groupe G, .
il est préférable de partic des formules (227), lesquelles, en tenant
compte des composantes de la transformation ¢ 28), s'écrivent

e
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el par conséquent les &guations de KNilling (23) recoivent la forme
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Ces équations peuvent étre résolues paramétriquement sous la forme
suivante :
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ou les a¢* fonctions :3 sont les éléments d'un détermnant symétnique
zauche et les 2 somt quelvongues.

Il "agit maintenant de faire voir que par une transformation de
congruences appartenant au groupe nen holonome, on peut vapporter
la V7 & un systéme de congrucnces gqui solent indépendantes de la
variable @*. En effel. si nous faisons une transformation de con-
gruences (2°) et quon la dérive par rapport & 2. en tenanl comple cn
méme temps des formules (237, on abtient les formules

r_ £ - jl R "y \
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et il est clair gue si Uon veul que les moments de congrucuces ¢ 2. |

soient indépendants de la variable &=, il suftit gque les coeflivients v,

et ¢& de la transformation du groupe non holonome soient solutions
du svstéme différentiel

«

v
o ~ s s
; EE 2l e =0
. \ ke T
Rl 3
LI o N
k AN
ey, ™
A N‘ ¥ o,



ETUDE DESR ESPAWES NON HOLONAONMES, lljl‘"i

Or. les derméres éguations de ce systéme, gui constituent un systeme
dillérentiel pour les inconnues ¢, comme fonctions de la variable
indépendante 2 les autres vanables 2, &%, .. .. &' jovant le rile
de paramétres), admettent toujours des solations, quelles que soient
les quantités 3.

Quant aux premicres dgquations (287), qui constituent un systéme
dilférenticl par rapport aux inconnues ¢;, pour quon soit certain
qu il adwmette des solutwns, il suflit de faire voir que cela n'est pas en
contradiction avee le fait que les ¢ sont les éléments d'un déterminant
orthogunal : or cola niest pas le cas, car si I'on dérive les conditions
d'orthogonahié des ¢ par rapport a la variable & et s1 U'on substitue
les valenrs de ces dérivées, donndes par les premiéres formules (2387),
oun trowve gque les résultats de la substitution sont identiquement zéro.
provisément & cause de la svmétrie gauche des fonctions 23,

H est évident gue notre démonstration sappligue ausst an cas ol
la V7 admet un groupe abélien 3 un nombre quelcongue de paramétres

ar 2%
Sl G aeE T )

ol par consdguent, dans ce cas aussi, on peut s'arranger de facon que les
congruences de la V7 soint ndépendantes des variablesa™' .. @™,

De ee fait on tive la conséquence suivante : Une V' proprement dite,
¢ est-3-dire pour laquelle les dquations de non-holonomie ne sont pas
complétement mtdgrables, ne peut pas avoir un groupe abélien a
n parametres, car £l en dtait awsi, on pourrait faire en sorte que les
congruences 7z . soient indépandantes de toutes les variables 2, et les
Squations de non-lwlonomie seratent complétement intégrables, con-
tratrement a Uhypothése,

CHAPITRE 1L

LES GROUPES IV APPLICARILITE DES V2,

EE. VI avanvex G,. — Les VI sont les varidtés non holonomes les
plus stmples et elles jouent dans U'étude des variéiés non holonomes un
rile analogue a celur joud par les surfaces dans l'étude des variétés
ricmanniennes. Nous aurons Poccasion de remarquer dans la suite, ot
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nous ferons une étude détaillée des divers groupes d’applicabilité
d’une V3, une certaine analogie entreles V; proprement dites (0], 5= 0)
et les surfaces, en particulier cntre les V3 & courbure constante et les
surfaces & courbure constante.

LUine V3 me peut avoir, d'aprés la théorie générale, qu'un groupe
waximum d‘applicabilité & quatre paramétres et une fonction arbi-
traire. et la fonction arbitraire ne peut intervenir (ue si Péquation de
non-helonomie

KT T X O T ¥ SR T ST

est complétement intégrable. En laissant de cdté ce cas, le groupede
la VI peut contenir an maximum quatre paramétres et nous étudie-
rons les divers cas ot le groupe possede un, deux, trois ou quatre
paramsires.
Le premier cas a été déja étudié pour le cas général d'une V), et
nous avons vu que si 'on prend comme groupe
r

Aoy .I:m::..

on peut s'arvanger de facon que les congruences (2) soient indépen-
dantes de la variable &*. Il s’agit de faire voir maintenant gue, pardes
transformations convenables des variables et des congruences, on peut
particulariser encore les moments des congruences (&), de facon a
arriver & une forme canonique. En premier lieu on remarque que les
cocfficients de ’équation (30) étant indépendants de &* et I'équation
n'étant pas complétement intégrable, 7, est différent de zéro. et la
la (30) peut encore s'écrive

vy — diet == o,

olt 3 et ¥ sonl des fonctions convenables des variables o', ¥, et il
suffit de prendre comme nouvelles variables ., @*, les fonctions g, ¢
pour donner i cette équation la forme canonique

(30" et o et = o,

En tenant compte aussi du fait que les congruences (4, ), (#.) sont
détinies, abstraction faite d’une transformation orthogonale, on peut
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annuler le 2., de facon que le tableau des moments 4., ot a est
Uindice des lignes, ait la forme

ja 3 v
o “ . N 1
{3l b ==jy0 & » 0
JE o2t t g

2. 3, vy Ay x peuvent éive des fouctions quelcongues des variables
a', & soumises & la seule condition de rendre le déterminant du
tablean (31) 2(k — wae") diffévent de zéro.

Si l'on revient maintenant & des variables @', x* quelcongues, le
tablean des moments s’écrit

A . R - LR e
Ry 1 Dy Rt Wy
Y Dl T2 ST
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BRI LN [ =
w Wt LWt
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il v Fe

o 3 et ¥ sont des lonctions gquelcongues des variables &', @ el 3,, 94,
n ¥ 3 [ Ao |
vin e sont leurs dérivées particlles.

2, Vameres VI ovosstkpaxt vy Gu. — On peut toujours supposer
yu'un groupe & deux parameétres G, est engendré par les transforma-
tions infinitésimales suivantes :

= dy
S RN )‘ . .‘Nk
| phy S

en laisamt de ¢oté le cas on le groupe est abélien, o nous pouvons

. . . Jf df N R
avoir les transformations m—'l—, 55z et Tou peut faire en sorte que les

congruences | #) soient indépendantes des variables &2, @°.
En effet, on peut toujours supposer gque le G, est défini par la X, ot
par une autre transformation

\ — Jar 1“’ aF
TIGE T RgE TN g

OlL &, %y, %; SONt des fonctions des variables & qui doivent satisfaire
i la condition
AW | l::x\‘-s‘;ﬁ\ .
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ol x, 3 sont des constanles qui sont loutes les deux nulles. Nous
avons deux cas i considérer: 3 5= 0 el 3=wo0. Duans le premier cas, si x
est différent de zéro, il suffit de prendre comme transformation infini-
tésimale, au lieu de Y, la transformation

X

J\"

iy

Y=\ —

» » " ”» £ w at .
pour la réduire & zére, et puis de changer &+* en *; pour avoir la

composition
TR PR

el par conséquent les 247 =1, 2, 3) auront la forme 7 3, ou 3, sont
des fonctions des varwables ., a* sealement. Si Pon change mainte-
nant la vaviable « d'aprés la formule

{32 Wt ekt

ce qui ne change pas la forme de la transformation X, et =t Uon
détermine la fonction y comme solution de 'équation aux dérivées
particlles

Y AR - ﬂ“_:)

By i e By et
et U

e ‘33 piaiy ')
on peut réduive 3; & zc¢ro et il sultit de fuive ultéricurement une trans-
formation de variables, opérant sur les vaviables &', +* seulement,
pour douner & Y, la forme \,.
Si 3 est ¢gale & zéro, on peut véduire 2'd Punité, en divisant la Y
par le facteur « et la transformation Y aura la forme
Y = "“"f

NS
ul lkl“

ol Yy, Yay Yo Sont des fonctions des vaviables &', »* seulement. Si l'on
{ait encore dans ce cas une transformation (327 et si 'on prend comme
fonction ¥ une solution de I'équation

) Lo

- . Y .
e R R S jowa LN
et Tt :

on peut réduire v, & zéro et par une transformation ultérieure des
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vaviables ', «*; on peut donner & la transformation Y la forme

\ oy  df
§ — P ~~ 'a:;:

pour que notre G, soit engendré par les transformations (32). 1l est
A remarquer gue notre raisounement est évidemment valable pour un
(3, relatif & un nombre quelcongue de variables.

Cela dit, supposons que notre V3 ait comme moments les éléments
du tableau (31") et par conséquent les équations de Killing rvelatives
d la transformation X, sont idcnhquememl satisfaites. Quant aux
équations de Killing (23) velatives & la \,, elles séerivent

ey oo, o kg, < w3 .3 as
—_ R FVS RS P L 3 S TR ST 1N
k”‘i‘ ‘)l"‘ i o 2 g & gy

N (fe, k= w)

F 3Ty

w et & dlant deux indéterminées. La derniére de ces formules nous
doune pouri=3, ; =%, car 2, est égal & Uunité et les autves der-
nicres formules, obtenues en faisant =1 el 1 =2, s'écrivent

L.y i, .
d?

.
L
=
Pl
4
ot
T
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De ces formules, nous avons comme conséquence immédiate que le
logarithme du rapport des moments &, el 2., estindépendante de la.x®,
ou bien (que nous avons, en accord avec le tableau (317, la formule

dp
el

-G

b=

ou p est une fonction quelconque de la variable &' et st Ton prend
comne nouvelle variable @ la quantité @ + p, ce qui ne change pas
les transformations du groupe (32), il en résulte que la fonction ¥ ne
dépendra que de la variable a*, ¢'est-a-dire que 3, sera nul. Dans ces
conditions, de la dernitre équation (31") qui s'intégre par quadra-
tures, il résulte

=

-t

(Y

ou ¢ est une fonction de la seule variable @'. Si Fon tient compte
maintenant du fait que 4,, = A, est nul, des secondes formules (32,
pour ¢ =1, il résulte (que v doit étre nul, car %, , = 2 n’est pas nul.
Par ce fait, les premiéres el secondes équatious (32”) nous disent que
les &,, ==, },, =3, &,,= 7 sont indépendantes de la variable &* et
que les 7., , 2, satisfont aux équations

3

l);\l 2 - 4):“3 N .
= 3. == - &

der T et

et par conséquent ils sont de la forme r— 3%, s — 2, ol r, 5 sont
des fonctions de la seule variable ..

Si I'on tient compte aussi du fait que les moments de la congruence
de non-holonomie %, , 7. ,, .. peuvent étre multipliés par un méme
facteur, le tableau des moments d'une V3, qui admet le groupe G,
a deux paramétres (32), peut s’écrire sous la forme

2 5 ro-j3a
(33) I till=e *» s—ka|.
U

ou k2, 3, &, 1,5, g sont des fonctions quelconques de laseule variable 27,
satisfaisant a la condition 2 #¢ — )= v, el pour la non-intégrabilité
de l'équation (3o) il faut aussi que la fonction ¢ soit une véritable
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fonction de @' ¢'est-d-dire qu'en changeant la variable ' on peut
faire ¢ ="

15. Uxe V3 36 pret vas avors vy G ivteassinie. — Ul s’agit de faive
voir quune V3 (s, == o) ne peut pas avoir un G, intransitif. En eflet,
st la VI avait un tel groupe, on pourrait s’arranger en premier lieu, de
facon que les moments de ces congruences soient ceux donnés par le
tableau (34). DVautre pact, si nous désignons par :{ et = les compo-
santes sur les congruences (4). de deux transformations indépen-
dantes (g,). () du groupe G, la troisiéme transformation aura les
composantes

ou ; et 7 sont certaines fonctions des &, qui ne peuvent ¢tre des cons-

tantes, parce (ue, en ce cas, cette ransformation (z) ne serait pas

indépendante des deux premidres transformations. Si Uon introduit

ces valeurs de * dans les équations (23). en tenant compte de ce
1]

que 27 et 27 satisfont aussi & ces équations, on obtient pour les fonc-

tiens 3 et 5 les équations suivantes :

ds g s, s

. L UL, U
g &5 g &, ==
\vl&“a ! tl’.‘t:_, - rh?& ' NA‘; -
. ols . s . )
! ‘Il‘l . m::i'l—i‘ ;I‘—G_‘E;‘::” l\h. (— ‘]‘)1,

Xy N

|
ds ,  ds \

Voo Fi— 0

LN ols,

qui sout linéaires ct homogenes dans les dérivées inlrinséques des ¢
et 5, et 'on voitque ces équaltions ne peuvent avoir de solutions diffé-
rventes de zéro que si I'un au moins des déterminants du tablean

I S
voE 5y
oy gy |
» 8 &

est nul. DVailleurs ces déterminants ne peuvent étre tous nuls, car en
ce cas les trausformations (¢, )et (s, ) ne seraient plus indépendantes et
I'on ne peut pasavoir deux de ces déterminants nuls, car il en serait de
wméme du troisitme. Par conséquent, un au moins des déterminants

|1E

I

(340

[}

n

ai
1e1s =i%

(]
thSh s

b =

i
124 =

I
[{1]
"
"
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est différent de zéro et les premiéres et secondes équations (34) nous
. v oo do do de s - N -~
disent que les dérivées 52, 22, 2=, °Z doivent étre nulles. Comme
ds, ds, ds; ds,

par hypothése les fonctions ; ¢t 7 ne sont pas constantes, il faut que
{9 o7 . e . . N ‘ ..

les (—:,—\{—, '1—\ soient différentes de zéro, ce qui entraine la mullité du
L (N

premier déterminant du tableau (33, et les dérivées ordinaires

des ; et 5 seront données par les formules

do do . iz 7 .
—— = = - == —— b
e s, dat s,

Comme, en accord avec le tableau (31}, 2., est nul, il en résulte que :
et 5 sont indépendantes de 2 et les autres dérivies sont dennées par
les formules

do dn | da s

.- dat T s, i e s’
) i _de dz  Jdg

( det T w—IT‘ ’ o sy

Qv les seconds membres de ces formules ne peuvent étre tous indépen-

. de .
dants de ' que si —— sont nuls et par conséquent les ; et 5 sont

do
(_1_':‘ .
des constantes. Il est & remarquer que celle contradiction ne se
présente plus st I'équation (30) est complétement intégrable, car

alors 2, peut étre réduit a zéro au lien de ..

L4, Vamieres VI pOSSEDANT UN GROUPE A QUATRE PARAMETRES. — N\oOus
allons chercher les V3 qui admeltent un groupe & quatre paramétres,
en observant d'abord que si les V3 cherchées sont des variétés non
holonomes proprement dites (v}, =£ o), comme nous le supposons,
elles ont nécessairement un G, simplement transitif, car on sait qu'un
3, a toyjours un sous-groupe a trois parameétres (') et, en vertu du
paragraphe 13, ce sous-groupe ne peut pas éire intransitif. Par con-
séquent notre probléme revient a chercher parmi les V3 qui possédent
un systéme de congruences a coeflicients de rotation constants, celles
qui admettent comme groupe total d’applicabilité un G.. Pour cela il

1y Voir L. Biaxcm., Lesiond salle teoria ded srappd continud finite di tras-
Jormazioni. p. 350-378. Zanichelli, Belogna, 1928,
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n’est pas nécesaire de connaitre d'avance les congruences i coefficients
de rotation constants de la V3, il suffit de connaitre les quantités o g,
car on sait (fin du pavagraphe 7) que dans le cas des a3 constantes, les
¢quations d’applicabilité se divisent en deux parties et il suffit de faire
voir, dans notre cas, a quelles conditions les équations en ¢ ont une
solution, autre que I'identité.

D’ailleurs dans le cas de la V3, parmi les fonctions ¢ du groupe non
holonome, deux senlement sont indépendantes, car on peut poser

s
e

(337 €)== e —oos?, cl= — ¢} =sinf,

et par conséguent on peut prendre comme fonetions indépendantes §
et ¢ : mais comme elles doivent satisfaire i la seconde condition (19"),
imposée par le tenseur dintégrabilité des congruences de non-holo-
nomie, la fonction ¢} doit étre égale & 'unité et il reste seulement la
fonction 9. Cette fonction 0 deit, & sen tour, satisfaire aux conditions
en termes linis (19”) imposées par le tenseur de la seconde forme, et
comme on peut s’arranger toujours de facen que ¢, ,, soit zéro, on
s’apercoil aisémenl que ces conditions sont satisfaites, quel que soit 8,
seulement dans le cas ol

{36} Vo T Ve

St dans les formules (19). on tient compte que ¢;=1, on trouve

1
N s set=ws &
- M x

qui ne peuvent avoir lieu, quel que soit 0. quesila congruence de non-
holonomie est géodésique (v}, = o).

Il reste & considérer les antres conditions en termes huis.

Nous n'ivons pas plus loin sur cette voie pour déterminer toutes les
conditions moyvennant lesquelles une V! admet un G,: mais nous
allons imposer les conditions déja trouvées au groupe G;, formé avec
les congruences (#) de la V3 et avant par conséquent les transforma-
tions infinitésimales

3

. . 4F
Ne= 2 e
t
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Comme on peut s'en rendre compte facilement, le groupe G; ala
composition

(AT W] =N as N
) ol
1

et 'on peut se servir du fait que les congruences { A) sont déterminées,
abstraction faite dune transformation d coefficients constants du
groupe non holonome pour avorr

i o)
wi =i, R L1 NPT

( La premicre de ces relations s’obtient en changeant X; en :X; et la
seconde en changeant orthogonalement les \,, \.,.)
Si lon tient compte aussi des conditions données plus haut

3- 1 P 3 3 —
(3=} G T WS Wy T/ Wi, =00

qui expriment que la seconde forme est proportionnelle & la premiére
et que la congruence  3) est géodésique, les formules de structure de
notre G; peuvent s’éerire sous la forme suivante :

ENG NG a N, — SN

TN Xov=2 N, — a Xl

{NoND =2 N, — 2 X
on z, 3. ~, u sont quatre constantes. Ces constantes ne peuvenlt étrve
quelcongues, car st Pon considére Uidentité de Jacobi, a laquelle
doivent satisfaire les trois tranformations inhmitésimales X ,. \.. \,.

AN =LA AN = e

on trouve pour ces constantes les conditions
RESTN X = Sh =

La premiére de ces conditions nous dit que la sceonde forme doit étre
identiguement nulle, et par conséquent la V: doit étre totalement
géodésique. Quant & la seconde condition elle nous conduit aux deux

cas suivants:

Premiercas. — La conslante 4 est égale 4 zéro. Alors le groupe G,
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a la composilion
\ [.\n X,b:: 13(,, = ;2\3—?- :\:‘
¥ &_\t\:t:Ix:\! | RV

{ 2%

et les équations d'applicabilité pour ka fonction 8 ont la forme

¥ = =

2= T X COSI--IJual—3
ds, g

% < .= - =
- TS X ANT - JO08T — I,
s, :
a3

—_ =0y,

ds,

Ces dquations forment un systéme A ditférentielles totales compléte-
ment intégrable, car les conditions d'intégrabilité sont identiquement
satisfaites, comme on peut le vérikier facilement. Par conséquent la V3,
dont le groupe (&, de ses congruences a la composition (38). admet
un G, quelles que soitent les constantes z et 3.

fieuxreme cas. — Les constantes x et 3 sont toutes les deux nulles.
En ce cas les équations d’applicabilité nous disent gue la fonction §
est une constante gquelcongue, quelle que soit la valeur de Ia cons-
tante A et par conséquent, dans ce cas aussi, la V3, domt le groupe G
de ses congruences a la composition

RY) NN =X i No =2\, (LGN =N,

a comme groupe total d'apphicabilité un G,.
En résumé, nous avons le théoréme suivant :

Toutes les VI (w7, = o), qui ont comme groupe total d'apphcabilité
un (i, possédent un svstéme de congruences i coefficients de rotation
constants, sont totalement géodésigues et ont aussi la congruence (3)
géodésique; puis, ou bien les congruences (1) et (2) sont elles-mémes
géudésiques ( 2 = 3=1u), ou bien elles soni normales = o).

En ce qui concerne la courbure de ces variétés, le tenseur de la
courbure extérieure est nul et le tenseur de la courbure intéricure a
une seule composante 2, ,:. disunete. Dans le premier eas, eelte
composante est donnée par la formule

Res o= {2 — 3
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et elle est toujours négative ou nulle; et dans le Jeuxiéme cas elle
est égale & la constante A, el peut étre pusilive, négative ou nulle
selon la valeur de cette constante.

On voit ainst gue se présente tout naturellement la nécessité de faire
la distinction des VI avant un G, (qui, par analogie avee lessurfaces,
seront appelées & courbure constante) en V; & courbure positive,
négative ou zévo, selon la valeur de la courbure %,, ..

15. L DETERNINATION DES GONGRUENCES ET DES GROUPES DES V'] A Covs-
WRE CONSTANTE. — Pour déterminer les congruences (2) d'ane VI &
courbure nulle, ¢’est-a-dire des congruences qui ont la compesition

L e NN — L) o ._‘ﬁ_tli:
i N =N NN =i N = \_(_-,‘5 I Y
£

—
[
oz

3

(-

on remarque quen vertu du fait que le groupe G; admet le sous-
groupe abélien X, X;, on peut prendre

_ 95 L O o of
N=ge Tt T g =5

de fagon que les tableaux des paramétres et des moments de la
notre V7 s’écrivent

-~ ] aQ

10—
[rl=fle o i, e d=te v o
[LI ) ] ;

-

NN
«a étant I'indice des lignes. On voit ainsi que la métrique de la V:
{3a) st = ds] — ds3 = vdie))T = vdetyt,

~

et une forme quadratique dans deux variables seulement, cette forme
étant elle-méme a courbure nulle. Quant a 'équation de Pfall de la
variété, elle a la forme

i 39 ) ders — P det—o.

Pour trouver le groupe G, d’applicabilité de la V3. il faut intégrer
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les équations de Killing de la VI, qui ont la forme

4 LU o3t S o2

A el T v e
§ e L o¥Ss L )
e ) L i~ e it

e’E' . d‘i’

e 1
ot T des

~

et Fon trouve, comme solution générale, la suivante :

B
Tt— ~ 2t bt} TE g T2 (L ¥ c Lty T, T3
- T L - - =l - - aQ {(‘i ] "i .l I -,ﬂ‘l T e

ol ¢, 31, 33 35 sont des constantes arbitraives.

"ar conséquent, on peut prendre comme transformations généra-
trices du G, les quatre transformations

S _ ¥ a7 - dF
Y -t Vo= P Vo= Qs
Y. — ot a5 - a7 LR — ety
T e TN as 2 cda?
de facon que le G, aura la composition
A TS TEE—N Y YY) —u, (Y Y=o,

(aed PO =Vl =Y. (LY=o

Comme ce G, laisse invariant en méme temps la forme (3g7) et la
métrique (39"), qui peut étre nlerpritée comme la métrigque d'un
plan euclidien, ot ', 2 sont des coordonnées ¢artésiennes orthogo-
nales, il en résulte gue les transformations de G, ne peuvent pas
veprésenter dans les variables &' &% que deux translations et une
rotation. En eflel, on trouve que les groupes & un parameéire, générés
par les transformations Y, Y, Y;, Y, sont les suivants :

N N s N
Tt Y=t

Y,ivt=at a2 .

Toivi==a', wiimf e a, Voot —aat),

Y, =t =t et an

Y, ["“:.r‘ casg — oising. P otsing — ateosa.

>

. .. Pt — )
et - st — ———————— anaa |
: H

Joarn, o Math., toaee XML — Fase M. 1o3f.
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et l'on voit que Y,. Y, représentent dans le plan 2 2* des translalions
an long des axes @', & respectivement, Y, représente une identité
dans ce plan et Y, une retation.

Il est & remarquer gqu'on pourrait réduire la détermination du G, &
un probléme déji résolu par Bianchi ('), relatif & une V; de Riemann,
car en vertu du fait que ¢ =1, le groupe non holonome est un sous-
groupe du groupe orthogonal et par conséquent le groupe dapplica-
bilité de la V3 est un sous-groupe de la V; ayant les (#) comme

w;

congruences orthogonales, dont la métrique s’éerit

5 = () = (T = (daet — et 2,

et comme ce V, a comme groupe complet d'apphicabilité un G.. il en
résulte que le G, de la ndtre V] coincide avec le G, de la V..

Passons maintenant & la détermination des congruences () d'une
Vi & courbure constante diffévente de zéro et précisément des
congruences (4). ayant la compesition (39, avee 2 =2v. Si nous
prenons, commie il est toujours possible.

,U‘

T da®

les parenthéses (N, NX:), (N.X:) nous disent que les transforma-
tions X,, \, deivent avoir la forme

¥

*
. . .. ‘ v df
\ Ny  Acesied+ Bsimpas, A :E \’—%,
e j 1
q.:i“')‘ %
. N e~ - w5 g,
N — Asiniet— Beosha®,  B=% 1, 4,
= <l o

ot les coefficients A,. B, sont indépendants de la variable . Comme
par la transformation de &® en &4 g ' @®), on peut déterminer 3
our avolr B, = o et puis, par une transformation des variables @',

F \ :

X on peut faire
v o

— o,
a2

'Y Dodr Braxem déga cité, po J63-0m4.
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il reste  déterminer la transformation A parla condition { X, \,)=X,,
ce qui nous conduit aux conditions suivantes :

. f};\@ - . d.'\x: -~ &
{07) prcian A A —=w (i=1,2), = EAS =

Les premicres de ces conditions nous donnent

— F.’ﬁ;kl.."
A== e J (F =1, 2},
ou les p,, p, sont des fonctions de la seule variable &' avec p,=£0 et
par la transformation de x', a* en r(2'), 2*+ ¢(2'), on peut faire
P =1, p.==u0, de facon que la transformation A recoive la forme

_o—efnaedf o df

o \, satisfait i la derniére équation (40"), et il est & remarquer qu’il
suffit de connaitre une solution particuliére de cette équation, car
les V3 correspondant aux solutions différentes sont applicables les
unes sur les autres, 4 cause du fait qu'elles ont les mémes coefficients
constants «j_ et précisément ceux de la composition (39).

Pour trouver une solution de la derniére équation (40"), il faut
considérer les deux cas suivants :

1* La V] est d courbure constante négative 7. —— &* < 0. Nous avons

. ~ . 1 - 1

la solution particuliére A.= ; et la transformation A correspondante
s'éerit

A—et “{ﬂ ! dlf

det T & d
Comme les transformations A, B, X; ont la composition
{(AB)y=— kA —X,, (AXV={BX;) =u,

elles forment aussi un groupe dont la composition coincide avec
la (38) pour z = £ et 3= o. [Dailleurs on peut toujours faire dans
la (38) 3 = o, par une transformation convenable des deux premiéres
transformations. |

Par le fait que \,, \. s'expriment orthogonalement en fonction
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de A et B, il en résulte en premier lieu que deux variétés non holo-
nomes V3 avant comme composition de leurs congruences, les com-
positions (38) et (39) sont applicables, pourvu que . = —(x* -+ 3°%),
c’est-d-dire pourva qu’elles aient les courbures négatives et égales.

En second lien, 1l en résulte une propriété importante des V3 & cour-
bure constante négative, celle d’avoir, comme les V; & cuurbure
conslante positive, deux systémes de congruences & coefficients de
votation constants, le passage d'un systéme & 'autre se faisant par les
formules ( jo').

Quant i la métrique et a P'équation de Pfafl de la ndtre V3, elles
ont les expressions

st == o2& ) o (de? )R, s - —;: ef it =,
et 'on veit que, dans ce cas aussi, la métrique de la V7 est une forme
en deux variables seulement, ayant la md¢me courbure que la V3.

2* La V3 est & courbure constante positive A= 4*">o0. On peut

¥ “
prendre pour A, la valeur — ﬁ—;tang&.r*, de facon que la transfor-

mation A s'écrive
v df df

= = _fanghat-l
cosd.a?t dae! S ot

et la métrigue et I'équation de non-holonomie de Ia V3 ont les expres-
sions

dst=—=cos ka2 {1V = (), el = %sin kaertdayt—=o,
la métrique de la V] étant encore dans ce cas une forme a deux
variables et ayant la méme courbure que la V3.

Pour déterminer la structure du G, d’applicabilité d’une ¥} & cour-
bure différente de zérvo, on lient compte que ce G, contient un G,
simplement transitif, le réciproque du groupe G; avant la compo-
sition { 39), et comme on pent s’arranger de facon que ce G; ait lui-
méme la structure (39), il en résulte que ce G, est non intégrable
pour A==0 el par conséquent on peut appliquer le théoréme suivant
de Lie :

« Siun GoY,, Y., Yoo YY) contient un G, (Y,, Y,, Y,) non
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intégrable, on peut choisir la quatriéme transformation Y, permu-
table avec G,. »

Par des transformations convenables des Y,, Y., Y;, on peut
encore réduire la structure du G, de la V3 i courbure négative i la
forme
, (LY)=V. (Y, Y)=aYs (V:Y)=Y,

(42) | N Y Y vy v vy
(MY =Y )= Y) =0,

et la structure du (i, de la V: a courbure positive i la forme suivante :

(’i"‘ ) ﬁ‘ (‘lrn Yo=Y, (YY) =Y, (VLY =Y,

{ (Y )= Y)=(Y,Y)=n0.

Nous n’allons pas faire ici la détermination des transformations infini-
tésimales de ces groupes, détermination qui est d’ailleurs assez facile
et nous conduirait & des résultats analogues a ceux trouvés dans le cas
de la courbure nulle.

Nous avons supposé jusqu’ici que la V3 est une variété non holo-
nome proprement dite, c'est-a-dire que I'équation de Pfaff de la
variété n'est pas complétement intégrable. Si cette équation est com-
plétement intégrable, elle peut étre réduite a la forme da*=o, et
la V3 est composée de la famille de surfaces 2° = const. Le groupe d'ap-
plicabilité de cette V3 sera fini, si elle n’est pas totalement géodé-
sique, infini dans le cas contraire. Dans ce dernier cas, en choisissant
les variables &', «* orthogonales a a*, la métrique de la V3 est une
forme quadratique dans les seules variables ', &* et nous avons
toujours le groupe & un paramétre et une fonction arbitraire

= :j“(ll.::} =~ .

les variables &', @* rvestant les mémes. Nous aurons aussi dans les
variables &', &* un groupe a un ou i trois paramétres, suivant que la
métrique de la V3 est la métrique d’une surface de révolution ou
d’une surface & courbure constante.

Si la famille de surfaces composant la V3 n'est pas totalement
géodésique, nous considérons seulement le cas ot la Vi admet un
groupe & quatre paramétres. En ce cas, la métrique de la V3 peut étre
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’

réduile a
dst= e [(l)? + (da)*],

et par conséquent les surfaces de la famille qui constituent: I W3 soni
des plans (ou surfaces développables), avec des unilés de: mesunas
différentes. :

Quant an G, de la V3, il est donné par les transformations

_ _ _ w09
M= WTEo T g T e
- " ) )

Nt OO

N o

Cda!

et 'on voit tout de suite (ue les trois premiéres. transformations
changent chaque plan ', 2* en lui-méme, tandis: que: la: quatniimee
transformation, qui génére le groupe a un parametire:

J»‘i — @t l’—", J.;’: Ko e, R T - (¥

change les plans entre eux.



