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ÊTLUE DES ESPACES SOS HOLONOMES. I l3 

Etude ties espaces mon Zwlortomes 

Ρα» G. VRANCEANU. 

INTRODUCTION. 

Le présent Mémoire peut être considéré comme la seconde partie 
de mon récent Mémoire Studio geometric® dei sistemi anoiononn, prunn 
parte (1 ), car je traiterai ici dans les paragraphes 2 à 7 les sujets qui 
ont été annoncés dans l'Introduction du travail cité, et précisément : 
la seconde forme fondamentale, le parallélisme extérieur, l'interpré-
tation géométrique des tenseurs principaux et le problème d'équiva-
lence de deux variétés non holonomes. 

En ce qui concerne les autres propriétés des variétés non holonomes, 
étudiées ici, on donne dans le premier paragraphe une nouvelle 
démonstration des formules fondamentales, ce qui permet à la rigueur 
de lire ce Mémoire indépendamment du premier. 

Dans les paragraphes 8, 9 et 10, on étudie le problème d'appli-
cabilité d'une variété non holonome sur elle-même, et l'on donne un 
théorème relatif aux variétés non holonomes à coefficients de rotation 
constants, en entendant ainsi un théorème que j'ai déjà démontré 
pour les variétés rieinanniennes (s). 

Dans les paragraphes 11 à 1 », on fait une classification complète 

(11 Voir Antmli di Λ/atematica, γ série, t. 6, 1928-1939, p. g-.jd. Dans la 
suite, les foi-mules «te ce Mémoire, qui sera appelé aussi premier Mémoire, 
seront iadnjuées par leurs nombres d'ordre suivis du nombre 1. 

I -) loir ma Note, -Sur tes espaces de Miematm avant leurs coefficients de 
rotation constants (Comptes rendus, t. 189, 1929, p. 386). 

Jour/t. de Math., toiue XIII, — Faso, II, ■93',. I» 
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des variétés non liolonomes les plus simples, les V|, d'après leur 
groupe d'applicabilité, en insistant parliculièreinent sur les Y* à 
courbure constante positive, négative ou nulle, qui ont un groupe à 
quatre paramètres, comme groupe d'applicabilité. 

Avant d'entrer dans le sujet de notre travail, nous allons parler 
des importants Mémoires qui ont paru (') après l'apparition de 
nos premières Notes sur les espaces non holononies {a ι dus à 
MM. Sellout en t3 ), Synge < et Horak )ï, et aussi d'un Mémoire 
de M. Hadatnard paru en i8qH, pour préciser les différences qui 
existent entre les points de vue de ees Mémoires et le poin t de vue que 
j'ai adopté dans l'étude des espaces non liolonomes. 

j'ai déjà mis en évidence ces différences dans le cas où les relations 
de uon-liolonomie sont complètement in légrabies y7 ), et pour saisir 
ces différences dans le cas général, supposons que nous ayons un 
s\stèine de tt formes de l'faff, indépendantes de » variables a·', 
,t-\ ,r", données par les formules 

1 I I ^ i
 t ( t

 ,! ... I . ··. ..... H !. 

(l) Je tiens â avertir que lu. réduction du présent Mémoire a été terminée 
en août 19-19. 

l ·' » \ oir Sur /es espaces non ho Ionâmes et Sur le calcul dijf'èrentiel absolu 
pour tes variétés non Wonorn^ (Comptes retains, l. 18S, ιΐ|·Α p. 85.» 
et ). Lu preiuiére île ces Notes a été omise d'être citée «lotis le premier 
Mémoire. 

(. i Ht» non hydomanic canne.dons ι honinhtijhe Ahadcntie nt/t II eten-
1 happen le Amsterdam. vol. SI, 1.9-18, p. ηιμ-ιι^ι, cl iéùer nlcht holonome 
I chertt agung) η in einer l.

tl
 (Mathematische Xeitschrift, vol. 30, 19-19. 

p. 149-1711. 
t' I tleodesicx in mm hotonomic prometry KMatematischr Anna/en, vol, 99, 

19,-18, p. 738-708). 
(;-i Sur tes systèmes mm /udutiomes y Hut let in international de f Aeadétnie 

de ilohèmc. ι it janvier 1948, p. 1-1 S). 
tβ ι Sur tes moufements de roulement {Mémoires de ta Satiété des Sciences 

physiques et naturelles de Itordeau.r. if série, t. il. 1895). 
(:ι I «.·"/· nui Noie t.es trois points île vue dans l'étude des espaces non 

Italomimcs y Comptes rendus, t. 188, 1919. p. 9701. 
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où les quantités λ,,
(

, peuvent être considérées connue les moments de 
A congruences indépendantes (λ), et. en ce cas, les formes tlx,, sont les 
arcs sur ces congruences, calculés dans la variété de lliemann, dans 
laquelle les congruences t /Λ sont orthogonales. 

'( «ela dit, tout autre système de η formes indépendantes 

</$,, · ■ ̂ . >■„ jtf.r1 t <ί . z !. ·.». .... ti)· 

peut, comme on sait, s'exprimer en fonction du premier système, par 
des formules de la forme 

till i/x„ ^ f'·',ds.. 

où les cj" sont des fonctions convenables des variables .»·. à déter-
minant different de zéro. Les formules ( II) peuvent être encore inter-
prétées comme une transformation linéaire et homogène, qui permet 
de passer de tt formes <lx„ aux tt formes tlx,... t'es formules déterminent 
en même letups tine transformation de congruences, car elles sont 
équivalentes aux formules 

Κ i '« i-

Les transformations (ΙΠ forment évidemment nu groupe, le groupe 
linéaire le plus général et qui dépend de tr fonctions arbitraires c'j. 
t Considérons maintenant les transformations tilt pour lesquelles 
les t·'* satisfont aux conditions d'orl hogoiialité 

\\10.128.1.11\nas-03\005342\PRODUCTION\LOT8\02-DECOUPAGE ARTICLES\20160114\JMPA_1934_9_13__\IFL\JMPA_1934_9_13__113_0 

Toutes ces transformations forment un sous-groupe du groupe 

linéaire : le groupe orthogonal, qui dépend de —
{
—— fonctions 

arbitraires. Ce groupe admet évidemment fin variant 

(lit) «&- = ifs-, -4- «M -e,fe*. 
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qui est. eu vertu des formules (1), une forme quadratique définie et 
positive, des différentielles tic*. de-. . tir", et par conséquent 
rélude des invariants de ce groupe orthogonal est équivalent à l'étude 
des propriétés de la variété de Kiemann ayant comme métrique la (111); 
ce fait est bien connu par les travaux de Uicei et de Levi-Civita, car, en 
ce cas, les formes dx„ sont les arcs sur η congruences orthogonales 
dans la variété de Hiemann (Ml ). 

Cela dit, considérons le svslètne formé par les « — m équations de 
IffaflV) : 

<l\ ι «/«ν—Ο ΝA'=M τ I. .... M). 

lin vertu de ces équations, la forme quadratique ^111) s'écrit ; 

ι lit · ils"· ·: ifs';] ... 'fs'i,. 

et Ton peut se demander quelle est la forme générale d'une transfor-
mation ι li t qui laisse invariants en même temps la forme y 111) et le 
système (IV' V On s'assure facilement que ces transformations sont de 
la forme 

i\} 

thh «1 *5! r: (/.f-. 

ifs/,------ »» -"Ν t·;. ifs, . 

où les ν",] forment un déterminant orthogonal d'ordre m, les c% sont 
quelconques, et les ci sont soumises à la seule condition d'avoir leur 
déterminant différent de zéro. 11 est intéressant maintenant de voir 
comment se change la forme (III) après une transformation ι. Y). et 

C ) < amime daws le premier Mémoire. les indices \arkin't de m : ι à « seront 
indiqués par les lettres accentuées Λ. te. t, r, &, β. y. o, en indiquant par les 
mêmes lettres non accentuées les indices variant de ι à m. Quant aux indices 
variant de ι à n. ils seront indiqués en général par les lettres «·, h. o. <(. <*. 
/. y. ii, c. C'est à cause de ces trois *t>ries d'indice* que nous avons niainlenn tes 
signes de sommation au lieu d'introduire la règle de* indices répétés. 
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l'on trouve sans difficulté ta formule 

t l\ ') (/s; H- tfs~ — tisf - , .. iisj 

- «ferN^ r|e« . «ferl'e*"fj" — 

Ou voit tout de suite que ces transformations ont pour effet de 
changer la tonne quadratique \llfo par l'addition d'un tenue' qui 
s'annule en même temps que les. équations (IV» et qui se décompose 
en une forme quadratique des premiers membres des équations tl\ "> 
et en une forme linéaire à coefficients dépendant linéairement des 
premières tonnes fis,. ..... <&«. 

lie changement de la métrique \ III) se traduit dans le cas méca-
nique d'un système mur holonome à liaisons indépendantes du temps 
par 1e changement le plus général de la force vive du système à l'aide 
des liaisons non holonomes. ce qui est précisément le problème consi-
déré par M. lladamard. lie! auteur a fait voir que. par ce changement 
de force vive, les équations du. mouvement du système ne restent plus 
les mêmes, sauf le cas où les liaisons sont complètement intègrables. 
et, par conséquent, le système n'est pas un système non holonome 
proprement dit. 

lie résultai de M. Hadauiard est très important, même dans le cas 
géométrique, parce qu'il nous fait voir la différence essentielle qui 
existe, relativement aux propriétés du groupe ι ^ Κ entre le cas où le 
■système t IV) est complètement inlégrable et le cas. où il ne l'est pas 

En effet, dans le cas intêgrahle. le système \tYY est 'équivalent à 
une famille de variétés à m dimensions, dépendant de η — »* cons-
tantes arbitraires, et si l'on considère ces variétés comme des variétés 
métriques, ayant comme métrique la forme quadratique ν les 
propriétés invariantives du groupe ι \ ) sont précisément les propriétés 
intrinsèques de ces variétés, c'est-à-dire les propriétés qui dépendent 
seulement de la métrique de ces. variétés, comme sont le parallélisme, 
les géodêsiques, la courbure, etc.. et l'on sait combien sont, impor-
tantes et nombreuses ces propriétés. 

Si le système 11Y » n'est pas complètement ïntégrable, et, si l'on 
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considère aussi les propriétés in varum lives du groupe \.Λ"Κ presque 
toutes les propriétés qui existaient dans le cas intégrable sont main-
tenant perdues. et fou ne peut plus définir le parallélisme,, les géodé-
siques, la courbure. 

Par conséquent, pour avoir encore, dans le cas non intégrable, des 
propriétés intéressantes à étudier, il faut restreindre· le groupe(V) 
et la manière la plus naturelle est de supposer que les e|' sont nuls; 
c'est-à-dire· d'étudier les propriétés invariantes et leurs interprétations 
géométriques du groupe 

, \ ι. 

t/Si ·"* «fe. 

»{$;, f. 

• #i --1 » ■·> ni : h ' . m '■ (. . .. M », 

où les cl sont les cléments d'un déterminant orthogonal, et les ej. ont 
leur déterminant dilièrent de zéro. On voit tout de suite que, pour 
une telle transformation, la métrique * HI >. et par conséquent la 
force vive du système mécanique correspondant, se modifie, comme 
nous dit la formule y lΛ *\ par une forme quadratique· des premiers 
membres des équations de non-holonomie. de façon que nous avons 

I \ Π ILS,-- — «FTF* — »fe; »fo* -V (.{·<{ -ii-UFCT «FC. . 

lût ce cas., M. lladamard lui-même a remarqué que les équations du 
mouvement du système mécanique ne changent pas. Mais si. an point 
de vue mécanique, se restreindre aux modifications de la force vive 
par des formes quadratiques par rapport aux liaisons et non à des 
formes linéaires quelconques, n'apparaît pas assez naturel» au point de 
vue groupai, la question est tout à fait naturelle, parce qu'elle se 
réduit à l'élude des invariants du groupe ν Vi t. lequel est beaucoup 
plus symétrique que le groupe ι \ X car il opère· séparément, d'une 
part, sur les formes tis

x
. .... «fa

m
 par nue transformation orthogo-

nale. et, d'autre part, sur les formes tis
K
,.,. .... «/>\ par une trans-
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forum lion linéaire quelconque. Le groupe ι λ h dépend ainsi de 

'm—- -r y « — ,*##)a fondions arbitraires des variables .r. 

( '.online on Ta tu dans la première' partie de ce Mémoire, le point de 
vue adopté par nous et qui nous a été imposé par le mode dont nous 
avons attaqué le problème» est d'étudier les propriétés des variétés 
non Iiolonom.es \ qui sont en même temps tuvuriantives par rapport 
aux transformations du groupe ^ M V ou. ce qui 'est la même chose, 
les invariants du groupe \ \ 1\ C.e problème conduit dans le cas inté-
grahle à une classe de propriétés qui sont intermédiaires entre' les 
propriétés intrinsèques et celles rigides de la famille correspondante 
de variétés rietnanniennes (" \ mais, dans ce cas. le problème perd 
de son importance' parce que la plupart, de ces propriétés passent 
parmi les propriétés intrinsèques, tandis que dans le cas non intégrable 
c'est le problème intrinsèque qui perd toute son iinportauce· en faveur 
de notre problème. 

Xous avons la possibilité de restreindre le groupe ι \ Γ» aussi, en 
supposant que les c£ sont, comme les c^» les éléments d'un déter-
minant orthogonal, et. par conséquent, ce groupe est un sous-groupe 
du groupe orthogonal \Γ ». et en ce cas la métrique » est un inva-
riant du problème. Si nous sommes dans le cas intégrable, les pro-
priétés de la famille, qui sont invariantes par rapport à ce groupe, 
sont les propriétés rigides de la famille. M. Scbouten. qui a généralisé 
la notion de variété non boionoine en introduisant les· variétés non 
hoJonotnes à connexion affine. s\»ccupe surtout, des propriétés rigides, 
c'est-à-dire liées à la variété environnante, et. par conséquent, dans le 
cas des variétés non bolonomes à connexion métrique, il s'occupe des 
propriétés qui sont invariantes par rapport à regroupe, tout, en remar-
quant que certaines de ces propriétés sont des invariants par rapport 
aux chan.gein.ents de la métrique de la variété environnante par une 
forme quadratique dans les premiers, membres des équations de non-
Itoloiiomie. c'est-à-dire, comme nous l'avons vu plus bant, par rapport 
aux transformations du groupe ι \ 1 >. Au point de vue rigide, dans 

t ! » I oir iumii Iravail. èltmiUrs t/e„< vnn^tts rtcmiwistrttMrs I Butte ti m de ta 
>\u·. dt?s >>*>««·*'* tA* Ctuj « Roumanie». 1. V. iw partie. oyso. g. [3-1- î t;î 1-



tao G. yraxceam. 

l'étude des variétés, non Itolonomes à connexion métrique se sont 
placés aussi MM. Svnge et. Horak \ ')» mais, à un certain point de vue. 
M. Synge arrive à une généralisation, car dans la recherche des 
équations du mouvement dans leur première forme, il suppose, sans 
le dire explicitement, que le système de Γ faff t. IV\ qui représente 
les liaisons non holonomes, est de la forme 

«fet = «\ «ft» 

où les c.r sont des constantes quelconques et où t est. le temps. 
Etant donné le fait que les propriétés rigides sont des invariants 

par rapport à un groupe, lui-même sous-groupe du groupe (\1\ on 
peut conclure que les propriétés de notre problème sont, encore des 
propriétés rigides» mais non pas inversement. Ces deux problèmes, le 
problème rigide et le nôtre, qu'on peut appeler aussi semi-rigide on 
semi-intrinsèque, ou même problème intrinsèque non holonome. parce 
que c'est le seul problème non rigide qu'on puisse poser avec succès 
dans le cas non intégrable \ί \ ont: évidemment des résultats com-
muns» connue sont le parallélisme intérieur» les géodésiques, etc. En ce 
qui concerne les· résultats non communs, comme sont le parallélisme 
extérieur» le tenseur de courbure» les équations aux variations des 
géodésiques» il se présente un fait sur lequel je veux insister parce 
qu'il peut produire des. confusions. Eu effet » on sait que le tenseur de 
courbure est» dans le cas intégrable. une propriété intrinsèque. Dans 
le cas non intégrable» ce tenseur n'existe plus comme propriété intrin-
sèque» mais on peut le retrouver convenablement modifié dans 
notre tenseur /»..;. -, et pour le problème rigide dans le tenseur de 
M. Se hou ten Ces deux tenseurs se réduisent au tenseur de 
courbure proprement dit si le système \l\ \ est complètement inté-
grable» mais ils sont différents dans le cas non intégrable. D'ailleurs. 

S1 * V CE point JE Ν ne. >C rattache »«>>» LES travaux DE Cibbe ISSALY. Α7Μ«Λ· 

ii*-nmétritjrte sur in ce«Htatre des fiseu»if$urj\tees Huit. tie in Soc. math, tie 
I. 17» i -SSS-iS-S.}. p. S-Γ». et Eiutte sur te spseutin-sur faces en ̂ fierai... 

\ \otteeiies Annates tie îiiiiàemalitptes. .p -ièrie» t. I» >»*»>. p. ôo ·. 
p» loir aussi men travail» Air tjitriynts Jmn'mts tie in ihêorie ties espaces 

.un»» he-hmomes % Un', far» ties Seiemecs tie Cermmti» vol. λ , IJJSA» p. «7-, 
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tous les deux méritent, par certaines de leurs propriétés, d'être· appelés 
tenseurs de courbure de la variété non holonome. et seulement si l'on 
veut que la courbure soit une propriété le plus intrinsèque possible, 
on peut préférer notre tenseur /.w /r. 

Un fait analogue se présente si l'on veut définir un parallélisme 
antre que le parallélisme intérieur qui transporte des vecteurs inté-
rieurs au long des chemins intérieurs. Pour le problème rigide, on se 
sert du parallélisme de la variété riemannienne environnante, tandis 
que, dans notre cas, ce parallélisme est envisagé comme propriété du 
groupe, et nous avons seulement la possibilité de transporter un 
vecteur intérieur le long d'un chemin extérieur et inversement, et de 
plus, ce parallélisme est un parallélisme de Weyl. car il ne conserve 
pas la longueur. Cela explique pourquoi, si l'on transporte un vecteur 
intérieur le long du pentagone infinitésimal de Y™, les variations du 
vecteur transporté s'expriment à l'aide de notre tenseur de cour-
bure ( ' \ si en transportant le vecteur le long du cinquième coté du 
pentagone, on se sert de notre parallélisme, et ces variations s'expri-
ment, au contraire, à l'aide du tenseur de courbure de M. Se h ou ton 
si l'on se sert pour le même but du parallélisme lié à la variété envi-
ronnante, comme l'a l'ait voir M. Horak (a). 

En ce qui concerne les équations aux variations des géodèsiques 
d'une variété non holonome, données dans la première partie, la 
question a été traitée aussi par M. Synge, mais étant donnée la géné-
ralisation dont nous avons parlé plus haut, les résultats sont très 
différents. 

Nous avons mis en évidence les différences entre les divers points 
de vue adoptés dans l'étude des variétés non holonoines. en consi-
dérant certains groupes de transformations de formes de PfatT: niais il 
est à remarquer que les auteurs cités entrent dans leurs études par des 
voies différentes et par des méthodes aussi différentes, ce qui rend 
très difficile la comparaison détaillée des résultats (y Y. 

n 1 ι I f/r ma Coaimunicalïon an lànigrès de Bologne 1 oiaS κ l'arutléiisme et 
rtntrbure du us tttte variété mm fioitmome. vol. V, p. 61. 

Ti 1 Sur la voitrkurv des variétés mm hol&nomes (Comptes rendus, I. 18" 1. 

ι - t Kn ce qui concerne le calcul dilt'éreiuiel absolu ties congruence?· dim I nous 
J ο urn. de Math., tome XIII. — Faso. Π. i;«3J. LB 
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Avant de terminer celle Introduction je crois devoir dire ici quelle 
est, d'après moi, l'importance géométrique de l'étude de notre pro-
blème. En premier lieu, c'est l'étude systématique d'un groupe linéaire 
infini de transformations de formes de Ptaff, on, ce qui est la même 
chose, de transformations de congruences, méthode qui peut être 
appliquée aussi à l'étude d'autres variétés, comme sont les variétés 
de Rieinann, les variétés d'Einstein, qui admettent un parallélisme 
absolu, etc. En second lieu, c'est l'introduction d'une variété qui n'est 
pas isotrope par rapport au parallélisme, e'est-à-dire qu elle ne se 
comporte pas de la même manière dans toutes ses directions. Par le 
fait qu'elle est partiellement à connexion affine, elle ne rentre pas 
parmi les variétés à connexion affine de M. Weyl, mais se rattache 
plutôt aux variétés à connexion affine plus générales introduites par 
M. l 'art an ( ' V 

CHAPITRE I. 

i'ARALLÎUS.MK ET COl iBl BK. 

1. Norvui-LE DEMONSTRATION DKS FORMCt.F.S FONDAMENTALES. — NoUS 
allons donner ici une nouvelle démonstration des formules fondamen-
tales d'une Λ beaucoup plus simple que celle donnée dans le pre-
mier Mémoire et provenant d'une manière plus directe de la définition 
du groupe non holonome. Cette démonstration a aussi l'avantage de 
mettre en même temps en évidence le caractère tensorie! des conditions 
d'intégrabilitë des congruences de non-holonomie et des congruences 
fondamentales, 

Soit donné un système de « congruences indépendantes (λ
α

) 
(u = 1,2, . .., /i> des » variables ,rs. . . ., ,r", ayant comme para-
mètre les (/= ι, A, .. .,/Γ) et comme moments (réciproques du 

nous servons dans noire élude, il faut citer, en dehors des travaux cités dans 
l'Introduction du premier Mémoire. les Notes suivantes de M. C.isotti : tteriea-
sionr wtrmseca net ralrolo tliferenn'aie assoltito. Nota t-ll ·, fiend. tleî l.inrei. 
vol. 27, t** et C semestres 1918, p. 087 et et), 

T ' i I 'air K. CARTAS, Sur la representation çè»mèlrùfue ties systèmes maté-
riels mon Itolonomes. itti fiel Cou pressa tfi Ho foin» a. «928. vol. VI. p. a,"»;». 
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dé terminant formé avec les λ^) les quantités λ*,,, el considérons une 
transformation qui fait passer des congruences (λ) aux autres con-
gruences (λ) : 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

où les coefficients c* sont des fonctions des ,r à déterminant différent 
de zéro, pour le moment quelconques. Ces formules peuvent être 
résolues par rapport aux c* : 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

et si on le dérive intrinsèquement dans le système des congruences ( λ Κ 
on obtient les formules 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

Ce dernier tenue de ces formules peut s'écrire, en vertu de ) el des 
dérivées premières des relations qui existent entre les paramètres et 
les moments. 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

Si l'on change maintenant dans les formules (i ) b avec e, et si l'on 
fait la différence des résultats eu tenant compte de la définition des 
quantités ο " : 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

nous arrivons aux formules suivantes : 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

qui sont valables quelle que soit la transformation des congruences (i) 
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et. constituent lu loi de transformation des quantités et «·£., qui 
jouent un rôle très important dans le calcul différentiel absolu des 
congruences. 

Supposons maintenant que la transformation (O appartienne au 
groupe non liolonome 

>'< ! ' 'i, '·< !« 

*av=ZJ rv *<■>* 

< V) 

c'est-à-dire que les r'* satisfassent aux équations 

( .» 1 th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

rÀ — 'À"— ° 

En ce cas, les formules^».)se décomposent en six groupes différents, 
d'après les valeurs des indices α. />, e qui peuvent être égaux ou infé-
rieure à »i, ou supérieurs à m. 

i" Tous les indices a, h. e sont inférieurs ou égaux à m. Les for-
mules (al s'écrivent sous la forme 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

où toutes les sommations sont étendues seulement de ι à tu. Si l'on 
dérive les premières formules ( 3 ι par rapport aux on peut 
résoudre les équations ainsi obtenues et les équations tV"k par 

rapport aux dérivées·^''» et l'on obtient les formules 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

qui sont précisément les premières formules fondamentales (, ίο, 1). 
les γΛ,.,· étant les coefficients de rotation de Ricci des congruences (λ). 
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Ils sont liés à pur les forninies connues 

1 ·» 1 — Y-W— T'J.'I. Y**'— - < '''*/ Ω
?Λ —

 M
/U)· "λ 

:i1' Les indices a, A sont <w, et. l'indice c est supérieur à m. Les 
formules (2) s'écrivent en ce cas, à cause des dernières équations (3), 

« :» >
 ~~^;s "'â-i- ci '4 — Y, "'A/'A -

et constituent les formules fondamentales (3i, ! i. 
3" Les indices n, b >· m et e</«, on obtient les formules fondamen-

tales (3 -2, I l 

'^ -Y \ -"Y· ινί·/«·.ν· 

i" Tous les indices sont supérieurs km, et l'on a les formules (33', I ) : 

th. ' A,-- ·'Λ,·>' * ■*" ' .te T '· 

qui ne sont résolues que par rapport aux différences des dérivées 
intrinsèques, et nous avons vu dans le premier Mémoire que ce fait se 
traduit par l'impossibilité d'obtenir d'un tenseur extérieur un tenseur 
dérivé par dérivation tensorielle extérieure. 

> L'indice a est supérieur à m et A, e^ m. Dans ce cas, les for-
mules (2) nous donnent les formules (27,ΙΊ : 

I ϋ 1 2 ^ *V*r»"î =». 

qui nous disent que les «1·« sont les composantes d'un tenseur du 
troisième ordre, deux fois intérieur et une fois extérieur direct. 

6° L'indice ο < m et A, c > m, on trouve les formules 

I ϋ 1 2 ^ *V*r»"î =». 
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qui expriment que les sont les composantes d'un tenseur du troi-
sième ordre une fois intérieur et deux fois extérieur indirect. 

On rappelle que nous axons appelé tenseurs extérieurs directs 
ceux qui se changent pendant une transformation 12'), comme les 
moments >.

4f;
, ou bien comme les différentielles des arcs des con-

gruences de non-holonomîe 

lisj,-/.à- jdx2, 

et tenseurs extérieurs indirects, ou inverses, ceux qui se changent 

comme les paramètres >4., ou bien comme les dérivées intrinsèques-^-· 

it étant une fonction quelconque des variables , a·" qui se 
changent, par la < ■>'d'après la loi 

lisj,-/.à- jdx2, 

où les c·' sont les réciproques du déterminant formé avec les cl. 
Par conséquent, les notions de direct et inverse dans le calcul diffé-

rentiel absolu des congruences correspondent respectivement aux 
notions de contrevuriauee et covariance de calcul différentiel absolu 
des coordonnées, (.l'est seulement pour ne pas créer des confusions 
que nous avons cru devoir introduire ces dénominations nouvelles. 

2. LA SKC.OMIK FORME IOMUMENTALK I>Y.\K Y"' y — *->n a vu dans le 
premier Mémoire que si l'on fait une transformation de con-
gruences ι^ι Κ les différentielles des arcs des congruences ι qui sont 
données par les expressions 

17^ »fe
M

— Α., , é.r . 

ι'ι I oir aussi tua Noie SriOnéa forma i/tiaéraiira fondamentale tli una 
t-ariefa ano/ouoma ré ιΐ/ψ/ά-αζι'οηι ( limé, été Limrei. le' série, vol. 8. i928. 
p. UtHlK 
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subissent la même transformation 
η 

i/jî,! ^ '*,1 iiSin 
1 

d'où il en résulte que la quantité 

ί S t . tis)J -r- l/.s'i - . . . tisjf, 

est un invariant du groupe non liolonoiue t 3), invariant appelé la 
métrique de la variété non holonotne, ou la première forme fonda-
mentale, parce que si Ton se donne un point l\;R', «r% .,., ÎC") et un 
vecteur infinitésimal intérieur, partant de ce point, individualisé par 
les valeurs de ih,, th.., ..., f/r„,, la longueur t/s de ce vecteur est donnée 
par la fornude (8 ï. Considérons maintenant un point P', infiniment 
voisin à I* et obtenu de P. par un déplacement extérieur à la variété; 
par conséquent ses coordonnées peuvent s'écrire sous la forme 

«<>» V J,. 

où les à;,· sont à traiter comme des constantes inliniment petites. 
On peut se demander quelle est la variation de la métrique ^8 V dans 

le passage du point Ρ au point P'. Pour trouver cette variation, on 
remarque que dans P* nous avons 

l 7 1 <K — λ], , ti.r 

el si l'on lient compte des formules (t>), les moments λ
Μ

, s'écrivent, 
abstraction faite des termes du second ordre dans les ΐή·. 

lisj,-/.à- jdx2, 

De même en diiïéren liant les formules (q> et en tenant compte du fait 
que les t,,· sont à traiter comme des constantes, nous avons 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί<
 dt

"' 
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et par conséquent en négligeant des termes du second ordre dans 
les £/, les formules (7't s'écrivent 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

Il suftit de tenir compte maintenant des équations qui relient les para-
mètres avec les moments et du fait que le déplacement («&·) est inté-
rieur, pour donner à ces formules la forme 

(8) 

rf S>, — ti$h — ̂  Si· «/Si. 

it'st, =~ <> -y, "Ν ί
Λ
·"ii-ds. 

Eu vertu de ces formules, nous avons 

(;»') «/î,"". i-tis'ù = </sjf - . .. -■■ «fer,, -- * Ν V Si· O'?»· e/Sft «fc;. 

et si 1 on tient compte que 

" AJtv 11 Αλ' , X'rVv "
 4

 α'-ii 4 K* 

la variation de la première forme de la Y'", est donnée par l'expres-
sion suivante : 

( l 0 ) γ —S λ' V-· · V Λ · -l*."t . i < <is-, t/s 

La forme ψ peut évidemment s'appeler, par analogie avec les variétés 
de Hiemann. la seconde forme fondamentale de la variété non holo-
iiomc Y™ et l'on voit qu'elle se compose d'une forme linéaire des 
« — m formes quadratiques Ξ* , chacune de ces formes correspondant 
à une des congruences de non-holononiïe de la variété ('). Que la 
forme ψ soil une invariante du groupie non holonome, cela résulte du 

ι1 1 Κ η ce qui concerne la tonne r s· d'une \ voir Κ lie CARTAN. La Géomé-
trie ties espttves <fv Uivmanu ( Mémoriai ties Srivnt-es nitit/iëmoti'/nv.<. lasc. it. 
ι<ι>δ. i". .|ù 1. 
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fait que les quantités y.w sont les composantes d'un tenseur du troi-
sième ordre (4°'» 'Y 

Ce tenseur, qui sera appelé tenseur de la seconde forme fondamen-
tale. peut être retrouvé aussi comme conséquence des formules fonda-
mentales de la variété non holonome. En effet, pour trouver les for-
mules fondamentales (4 Y nous nous sommes servi des premières 
dérivées int rinsèques des équations d'ortliogonalilé des e£. Considérons 
maintenant les dernières dérivées intrinsèques de ces équations: 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

Or, si l'on élimine les dérivées intrinsèques des c£ à l'aide des for-
mules fondamentales (à), nous arrivons sans difficulté aux formules 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

qui nous disent précisément que les quantités y sont les compo-
santes d'un tenseur du troisième ordre, deux fois intérieur et une fois 
extérieur inverse. 

Si le tenseur y est zéro, la seconde forme est identiquement 
nulle et la Y™ est totalement géodésique t ' \ c'est-à-dire que ses géo-
désiques sont aussi des géodésiques de toutes les variétés de Rie-
mann Y.,, avant les métriques (I'Y dans lesquelles la Y'* peut être 
plongée. 

Il est évident que l'existence de la seconde forme entraine pour 
le Y™ la possibilité de définir des lignes conjuguées, comme les 
lignes »/ et £ qui satisfont aux équations de non-holonomie ^IY t et aux 
η — ta équations suivantes : 

^ y..», Λα «t= >>, 

mais ces équations n'ont de solutions pour η 3iw — ι que si les 

··! > 1 oir J. Λ. Suiioi i fix. On non Aoivnoinir connexions, déjà cité, p.2983 

iotir». rfe Math.^ lt>me XIII.— Fasc. II, *934- ^7 
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secondes formes o.

a
- ne sont pes indépendantes Γ v. Quant aux variétés 

asymptotiques de la V", elles seront évidemment formées par les 
lignes conjuguées avec elles-mêmes. 

On peut appeler lignes de courbure tie la. V* tes congruences, fon-
damentales «p»i réduisait la seconde forme à une somme de carrés, et 
évidemment ces congruences n'existent pas en général, si i»<^ η — t. 

5. Qimor ES FORMULES RELATIVES ACS. VARIÉTÉS A C.OSXEXIOS AFFtSE. — 
Pour introduire et pour étudier les diverses propriétés d'une variété 
non holonome. nous nous sommes servi, dans le premier Mémoire, de 
l'analogie avec les variétés riemanniennes: mais cette analogie n'est 
pas suffisante pour étudier toutes les propriétés des Y?. car ces 
variétés, sont plus complexes que les variétés riemanniennes. et il faut 
nous servir aussi de l'étude des variétés à connexion affine, et, dans ce 
but. je donnerai ici quelques formules relatives à une variété à con-
nexion affine rapportée à un système de congruences, formules qui 
nous seront utiles dans la suite » '· ). 

On sait qu'un espace à η dimensions \.r". .r% .... .«·) ' est à con-
nexion affine, si nous avons dans cet espace »s quantités ΓΥ fonctions 
continues et dérivables des ,r. lesquelles, après an changement de 
variables, se changent selon la loi de la connexion affine. Cette 
connexion affine est symétrique si les coefficients de la connexion 
affine ÏC sont symétriques par rapport aux indices inférieurs et en ce 
cas l'espace est dit encore sans torsion. Dans te cas général, t'espace 
est avec torsion et les quantités 

At·* = AA 

sont les composantes de la torsion de l'espace, et eu même temps elles 
sont les composantes d'un tenseur du troisième ordre deux fois cnva-
riant et une fois eontrevarîant. 

Supposons maintenant que dans cet espace nous introduisions un 

ι6 !t ) o<V. pour te cas intêg rable. ma Note Sur ftndeffmitmty tirssecondes 
forntrs f'.'NtiuMtfiiiiiirs d'une \ , f'ulirth» tir tu Faruttë tirs >>.««*«·vs dr Cri -
/utttiL vol. 111. lasc. 2, i<»hj. p. .>iù ·. 

C) Cf. L. I*. làsExavtr. .Vu# ririntinnitm **r<omrtrr. New Λ»«rk. ip27. 
p. ') K> ·. 
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système de n congruences indépendantes ^ Avec « système nous 
pouvons construire' ies coefficients de lliccï généralisés 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

qui sont, des invariants par rapport aux changements de variables .r: 
mais si Ton fait une transformation de congruences ι λ\ ces coeffi-
cients se changent d'après· les formules 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

t '.es formules constituent la loi de transformation de connexion affine, 
pendant une transformation de congruence et les s'appellent les 
coefficients île la connexion affine dans le système de congruence ι. λ\. 
Ces coefficients ~*

ix
. sont complètement déterminés, dès qu'on se 

donne les coefficients Γ,\ et les congruences (>.V Inversement, si. dans· 
nue certaine variété on peut associer à un certain système de 
congruences· '(λ* un système de «r quantités γ^4.. invariantes par rap-
port aux changements de variables· et. se transformant pendant une 
transformation de 'congruences· d'après· les formules (4"\ la variété est 
à connexion affine, et toutes les propriétés· de la variété se1 peuvent 
exprimer à. l'aide des coefficients γ*

>ν
. La torsion de la variété a 

comme composantes dans le système de congruences (/.i les· quantités 

At·* = AA-e2 Σ.δ*· άί< dt"' 

et par conséquent l'espace est sans torsion si les différences des γ 
satisfont aux 'Conditions 

% 
nCl'V , a&sSi ~*· ^•SW·'*· 

où les quantités %r£. sont données 'par les; formules(1). 

/Vni«tg«»nc infinitèsimtif. — Si l'on considère deux déplacements PQ 

et PU partant d'un même point Ps. ayant comme composantes th,. 
«Ar~. tis

x
 et s*·,. ss... ...

 s
 «

K
. et si l'on transporte par parallélisme 
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le \eeleur infinitésimal PQ le long du veeleur PR et inversement, et 
si Fou indique par RT et QS les. vecteurs, aïusi obtenus, les· compo-
santes du vecteur ST. que nous indiquons par Ajl.( ο = ι. 2. ..., i»\ 
sont données en fonction de la torsion de la variété par les formules 

ii ô*T Xs*^^ |£.«is. "à*.. 

On voit, que le vecteur ST est nul si la variété 'est sans torsion et en 

ce cas 1a. ligure· PQSR s'appelle, comme il est bien connu., parallélo-
gramme infinitésimal de la variété. 

Si la variété est avec torsion, la figure PtfSTll est, un pentagone 
in/inùrsmuil. où te cinquième côté ST est un infiniment petit du 
second ordre par rapport, aux antres côtés. 

4. PARALLÉLISME EXTÉRIEUR OC MRALLEHSME B»E WEAL O'cxe V". —On a 
vu dans le premier Mémoire l'importance des formules fondamen-
tales. 14), 151» et ( fit pour la dérivation tensorielle dans la V™. Si fou 
compare ces formules avec les formules ιΤΎ il en résulte tout de suite 
que les quantités >vy. sont les coefficients d'une 'connexion 
affine dans le système de congruences ^À.),. et ces formules nous 
expriment précisément la loi de transformation de cette connexion, 
quand on fait nue transformation de congruences appartenant au 
groupe non holonome 13 >. De ce finit, il ne résulte pas que la, 
variété Y 7 soit une 'variété à connexion affine proprement dite, car 
tioùr ■mmnejcàm tijyïne nVjrl pas précisément à cause de 
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l'impossibilité de résoudre les équations ( 4' > par rapport aux dérivées 
intrinsèques etles-mêmes. 

Nous savons comment l'existence d'une connexion aftine entraine 
non seulement la possibilité de dérivation tensorielle. mais aussi la 
possibilité du transport par parallélisme et l'on a vu dans le premier 
Mémoire comment, à l'aide des coefficients γήχ/, on peut transporter 
par parallélisme un vecteur intérieur le long d'un chemin intérieur 
aussi. Ce parallélisme est un parallélisme dans le sens de Levi-Civita. 
car il conserve la longueur du vecteur transporté, et il a été obtenu 
par une méthode analogue à celle utilisée par M. Levi-Civita dans le 
cas des variétés ricmanniennes. On peut l'obtenir maintenant à l'aide 
de la formule (4b car en vertu de cette formule les quantités 

η η i = this — ̂  γ**/ ν id St (h = i, m \ 

| où les «v, sont les composantes invariantes d'un vecteur intérieur et 
les tk'\i<m) sont les composantes d'un déplacement infinitésimal 
intérieur] sont les composantes d'un vecteur intérieur et, si ce vecteur 
est nul, on dit que le vecteur < r,, Ί a été transporté par parallélisme le 
long du chemin \th, ). 

11 s'agit maintenant de faire voir les transports par parallélisme, 
qu'on peut faire à l'aide des autres coefficients de la connexion 
aftine <r£,. et «»·*,. Pour cela, on remarque, en premier lieu, que les 
quantités 

< 11 ) »*"{/·At·* = A 

[où les t'A sont comme toujours. les composantes d'un vecteur inté-
rieur et les f/.f/ (./'>· wi > sont les composantes d'un déplacement exté-
rieur à la Y™] sont les composantes d'un vecteur intérieur et, si ce vec-
teur est nul, nous dirons que le vecteur intérieur i r

fl
 ) se transporte 

par parallélisme te long du chemin extérieur Ce parallélisme ne 
conserve pas la longueur du vec teur transporté. En effet, si l'on dille-
renlie la formule qui donne le carre de la longueur du vecteur (ν,, i. 

72=ν; — «'Λ — - - - — «2m. 
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et si l'on tient compte des valeurs des #/<v tirées des formules t12Ï 
égalées à zéro,, on trouve 

( I 1 ' » I* «/' V = - ̂  _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où ift M est le tenseur de la seconde forme fondamentale de la Y"'. 
Il en résulte ainsi que la longueur du vecteur (ι·,.) ne peut être 

conservée pendant le transport, quel que soit le vecteur transporté et 
quel que soit le chemin que si la variété Y"' est totalement géo-
désique. 

Cherchons maintenant la variation de l'angle 0 de deux vecteurs 
intérieurs (y) et (n) pendant un transport extérieur, Si nous indiquons 
par 0 -f- </ Q Tangle de ces deux vecteurs dans la position finale, nous 
avons la formule 

^ ( Ni— t/'ttf, I ι l";,— »/ l\,! 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

il et ν étant les longueurs de vecteurs, et si nous négligeons les termes 
du second ordre dans l'opérateur */', on obtient 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

Cette formule, qui est symétrique par rapport aux vecteurs (fit et y), 
se réduit à une identité seulement dans le cas où les vecteurs ont la 
inème direction ou des directions opposées; dans tous les autres cas 
elle nous permet de tirer r/'tl, valeur de la variation de l'angle 0. et 
cette variation est toujours nulle si la Y"' est totalement géodésique. 
Par conséquent les angles sont conservés si les longueurs sont 
elles-mêmes conservées, Si les secondes formes ο

Λ
· de la X"! sont pro-

portionnelles à la première, l'angle de deux vecteurs orthogonaux est 
conservé. 

Pour trouver le transport par parallélisme, qu'on peut obtenir avec 
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les coefficients ο considérons les expressions 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où les c" ( Λ ■> ni) sont les composantes d'un vecteur extérieur direct 
et (dst) est un déplacement intérieur. On trouve sans difficulté qu'en 
vert u des formules fondamentales (tf\ ces expressions sont les compo-
santes d'un vecteur extérieur direct et. si ce vecteur est nul. nous 
dirons naturellement que le vecteur extérieur (*Λ ) est transporté par 
parallélisme te long du chemin intérieur (t/τΛ et ce transport est 
évidemment aussi un transport dans le sens de AYeyl, car pour le 
vecteur y«jV) il n'existe pas dans la Y'" la notion de longueur t * κ 

En résumé, nous avons dans une variété λ*'" un parallélisme inté-
rieur dans le sens Levi-Civita et deux parallélismes extérieurs dans le 
sens de Weyl et qui permettent, de transporter un vecteur intérieur le 
long d'un chemin extérieur et inversement. Ce ipte nous ntmms pus 
t/am une \ . cY.v/ un parallélisme permettant de transporter un vecteur 
e.i'teneur au long d'un ekemin également extérieur. 

i». < .îKccns isnsnÈsiMAtx OANS UNE Y'". — Pentagone infinitésimal de 
la \ — Il s'agit de faire voir ici que la connexion intérieure, déter-
minée dans une variété non holonoiue par les coefficients γΛιΜ. n'est 
pas symétrique, c'est-à-dire que la Y™ est, au point de vue de la 
connexion intérieure, une variété avec torsion. En effet, considérons 
deux déplacements PQ et PU. tous les deux intérieurs à la Y™. Si 
l'on transporte par parallélisme intérieur chacun de ces vecteurs PQ 
et PU le long de l'antre, et si l'on indique, comme dans la figure 1, 
par UT et QS, les vecteurs tous deux intérieurs ainsi trouvés, le vec-
teur ST, qui ferme le parallélogramme construit de cette manière, el 
qui a comme composantes les quantités (6"), est en général diffèrent 
de zéro; car si l'on calcule les composantes de la torsion de la variété 

( 1 * Dans ma iioiumunira lion au Couvres de Bologne, déjà eilé, le parallélisme 
extérieur s'obtient par la condition que le parallélogramme intinitésimal déter-
miné par un côté intérieur et un coté extérieur soit fermé. 
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à l'aide des formules (5") et si l'on tient compte que pour le parallé-
lisme intérieur nous avons les positions 

( ^ ^ \/lKt \ftKl· ÎVfc/ '*» 

on t rouve pour les composantes du vecteur ST. dans ce cas, les valeurs 

(«I ') Δ.«Α=Ο. AS/,· = % »r'î/</si «S;. 

et par conséquent ce vecteur est extérieur à la variété non liolo-
nome Y"', et ne peut être toujours nul que si les équations de non-
holononiie de la variété sont complètement intégrables. 

Ptmiiiêfogrwmm infinitesimal tie in \™. — En ce qui concerne la 
connexion afline extérieure de la YJ", due aux coefficients »»£,. et «·*,. 
c'est une connexion symétrique, connue on peut s'en rendre compte 
eu construisant uu parallélogramme infinitésimal sur deux vec-
teurs PQ et PII. le premier intérieur et le second extérieur, et ayant 
comme composantes r/v,, ds.,, . . .. th

m
 et s»,,,..,, .... ojr„. Si Γ011 tient 

compte des relations 

0°"> Y*V= ♦» Îr» YAVI = «. -;Uï~ ♦»*· YÀr;·"". 

on voit facilement que toutes les composantes ι .V'ï de la torsion sont 
nulles, et par conséquent le vecteur ST est nul aussi. En résumé, nous 
avons dans une λ deux ligures élémentaires construites à l'aide du 
parallélisme, un pentagone infinitésimal ayant un seul coté extérieur 
et un parallélogramme ayant deux côtés intérieurs et deux côtés exté-
rieurs. 

<i. IXTKIU'RETATIOX GÉOMÉTRIQUE OKS TENSKI RS rmxc.ir.vux. — Nous allons 
faire voir maintenant que si l'on transporte par parallélisme un 
vecteur intérieur quelconque le long du pentagone infinitésimal de la 
Y;;\ les variations de ses composantes s'expriment à l'aide du tenseur 
principal X

aA tn et si l'on transporte le même tenseur le long du paral-
lélogramme infinitésimal de la Y™, les variations des composantes 
s'expriment à l'aide du tenseur principal c

txS
.... Ce fait nous donne 

une interprétation géométrique remarquable tie ces deux tenseurs et 
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nous permet en même temps de les appeler, par analogie avec ce qui 
se passe dans le cas des variétés rîemanniennes, tenseurs de courbure 
de la variété non holonotne Y" ; plus précisément, le premier sera 
appelé tenseur de la courbure intérieure et le second, tenseur de la 
courbure extérieure (1Y 

Supposons en premier lieu qu'au point Γ de la figure i, nous ayons 
un pentagone infinitésimal PQSTR de la Y" et un vecteur intérieur 
(Y), avec les composantes v,, c

a
, ..o,„. Ce vecteur transporté par 

parallélisme intérieur le long de la ligne PQS arrive en S avec les 
composantes »v, -+- <A>, -f- s v

h
 +qdn. 

Le même vecteur (Y) transporté le long de la ligne PUT arrive en Τ 
avec les composantes + + + Si le point Τ coïncidait 
avec S, les dillerences des composantes de ces deux vecteurs, dans les-
quels est transporté le vecteur <y ) par les deux chemins différents PQS 
et PRT. seraient données par les formules 

il.! ι léi't, oi/rj — d ài 7, = — tlst es... 

qui ne sont que la traduction, dans le système de congruences (λ ), des 
formules bien connues de la géométrie riemannienne et les γίιΑ <v

. sont 
les coefficients à quatre indices de Ricci relatifs aux congruences fon-
damentales 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

mais, dans notre cas, le vecteur ST n'est pas nul et a comme compo-
santes les quantités données par les formules tqt et. par conséquent, 
pour faire les dillerences des composantes des vecteurs d'arrivée en T. 
il faut transporter le vecteur qui est en S le long du chemin extérieur 
ST et l'on arrive en Τ avec le vecteur 

l\:. — - - OC* β rf»*â — A t »"4 — tii\ -r- QI'A — Ο A's). 

Klant donné le fait que nous négligeons les infiniment petits du 

ι 1 ι I oir au-si mon travail Familles de variétés riemannien nés. déjà cité. 
Jourtt. de ΛΛι/Λ.. lurne VIII. — Ka<o. 11. ·<ι>4. ' î*1 
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troisième ordre,, le seul terme qui s'ajoute ainsi est le suivant : 

Λ»'/, V Asr — V V ««■«νίγΐ',.Αί·»,·. 

et il en résulte que les differences des composantes en T, des deux 
vecteurs transportés de «cl au long des chemins PUT et PQST, du 
pentagone infinitésimal de la Y"\ s'expriment par les formules 

< I 4 » O? I'V„ 'J «Il7, — «I 'Ji\; — Λι>. :^ λ»>· *"ï «/.S; à*··. 

où l'on a posé, comme dans les formules «40, l\ 

(«S') λ**..ν= Τ«κ,'»·—^ .,vlv *vf
r

. 

Supposons maintenant que la ligure » soit le parallélogramme infi-
nitésimal de la Y"' et par conséquent le vecteur PQ soit intérieur et 
le vecteur PU extérieur à la variété. En ce cas, les différences des com-
posantes des vecteurs obtenus en Τ = S, en transportant le même 
vecteur ici au long «les chemins PQT et PUT, s'expriment par les 
formules 

iCV; z= 3 <Α'λ — <1 à»·*, 

où il faut tenir compte que ti signifie un transport intérieur et ο un trans-
port extérieur, et nous avons 

3«Λ·Λ=\ V tL--- — V . 

,ii.-,=v V %-V 4..S · 

et si l'on lait les différences, on trouve les formules cherchées 

(l-l") lP >"4=T Ύίί. »·- 'VilS'f WSf·'. 
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où les »>,« ,, sont les composantes du second tenseur principal 
données par les formules l .îo', 1.V 

Les formules < 14 > et 1.14') nous donnent aussi les variations des com-
posantes du vecteur (y\ si ou le transporte par parallélisme le long du 
pentagone infinitésimal PQSTIIP et le long du parallélogramme infi-
nitésimal de la Y™, pourvu qu'on suppose comme d'habitude que les 
opérateurs dd et « sont zéro 1. ' s. 

11 est clair qu'en général la longueur du vecteur (ci n'est pas con-
servée le long des circuits infinitésimaux de la Y"', ear chacun de ces 
circuits a des parties extérieures à la variété et. par des calculs assez 
faciles, on trouve les formules suivantes : 

(l3" ! 
( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où les c
a
 sont les composantes du tenseur dérivé du tenseur de la 

seconde forme. 
Nous allons chercher maintenant la variation de l'angle de deux 

vecteurs intérieurs ( H * et <V>. partant d'un même point P, quand le 
vecteur ι e i est transporté par parallélisme le long du pentagone infini-
tésimal. En indiquant par 0 l'angle des vecteurs ( /ι ") et ('»· ) et θ -f- tOO 
l'angle des vecteurs 1.11 ) et (c-p tCV\

( nous avons la formule 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

et en négligeant les tenues du second ordre dans l'opérateur ιί\ on 
trouve 

1.1 1 ! —sin'iiO i . - * îi,>.ÛV,',—eus ν ·· 

t') Voir T. LKVI-CIVITA, Lesionidi Ca/colo ttijfinvnsiaie cmo/wfo, rar. del 
Holt. h". Prtsico. fioma. Stock. i§a5. p. i.ià. 
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Cette formule, dans laquelle on doit mettre au lieu des et tïV 
leurs· valeurs données par les (i4Yet.(i3'\ nous donne la valeur de <Â»I 

(sauf le cas où les directions, des vecteurs coïncident et la formule est 
une identité ) et constitue une formule analogue à celle de Pérès pour 
les variétés riemanniennes y ' t. Si les vecteurs ( « > et ι v) sont, ortho-
gonaux et ont comme longueur l'unité, et si les directions d et ο coïn-
cident respectivement avec les directions de (Λ et la formule {ι4"'> 
peut s'écrire 

-T— = >, A; A Ir It Λ <"/ Mr 

et l'on peut dire que le second membre de celte formule représente la 
courbure en Ρ de la facette plane, formée par te) et t « ) : mais il est à 
remarquer qu'en général celte formule n'est pas symétrique en y ιι > 
et (c\ D'une manière analogue on peut trouver la variation de l'angle 
de deux vecteurs dans le cas du parallélogramme et l'on trouve la 
même formule y ι |"> avec tD changé enw. 

CHAPITRE 11. 

ÉQUIVALENCE ET APPLICABILITÉ. 

7. LES CONDITIONS D'ÉQUIVALENCE DE DEUX \ ™. — Nous avons intro-
duit jusqu'ici, dans l'étude d'une variété non bolonome, cinq tenseurs 
et précisément deux tenseurs du quatrième ordre : le tenseur de la 
courbure intérieure et le tenseur de la courbure extérieure et trois 
tenseurs du troisième ordre : le tenseur de la seconde forme fondamen-
tales, le tenseur d'intégrabilité des congruences fondamentales et le 
tenseur d'intégrabilité des congruences de non-holonomie. Parmi ces 
cinq tenseurs, le dernier tenseur seulement est lié à la non-iiitégra-
bilité des équations de ηοιι-holonomie de la variété, données par les 
équations y IV s : c'est-à-dire que si ces équations sont complètement 
intégrables ce tenseur est identiquement nul, les autres quatre tenseurs 
peuvent être d liferents de zéro. Il est à remarquer aussi que si nous 

( ' ι I oir T. I.EVI-I'IVITA. déjà cité, p. ». 11| ·>·_>.». 
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somme» dans le cas intégrable, el si par conséquent la V" se réduit à 
une famille de variétés riemanniennes dépendant de « —m constantes 
arbitraires, le tenseur de courbure intérieure est, pour chaque sys-
tème de valeurs données aux constantes, le tenseur de courbure de la 
variété de lliemann Vcorrespondante, et c'est le seul tenseur qui nous 
fournisse une propriété intrinsèque de la famille, les trois autres ten-
seurs, de la courbure extérieure, de la seconde forme fondamentale et 
d'intégrabilité des congruences fondamentales nous fournissant des 
propriétés semi-intrinsèques. 

Supposons qu'on ait deux variétés non holoitonies V ~(»r' ,.<·% .. . ,.r't 
et *, .1·' - r""\ la première rapportée aux congruences (λ), 
fonctions de variables .r, et la seconde rapportée aux congruences (λ*) , 
fonctions de variables «P\ et considérons une transformation réver-
sible ^ ,Ni 
, Ι Γ» 1 \ .R'. .1" .<■"). 

qui fait passer des variables .r de la λ Γ aux variables .r' de la Y,"". Si 
l'on indique par y', les paramètres des congruences (λ">, après l'appli-
cation de la transformation (i5), nous avons, en vertu de la contre-
variance des paramètres, les formules 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

el ces formules, résolues par rapport aux dérivées de la transformation 
Vi5\ nous donnent 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où ;j.„ , sont les moments des congruences < i dans le système de 
variables .r. Ktant donné le fait que les λ,,, et u,., sont les moments 
de deux systèmes de congruences indépendantes dans les mêmes 
variables .r, ils peuvent s'exprimer linéairement les uns en fonction 

(*» \oîr aussi ma \ote Sopra rrrti proOiruti tii rtfuiralenstt (fieuti. dei 
L in ι cî, 6*' série, vol. !). 1 sein. 19-.it». p. 8'|<0. 
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des autres et par conséquent nous avons des formules de la forme 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où les c^ sont des fonctions convenables des .r. S'il arrive que les c* 
satisfont au groupe non liolonome les congruences (/Λ et 
(;χ) — (λ*) déterminent la même variété non liolonome, parce qu'elles 
sont équivalentes sous le groupe non liolonome. et par conséquent 011 
peut dire aussi que les variétés \ " et sont équivalentes, et l'équi-
valence s'obtient à l'aide de la transformation ^ι5 Κ 

11 en résulte d'ici que le problème d'équivalence des variétés \ 7 et 
λ „** se réduit à voir s'il existe des transformations ^i.V), de façon que, 
dans les formules iq V\

;
 les cj appartiennent au groupe non holonome. 

Pour trouver les conditions pour que cela arrive, on remarque tout 
d'abord qu'en vertu des formules (1 >'\ les 11 (> > s'écrivent 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

où les Cj et
 f

 sont à considérer comme fonctions des j\ et λ,.' 
comme fonctions des .1·'. Ces formules constituent un système à 
différentielles totales, auxquelles doivent satisfaire les inconnues ,r 
comme fonctions des .r, pour que les (ιο'ϊ soient capables de réaliser 
l'équivalence. 

Les conditions d'intégrabilitë d'un tel système s'obtiennent, comme 
il est bien connu, en écrivant que les dérivées secondes des ,r" sont 
symétriques : on trouve ainsi les conditions 

( I 1 ' » I* «/' V = - ^ _ 2, *v u 11 l"( ibi·, 

Comme les seconds membres de ces équations sont les composantes 
d'un tenseur deux fois covariant et une fois contrévariant, on peut 
exprimer aussi que ce tenseur est nul, en écrivant que ses composantes 
invariantes — qui s'obtiennent des (17") en multipliant par λ

ρ
 „ λ' . 
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<: el en sommant par rapport au\ indices t\j. r — sont, nulles, et Ten 
obtient de celte manière les, formules suivantes : 

M!4» ±S_!*S_V c* < _ V ,
v

~SFG 

où les »r sont les quantités a- relatives aux congruences (λ "4 delà Y*™, 
et sont, à considérer comme des fonctions de a-". 

Si dans ces formules (iîS) on tient compte du fait «pie les r appar-
tiennent an groupe non hokmotne \3\, elles se· décomposent dans les 
six. groupes suivants, analoguement à ce· qull est arrivé dans le para-
graphe 1 : 

» »u» 

V l y· ' * 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

Par ce fait le problème équivalence de deux variétés «on holo-
nomes est réduit à l'étude dun système aux dérivées partielles \i'7> 
et, 119 ». pour les Λ inconnues ur% les, '*** * inconnues e|. car elles 
satisfont, aux premières, (34 et les \a—.mVs inconnues éf, avec les 
relations en termes· finis et comme conséquence immédiate des 
premières (34 et des secondes 1 iqY il faut associer à ces· conditions, es 
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termes tïnis. les suivantes : 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

qui expriment que les tenseurs, des secondes formes des. deux variété 
sont équivalents. 

Nous sommes arrivés, ans équations uqi et uji\ en écrivant les 
.conditions d'întégrabîUté des. équations 117». On peut maintenant 
chercher les conditions d'inlëgrabîlitë des équations (i;0 et. pour 
cela, on doit tenir 'compte de la formule qui lie les dérivées secondes 
intriusèqne> 

~ï j—·, · o-j-v «ν·~ν— \ 

Si dans cette formule on peut éliminer les dérivées secondes intrin-
sèques à l'aide des trois premières formules dérivées intrinsè-
quement. on obtient une formule qui contient les r et leurs dérivées 
premières, et si l'on peut ultérieurement éliminer les derives pre-
mières à l'aide des < 1 $> ι elles-mêmes, nous arrivons à des relations en 
termes finis. 

Cette possibilité existe seulement pour les deux cas a. 6. p. «/ tu 
et «1. b. /». m. »!^>nt. et nous arrivons aux relations en termes lïwïs 
suivantes : 

i; -.H* li 
~ïj—·o-j-v «ν·~ν— \ 

~ïj—·o-j-v «ν·~ν— \~ïj—·o-j-v «ν·~ν— \ 

qui expriment précisément féquivalence des denχ tenseursdecourbure. 
Que .cette possibilité d'élimination des dérivées premières n'existe 

pas en d'autres cas. par .exemple dans le cas a, h ι», p. γ on le 
voit aisément en remarquant qu'en ce cas. dans la formule 1 aoi. nous 
avons aussi les. dérivées intrinsèques » qui ne peuvent pas étire éli-
minées à l'aide des formules ι Ï»I ». 
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Pour trouver d'autres relations en termes finis, nous n'avons qu'à 

appliquer aux relations fi*V). (»'t le procédé tie dérivation 
tensorïelle. donné dans le premier Mémoire, [wr lequel de tout tenseur 
ultérieur on obtient un tenseur dérivé intérieur et un autre extérieur 
et.de tout tenseur extérieur on obtient un tenseur dérivé intérieurement. 

Si toutes ces relations en termes finis, dans les. inconnues .r et c, 
comme fonctions des .r, ne sont pas compatibles, les variétés λ ~ el \ y 
ne sont pas équivalentes. niais si elles sont, compatibles, il n'est pas 
encore démontre que les variétés sont équivalentes. Il est à remarquer 
que dans le eas d'équivalence. les. transformations ( ι '« > peuvent 
dépendre non seulement des constantes arbitraires, mais aussi des 
fonctions arbitraires, connue nous le verrons dans la suite, noire 
système n'étant, pas en général à différentielles totales, car il ne 
nous donne pas tontes les dérivées partielles des fonctions c'. 11 en 
résulte d'ici qu'on sera certain que la solution dépendra seulement 
de constantes arbitraires, toute.·» les fois que les relations en termes 
finis nous permettront de les résoudre par rapport aux inconnues e|', 
On peut observer d'ailleurs que les conditions en tenues finis sont 
tontes du premier degré pur rapport, aux c*. sauf celles données, parle 
tenseur d'intégrabilité des congruences fondamentales et de ses ten-
seurs dérivés, qui sont du second degré. 

Eu ce qui concerne les· antres inconnues, les conditions en tertne> 
finis sont algébriques dans les inconnues c| et en général analytiques 
dans· les .r. l'n cas particulier remarquable est celui où tontes les 
quantités ο·

Λ
" et par conséquent, les de la Yj™ sont, des constantes. 

En ce cas l'intégration du système aux dérivées partielles 117 V (19 ■> 
se divise eu deux, parties, car les équations 119 k de même que les 
relations en tenues finis 119 119' g (a.o'\, ne cou tiennent plus les 
inconnues .r' et par conséquent elles forment un système aux dérivées 
partielles pour les seules inconnues c.„ el si ce système a des solutions, 
il en résulte immédiatement que si Pou porte ces solutions dans le 
système * 17 't. il sera complètement intégrable par rapport aux incon-
nues .r" et, la solution dépendra au moins de η constantes, arbitraires, 
et. nous avons le théorème suivant : 

.V f/rtix rmiètès woe hokmttme.s 0« riemanmetmes stmt cv/hù <i/c«fc.i. et 
J&surm. «> .UatA.. XUI. — F*sc. II. ««jt.vj. 
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Al Τ une d*elles a un système de congruences awe les coef ficients de rotation 
constants, c« variétés sont équivalentes au moins sous les transforma-
tions ιΓun groupe simplement transitif. 

11 s'agit maintenant d'étudier de plus près les conditions en ternies 
finis linéaires dans les c\. et, en particulier, les dernières condi-
tions ι ip"\ Pour cela, on rappelle qu'étant donné un système de Ρ fa IV 
i' ΐ fis1 - ■: <«. 

il peut arriver que parmi ses covariants bilinéaires t ' ). 
r» 

As' *J els4'— fl à<:· r—V' ,/.<■ à< . 
! 

seulement η—ρ soient indépendantes. En ce cas. par une combi-
naison convenable des ds*\ on peut supposer que les covariants As·" 
(/> — wi-f-i,. ..,/») sont nuls, de façon que les équations ds*''— ο (/>*S/ri 
forment le premier système dérivé du système (ao ' K caractérisé par 
les conditions «·£=©(/»"<|Λ et par le fait que les équations 

>1 

(W*) ^ " 

n'ont que la solution >.
r
= o. Quant au second système dérivé 

ds* — ο yf= wi -j- ι, .... </) de (20"). qui est en même temps le 
premier· système dérivé de rAv = o, il est caractérisé par les condi-
tions 

\au*4) »v|-|= ,v
fv

= " \À t — ρ ι. ..... M). 

D'une manière analogue on peut trouver les conditions qui carac-
térisent les systèmes dérivés suivants, et l'on sait que si un de ces 
systèmes coïncide avec son propre système dérivé, il représente les 
combinaisons intégrables du système ^20''). On peut faire la même 
division en systèmes dérivés du système ο de l'espace et 

ι1 » I otr K. t«or*SAt. Leçons sur te prohfvtne tie Pfaff ( Hermann, l'a ri s. 
19a ». p. ·ηι< U 
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soit JI,— tu le nombre des équations de son premier système dérivé. 
On peut supposer que p,sp, car au hument on peut changer le rôle des 
espaces \~7 et Y7. 

Cela dit. si dans les dernières t,uV\ on tient compte des o^,= ο et 
de (ad**). »1 en résulte qu'elles nous déterminent toutes les c£. 
y k'= ρι. n\ avec γ*"=ο yh'z=m -t-1, .. .. p

%
\ Or, on ne 

peut pas avoir car en ce cas le déterminant de toutes les c* 
serait nul. Par conséquent, tes premiers systèmes dèrt\ès doivent mwV 
te même nomhrr d 'équations, et dans les équations (t.V) elles doivent se 
changer entre elles. Si l'on tient compte maintenant dans les for-
mules (19) des e*— ο = .... pi et des conditions (20" \ 
on trouve que tes seconds systèmes dérivés doivent avoir aussi le même 
nombiv d'équations* qui doivent se changer entre elles 

t ri — ο. ï. — y — ι ; . , ., p. p.'— 01 — κ ....</ V 

Celte propriété est générale (et elle est aussi valable si l'on cherche 
l'équivalence des systèmes de Pfaff dsy= ο et »/V = o). Nous avons 
en particulier le théorème : 

« Si le système dérivé du système (ao"i est identiquement nul. 
les formules d'équivalence de \ 7 et \ .7 contiennent au maximum 
n !- 'liLOi—L' constantes arbitraires et aucune fonction arbitraire. » 

Kn passant aux formules 1,1; O- on peut affirmer que Ν "* et V 7 ne 
sont pas équivalentes, s'ils n'ont pas le même nombre de secondes 
formes indépendantes. 

8. K"AecucAi!U.m ιΛχκ Y 7 sua Ki.LE-Mfcjn: t ' κ — Supposons main-
tenant que les paramètres et les moments des congruences t/.'\ qui 
définissent la variété \ *'"» soient respectivement les mêmes fonctions 
des .r\ que les λ;, λ„, soient des .r, et par conséquent si l'on fait la 
transformation identique 
t ο » ,r-i =d = 1. >. « t. 

ν! > I otr m» Nota Sur tes xroufh's d'àpplicalnfité des variétés non hoto-
nomes ν Comptes rendus, t. 190. uyîo. p. t ux>V 
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les variétés Y'" et \coïncident. On peut dire, évidemment, que les 
congruences t/Λ et (λ") définissent la même variété V'™, parce que 
pour passer des congruences (λ') aux congruences (λ), il faut 
seulement changer les variables a·' en les variables «r. 

Le problème d'applicabilité d'une Y"' sur elle-même consiste préci-
sément à chercher s'il n'existe pas d'autres transformations, des 
variables a?' aux variables &\ autres que la transformation iden-
tique ι ·.< ι ), pour passer de la variété Y„m, rapportée aux variables .r', 
à la même variété rapportée aux variables a?: et il est évident que par 
un raisonnement analogue à celui fait dans le problème d'équivalence 
de deux variétés non holonomes quelconques, on arrive au système 
aux dérivées partielles (, 17 >, avec la seule différence que les 
quantités accentuées λ,,'. λ„,, n>'," sont les mêmes fonctions des ,r', que 
les quantités non accentuées λ,',, λ„

 t
, u-£. le sont des .*·. 

11 en résulte encore ici que la totalité des transformations qui 
réalisent l'applicabilité d'une Y"' sur elle-même peuvent dépendre de 
constantes et de fonctions arbitraires, et par conséquent le groupe 
continu contenu dans ces transformations peut être un groupe infini. 
Pour trouver les équations de définition des transformations infini-
tésimales du groupe d'applicabilité de la Y"', il faut introduire dans 
les équations (17Ί, ( 1 <)> et leurs conditions en termes finis les 1 rans-
formations infinitésimales 

( -U ') .cv = ,r — l! 0/. 
<î = a* - 4 ô/. 

où c\ if sont des nouvelles inconnues et it est à considérer comme 
«ne quantité du premier ordre. Eu particulier, si l'on introduit ces 
valeurs des c dans les équations de définition du groupe non holo-
nome (3\ on trouve pour les les conditions 

< ν. 1 sj — 4 = εΑ·=ίΑ — ° (A. *'<m: AT>/«j, 

les ε*,, restant tout à fait arbitraires. Comme les c et par conséquent 
les 4 sont des inconnues auxiliaires de notre problème (les inconnues 
principales étant les ς'\ on peut se proposer de les éliminer des 
équations 117) et ta 2 h Pour cela on remarque qu'en vertu des 
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formules U" >. résolues par rapport aux c, 

l ■ · ) Av Λ ' ' *λ»·' Α - / · 

et du fait que nous avons, à cause des premières formules ( 21') 

i„ > = t-u i — ̂  -jpr 1/. 

( 

on trouve pour les zb
u
 les expressions 

l ■ · ) Av
 Λ ' ' *λ»·' Α - / · 

Pour donner à ces formules une forme plus simple, il faut introduire, 
au lieu des ç (composantes de la transformation inlinitesimale sur les 
axes coordonnés a?), les quantités ε [composantes de la transfor-
mation sur les congruences (λ Y] 

l ■ · ) Av Λ ' ' *λ»·' Α - / · 

et Γ011 trouve facilement les formules 

<*·'· 1= y -2/'"«-··'· 

Il suffit maintenant de tenir compte de ces formules pour donner 
aux conditions (/_>:>) la forme suivante : 

(*3) 

l ■ · ) Av Λ ' ' *λ»·' Α - / · 

l ■ · ) Av Λ ' ' *λ»·' Α - / · 

l ■ · ) Av Λ ' ' *λ»·' Α - / · 
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Comme on le voit, ces équations ( a i), qui sont des équations aux 

dérivées partielles pour les « inconnues s„. considérées comme des fonc-
tions des a\ représentent les équations auxquelles doit, satisfaire une 
transformation infinitésimale, plus précisément ses composantes sur 
les congruences ι. λ). pour qu'elle soit capable de transformer la Y"' en 
elle-même. Par analogie avec les variétés riemanniennes. ces 
équations peuvent être appelées équations de Killing de la variété 
non holonomc Y'". 

Des équations (a3) il résulte certaines conséquences intéressantes. 
En premier lieu, pour que les trajectoires de la transformation infini-
tésimale {· ) soient des courbes intérieures à la Y"' t Y», — «»'>. il faut, 
en accord avec les dernières formules (201. que les ε.·. satisfassent aux 
conditions en termes finis 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

et ces conditions ne peuvent être identiquement nulles que si les 
équations de non-liolonoinie sont complètement intégrables; et par 
conséquent, dans le cas intégrable, on peut se limiter à chercher 
seulement les transformations intérieures à la \ En second lieu, si 
l'on veut, que les trajectoires de la transformation infinitésimale 
soient extérieures à la variété (ε,,= ο t. les premières et secondes 
équations (2"! i se transforment dans les relations en termes finis 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

Les premières de ces équations ne peuvent être identiquement nulles 
que si la variété est totalement géodésique et les secondes que si le 
tenseur d'mtégrabiiité des congruences fondamentales est nul. 

On peut se demander maintenant quelles sont; les Y"', qui 
admettent un groupe d'applicabilité maximum. En premier lieu on 
remarque que ce groupe maximum ne peut pas contenir plus 
de t n—mf fonctions arbitraires, le nombre des inconnues c*, 
et « + ( '"

t
—— paramètres. le nombre des inconnues x' et e£ indé-

pendantes. Pour que le groupe de la Y"' ait le nombre maximum de 
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fonctions arbitraires, il faut évidemment que les relations en ternies 
Unis ne constituent pas des liaisons entre les c£. et par conséquent que 
les tenseurs »e

A
, et cA. A soient nuls, ce qui revient à dire que la 

Y"' est composée d'une famille de variétés riemanniennes à ni dimen-
sions. totalement géodésiques. Il s'agit de faire voir que ces conditions 
sont encore suffisantes. En effet, en ce cas, la métrique d'une Y„, qui 
contient la famille, supposée définie par des valeurs constantes 
des λ'! ( χ' = m -4- ι.. ..... η. s'écrit 

1 ii » Oat tt.r* f/.r? — ίϊΛ·^· rf.r^'rf.»··1'. 

où les tt»s sont indépendantes des variables x*\ et il est évident que la 
famille se change en elle-même par la transformation 

( -J-Vl .>·'* - ·■ a·-* < .r"' " '. '5 r"). 

où les ç-v sont η — m fonctions arbitraires de η — m arguments, 
,r" .... .r'. qui sont équivalentes à (« — «iV fonctions arbitraires 
d'une variable. 

Pour que la Y"' ait encore le nombre maximum de paramètres, il 
faut que la métrique à m variables donnée par la première somma-
tion (ai) soit à courbure constante. En ce cas le groupe d'appli-
cabilité de la Y';' est composé du groupe d'applicabilité de cette 
métrique, qui a —— paramétrés, plus »—m paramétrés contenus 
dans les fonctions t ·» V ) et les η — m fonctions arbitraires ι :iV') 
des « — m variables. 

il. VARIÉTÉS Y'" AVAST LEURS COEFFICIENTS HE ROTATION CONSTANTS. — Si 
les congruences ( λ) de la Y"' ont leurs coeflicients de rotation cons-
tants, la même chose arrive pour les congruences t /.') et, d'après 
la remarque faite à la in du paragraphe 7, l'intégration du 
système < 17 1 9 > se decompose en deux parties, car il faut intégrer 
en premier lieu le système formé par les équations (19) et les relations 
en tenues Unis pour les inconnues e, et puis en connaissant les c en 
fonction des .r, les équations (17) par rapport aux inconnues a:'. 
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Homme le premier système a toujours, au moins, la solution 

f-*r.~o*(r..-o OU l). 

si. l'on introduit cette solution dans les. équations (17)» l'intégration 
de ces équations nous conduit, au théorème· suivant : 

« Γ ne variété non liolonome, qui admet un système de congruences 
ayant pour coefficients de rotation des constantes, admet toujours 
comme groupe d'applicabilité [ total ou parlîeh un groupe simple-
ment transitif. » 

Il s'agit de faire voir maintenant en quelle relation sont les 
congruences ι λ\ qui définissent la Y"', avec ce groupe simplement 
transitif d'applicabilité fi,. En premier lieu, il faut remarquer que 
les congruences (λ* ayant leurs coefficients de rotation constants, 
sont les trajectoires d'un groupe simplement transitif à ri para-
mètres {'\ les constantes de structure de ce groupe <«, étant préci-
sément les quantités o-£. et si dans les équations {1 - de définition du 
groupe G,, 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

on fait la première transformation (ai' ) pour arriver aux équations 
de définition des transformations infinitésimales de G,., on trouve 
sans difficulté les formules 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

qui nous disent que les groupes 1»; et Gsont réciproques. Si au lieu 
des ς. on. introduit. les composantes î. ces équations peuvent s'écrire 
sous Ui tonne intrinsèque suivante ; 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

qui nous sera utile dans la suite. 

(')IWr Klie tatus, /.« (iêomêirie «les groupes tie iruus/vrmutions 
{Journal tie Miil/ieuitifitjites pures el ιψρ/ii/Kt es. t. G., 192 7, p. i !■ 
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Je vais maintenant démontrer la réciproque du théorème donné 

plus haut et précisément : 
Si une variété non holonome admet comme groupe d'applicabilité 

un groupe simplement transitif G„. la variété peut être rapportée à un 
système de congruences (λ), ayant comme coefficients de rotation 
des constantes, les groupes G; et G„ étant réciproques. En effet, 
supposons que la λ'''1 admette comme groupe d'applicabilité le 
groupe simplement transitif G„, et soit Gjle groupe réciproque de G„. 
En indiquant par et λ

<Μ
 les paramètres et les moments d'un système 

de congruences, qui définissent le groupe G,; entre les congruences (λ'ι 
qui définissent la Y"' et ses congruences (λ), il existe évidemment des 
relations de la forme 

( -iô't λ„ ,·=2_ '« '-.'.=2,,dfsdf 

mi les c";, sont des fonctions convenables des .r à déterminant différent 
de zéro et les rf

;
 sont les réciproques de ce déterminant. 11 s'agit de 

faire voir qu'on peut se servir du fait que les congruences (λ), qui 
définissent le groupe G;, sont déterminées, abstraction faite d'une 
transformation linéaire de congruences à coefficients constants, de 
fa<;on que les coefficients cf, de la transformation ( ->5'i appartiennent 
an groupe non holonome y 3d. et par conséquent, que les (λ) ainsi 
choisies déterminent les mêmes variétés non holonomes que les ι λ ». 
Pour cela, soient les composantes d'une transformation infini-
tésimale de G» sur les congruences (λ). Elles seront liées à s.,, en 
vertu des t κ par les formules suivantes : 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

Gomme par hypothèse G- et G,. sont réciproques, nous avons, en 
accord avec les formules ya.Vk les équations 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

Journ. tir Mit th.. lorne \lll. — Ease. 11.1934. 20 
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Or, ces équations peuvent être exprimées à l'aide des éléments rela-
tifs aux congruences ι λ \ de la Vf. car, eu dérivant les formules t'a5"\ 
on obtient 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

et si Γοη tient compte des formules (a Y. qui lient les o- et les u\ nous 
arrivons sans difficulté aux équations 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

if/"* Si Γοη introduit maintenant ces valeurs des dérivées intrinsèques ̂  
dans les équations de Killing i.a3> et si l'on tient compte du fait que le 
groupe simplement transitif G., étant le groupe de la Y;!,", les résul-
tats de la substitution doivent être identiquement zéro quels que 
soient les s. on trouve que les coefficients cf, des < a Y ι satisfont aux 
conditions 

( -*r » 2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

i ^ " » 
2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

Il s'agit de faire voir maintenant qui! est possible de choisir les 
coefficients c* de façon à satisfaire aux équations ^27 Y 1 27') et à 

appartenir en même temps an groupe non holonoine. en sachant 
qu'en vertu du fait que les congruences (λ) définissent un groupe 
continu fini de transformations, les valeurs initiales de ces coeffi-
cients c peuvent, être choisies arbitrairement. Or. si l'on choisit 
comme valeurs initiales des c'j les valeurs un ou zéro, selon que les 
indices sont ou non égaux; c'est-à-dire si Γοη choisit en un point 
quelconque les congruences (λ) égales aux \ λi. des équations < 27' t. 
qui sont linéaires dans les dérivées des coefficients e*. cf. il résulte 
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que pour tes valeurs initiales choisies, plus haut, tontes, ces dérivées 
sont «nlles- Si l'on dérive ces. équatïous. on trouve que les valeurs des 
dérivées secondes des c*. cf sont aèro avec: nos conditions initiales, etc.. 
et par conséquent, pour ces valeurs initiales, les cf sont tons unis, 
en accord avec la seconde partie des 'équations de définition du 
groupe non holoitome. Si Γοη tient compte de ce résultat dans les 
équations *.37 Κ la sommation doit être étendue seulement de 1 à »1. et 
si Ton multiplie ces équations par c*, c|, et qu'Vn somme, par rapport 
à h et i. on trouve sans difficulté les formules 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

qui nous disent que si iuitialeiuent lesu*âe| appartiennent au groupe 
orthogonal, ce qui est le cas avec nos conditions initiales, elles, 
continuent à appartenir an groupe orthogonal : et par conséquent sont 
satisfaites aussi les premières conditions du groupe non liolonome. 

10 \ ARIÉTHS Y" POSSKlUXr Ο C.ROVPE A CS PARAMÈTRE., SuppOSOUS 
qu'une variété non liolonouie donnée V;" admet comme groupe 
d'applicabilité ν de transformations en elle-même) un groupe à un 
paramètre G, : comme il 'est bien connu, on peut toujours supposer 
celui-ci eugetuiré par la transformation infinitésimale 

,s \ - ÉL 

T'our trouver les conditions dans lesquelles, la Y" admet le groupe'G,, 
il est préférable de partir des formules. (22''). lesquelles, en tenant 
compte des, composantes, de la transformation s'écrivent 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

et par conséquent les équations de Killing (:t3> reçoivent la forme 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-
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el 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

Ces équations peuvent être 'résolues paramétriquement sous ta tortue 
suivante ; 

I'.ÎS ι 
2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

où les m3 fonctions sont les éléments d'un déterminant symétrique 
gauche et les j J sont quelconques. 

H s'agit maintenant de faire voir que par nue transformation de 
congruences appartenant an groupe non faolonome. on peut rapporter 
la \ " à un système de congruences qui soient indépendantes de la. 
variable .r\ En etïet. si nous faisons une transformation de con-
gruences ta') et qu'on la dérive par rapport à .r\ en tenant compte en 
même temps des· formules ι ad"), on obtient les formules· 

^ .V |^i_V ^). 

^
=
v (*i. _.v

 sir
* u,, 

et il ^est clair que si Ton veut que les moments de congruences Ο.) 
soient indépendants de la variable .r\ il suffit que les coefficients r* 
et c;'- de la transformation du groupe non bolonome soient solutions 
du svstème différentiel 

a ·?8' * 
2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

ap-l,K^=·-
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Or. les dernières équations de ce système, qui constituent un système 
différentiel pour les inconnues cf. comme fonctions de la variable 
indépendante .r'1 çles antres variables .r1, .r*, r*·' jouant le rôle 
de paramètres Y admettent toujours des solutions, quelles que soient 
les quantitésx6/2 

Quant aux premières 'équations ^ qui constituent un système 
différentiel par rapport aux inconnues c£, pour qu'on soit certain 
qu'il admette des solutions, il suffit de faire voir que cela n'est pas en 
contradiction avec le (ait que les ci sont les éléments d'un déterminant 
orthogonal; or cela n'est pas le cas,, car si Fou dérive les 'Conditions 
d'ortbogonalité des- <\ par rapport à la variable .r" et si l'on substitue 
les valeurs «le ces dérivées, données par les premières formules (aS"), 
on trouve que les résultats de la substitution sont identiquement zéro-

précisément à cause de la symétrie gauche des- fonctions 
Il est évident que notre démonstration s'applique aussi au eas où 

la V' admet un groupe abélien à un nombre quelconque de paramètres 

2 ·ν.«· *»·— o. 2 ."i'di·-"-

et par conséquent, dans ce eas aussi, on peut s'arranger de façon que les 
congruences de la Y soint indépendantes des variables a?" J ' .r"; 
Pc ce fait on tire la conséquence suivante : Une Y" proprement dite, 
c'est-à-dire pour laquelle les équations de non-holouomie ne sont, pas 
complètement intègrables, ne peut pas avoir un groupe abélien à 
« paramètres, car s'il en était ainsi, on pourrait faire en sorte que les 
congruences λ soient indépendantes de toutes les variables .r, et les 
équations de imn-holonomie seraient complètement intègrables. con-
trairement à l'hypothèse. 

CHAPITRE 111. 
i.ïs SRoi PES trâmjOARiuiÉ nés V:, 

11. \ ® cvavt rx t « ;. — Les Y; sont les variétés non holonomes les 
plus simples-et elles jouent dans l'étude des variétés non holonomes un 
rôle analogue à celui joué par les surfaces dans l'étude des variétés 
riemanniennes. Nous aurons l'occasion de remarquer dans la suite,, où 
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nous ferons «no élude détaillée des divers groupes d'applicabilité 
d'une Yune certaine analogie entre les V; proprement dites (η·*

3
 ψ ο) 

et les surfaces, en particulier entre les V* à courbure constante et les 
surfaces à courbure constante, 

Une Y: ne peut avoir, d'après la théorie générale, qu'un groupe 
maximum d'applicabilité à quatre paramètres et une fonction arbi-
traire. et la fonction arbitraire ne peut intervenir que si l'équation de 
non-bolonomîe 

( ,«> ί λ.» I itr' · - ■ λ,: j ft.*"' ·. λ» .! ft,*' «« 

est complètement intégrable. En laissant de coté ce cas, le groupe de 
la Ya. peut contenir au maximum quatre paramètres et nous étudie-
rons les divers cas où le groupe possède un, deux, trois ou quatre 
paramètres. 

Le premier cas a été déjà étudié pour le cas général d'une V';', et 
nous avons vu que si l'on prend comme groupe 

(3e') .«·' rfé -τ- tù"'— o. 

on peut s'arranger de façon que les congruences (
%
λ) soient indépen-

dantes de la variable .r5. Il s'agit de taire voir maintenant que, parties 
transformations convenables des variables et des congruences, on peut 
particulariser encore les moments des congruences (λ >, de façon à 
arriver à une forme canonique. En premier lieu ou remarque que les 
coefficients de l'équation (3o) étant indépendants de .r' et l'équation 
n'étant pas complètement intégrable, λ,., est différent de zéro, et la 
la (3o) peut encore s'écrire 

j «A|> — ft.*.··" =. «». 

où s et ψ sont des fonctions convenables des variables .1·', et il 
suffit de prendre' connue nouvelles variables .r', a>% les fonctions 9, ψ 
pour donner à cette équation la forme canonique 

(3e') .«·' rfé -τ- tù"'— o. 

En tenant compte aussi du fait que les congruences (λ,), (λ
2
) sont 

définies, abstraction faite d'une transformation orthogonale, on peut 
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annuler te λ,, de façon que le tableau des moments λ*., où « est 
l'indice des Usines, ait la forme 

{ vï I h 

—~ j ° ί, ,V jj ' 
ι : Ki/i . ; —~ j ° ί, ,V jj ' 

—~ j ° ί, ,V jj ' 

χ,
 4

3, γ, λ, ·χ peuvent être des fonctions quelconques des variables 
.rs soumises à la seule condition de rendre le déterminant du 

tableau ^3Γ> χ(λ — a.r'i différent de zéro. 
Si Ton 'revient maintenant à des variables.·!·'', .rs quelconques, le 

tableau des moments s'écrit 

(Λ1 ') 

x-r, ; · 5·}, χ -e S-is ·; 
't··:·. > ύ. ;A 
r ft f ft * 

où ζ et ψ sont des fonctions quelconques des variables a·', .»·- et ç,, 
ψ,, ψ... sont leurs dérivée» partielles. 

12. \ AIUKTKS V; TOSSMUXT ν s (ί,. — On peut toujours supposer 
qu'un groupe à deux paramètres U, est engendre parles transforma-
tions infinitésimales suivantes : 

\ »ï'1 \ 

\ --JÎil, 

V-r«-'£, 

en faisant de coté le cas où le groupe est abèlien, où nous pouvons 

avoir les transformations ^4 et l'on peut faire en sorte que les 

eougruences (λΊ soient indépendantes des variables .r% .r\ 
En effet, ou peut toujours, supposer que le G, est défini parla X, et 

par une autre' transformation 

—~ j ° ί, ,V jj ' 

où x,, x
s
, χ-, sont des fonctions des variables as qui doivent satisfaire 

à la condition 
t \,t > — x\,-~ . 
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où x,
 (

3 sont des constantes qui sont toutes les deux nulles. Nous 
avons deux cas à considérer : ,3 φ ο el 3 = ο. Dans le premier cas., si χ 
est différent de zéro, il suffît de prendre comme transformation infini-
tésimale, au lien de Y, la transformât ion 

\,=\ - |\
t 

pour la réduire à zéro, et puis de changer ,rs en ·', pour avoir la 

composition 
\,=\ - |\t 

et par conséquent les x,\i — i, a, 3) auront la forme i»'' où ,3.. sont 
des fonctions des variables .r\ ,r- seulement. Si Ton change mainte-
nant la variable ,rs d'après la formule 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

ce qui ne change pas ta forme de la transformation \,, et si l'on 
détermine la fonction ψ connue solution de l'équation aux dérivées 
partielles 

\,=\ - |\t 

on peut réduire
 k
3

;î
 à zéro et il suffît de faire ultérieurement une trans-

formation de variables, opérant sur les variables ,r\ .r- seulement, 
pour donner à V la forme X ... 

Si
 t

3 est égale à zéro, on peut réduire a'à l'unité, en divisant la Y 
par le facteur χ et la transformation Y aura la forme 

v - * ai? + l'r' "i.i. .V' > .c 

ou γ,, v
2
, γ, sont des fonctions des variables ,r", ,ra seulement. Si l'on 

fait encore dans ce cas une transformation (Su"! et si l'on prend comme 
fonction ψ une solution de l'équation 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

on peut réduire γ
5
 à zéro et par une transformation ultérieure des 
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variables .r\ .1-% on peut donner à la transformation Y la forme 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

et il suffit de faire maintenant la transformation 

a·' — .r'. ,t,t=:
>
rrr', .1"=.*?*, 

pour que notre G
a
 soit engendré par les transformations (3a). il est 

à remarquer que notre raisonnement est évidemment valable pour un 
Γι., relatif à un nombre quelconque de variables. 

Gela dit, supposons que notre Y"
;
 ait comme moments les éléments 

du tableau (3 G) et par conséquent les équations de Killing relatives 
à la transformation X, sont identiquement satisfaites. Quant aux 
équations de Killing- ι a3) relatives à la Ya,. elles s'écrivent 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

t A, A - ι. a) 

et peuvent être résolues sous lu forme 

< X-O 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

-~£,J ' "
 11

 '' .· 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

a- et ρ étant deux indéterminées. La dernière de ces formules nous 
donne pour ι = 3, ρ — X

a
 „ car }.

;ts
 est égal à l'unité et les antres dei*-

nières formules, obtenues en faisant ι = ι et ί= a, s'écrivent 

1.» ι > ^.s — GÏ'-a > « — t %;F·· 

JiHt'n lit- JfitfA., tome XIII, — Fasc. II. t«i3.$. -* I 
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De ces formules, nous avous comme conséquence immédiale que le 
logarithme du rapport des moments λ

;ι
, et λ

;; s
 est indépendante de la .r-, 

ou bien que nous avons, en accord avec le tableau (3Γ), la formule 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

où ρ est une fonction quelconque de la variable .r' et si Ton prend 
connue nouvelle variable a-' la quantité -r- 4- /», ce qui ne change pas 
les transformations du groupe (3a), il eu résulte que la fonction ψ ne 
dépendra que de la variable a-', c'est-à-dire que ψ, sera nul. Dans ces 
conditions, de la dernière équation (3i'"> qui s'intègre par quadra-
tures, il résulte 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

où q est une fonction de la seule variable .r'. Si Fou tient compte 
maintenant du fait que λ., = λψ, est nul, des secondes formules (,3a" t. 
pour ι — i, il résulte que a· doit être nul, car λ,, = x n'est pas nul. 
Par ce fait, les premières et secondes équations (3a"t nous disent que 
les λ,, — χ, λ,. = ,3, λ.,. = λ sont indépendantes de la variable .r- et 
que les λ, satisfont aux équations 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

et par conséquent ils sont de la forme r— 3,r-, ,v— X.rJ. où r, ν sont 
des fonctions de la seule variable .r'. 

Si l'on lient compte aussi du fait que les moments de la congruence 
de non-bolonomie λ.,, λ.., λ... peuvent être multipliés par un même 
facteur, le tableau des moments d'une qui admet le groupe G 
à deux paramètres (3a), peut s'écrire sous la forme 

(33) 
χ 5 r -5.«·* 

II Χ·,· t II — ° ' -< — λx2 
ο ι (/ — aâ 

où χ, 3, λ, r, Λ, γ sont des fonctions quelconques de la seule variable .r', 
satisfaisant à la condition χ\λ<{ — ,νΛ = ο, el pour la non-intëgrabilité 
de l'équation ( 3o) il faut aussi que la fonction »y soit une véritable 
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fonction de J?' ; c'est-à-dire qu'en changeant la variable ,r" on peut 
faire q = .r'. 

15. I SE V* XR rar VAS AVOIR VA G, IXTKASSITIF. — IL s'agit de faire 
voir qu'une λ ! (ο■*„ =b ο \ ne peut pas avoir un G

5
 intransitif. En effet, 

si la V- avait un tel groupe, on pourrait s'arranger en premier lieu, de 
façon que les moments de ces congruences soient ceux donnés par le 
tableau ^3.|\ D'autre part, si nous désignons par ε" et î" les compo-
santes sur les congruences (λ), de deux transformations indépen-
dantes (î,). du groupe G. la troisième transformation aura les 
composantes 

s— pî'i — σΐ'ί (<Ï — ι. ι. ο l. 

où : et - sont certaines fonctions des .r, qui ne peuvent être des cons-
tantes, parce que, en ce cas, cette transformation (s) ne serait pas 
indépendante des deux premières transformations. Si l'on introduit 
ces valeurs de ε" dans les équations (23), en tenant compte de ce 
que ε'' et ε" satisfont aussi à ces équations, on obtient pour les fonc-
tions ρ et ζ les équations suivantes : 

< -ί I ) 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

ι Λ, /· . — a), 

qui sont linéaires et homogènes dans les dérivées intrinsèques des ρ 
et -r. et l'on voit que ces équations ne peuvent avoir de solutions diffé-
rentes de zéro que si l'un au moins des déterminants du tableau 

! ·Μ ) i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

est nul. D'ailleurs ces déterminants ne peuvent être tous nuls, car en 
ce cas les transformations (ε,)βΐ(ε,Λ ne seraient plus indépendantes et 
l'on ne peut pas avoir deux de ces déterminants nuls, car il en serait de 
même du troisième. Par conséquent, un au moins des déterminants 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 
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est différent de zéro et les premières et secondes équations (34) nous 

disent que les dérivées ·£■> ~ doivent être nulles. Comme 

par hypothèse les fonctions ζ et 3 ne sont pas constantes, il faut que 

les » -r— soient différentes de zéro, ce qui entraîne la nullité du 

premier déterminant du tableau (34'), et les dérivées ordinaires 
des ζ et 3 seront données par les formules 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

Connue, en accord avec le tableau (3ι), λ., est nul, il en résulte que ρ 
et 3 sont indépendantes de .r' et les autres dérivées sont données par 
les formules 

(3Γ») 
i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

i. .V' > .c ·- -iur.r-' 1. 

Or les seconds membres de ces formules ne peuvent être tous indépen-

dants de -r' que si —?·, sont nuls et par conséquent les ζ et 3 sont 

des constantes. Il est à remarquer que celle contradiction ne se 
présente plus si l'équation ( 3o^ est complètement ïntégrable, car 
alors λ., peut être réduit à zéro au lieu de .r'. 

14. VARIÉTÉS V; POSSÉDANT US UROI'PE Λ OCATRE PARAMÈTRES. — Nous 
allons chercher les λ ! qui admettent 1111 groupe à quatre paramètres, 
en observant d'abord que si les Y" cherchées sont des variétés non 
holonomes proprement dites («·*„ =é o\ comme nous le supposons, 
elles ont nécessairement un G

;;
 simplement transitif, car on sait qu'un 

Ci a toujours un sous-groupe à trois paramètres (') et, en vertu du 
paragraphe 13, ce sous-groupe ne peut pas être intransitif. Par con-
séquent notre problème revient à chercher parmi les Y ! qui possèdent 
un système de congruences à coefficients de rotation constants, celles 
qui admettent comme groupe total d'applicabilité un G ,. Pour cela il 

1 ' ! IWr L. tiuxctn. Lesiotii sn/fn teoria tlri ^riippi vontiriuf jittili (fi Iras-
formu;foni\ p. àào-àjS. Zaniehelli. lïalogna. III-JS. 
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n'est pas nëcesaire de connaître d'avance les congruences à coefficients 
de rotation constants de la Y!, il suffit de connaître les quantitésa38 x3 
car on sait (fin du paragraphe 7) que dans le cas des u-*. constantes, les 
équations d'applicabilité se divisent en deux parties et il suffit de faire 
voir, dans notre cas, à quelles conditions les équations en c ont une 
solution, autre que l'identité. 

D'ailleurs dans le cas de la V-, parmi les fonctions c du groupe non 
bolonome, deux seulement sont indépendantes, car on peut poser 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci = — <*, = sin§. 

et par conséquent on peut prendre comme fonctions indépendantes 0 
et c"; : niais comme elles doivent satisfaire à la seconde condition (19'), 

imposée par le tenseur d'intégrabilité des congruences de non-bolo-
nomie, la fonction ci doit être ëirale à l'unité et il reste seulement la 
fonction 0. Celte fonction 0 doit, à son tour, satisfaire aux conditions 
en termes finis (19") imposées par le tenseur de la seconde forme, et 
comme on peut s'arranger toujours de façon que v

s
 ,

s soit zéro, on 
s'aperçoit aisément que ces conditions sont satisfaites, quel que soit 0, 
seulement dans le cas où 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

Si dans les formules Ç19), on tient compte que c®= 1, on trouve 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

qui ne peuvent avoir lieu, quel que soit 0. que si la congruence de non-
bolonomie est géodésique (ο·'- = o). 

Il reste à considérer les autres conditions en termes finis. 
Nous n'irons pas plus loin sur cette voie pont* déterminer toutes les 

conditions moyennant lesquelles une Y: admet un C, : mais nous 
allons imposer les conditions déjà trouvées au groupe βχ, formé avec 
les congruences (/Λ de la Y! et ayant par conséquent les transforma-
tions infinitésimales 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 
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Comme on pent s'en rendre compte facilement, le groupe G, a la 
composition 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

et Fou peut se servir du fait que les congruences Q.) sont déterminées, 
abstraction faite d'une transformation à coefficients constants du 
groupe non holonome pour avoir 

n123ï „ tvl5 — tv* . ΠΞ «\. — o. 

^La premiere de ces relations s'obtient en changeant X
s
 en : X, et la 

seconde en changeant orthogonalement les X„, X
â
.) 

Si l'on tient compte aussi ries conditions données plus haut 

(î;) «rjj =
 s

. »}, = a |s = ο. 

qui expriment que la seconde forme est proportionnelle à la première 
et que la congruence ̂ 3) est géodésique, les formules de structure de 
notre G., peuvent s'écrire sous la forme suivante : 

X1, X2— JTX,— 5X-- \ . 

Ι X.X-» = / X, —
 T
A.X;, 

(X
s
\d =JAX, — λ\

;
. 

où x
(

, 3. λ, u sont quatre constantes. Ces constantes ne peuvent être 
quelconques, car si Fou considère l'identité de Jaeobi, à laquelle 
doivent satisfaire les trois tranformations infinitésimales X.. Χ... X,. 

Ο. Χ, X» » X,] — [,; X,X_■ X. ] — ]; \ . \, Ι X, ] . M : 

on trouve pour ces constantes les conditions 

ÎJL ~ t>, aÀ Γ"~ pl — O. 

La première de ces conditions nous dit que la seconde forme doit être 
identiquement nulle, et par conséquent la doit être totalement 
géodésique. Quant à la seconde condition elle nous conduit aux deux 
cas suivants : 

Pnrmifrctis. — La constante λ est égale à zéro. Alors le groupe G, 
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a ta composition 
\ - â.\. - V. { I 
' I νν.- ίΧΛ,ι:-... 

et les équations d'applicabilité pour la fonction 9 ont la forme 

— — χ eos 5 — 3 sin 5 — a. 

-r~ = — ■* si η it — a eos>- — -3. 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

Ces équations forment un système à différentielles totales complète-
ment intégralité, ear les conditions d'ïntégrabïlilé sont identiquement 
satisfaites, comme on peut le vérilier facilement. Par conséquent la Y;, 
dont le groupe G;. de ses congruences a la composition (38\ admet 
un G. quelles que soient les constantes at et β. 

ih'iuvtrme cas. — Les constantes at et 3 sont toutes les deux nulles. 
En ce cas les équations d'applicabilité nous disent que la fonction 9 
est une constante quelconque, quelle que soit la valeur de la cons-
tante λ et par conséquent. dans ce cas aussi, la \Ç dont le groupe G-

A 

de ses congruences a la composition 

<-><») (X,X.) = X... |Χ.Χ.( = ΙΧ,. n Χ.Χ,Ι = IX.. 

a comme groupe total d'applicabilité un G,. 
En résumé, nous avons le théorème suivant : 

Toutes les \ ;* (»*·[', = oV qui ont connue groupe total d'applicabilité 
un G ν. possèdent un système de congruences à coefficients de rotation 
constants, sont totalement géodésiques et ont aussi la 'congruence y3 > 
géodésique; puis, ou bien les congruences (ιΧ et (a* sont elles-mêmes 
géodésiques ι a = 3 = o), ou bien elles sont normales y/. = o>. 

En ce qui concerne la courbure de ces variétés, le tenseur de la 
courbure extérieure est nul et le tenseur de la courbure intérieure a 
une seule composante distincte. Dans le premier cas, cette 
composante est donnée par la formule 

λ.,..,— - â4* 
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et elle est toujours négative ou nulle; et dans le deuxième cas elle 
est égale à la constante λ. et peut être positive, négative ou nulle 
selon la valeur de cette constante. 

On voit ainsi que se présente tout naturellement la nécessité défaire 
la distinction des Y: ayant un ( «, (qui, par analogie avec les surfaces, 
seront appelées à courbure constante"v en λ : à courbure positive, 
négative ou zéro, selon la valeur de la courbure λ

ιί (ϊ
. 

15. L.V DÉTERMCiATtOS DES C05GRUE5CES ET DES GROIT'ES DES Y; A COEfi-
LAIRE COXSTAXTE. — Pour déterminer les congruences d'une \ · à 
courbure nulle, c'est-à-dire des congruences qui ont la composition 

(33*.. (X,\,) = \
;
. i\«V;) t\:\,) --«·. \ Vdf//dx 

t 

on remarque qu'en vertu du fait que le groupe tî
s
 admet le sous-

groupe abélien X.. Y,, on peut prendre 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

de façon que les tableaux des paramètres et des moments de la 
notre Y* s'écrivent 

( 35*) <■] = c| = cos 0, ci 

a étant l'indice des lignes. On voit ainsi que la métrique de la \ ; 

(%'") (ir® = ι V —rfï| = u/.rî »- — t. </.f - »*. 

et une forme quadratique dans deux variables seulement, cette forme 
étant elle-même à courbure nulle. Quant à l'équation de PfalT de la 
variété, elle a la forme 

(3tjr> î/.r — .i* </.r: = t>. 

Pour trouver le groupe G, d'applicabilité de la Y*, il faut intégrer 
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les équations de killing de la \ qui ont la forme 

7*r* ,Ië = Λ .17^ — ■·"" ,ΊΤ5 ~~ .TP = "■ <AY- -O. 

\«Ar* ~ 3p) Jr~'SP~ 3Î3--— ̂  A"? ~ «JÙ*=0 

(%'") (ir® = ι V 

et Ton trouve, comme solution générale, la suivante : 

E2— — ear* — ï~o,r'-£|. ^s= ̂  [<r-f — (.<sjr| — -τ- £J, 

où c, ç^5 ς;, ς* sont des constantes arbitraires, 
Par conséquent, on peu! prendre comme transformations généra-

trices du G, les quatre transformations 

(%'") (ir® = ι V —rfï| = u/.rî »- — t. </.f - »*. 

(%'") (ir® = ι V —rfï| = u/.rî »- — t. </.f - »*. 

de façon que le G , aura la composition 

(-»«» 
^ \ υ \ ^ —O, j) Ό, 
t YsYt

>= — V,, *Yi\l
\ = Vt, t V,\\) o. 

Comme ce G, laisse invariant en même temps la forme (3q") et la 
métrique (3q'\ qui peut être interprétée comme la métrique d'un 
plan euclidien, où.r', ,r- sont des coordonnées cartésiennes orthogo-
nales, il en résulte que les transformations de G, ne peuvent pas 
représenter dans les variables ,r\ ,ra que deux translations et une 
rotation. En eîlél, on trouve que les groupes à un paramètre, générés 
par les transformations Y,, Y,, Y

5
, Y,, sont les suivants : 

Y, ii v!= ,r* — «», v* - .,rsÇ 
Y; — .r1, ι s,.- .r* — <i, *r — «,»·'), 
nb= .r', >5r:.r—«i. 

\ , J > !=χ\\>>β — a-^sinw, s >»nt» — a^cose. 

*-*=,»" — .r· ,r- îiihi
 ;

 j. 

Auins. sit .VafY, t>mie \lll, — Fisc 11, m.q.2 2 
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el ΓΌΪΙ veil que Y,. Y.» représentent dans le plan .r'.r- des translations 
an long des axes .r'. .»·- respectivement, Y. représente une identité 
dans ce plan et Y, une rotation. 

11 est à remarquer qu'on pourrait réduire la détermination du G» à 
un problème déjà résolu par Bianchi ('" )·, relatif à une Y, de lliemann. 
ear en vertu du fait que e* = i, le groupe non holonome est un sons-
groupe du groupe orthogonal et par conséquent le groupe d'applica-
bilité de la \ , est un sous-groupe de la Y- avant les (λ) comme 
congruences orthogonales, dont la métrique s'écrit 

«fe4 = I «/,«·*)- -f- V — (ti.r* — .»·*«·/.«·',r. 

et comme ce Λ
 r

. a comme groupe complet d'applicabilité un G,, il en 
résulte que le G

4
 de la notre· Y* coïncide avec le G

 k
 de la V-. 

Passons maintenant à la détermination des congruences \/.Λ d'une 
λ ! à courbure constante différente de zéro· et précisément des 
congruences (λ), ayant la composition y3q\ avec λ==ο. Si nous 
prenons, comme il est toujours possible. 

ν·- ·,Ί^' 

les parenthèses ι Χ, X~\ (X
a
X-) nous disent que les transforma-

tions X,, X
3 doivent avoir la forme 

(V) 

X, ~ A €©SA.rs -ΐ- Β sin λ.»-. Λ —^ Ai ρ s 

X
s
— - Λ sin î..r* — Β eosÀ.r

2
. Β = V |i

}
 g* , 

où les coefficients Λ,·. 13, sont, indépendants· de la variable ,r\. Comme 
par la transformation de a " en on peut déterminer 3 
pour avoir Β- = ο et puis, par une transformation des variables a·'. 
.ra, on peut faire 

E2— — ear* —ï~o,r'-£|. ^s= ^ [<r-f — (.<sjr| — -τ- £J, 

(1 i ι fir Βομπι! déjà i-itt·. p. . 
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iI reste à déterminer la transformation A par la condition ( X, X.
a
) = X,, 

ce qui nous conduit aux conditions, suivantes : 

(V) -- λΛ,Λ
;;

Γ=ο ί Γ .. I, ·>. ), -- λΛ; 5- 1 — «·. 

Les premières de ces conditions nous donnent 

AI=PN' ' (' - -1. 

où les/»,,,/»
a
 sont des fonctions de la seule variable a·1 avec />, ̂  ο et 

par la transformation de .r', a·2 en-r(x'), a;--)- </(a:' ), on pent faire 
Ρ, — 1, />,-=0. de façon que la transformation A reçoive la forme 

A=f' * jp - v·^' 

où A
s
 satisfait à la dernière équation (4°")» et il est à remarquer qu'il 

sufiit de connaître une solution particulière de cette équation, car 
les λ 2 correspondant aux solutions différentes sont applicables les 
unes sur les autres, à cause du fait qu'elles ont les mêmes coefficients 
constants «£. et précisément ceux de la composition (3g Y 

Pour trouver une solution de la dernière équation (4°")> il faut 
considérer les deux cas suivants : 

1" La V2 est à courbure constante: négative λ ——PJ<j>. Nous avons 

la solution particulière A
s
 = et la transformation A correspondante 

s'écrit 
\
=t

A**df 1 Ûf 

Comme les transformations A, Β, X- ont la composition 

( AB) =— Λ-Α — Xa, ( ΛΧ-t = ( BX
S
) = o. 

elles forment aussi un groupe dont la composition coïncide avec 
la ( 38 ) pour χ = k et 3= o. [D'ailleurs on peut toujours faire dans 
la ( 38") 3 — o, par une transformation convenable des deux premières 
transformations. ] 

Parle fait que X,, X
a

. s'expriment ortkogonalement en fonction 
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de A el B, il en résulte en premier lieu que deux variétés non holo-
noines V® avant comme composition de leurs congruences, les com-
positions (38) et (3<)) sont applicables, pourvu que λ = —( χ - -f- β-), 
c'est-à-dire pourvu qu'elles aient les courbures négatives et égales. 

En second lieu, il en résulte une propriété importante des Y* à cour-
bure constante négative, celle d'avoir, comme les \ - à courbure 
constante positive, deux systèmes de congruences à coefficients de 
rotation constants, le passage d'un système à l'autre se faisant par les 
formules ( io'). 

Quant à la métrique et à l'équation de PfatT de la nôtre Y;;, elles 
ont les expressions 

E2— — ear* — ï~o,r'-£|. ^s= ^ [<r-f — (.<sjr| — -τ- £J, 

et l'on voit que, dans ce cas aussi, la métrique de la Y* est une forme 
en deux variables seulement, ayant la même courbure que la \ Y 

■>u La Y' est à courbure constante positive λ = k- o. On peut 

prendre pour A» la valeur — ^ langLr-, de façon que la transfor-

mation A s'écrive 

A-=irô^-îla^'ri&' 

et la métrique et Γ équation de non-bolonomie de la Λ ont les expres-
sions 

<!s4=cos4Icjk*( r/.e' l4-- (t/jt*Ί4. ttr5 7 si 1« /> jf! ti.r1 = 0, 

la métrique de la Y, étant encore dans ce cas une forme à deux 
variables et ayant lu même courbure que la Y Y 

Pour déterminer la structure du G
 v
 d'applicabilité d'une Y* à cour-

bure différente de zéro, on lient compte que ce G , contient un G
;; 

simplement transitif, le réciproque du groupe G), ayant la compo-
sition (3q\ et comme on peut s'arranger de façon que ce G-, ait lui-
même la structure (3t)\ il en résulte que ce G, est non intégrable 
pour λ === ο et par conséquent 011 peut appliquer le théorème suivant 
de Lie : 

«. Si un G,(Y,, Y... YY*) contient un G
:ï
 (Y,, Y

s
, Y.) non 
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intégrable, on peut choisir la quatrième transformation Y, permu-
table avec G

;i
. » 

Par des transformations convenables des Y,, Y
a
, Y,, on peut 

encore réduire la structure du G, de la Y* à courbure négative à la 
forme 

('| a ) (Υ,Υ,) = Y,, (Y, Y;;) (YaY
:s
)=Y;;, 

(v,Y») = (\,YY) · (Y,Y,.) = o, 

et la structure du G, de la Y:; à courbure positive à la forme suivante : 

l'y') 
(Y,Ya) = Y3. (\'SY"

3
) = Y"i. (Y,Y,) = Y«. 

( ν, Y, ) = ( Y
â
 Y,) = ( Y

:î
 Yj = O. 

Nous n'allons pas faire ici la détermination des transformations infini-
tésimales de ces groupes, détermination qui est d'ailleurs assez facile 
et nous conduirait à des résultats analogues à ceux trouvés dans le cas 
de la courbure nulle. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la V, est une variété non holo-
nome proprement dite, c'est-à-dire que l'équation de Pfaff de la 
variété n'est pas complètement intégrable. Si cette équation est com-
plètement intégrable, elle peut être réduite à la forme /Lv* — o, et 
la Y · est composée de la famille de surfaces .G = const. Le groupe d'ap-
plicabilité de cette Yi; sera fini, si elle n'est pas totalement géodé-
sique, infini dans le cas contraire. Dans ce dernier cas, en choisissant 
les variables .r', a-' ortliogonales à a?3, la métrique de la Y! est une 
foi •me quadratique dans les seules variables a?1, a·'· et nous avons 
toujours le groupe à un paramètre et une fonction arbitraire 

r3=/(.»·5) + u. 

les variables .r', .r' restant les mêmes. Nous aurons aussi dans les 
variables a-1, ar un groupe à un ou à trois paramètres, suivant que la 
métrique de la V* est la métrique d'une surface de révolution ou 
d'une surface à courbure constante. 

Si la famille de surfaces composant la Y:; n'est pas totalement 
géodésique, nous considérons seule m eut le cas où la Y! admet un 
groupe à quatre paramètres. En ce cas, la métrique de la X'i peut être 
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réduite à 
ds· — e-w [( f/.<·')'- ·+(dx2) 

et par conséquent les surfaces de la famille qui constituent. U&X*; sont! 
des plans (ou surfaces développables), avec des unités de' mesurer 
différentes. 

Quant au G, de la Vii, il est donné par les transformations 

ds· — e-w [( f/.<·')'- ·+(dx2) 

ds· — e-w [( f/.<·')'- ·+(dx2) 

et L'on voit tout de suite que les trois premières- transformations, 
changent chaque plan a;1, a?- en lui-même, tandis que la, quatîiiiuiuir 
transformation, qui génère le groupe à uu paramètre 

j'' = .ι-1t*~v"= -r1' e~"· v3= .ΐ··:;-ι- «»γ 

change les plans entre eux. 


