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MOUVEMENTS PLANS D'UN LIQUIDE VISQUEUX. 331 

Essai sur les mouvements plans d'un liquide visqueux 
que limitent des parois; 

PAR JEAN LERAY. 

A ma Femme. 

CHAPITRE I. 

MOUVEMENTS INFINIMENT LENTS EN L'ABSENCE DE FORCES EXTÉRIEURES. 

1. INTRODUCTION. — Commençons par écrire le système d'équations 
aux dérivées partielles qui régit, en l'absence de forces extérieures, 
les mouvements plans et infiniment lents des liquides visqueux : 

(l ) 
. d u(x. y. I) dv(x,y,t) 

. d u(x. y. I) dv(x,y,t) 

. d u(x. y. I) dv(x,y,t) 

Au cours des Chapitres III et IV, consacrés à l'étude des équations 
de Navier, nous utiliserons la conclusion du Chapitre II et celle du 
paragraphe liî de ce chapitre. Toutes deux sont basées sur les résul-
tats énoncés au paragraphe 13 du présent chapitre. Ces résultats 
affirment que le premier problème aux valeurs frontières relatif au 
système (i), (a) admet une solution. De plus ils énoncent une règle (') 

(') Cette règle me nue semble pas pouvoir se déduire des développements, en 
séries de fonctions orthogonales, par lesquels M. F. Odqvist a intégré le 
système (i), (a) (Âr/civ forMatematik, Astronomioch Fysik, t. 22 A, n°28, ig3i). 

Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. IV, 4^ 



332 JEAN LERAY. 

qui permet de majorer à chaque instant la plus grande longueur du 
vecteur u(x,y, i), K-OJ» 0· 

Précisons quel problème nous nommons premier problème aux 
valeurs frontières : Le liquide initialement au repos emplit l'intérieur 
d'une courbe fixe; on l'y injecte et on l'en laisse sortir, par les divers 
points de la paroi avec des vitesses données. 11 s'agit de déterminer 
le mouvement du liquide à l'intérieur de la courbe en supposant qu'il 
obéit au système (i), (a). Indiquons un caractère évident de la solu-
tion : une modification instantanée des composantes normales de la 
vitesse d'injection doit, à cause de l'incompressibilité du liquide, 
entraîner une modification instantanée et finie du champ des vitesses 
tout entier; il se produit des percussions internes ; la notion de pression 
n'a plus de sens, line modification instantanée des composantes tan-
gentielles de la vitesse d'injection n'entraîne par contre à l'intérieur 
du liquide qu'une modification progressive du champ des vitesses. 
Ceci explique pourquoi le vecteur vitesse apparaît sous forme d'une 
somme \cf. formule f3^)] : l'un des termes est le gradient d'une fonc-
tion harmonique ; en première approximation (') il coïncide le long de 
la paroi avec la vitesse normale imposée au liquide. L'autre terme de 
la somme est une intégrale double, étendue le long de la paroi et 
portant sur le temps. 

Toute la difficulté du problème réside en la définition d'un tel 
potentiel et en son élude. Ce n'est pas un potentiel de double couche : 
Aucune combinaison linéaire des dérivées de la solution fondamentale 
de M. Oseen ne se prèle à la résolution du problème aux valeurs fron-
tières (-). Toutefois c'est à M. Oseen que nous devons la solution 
particulière du système linéaire (i), (:*) grâce à laquelle nous avons 
pu construire un tel potentiel. M. Oseen a résolu ( ') le problème aux 
valeurs frontières dans le cas où le domaine est un demi-plan; notre 
solution particulière correspond (Λ) au mouvement provoqué comme 
suit : le liquide est au repos; il adhère à la droite qui le limite et qui 

(') C'est-à-dire quand le liquide est en mouvement depuis peu de temps, ou 
bien quand le coefficient de viscosité y est faible. 

(4) < IDQVIST, Arkir for Matematik'. Astronomi orh Frsik. IQ.HI. 
( ') OSEEN. IfrdroAynainik. § 10 (Leipzig, 1937). 
( '■ ) ÎVons laisserons au lecteur le soin de le vérifier. 
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est immobile; toutefois durant un instant très court on lui impose le 
long d'un très petit segment de la frontière une vitesse uniforme tan-
gente à la paroi ('). Les formules obtenues définissent cette solution 
particulière dans tout le plan ; cependant le potentiel qu'elle permet 
de construire est sans intérêt quand le domaine cesse d'être convexe 
(cf. § β). 

Dans une Note (2) j'ai indiqué comment on pourrait vraisembla-
blement aborder le cas des domaines non convexes. Mais j'ai étudié 
les problèmes linéaires auxquels sont consacrés les Chapitres I et II 
pour la seule raison que les Chapitres 111 et IV l'exigeaient. Aussi 
n'ai-je envisagé que les circonstances les plus simples; il n'eût été 
guère plus compliqué de supposer les parois mobiles; je ne l'ai pas 
même fait. 

I. — Une solution particulière. 

2. DÉFINITIONS. — Les mouvements plans et infiniment lents des 
liquides visqueux sont régis par les équations 

ι.ι') ν AU j-= νΛ\ r-= -pd/dy 

. d u(x. y. I) dv(x,y,t) 

Nous allons définir, t restant positif, une solution particulière de ce 
système; elle s'annulera avec \ ; elle sera de la forme 

|! = U,-t-U4f
 V = V, -ι- V,. 

eL (U
(

, V , )sera le gradient d'une fonction harmonique, tandis que U2 

et V-, satisferont l'équation de la Chaleur 

(3) »Al-Ç = o. 

La théorie de 1 equation de la Chaleur est basée sur les propriétés 

de deux de ses solutions : la fonction et sa dérivée ——-e ί%" . 

(') l'Yedliolm utilisa des [irocédés analogues eu étudiant d'autres problèmes 
aux valeurs frontières. 1 

(2) C. R. A cart. Se., I. 193, 7 décembre ig3i. 
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Pour construire les solutions fondamentales du système (ι'), (2'), 

M. Oseen utilise d'autres solutions particulières de (3), dont la fonc-
tion — 1/2J/-» * ■ γ γ X

3

-f ï
2 

Ces deux dernières fonctions satisfont donc (3) et les relations 

àX [ Χ2 -+- Υ-β J + ôY |_ \« Y2 e J— ?.vfe 

àX [ Χ2 -+- Υ-β J + ôY |_ \« Y2 e J— ?.vfe 

Il en résulte que les fonctions clh obh £t, définies ci-dessous par (4), 
l'iç. 1. 

Plan de la variable 
complexe λ. 

satisfont elles aussi l'équation (3) et, en outre, les relations (5) 

(4) 

àX [ Χ2 -+- Υ-β J + ôY |_ \ 

<β,(Χ,Υ. 0 = / ,-ν—r" Τ7> 

«
Χ
'

Ν

'"=Χ, Ί ' "" V; 
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(A) est un axe parallèle à l'axe réel et situé dans le demi-plan 
*(λ)<-|Υ|, 
} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 

L'on a, en vertu de (5) et de l'équation de la Chaleur, 

(6) 
} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 

^ = vAtw = --5r. 

Il est préférable d'écrire les relations (4) sous la forme 

(7) 

<5t/( Χ, Y, Ι ) — / λί + γϊ
 β

 (λ
 _

 χ)/
, 

} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 

} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 

Il résulte de ces formules (7) 

(8) "5χ '"'ί" ,^χ ''' 

Les formules (8) et (5) montrent que^^v 557^'} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt! 

s'expriment linéairement à l'aide de cl
i+

,
)+v

, ^γν-t' » '' ' ' 
C1+p+q-1.Nous poserons jyj = &i,<τ D'après (7) les fonctions ôh

h 

et Ci,ar+i sont des fonctions impaires de Y ; elles s'annulent avec Y ; 
les fonctions cl,(X, Y~, t) et Ci>2l.(X, Y", t) sont des fonctions paires ; 
elles prennent pour Y = ο les mêmes valeurs que des fonctions ana-
lytiques en Ζ = X + t Y, qui sont bornées dans le demi-plan Y > o; 
à savoir 

(9) 
} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 

} 7J\" 7ΓΓ " 9.Vt!' ~W " ~J\ "· 
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3. Soit donc une expression 

i - / Y = -J-; '·" 

H- jSy j a/(&l Cl/) -+- bfÔ&l-+- '-Vjar-t-i £{,tr 1-1 ~+~ — ^-/,îr)J) 

ού. les ah bh c,,
ar

.
h1

, ct^r
 sont des constantes. Ces fonctions U et V sont 

nulles pour Y — ο et les équations (i') seront vérifiées à condition que 
l'on prenne 

<1 ° > 7îx - ' â\ =? h r 'in A "Λ2" -ût\ · 

Celte relation définit effectivement une l'onction Ρ harmonique, 
puisque son second nombre est une fonction analytique. Mais en 
général la relation (2') ne sera pas satisfaite. 11 nous reste donc à faire 
un choix des constantes ah bh c,^ qui annule la partie réelle de 
l'expression 

(, à \ ' t)Y ) ^ — {(ÏX [<)\) \à\ 0 Y ) ' 

Notons à ce sujet que f ΐ'·(^) — ο, quelle que soit la 
fonction analytique &·( Z). Prenons 

(, à \ ' t)Y ) ^ — {(ÏX [<)\) \à\ 0 Y ) ' 

Il vient 

\ àX + <# Y / ' \ dX ~~ àY ) 

~~ ( dX + ' à\ j Vν t * e ) + r. -

(, à \ ' t)Y ) ^ — {(ÏX [<)\) \à\ 0 Y ) ' 

Remplaçons dans l'expression (7) de le chemin d'intégration (A) 
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par un autre équivalent, mais très voisin de l'axe réel. Il vient 

<)\ ' <)Y ~ ■>. f)\ (A \ t J ■>, ()\ \ t. / rj\Ae ) — °· 

Nous avons donc obtenu une solution particulière du système 
(O, (a;). 

Explicitons-la. Nous avons d'après (5) et (8) : 

— ( Tv — ' ~ïv )e3..= ctj — /tCjl e.,. 

Pour Y = ο cette expression est égale à la fonction analytique de Ζ : 

τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^vi (λ — Zf 

τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^vi (λ — Zf 

En résumé, 

<"> l,"'V=W +ï(«"'3γ)α·<Χ'γ·»-—3Ζ-^· 

(f.) v- iv= -—- f r" - -[a
s
(X. y, o — «"<MX, y, 01 

τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^vi (λ — Zf 

Oil 

τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^vi (λ — Zf 

et, d'après (ίο), 

(>i) p(x? Y.· 0=°] 

[Le symbole cil signifie : partie réelle de j 

( 15) 

De (i 2) résulte que non seulement la fonction 11 — iY, mais 
encore la fonction 

w
[iJ<x,Y.f)-iV<x,Y,<>-^. - J 

s'annule avec Y. 



338 JEAN LEBAY. 

Remarque. — Soit (A') le chemin d'intégration symétrique de (A) 
par rapport à l'origine. Nous avons 

Λ
,<χ. ν, „ - «,<- χ, _ v, „ =f 7=Y· 

ίβ, (x, v. /) - te, (- x, - v. t) = f e «τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^v 

e, ( x
:
 y, /) + e, (- χ. - y. ο = e—l f

 e
~à-lL· , 

τ. " su - irj(i)l (>. —/f nL^vi (λ — Zf 

Or ces quatre dernières intégrales relèvent du calcul des résidus 

(,6) 

c\,(X. Y, /) — C\,(— X, — Y. /) = '<·"■ — i]. 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

ir(Z,t) ■+■ *{— Ζ. Ο ~ "yr [''
 w—ij. 

Par des dérivations et grâce à (8) on obtient des formules analogues 
concernant cl,, ^-· 

4. MAJORATIONS. — Nous nous proposons de majorer les fonctions 
précédemment définies. Nous posons, au cours de ce paragraphe, 
x = ξ γΖ/ίνί, A" = r, Ζ = ο \/'4νί et nous remplaçons dans les for-
mules (7) λ par λ v/. H vient : 
pour Ι η I< ι, 

a,( ·' ·■ ' ■J — Ζ j lr -+- e (λ — £>'* 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 
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L, étant l'axe parallèle à l'axe réel ΰ (λ) = — zi\ pour ι < η, 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

Λ(\, ι. <)= —— + J ά=τ?> 

(L
a
) étant l'axe parallèle à l'axe réel Α(λ) = — l-· 

Le cas η — ι se ramène au précédent, puisque est fonction 
paire de Ύ et 6b

( fonction impaire. Remplaçons les symboles figurant 
sous les signes j* par leurs valeurs absolues ; désignons par la même 
lettre A diverses constantes numériques positives; il vient : 
pour ^ 2 < 4 v i» 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

pour v A ν / < Ύ 

<9| ( X. Y. t)— t®, (— X. — Y, = y, y, — IJ. 

Ι ify ( λ . Υ , / ) Η- yj < 7 ; 

pour Λ <Γ — ν4νί, 

|
A

'<-
X

'
 >

'^
 +

 FX=R7VY|
<

 Γ 

tt
;
(A. Y , /) -+- χ _ i y y < ί

-

Majorons de même Clytl(X, Ύ, /) : l'intégrale 

Λ)
 PE

"'
,ECR

"'
E
 ~Ε?

1 

Journ. de Mathtome XIII.— Fasc. IV, 1934« 44 
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elle est donc inférieure en module à —AVvf ,> d'où 

| e/i(/(x, Y, t) | < ^ ^4-

| e/i(/(x, Y, t) | < ^ ^4-

Enfin en ce qui concerne a· (Ζ, f) la dernière relation (16) nous 
montre qu'il suffît d'envisager le cas où Y > o. Nous avons alors 

âZ-t ~ I + 1 J 1-e ( λ — ί )''- 1 ' 

07) 

D'où 

âZ-t ~ I + 1 J 1-e ( λ — ί )''- 1 ' 

pour V ο et même pour Y — v4vi. Notons, en outre, que 

^ ^ augmente indéfiniment quand t tend vers zéro. 

Appliquons ces résultats à la fonction U — /V, nous obtenons un 
tableau d'inégalités importantes. 

Posons : 

A/v/( X- Y, >0 = ^ 1 < τΤΓ- ΖΧ 

Nous avons : pour yjlivt <^ Y, 

A/v/( X- Y, >0 = ^ 1 < τΤΓ- ΖΧ 
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Donc, pour ^4 Y, 

Η^[υ7ν-^<Γ^]Ι 

Pour Υ < — ν'4νί) 

"!» |.7OTT7 [μ -ίν - V
 "τ

2
] | < » W*. *. »')· 

Donc, pour Y <— v4vîj 

Η^[υ7ν-^<Γ^]Ι 

Pour Y2<^ 4v/, 

(30) J< l±l _ , + Ç* 

Si q — ο ou si </ = ι, on obtient des inégalités plus précises 
que (20) en tenant compte de la propriété (io) et en intégrant, par 
rapport à Y, les deux membres de (20) où l'on aura pris q — 2 : 

Pour Y2<4v/, 

, ) iJv7;Tll: "Λ "T7F'' ' <—ï 

Pour Y2 < l\vt
r 

(30)^ Ll:
-

,v
-T^

e
 ' JH7T—ZF*' 

a. RELATIONS AVEC LES POTENTIELS HYDRODYNAMIQUES DE M. ODQVIST 

(Math. Zeitschiif t, ip3o, t. 32). — Nous nous proposons d'étudier les 
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intégrales^ (L—i\r)dt. D'après le paragraphe 4 les intégrales 

f&,(X, Y, t)</t et j dS/(X, 4 ? t)dt sont absolument et uniforme-

ment convergentes, tant que X2-!- Y2 ne s'annule pas et si /^ 3. Si /> a, 
l'intégrale / (2/

(</

(X, Y, t)dt est absolument et uniformément con-
Λ 

vergente au voisinage de tout point (X, Y) n'appartenant pas à l'axe 
des X. Donc, compte tenu de (5) et (8), on peut appliquer la règle 
de dérivation sous le signe somme aux trois dernières intégrales 
écrites, excepté quand Y est nul. De même, 

, ) iJv7;Tll: "Λ "T7F'' ' <—ï , ) iJv7;Tll: "Λ "T7F'' ' 

<Ai L—+^ΛΗ-ΑΙ —<v-

La fonction f ιβ„(Χ, Y, /)dt est continue et bornée dans tout le 
0 

plan; elle s'annule avec Y; et l'on a, Y étant supposé positif jusqu'à 
nouvelle indication, 

<Ai L—+^ΛΗ-ΑΙ —<v-

D'où nécessairement 

<Ai L—+^ΛΗ-ΑΙ —<v-

D'après (17), 

<Ai L—+^ΛΗ-ΑΙ —<v-<Ai L—+^ΛΗ-ΑΙ —<v-

Finalement 

j (L — Λ K/i_ ï2 3^x J7 j 

— (X*-T-Y*)* M ' ; 
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le premier membre est continu et nul au voisinage de l'axe des X, 

origine exclu; la fonction analytique f—^ dt est, pour \ > o, 

inférieure en module à [X2+Y2] On a donc nécessairement 
pour Y ο 

N«) jf
 (Y/

 -
2Z

 et ^ (υ i\)dt-
 (X

u V)s
. 

L'on reconnaît en I U dtelf V dt deux composantes du tenseur à 

l'aide duquel M. Odqvist construit ses potentiels hydrodynamiques 
de double couche, relatifs aux mouvements permanents. 

Supposons maintenant Y o. Le caractère impair de d$a(X, Y, ') 
par rapport à Y prouve que 

/"<*·<*· Υ·'>Λ = ri x^TT 

D'où résulte, par l'intermédiaire de (i i') : 

/"<*·<*· Υ·'>Λ = ri x^TT 

sous réserve que la dernière intégrale écrite ait un sens. 
Or, d'après la dernière relation (16), 

/"<*·<*· Υ·'>Λ = ri x^TT 

Utilisons la première relation (21); on a 

/"<*·<*· Υ·'>Λ = ri x^TT 

à condition que X2 — Y'->o. 

(22) \ Finalement l'intégrale jf (U—est nulle pour 

' —lxl < Y o et n'a aucun sens pour Y — | X [. 

Les résultats obtenus au cours de ce paragraphe auraient pu être 
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déduits directement des formules (7), (12) et (i3). Il faut en retenir, 

(21) et (22) : l'intégrale / (U — iV)dl a des expressions analytiques 

différentes dans les deux demi-plans Y ο et Y o; plus généralemen t 

il en est de même de l'intégrale f (U — i"V)I/t, quelle que soit la 

constante positive ε, car j" (L— fY)r/f est une fonction analytique 

de X et de Y ; de par (18) et (19) nous savions d'ailleurs que la fonc-
tion l. — i"V 4- ~ a également, dans ces deux demi-plans, pour t = o, 
deux expressions analytiques différentes. 

II. — Un potentiel qui satisfait les équations du mouvement 
infiniment lent d'un liquide visqueux. 

(». DÉFINITIONS. — Soit une aire Σ limitée par une courbe Γ; cette 
courbe doit admettre en chaque point une tangente et un rayon de 

Fig. s. 

courbure; la borne inférieure de ces rayons de courbure doit être 
positive. La courbe Γ est orientée dans le sens positif; elle est décrite 
par un point Ρ d'abscisse curviligne cr. Soit M un point situé dans Σ 
ou sur Γ ; ses coordonnées sont χ et y par rapport à un système d'axes 
rectangulaires fixes; elles sont X et Y par rapport au système qui a 
pour origine P, pour premier axe la tangente positive, pour second 
axe la normale intérieure à Σ. Nous nommons 0 l'angle que fait l'axe 
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des X avec Taxe des a-·. Soit Φ(λ·, t) une fonction réelle et continue; 
nous supposerons convergente l'intégrale 

£
x

 ;*<>.· ο ·>. 

Nous allons étudier le vecteur (') u(x,y, i), c(a;, γ, i) que définit 
la relation 
( ■<·'> ) a ( .r. j·, / ) — /et .v. y. I ) 

= j lU'tp Φ ('s. /') (\. Y, I — (') — ? V(X. Y. t — l')\tfs. 

Cette étude est immédiate dans le cas particulier où Φ est indépen-
dant de t. u et c en sont également indépendants. Si le contour est 
convexe, (21) permet d'affirmer que, sur Σ + Γ, u et r sont identiques 
à des potentiels hydrodynamiques d'Odqvist ; et l'on a, sur Σ, 

1 [,, .r, .γ, t) = A ν^)Φ(.ν) , ν^\ ,Ί ·,^· ! 

avec 
1 [,, .r, .γ, t) = A ν^)Φ(.ν) , ν^\ ,

Ί
 ·,^· ! 

Le vecteur «, c n'est pas continu sur Σ -j- Γ : quand le point M de Σ 
tend vers le point Ρ de Γ, on a 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 

Si Γ n'est pas convexe, ces faits sont inexacts, comme le montre (22). 

Nous allons donc supposer Γ convexe
>
 et cette hypothèse est nécessaire 

à la validité des résultats que contient celte section du chapitre. 

7. LE VECTEUR (H, Ν) A L'INTÉRIEUR DE Σ. — On déduit facilement des 
relations (i8r), (20), (20') et (20") les inégalités 

[U ( V Y. l — t') i Y( \\ Y. t - t') 11 < —— v[U ( V Y. l — t') i Y( \\ 

f1) Il est facile de voir que ce vecteur est indépendant du choix des axes de 
coordonnées. 
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te symbole B,y) représente une fonction bornée sur tout domaine 
intérieur à Σ. Ce résultat nous permet de constater que la formule (a3) 
a un sens, et qu'on peut lui appliquer la règle de dérivation sous le 

signe y* un nombre quelconque de fois par rapport à χ et y; dès 

lors u(x,y, t) et c(x,y, t) sont à l'intérieur de Σ des fonctions continues 
qui admettent des dérivées partielles de tous les ordres en χ et y. 

Démonstration de la relation 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 

Écrivons (2') sous la forme 

Λ|[^+'^]β"0[ϋ(Χ· Y' *"*'> /V(V Y> i-i')]j = o. 

La règle de dérivation sous le signe somme permet d'en déduire 

Λ{ + ' ί·] [W(J"··l)
 ~ '

 ν{Λ
'
; y

>
 /)] j= °-

La relation (2) est donc vérifiée en tout point intérieur à Σ. 

Démonstration des relations 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 

Nous avons 

<a5) +
 ~ ·?'■·t)] 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 

Χ IU(X, Y, t-f)- i V (X
:
 Y, t - t') ] ds. 

Les relations (1') et (14) nous apprennent que : 

(2β) + lU(X< Y' ' ~ ° ~
 iV(X

'
 Y' ' ~ n] 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 
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or (> J —~ n est sommable sur aucun intervalleto<t'<t, 

puisque d'après (17) ^ augmente indéfiniment quand t— t' 

tend vers zéro. L'obtention de formules du type (1) n'est donc pas 
immédiate. 

Mais d'après ( 25) on a, si /, <C i
2

, 

< *>'ι jf [^7
 +

 J Ι
ιιίΛ

'' -' ·D ~ ' "
(α!

> Oldt 

~ f_ f/i'x<pi-s'· l')tr-">ds 

,χ'Ί ̂  ) LUI \, V, / -1') - « V(X, v., / - f) I di 

-r- X rf/' ̂ 1 Φ ( S, /' j FI-'
0

 Fis 

x (X^ + ^7) LUt.V, V, i-1')- i\(\, Y, t- OJ dt. 

De même (26) nous donne pour l' < t, i
a

, 

(·>.!>'1 vjf j [b( X. Y, t — l') — t V(\, Y. t — t')\dt. 

= | υ ( \, ν, ι - /' j - ί ν■ ( χ, ν, Î - f > + J
 ——J· 

Dans cette dernière relation faisons tendre vers t'\ d'après (18), 

U(X, Y. t, - t')- TV(X, Y, +
 à

*
(/j

£—-

tend vers — 2 ν i~ (X)î ^ vient donc 

(■,<>") [U(Xf Y, l-t')- i V(X, Y, ί - Ο] di 

= V(X, Y, Y, h — t') 

f Î'I ι lin·| tt — /1·],,= j 11 — #V]|.-b πΦ(«) 

Transformons à l'aide de(26') et (26") le second membre de(25'); 

Joum. de Math., tome XIII. — Fasc, IV,1934. 45 
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nous oblenons 

( v
.£ [è

 +
 ÎJF]

1
 "'

1
 * '> - ''*·'

/r

· -·'· '>
1
dt 

= [«(x·. j·. ο — /π.*.·,j·. 01,; 

■+ §: £ <ίι'φφ(*. <0ÎF(Z. / — Î')(/.Î 

ι ·οί~ jf Λ'(^)Φ( Λ\ ί' j r/.v. 

D'où résultent les relations (Γ), avec 

ί -'-S ) ^ /> (.//, Γ. t | =: Ov j j th> fj) φ(".ΐ, /') $ ( Ζ. / — /' ) c/.V I 

- r;,i| ^φ(.ν. Ο y'o^j· 

Toutefois la reserve doit être faite que la dérivée en ^ figurant au 

second membre ait un sens : c'est par exemple le cas lorsque Φ(.ν, t) 
admet par rapport à l des nombres dérivés bornés. 

8. INTÉRIEUR nu DOMAINE ET MINTS FRONTIÈRES. — Inégalités préliminaires. 
— On déduit de (18') cl de (20") les inégalités (' ) 

ί ι. ( \, V, Ο - ' M ν V, ο I < 7 N-: 7T. -

f i lit v, V, (Y. V. O'i <fl<■+ §: £ <ί 

("-<)) 

Soit 
ΚΙ' ju. y. l) = \!p j Ε(\. V, / ) — i Y ( Χ, Y, ί) j tf.s. 

On a donc, où que soit le point (a?, y) à l'intérieur de Σ 
ou sur Γ, 

E(x. y, i) < — el j E(x. y, t) (il < Λ. 

(') Signalons en outre une illégalité valable seulement sur Σ-ι-Γ : on 

a li(7> < -—; pour / > —, H désimianl la plus grande distance de deux tangentes 

â Γ parallèles. 
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Discontinuité à la frontière du vecteur u, c. — Soient t„ une valeur 
quelconque de t, et ε un intervalle de temps arbitrairement faible. 
Introduisons les deux fonctions suivantes : 

■+ §: £ <ίι'φφ(*. <0ÎF(Z. / — Î')(/.Î 

■+ §: £ <ίι'φφ(*. <0ÎF(Z. / — Î')(/.Î 

Le maximum η de | Φ
2
(·Ϊ, t) | tend vers zéro avec ε. 

Soient 
uJ.jc, ,)) — i y), m, (λ?, y, l) — i ρ,(«», y, t). 

it,(je, y, t ) — ( r, t ) 

les trois potentiels qu'on obtient en remplaçant dans la formule (a3) 
la fonction Φ(.ν, t') respectivement par les fonctions Φ (.y, l

u
), Φ,(.ν, t') 

et Φ
2

(.Ϊ, tr). Nous avons 

u — if = «„— if „ H- « ι — /»·, -+- u..— iV
s

. 

Le vecteur u
a
 — «■„ est continu à l'intérieur de Σ; il est continu le 

long de Γ; il est discontinu sur Σ + Γ, comme le montre la for-
mule (a4)· 

Pour [ / — t
a

 j - le vecteur c, est continu sur Σ + Γ. 

En lin on a, d'après (29), 

ί Ui(je, y, l) — if,(jh, y. t ) 1 < η j K(.r. y, — l' ) dl' < \r
t
. 

Gomme η est arbitrairement faible il est en résulte que u — if est con-
tinu à l'intérieur de Σ, est continu le long de Γ ; et si le point (Λ·, y) 
intérieur à Σ tend vers le point frontière d'abscisse curviligne σ, de 
coordonnées (J?

0
, y

u
j, alors que t tend vers i„, on a 

(So·) lim [«(.r, r, ί) — 1 c( r, y. £)] 
= it(.r„, /„) — i r( J·,,. ya, /„) -t- ττΦίσ, /„) tr~"> 

Majoration de u et de e. — Le problème de majorer le vec-
teur u(x, j, t), f{a·, y, t.) que définit (23) se présente toujours en 
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pratique de la façon suivante : on connaît une inégalité de la forme 

(ol) : Φ( Λ·. / J ; < f Giit—tiïflViitt); 

les G, sont des fonctions positives simples [par exemple ( /— /,)■*, 
— ι < α |; les F, sont des fonctions croissantes; il s'agit d'en déduire 
une majorante de [ tt — /V| valable sur Γ. 

On a 
j »(u\ f I — /r( ,r, 1'. t ) j 

< j E( .f. ι. I — t') df j V G,-('f — /, ) d I·'/: /, ) 

< J d F-l/,1 j Κ (.«·_. r. l — ï) Gp f — b ) ti(\ 

Il suffira pour la suite d'utiliser l'inégalité déduite de (ay), 

jf Ε (a·, r, t — l') G,-( t' — t, ) dt' 

<J-J- f t»(î /'—/, ) r//'-t-Λ iniax. de (iji / —/, ) pour-ί—^ </'</.! 

{ S'i) 

Finalement on a, sur Σ -I- Γ, 

ι .Γ, t) — v. I ι < Λ j' G,( t — IJ dl-j( /, ) 
i 

avec I 

Gf I / ) ~ j max. «te Li,l/'l pour - < /' < ί J 4- | G,-(/' ) dt'. 

Exemple : si G,-(i) = ni7·, on a 

G,-( /) = fil J | 4- i-*1 f* pour α < ο. 

G,-( /) = fil J
 |

 4- i
-

*1 f* pour α < ο. 

9. LE Νιχτκυη (it, ν) LE LONG DE Γ. — M étant le point de Γ qui a 
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pour abscisse curviligne σ, nous poserons 

U ( X, Y, t ) — ι \ (Χ, Y, ί j = £2(5·. s, ι ). 

Le vecteur que nous allons étudier le long de Γ est donc défini par 
la relation 

(33) «(./·. r, /)— i v. /) = Ç (Μ'φφ(.ι. I' ) e~!,> ■* 12(cr. s, t—de. 

inégalités préliminaires. — Soit /. la longueur PM. Nous allons 
établir des inégalités 

G,-( /) = filλ\ t)\< —, | <^5 

7. et 3 devront être inférieurs à i; la lettre Β représentera désormais 
diverses quantités positives qui dépendront seulement de la forme 
deP. 

Nous remarquerons tout d'abord que les inégalités (ï 8'), (20') et (20"^ 
permettent de majorer les quantités 

(vtp: U - /V |. (vO
a

|^ [V - /Y] |, (w [V - /VI| 

par des expressions de la formeΛν"Χ"\ ''[X~ + Ν - il suffit d'utiliser 

l'inégalité e~li' <[ qui est valable quel que soil Κ quand ρ est 

positif et quand A est convenablement choisi en fonction de p. 11 
vient, pour <«<L 

G,-( /) = fil J | 4- i-*1 f* pour α < ο. 

ίνί.ρ J^[l - Λ] < v, v · 
D'où 

1 (σ? ''"ΚόΤ^χΓ^τ, 
et 

1 <)σ RV„ ,-.,,-Ϋ <)σ ! ' (VF)* Χ1 -R Y -1 /h | 

Or !^|<ι; d'autre part, si 9 est l'angle, compris entre ο et T., que 
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font les tangentes en M el en P, on a 

-Î— =SIIIO <iisin- cl Y > Ι «„ si no' rfo = « K„ «m* it 

R„ étant la borne inférieure des rayons de courbure de la courbe 

conreav Γ; ainsi ^ | finalement 

<)ii(T. s. t) y A Vîa—1 y H V* Γ-

Nous avons 
X--- Y-= et Y<B/=. 

D 'où, pour 7 < α <( i, 

i =".· A.· .) 1 < (y^ïp.i-ï, el < {vt)a/ι-, ι,ι-α. ' 

Il nous suffira pour la suite d'utiliser une seule valeur particulière 

de α : nous ferons α = £ et nous aurons donc 

i =".· A.· .) 1 < (y^ïp.i-ï, el < {vt)a/ι-, ι,ι-α. ' 

Application des inégalités (34) « relation (33). — Soit s(/) le 
maximum à l'instant ί de la fonction | Φ (.τ, t) |. Nous avons 

t 

φφ{χ, t')#-1'1'* ίίίσ, s, l — i') ds i <—i ^ -o(t'). 

Donc, en tout point (a;, y) de Γ 

( 35) | h( Je. r, I) — ι »'i.r. ν, ί ) ! < / = ?(J ̂  ■ 

Soient d'autre part deux points de Γ : M, et Ma ; soient σ, et a., leurs 
abscisses curvilignes ; (a-,, y,) et (x.2, v2) leurs coordonnées ; l leur dis-

tance; soit F„ le plus petit des deux arcs M,M2; soit Γ, l'arc de ion-
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gueur double de Γ
0
 et qui a même milieu. Nous avons 

| φ Ψί.?, ί') r-'(|" θ(σ,. S, t — t')ils— φφ(.ι, s. t — t') r/.v j 
< f th / Φ ( .ν. ί )e-'rii v —- ί/,ν 

Η- / Φ (s. t') 12 (σ,. s, ί — I' ) As Ι 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

Par suite, 

ί οβ) | nι·,, ί)—/l'fjr.·,. _r,. t) — r.. f J-|- t <·04. r.. <) | 

</- Ι γθ(ΐ')Αΐ'. 

III. — Le premier problème aux valeurs frontières. 

10. ENONCÉ DU PIIOULÈAIE. — Ecrivons à nouveau le système 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

F !)
 AM -

U Av = °· 

Il s'agit d'eu obtenir une solution continue «(a?, y, t), c(a?, y, t) 
qui soit définie pour />o sur le domaine convexe Σ, qui soit nulle 
pour t = ο et qui prenne le long de Γ, pour t > o, des valeurs données 
à l'avance »(σ, ί), ν(σ, /); ces données sont assujetties à vérifier la 
condition nécessaire 

φιι{<7, t) ci} f(a, t)c/.c=i». 

Nous serons conduits à envisager la fonction 2>(t) égale au maximum 
à l'instant t de l'expression 

| κ(σ, t) | -I- | ν(σ, t) | -f- / [c(j, I) siu 0(s)— «(s. t) cos 0(s)] | 
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(l'intégrale devant être prise an sens de Cauchy). Et nos raison-
nements nous fourniront non seulement une construction théorique 
des fonctions u, c, p, mais aussi une règle pratique permettant de 
majorer, à l'aide de la fonction 2>(i), la plus grande longueur à 
l'instant t, V(t), du vecteur u(œ,y

t
 /), C(J.·, y, t). 

Nature de la solution. — Cherchons une solution du problème de la 
forme 

(37) ie(.r. r, t) — iv(jc, r, t) 

—J (ίί'φ Φί.ν. t') e->'[IHX. V, l — t',l — i'V(\, V. i — l' ) | ris 

+/"·('·') χτπ''"' 

les fonctions Φ(Α·, t) et xF(,v, t) devant être réelles. Le système (1), (2) 

est bien vérifié, et l'on a, en vertu de (28), 

C3S) i />(./·, r, t)=~ Λ | J cil'φ Φ(Λ f) *(Z t - t') ifs - φ Ψ (s, /) lo-Z <ls j 

— 2 ν J | φ Φ (s, i ) ̂  ris J. 

La réserve doit être faite que la dérivée en ̂  qui figure au second 
membre ait un sens. 

Faisons tendre le point (JT·, r) intérieur à Σ vers le point frontière 
d'abscisse curviligne σ, de coordonnées .r„, y„ ; on a, en vertu de (3o), 

ti»11 [ui.r, r. t) — i c(.x*. r, /)] 
= η(λ·„. r„f t) — /r„, t-j ~h 7tΦ(ν. tje~",a·— ι'πψ(σ·, 

Pour que les formules (37) fournissent une solution du problème, il 
faut et il suffit donc que l'on ait 

ΐϊΦ(σ, —ί'τ:Ψ(σ, l)e-'rj'"' 

H- Ç cll' φφ(ί. l' ) e~'Ω( σ. s. I. — l' ) ris 

-h W Ψ (s. I) e-'ihx' T.—' t/s= ιι(σ. t) — Μ'(σ. i). 

Soit rla distance rcctiligne des points d'abscisses curvilignes j et σ; 
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soit ω l'angle que fait avec la normale intérieure au point σ la direction 
qui joint le point σ au point f. L'équation précédente équivaut au 
système 

π lI (a, l) — w —— Ί (s, l)ds 

= dl' *j)i>(s. t') Ά(σ, s, t—t') ds j 

+ Γ(σ. i)cos(J(cr)— «(σ, ί) sin (/(σ). 

τ. Φίσ. t) — — Λ - j dl'p)<b(s, t') ί>(σ, s, t ~ t') ds j 
— Y'jj

 M"r,>

 t) d.i ιι.(σ, t)c osO(ff) -h ν(σ. i)s in(J(cr). 

I .a dernière intégrale doit êlre prise au sens de Caucky. 

I l. INTÈU RATION DU SYSTÈME (39). — Nous allons définir par récur-
rence une suite de fonctions Ψ,„(σ, t), Φ,„.(σ, t) et établir des inéga-

les- I-

lités les concernant ; nous désignerons à cet effet par çni(i) le maximum 
à l'instant ide (Φ,„(σ, /)|. Ecrivons le système 

— Ψ,ίσ. t ) —- M 'F, ( s, t) ds= ν(σ, t)cosô(o-)— a (a·. Î)sin 6(σ), 

π Φί(σ. l) = — φ S1"M ψ
1
 (.y. α{σ, t) cosO(ff) H- ν(σ. t)slnO(a), 

la dernière intégrale devant être prise au sens de Cauchy. 

Ci») 
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Puisque 

Ι^[ν(σ, ()cos.O(a) — κ(σ, I) sin 0(<τ) \ (h —a, 

la première équation intégrale admet une inimité de solutions; nous 
nommons Ψ,(σ, t) celle dont le maximum du module à chaque ins-
tant est le plus petit possible. Nous avons donc 

ί/|ΐ) Ι'ί',ίσ, ί)Η" / <ϋ^(0· HlKfO. 

Supposons maintenant que nous ayons construit Ψ„(σ, t) et Φ
Η
(σ, Λ 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h <=·ο(<').définissons Ψ„.
Η

(σ, t) et Φ„ ,.,(σ, /). Ecrivons le.syslème 

(42) 

πΨ„+,(σ, /)— ψ
 f

 Ί «n (·*>■ <)ds 

= j|jf Λίφφ,,ί*. /') σ-îfl·.'·' 0('
σ

_ ,ν. / — f'j ίΛ'|·, 

τ. Φ„ ι-, (σ, 1)= — iR j t/1'φ Φ„(.ϊ, l' ) e'β·*1 Ω(σ, s. I — (.') <7λ· j 

— ψ —— Ί/) dt 

(la dernière intégrale doit être prise au sens de Cauchj). 
Pour étudier les seconds membres de ces équations, posons 

««(«e, y, t) — ' r„0, / ) 

=jf άΙ'φφ„(.ν, /')«-'«·<·[U(X, ï. Y, l — i')] «fe. 

La relation -J ' ' = ο et la continuité au voisi-

nage de Γ de la composante normale du vecteur u„(x, y, i), v„(x,y, t) 
prouvent que 

φ [ f',1 ( X· y, t) COS 0(σ) — Unix, y, t)siiiO(a)]c/<T = o. 
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Or le second membre de la première équation (4^) vaut justement 

— r, t) cosO(<T) — u„(ju, r. <) sin <5(σ)]. 

Celle équation intégrale admet donc une infinité de solutions. Nous 
nommons Ψ

Η
_
Μ

(σ, t) celle dont le maximum du module à chaque 
instant est le plus petit possible. 

D'autre part les formules(35) et (36) nous apprennent que le long 
deT, 

! //„(»·. y, l) — i «·„(«*, .r, / ) 1 < / —-—φ«( t' ) dt', 

} ««Ο,. ,ν,. t) — î (a;,. r,. t) — j'ïs ί) + π'(Λ, r2, t) J 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

On en déduit 

<: iî) 

| <F„ ,.,ίσ, /) I < ( J>
 x9"(0

 d,/
> 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

Rappelons que les constantes Β qui figurent dans ces formules dépen-
dent exclusivement du contour Γ, non de l'indice n. On a donc 

Η- / Φί-ΐ, I') ir~! ' Ωίσ., s. t — t')(h < =·ο(<'). 

Or la série \ r-^ (/ — i')s est convergente et sa somme est 

inférieure à une expression de la forme r + BvcB':'~':. 
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On a donc le droit d'écrire 

OS) 

| Φ;(σ. Φ,(<τ, I) ! + j Φ.(σ, I) j -+- .. . 

<1 f Hv
 ?l(i

'J,/,'. 

| ( σ, i ) | -+- [ ψ, ( σ, / ) j -+- | 1',. (σ. 1) j -[- . , . 

< f 5 o, (t') fit' -+- / 15 ν e^'~r> a, (/'J rf/'. 

ίΜ''„('σ,. I) — t) | H- | 'I-'aiff,, Μ — Μ*„(σ4. t} j H- . . . 

< /- / —L_l_Iol(i')^'+ /2 / Bvο,ί/')'Λ'. 

Dès lors line solution du système (89) est fournie par les formules 

(46) 
Φ(σ, /)= Φ,((Γ. /) -+- Φ.7σ, I) Η- Φ.-,(σ. />+..., 

Ψ(σ. ! ) =- Ί'*ι(σ. /) 4- ·Γ.('σ. f ) -f- Ί '
:ι
 ( <τ.(t)... 

Remarque. — Le système (ι), (2) ne peut êLre considéré comme 
effectivement résolu par les formules (87), (38), (4°)> (4-)> (4d) que 

'si la dérivée en ̂  qui figure dans (38) existe réellement. En particulier 

cette existence est assurée quand —^—- et —^—- existent et sont 

bornés; c'est le cas lorsque l'expression 

<1 f Hv ?l(i'J,/,'. 

+
= σ

_» I.—il/- s l"J,x> 3T-coe5^j739 

reste bornée tant que t n'augmente pas indéfiniment : les développe-
ments (46) peuvent alors être dérivés terme à terme par rapport à t. 

12. OBTENTION D'UNE MAJOKANTE DE 'V (/), maximum à l'instant l du 
vecteur u{x, y, t), v(x, y, t). 

La deuxième intégrale qui figure dans (87), 

φ*f (>·. /)
 χ

 ' ·
ν

 rte, 
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a un module inférieur au maximum à l'instant t de l'expression 

<1 f Hv ?l(i'J,/,'. 

Les inégalités (i i) et (45) montrent que ce maximum est lui-même 
inférieur à 

( /, 7 t I î l* ( l)+ f ———γ >' ( C ) >lï f lîv
 β

«·Ί'-''ι y (t') dt'. 

Maj orons maintenant la première intégrale qui figure dans (^7), 
d'après (4i) et (45), nous avons 

: φ(σ. i) \ < Β 'S(t) -H ί ———γ '£(t')dl' + f Bv e"'"'-''1 'S(l')dl'. 

Or, CIL pratique, on connaîtra toujours une inégalité de la forme 

(iS j V?(i) < f II(i —iJrfFifJ, 

1I( /) étant une fonction positive simple et F(i) une fonction croissante. 
Appliquons donc la règle (32) en posant 

ϋ,(ί) = ΒΙΙ(7], F,(l) = F«), G,(ί) = —γ » 

d1·"
2

( ί ) = >"(' I ) cit. i}
3
(t) = Bve11'", {iFs(t) = %(t)dl. 

( 4») 

11 vient 

jf dt'j) Ψ(λ\. Co.- "'·< | l ! \. V, / —ί') —/ V(X. Y, i — t')]ds 

< Β I II (< —M rfF(i,) -+- / -^(t^dt, 

H- f Β ve^'-'^Sit^dt,. 

Remarquons que H(i) <^H(i); donc 

< Β I II (< —M rfF(i,) -+- / -^(t^dt, 
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Par suite on peut déduire des expressions (47) et (49) l'inégalité 

11(7 —/,) 7F(f Γ>'(ί1)Λ, 

-t- f Β v e
1

"'
1

'
-(l1

 ( f f/t,, 

D'où, en tenant compte à nouveau de (4$), 

V(t)< f ( p,H(;_/')+ f _ 11(7, — /.'j 7/, 

-h f Bv — t'jdt, f rf F ( i'). 

On peut substituer à l'expression entre accolades une aulre plus 
simple : 

Décomposons l'intervalle (/',/) variation de /, en trois autres 
sans point commun deux à deux : 

T, défini par l'inégalité v( / — f, ) ^> 1 ; 

Tj défini par les inégalités simultanées : v(i — 6)<C 1 ; Λ < —-—; 

T
a
 défini par les inégalités simultanées : v(t — t,)<( 1 ; —-— · 

Nous avons 

ί ———=■ 11(7, — /' ) (Il, < f By c"·".'-·'.) Il( /, — /') dtl 

< jf 1!y H {t, — /') dt,. 

ί ———=■ 11(7, — /' ) (Il, < f By c"·".'-·'.) Il( /, — /') dtl 

<γΖ~ρ£ *') rfi„ 

r II (/, — /') dlt < ' max. <1<; H (/, — /') pour -< i, < t [ 

X f ———~7 < Itjnmx. de 11(/, — t') pour ■ < /, < ί i. 
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Ainsi 

f —îiûl^lKi, — /'),//,< H M(/ — /')-ι- f Βν^'Ί'-'-ΊΚ/,—1) dt, 

Finalement 

("«.) Γί(ί —<')-i- f iîv e"·'"-'·111 f ί, — t.') r//, ji/ i'(i')· 

15. CONCLUSIONS. — Soit un contour convexe Γ qui admette en tout 
point un rayon de courbure fini ou infini; la borne inférieure de ces 
rayons de courbure doit être positive. Soient données le long de ce 
contour, pour/>o, deux fonctions continues de l'arc η et du temps t : 
u(o,t)et u(<7, t). On suppose 

ι/(σ, ι>)=ζ(·(σ, o) = n, ')'(»'—r(-s"i t) = «'· 

La fonction f [«(.y, t)dy — c(.v, t) dx\ _ doit être continue. 

Il existe alors un vecteur ( ' ) «(a*, y, t), c(,*r, y, /) défini et continu 
à l'intérieur de Γ pour/^o, nul pour i = o, égal à «(σ, t), c(cM) le 
long de Γ, qui vérifie à l'intérieur de Γ le système (a) 

( à1 ) 

JI
/t

 A "('i' 'l),(' ~ ·Γ' l <L'11 ·Γ' ^ 

ν f A y. t) tft — | y(u·. y, /)]£— ς y, ί) ο, 

r II (/, — /') dlt < ' max. <1<; H (/, — /') pour -< i, < t [ 

et la plus grande longueur, V(t), du vecteur «(a?,y,i), c(a·, y,t) à 
l'instant t peut être majorée comme suit : 

(1 ) Nous n'établirons pas l'unicité <le re vecteur. Nous n'étudierons pas non pins 

commciil les fondions . ' —-> -—rJ——-■> rJ ? —1—r1 se 

comportent ail voisinage île Γ. 
I'-) Four ce qui esl du système ( ι ). (·<) proprement dit. voir la rem arque qui 

termine le paragraphe 4.1. 
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Règle de majoration. — Soit η(σ, t) la composante normale du 
vecteur u{a, t), t). 

Soit e>(i) le maximum à l'instant t de l'expression 

1 η(σ. t) ι h- i ι·( σ. t) j f n(s.t) · 

On cherclxe une inégalité de la forme 

>'(/.)< f H(Î — /')(/1-7/'). 

H(t) étant une fonction positive et F(/) une fonction croissante. On 
calcule 

£il!( /) — til max. de 11 (t' ) pour < /' < ί ! 

J f II(/') dt' -i- f ll(t )(/('. 

On a 

(5a) -V(n < f X(t — /j</V(tj. 

On peut améliorer celLe inégalité par un procédé analogue à celui 
qu'emploie le paragraphe 5 du Chapitre 11 : soit ©(/) la fonction 

égale à X(t) quand t<j ^ à 

15 f—'P' j max. de JC ( / ) pour < ί < — j (juand / ^ - · 

On a 

(53) ·;'(/)</ é(t — t')db'(t'). 

Remarque. — Il est superflu pour la suite d'indiquer quelles valeurs 
il convient d'attribuer aux constantes B. 

Un autre problème ('). — Supposons «(σ, t), r(7, t) définis pour 
toute valeur de t, S (i) borné, 

fj) η (σ, t ) r/v= ο. 

t1) 11 est inutile pour la suite d'euvisagei· ce problème. 
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Proposons-nous le problème nouveau de construire une solution du 
système (5i) qui soit délinie et bornée pour l'ensemble des valeurs 
de t et qui coïncide le long de Γ avec ω(σ, Ι), « ( τ, /). Quel que soitT* 
nous savons définir pour />T* une solution «*, c* de (5i) qui est 
nulle pour / = T* et qui satisfait les conditions imposées à la frontière 
pour /> T*. La formule f53) prouve que lorsque T* tend vers — χ , 
ιι* et ι * convergent uniformément vers des limites u et e qui constituent 
une solution de notre nouveau problème. 

Remarque. — Par la suite nous n'utiliserons plus jamais l'inéga-
lité t ο3 ) : l'inégalité ( .»2) nous suffira toujours. 

IV. Compléments. 

14. t .COEFFICIENT DE VISCOSITÉ EVANESCENT. — Clierclions comment se 
comporte la solution que nous venons de construire lorsque ν tend 
vers zéro, les autres données restant fixes. Nous n'envisagerons que 
des valeurs du temps comprises entre ο et une borne arbitrairement 
choisie. 

Les deux dernières formules (45) montrent que l'intégrale 

< Yi Ρ E(.r, v, l')fU c λ r,. 

tend sur Σ uniformément vers 

< Yi Ρ E(.r, v, l')fU c λ r,. 

Soit r, le maximum 1 Φ(.ν, /) — Φ, (s, /) j pour toutes les valeurs envi-
sagées de .v et de t: la première formule (45) prouve que Y, tend vers 
zéro. Or d'après ( 2<)), 

f 'R' tp | ♦(.!, f') — Φ,ΪΛ, /')] e~'r's [U (X, t — /',1 — t\ (\. ï , / — /')] tk 

< Yi Ρ E(.r, v, l')fU c λ r,. 
I 

Journ. de Math., tome XIII. — I-asc. IV. ιιρί. -17 



364 JEAN LEHAY. 

Donc 

ii(.ï, v. I ι — / ri.r. ν-, I.) — φ /) ^ 1 ̂  lis 

— I lit'φ Φ, C.î. /' | <'-*h ■·· I ! f \. Λ . / — t') — / \ ( V \ . / — '' ι [ ίΛ· 

Lend sur Σ uniformément vers zéro. 
Les fonctions H', (.v, t) et Φ, ( ν, t), que définissent les relations L iq). 

sont indépendantes de v. Mais 1 — I'V en dépend : au début du para-
graphe 7 nous avons déjà remarqué que 

— I lit'φ Φ, C.î. /' | <'-*h ■·· I ! f \. Λ . / — t') — / \ ( V \ . / — '' ι [ ίΛ· 

la fonction Β (a?, j') étant bornée sur tout domaine intérieur à Σ. Il en 
résulte que u — /V tend uniformément vers 

— I lit'φ Φ, C.î. /' | <'-*h ■·· I ! f \. Λ . / — t') — / \ ( V \ . / — '' ι [ ίΛ· 

sur tout domaine intérieur à Σ. 
Autrement dit, sur tout domaine intérieur Σ, le recteur u, r tend uni-

formément vers le vecteur u,, c,, qui est le gradient ddtne fonction har-
monique et qui admet, le long de Γ, la composante normale imposée au 
vecteur u, r. 

Remarque. — Le vecteur u, r ne peut pas, d'ailleurs, en général, 
tendre vers sa limite uniformément sur tout le domaine Σ, car sa com-
posante tangentielle le long de Γ ne coïncide pas en général avec celle 
du vecteur //,, r,. 

Remarque. — On constate aisément que les fonctions -—^ 

'""'Ρ'·; Ρ " leaden vers les fondions f " 

uniformément sur tout domaine intérieur à Σ. 

iiï. RESOLUTION D'UN NOUVEAU PROBLÈME AUX VALEURS EUONTIÈKES : 
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Soit à construire une solution «(a;, y, /), γ(λ·, y, /) du sys-
tème (i), ^2) qui soit définie à l'intérieur Γ pour />o, qui soit 
nulle le long de Γ et qui pour t = ο coïncide avec un vecteur donné 
u(a>, y, o), r(.r, y, o). On suppose 1 ^= o; 

«(a-·, y, o) et »■( a·, y, o ) nuls le long de Γ. 
Désignons /iar r la distance des points (a;,y ) et ta·', y'); soient 

tt, r. ,') — -
r
— Il —-—ft (./·', y'. 11 I tf.r' f/y'. 

ι', l ./·. r, l ι — - Il ri ./■ . y , η | r/.f rf Γ . 

Nous avons 

ι', l ./·. r, l ι — - Il ri ./■ . y , η | r/.f rf Γ . 

ι', l ./·. r, l ι — - Il ri ./■ . y , η | r/.f rf Γ . 

Nous savons construire une solution u
2
(x, y, i), y2(a?, y, t) du sys-

tème (i), (2) définie pour t>o à l'intérieur de Σ, nulle pour /=0, 
égale à //,( jc, y, i'), y,(u?, y, t) le long de Γ. Les fonctions!/ = //, —u2, 
υ =u, — u, constituent une solution du problème que nous nous 
sommes posé. 

Soit la plus grande longueur à l'instant l du vecteur u(x, y, t), 
y(a-, y, t). La suite de ce paragraphe a pour objet la majoration 
île V{l). Nous supposerons à cet eflèt données des constantes G et h 
telles que 

ft{.i\ r, (ρ) — H(je\ o) j < Ci1', 
ci./·, ,ΐ". "I — v(je', y', o) | < G/·''. 

Soient d'autre part 

•tOf / ) — Il | n'i.t··. y, / )-f-i'
2
(c, /)] r/.x'f/r. 

et 

6.0 =JL. ( />.; ) ( f*y ) 
£ t)y.,,y

y tl
y j'tJyj.t.^y.r· y j ̂  ̂  
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Nous allons résoudre les quatre problèmes suivants : 

Problème χ. — Construire une majorante de 'V( t) ne dépendant que 
de ν, Γ, V(o), C et h. 

Problème β. — Construire une majorante de V(t) ne dépendant que 
de ν, Γ et 's\o). 

Problème γ. — Construire une majorante de ne dépendant que 
de ν, Γ et fl(o). 

Problème ο. — Construire une majorante de V(t ) ne dépendant que 
de ν, Γ et >W(o). 

Nous procéderons comme suit : nous majorerons dans chaque cas la 
plus grande longueur à l'instant t du vecteur c, ; puis celle du vec-
teur i/

s
, l'a ; cette dernière opération sera basée sur la règle énoncée au 

paragraphe 15 (formule 52). Nous prendrons comme majorante 
de V(t) la somme des majorantes des vecteurs //,, e, et u.>, v

2
. 

Résolution du problème χ. — La plus grande longueur à l'instant/ 
du vecteur ιι,

 7
 r, est au plus égale à 17(ο) et même à une expression de 

la torme —ΓΤΤ' a en outre 

if, ( .r. ι·, / ι — //. I.r , y . t)-<Z —· 

ι·, ι ./·, r, 11 — i', (./-.)■./> <" — 

D'où résulte 
>(/1 < -;■>(,,! +. - . 

Nous pouvons choisir 

Pù/) = ο. F( /1 = 1 pour /><>, H ( / ι =— I *Vùi| VI· 

Il vient 
Xii) < B| -îVoi -H ilj e"'". 

Finalement 

f.v, I Vit) < BpVfo) + il J e"·". 
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Résolution du problème β. — Nous avons, pour chaque valeur de t, 

quel que soit λ compris entre ο et ι, 

ι', l ./·. r, l ι — - Il ri ./■ . y , η | r/.f rf Γ . 

-h I I « ( .s\ ί ) . h I j /MA·. / ) ι 5 

d'où 

-h I I « ( .s\ ί ) . h I j /MA·. / ) ι 5 

ί- B| max. de ni s, l ) J loi: ; · 
Or 

; ni s, t ) ] < — 

D'autre part, 

3—-7—, (Ι (.^ — m ι f u ( je\ 1·', o) rfjc' itr '. 

D'où 

3—-7—, (Ι (.^ — m ι f u ( je\ 1·', o) rfjc' itr '. 

Plus généralement 

<).'· ' <)v ] I)jc ' à\ ■ , , ,4 

Par suite 

| à η ( s, l j [ ^ I! 'Vfo 1 

De (5.) ) résulte donc 

| à η ( s, l j [ ^ I! 'Vfo 1 

Nous prendrons λ \/vi pour vt < 1, λ = 1 pour νί > 1. Nous aurons 

| à η ( s, l j [ ^ I! 'Vfo 1 

le symbole log^ représentant log^ quand W<i,o quand vt> 1. 
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Nous pouvons choisir F(o ) = o, F( / ) = ι pour t > o, 

(56 ι -V( /) <; •fid) I! Ιπμ - ^ ,- II c. 

Il vient 

(56 ι -V( /) <; •fid) I! Ιπμ - ^ ,- II c. 

Le second membre de (56) n'est pas borné au voisinage de / = o; je 
crois d'ailleurs qu'effectivement le premier membre de (56) peut 
atteindre des valeurs arbitrairement grandes quand n(.v, y, o) et 
r(a?, y

y
 o) varient, *v7(o) restant fixe. 

Résolution du problème γ. — Posons χ·'= a·· + rcosw, y'—y + rsiiuo; 
nous introduisons donc un système de coordonnées polaires ayant 
pour origine le point (a*, y); soiti/(/-;w) = u(sc', y', o); désignons 
par;'=R(oj) l'équation de Γ rapporté à ces coordonnées polaires. 
D'après l'inégalité de Schwarz. 

rr It i (O / | t I - y* Κ Ό, , ι r —a ., ι | / 

done 
I ff -1 /■ ; ) dus < ;i - (< > I In:; —. 

Or 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

D'où 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Une égalité analogue vaut pour j r, (u·, y, t) |-. 
Supposons le point (o-·, y) sur Γ; établissons des inégalités plus 

strictes que les précédentes. A cet elïet choisissons pour origine des 
coordonnées un point intérieur à Σ, par exemple le centre de gravité 
de celte aire; posons «r == pcosO, y'=psinG; soit encore ρ = 11(0) 
l'équation de Γ rapporté à ces coordonnées polaires; posons 

//( ρ; rJ ) — tH.v', r'. (il. 
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Ecrivons l'identité 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Appliquons l'inégalité de Sctnvarz au second membre; il vient 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

D'où 

.1 [ Ht9-I — | ~~i? J >·*< 
par suite 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Or 

' ■'· '' -Ji (J^ïf îUt' f/yji " '"r- 1 ,u dy'· 

Donc »,(.»·, v, M < llfi (o): une inégalité analogue vaut pour 
;ι"·(·ΟΑ, 0!· 

Enfin de la relation 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

on déduit, grâce à l'inégalité de Scliwarz, ^' '' '1 -1 —4=^; des 

inégalités analogues valent pour j^· 5

 -p ' * 
De (5ο) résulte donc : 

IXT""· "î=»|
<,w

i*;& "* IMnd]' 
Nous prendrons λ = \/vt pour ν / < ι ; λ = ι pour v/>i. Nous aurons 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; u 
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Nous pouvons choisir 

F(o) = (i, Jm/) = i μυιιι·/>0, ΙΙι'ί) = (oj j I! ■+- I» Ιομ ■ 

Il vient 

ι 5- ) -V ( / ) < (u) j Κ log- -- Ιί c-
!!
" j. 

Resolution du problème 0. — Nous avons 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

< s ; if y', uj <L··' dr', 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

< —-p (f \ \ «) du;' tlv'. 

Des inégalités analogues valent pour pour »·,, pour ses dérivées. 
D'où 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

il en résulte, de par (55), 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Nous choisirons λ = ^ v/ pour ν/ · ι, λ=ι pour w> 1. lit nous 
aurons 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Comme précédemment on en déduit 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

Amélioration des inégalités (54), ( 5(i ), (07), (58). — Nous admet-
trons sans démonstration que les dérivées premières de h et e sont 
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continues au voisinage de Γ pour t^> o. Des équations (i) et (2) 

résulte alors la relation 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

c'est-à-dire 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

D'autre part il est bien connu que 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

β étant une constante positive définie comme suit : 
Soit le système 

Δ a {x·, 9·) -+- /. « (x, j·) ■ = o, 

Δ p'( X, V) -4- /. f ( x, j) · = o. 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

β est le plus petit des nombres λ pour lesquels ce système admet une 
solution régulière, nulle le long de Γ, non identiquement nulle à 
l'intérieur de Σ. 

De ce qui précède résulte 

■φν\θ(ο h dT~-°" 
D'où 

139) '\Hl)û-W(u)e--?·". 

Cette formule prouve qu'il y a au plus une solution du système (1), 
(2) à satisfaire les conditions imposées. Le théorème d'unicité ainsi 

obtenu, joint à (58), établit que ^ pour /> ^· 

Journ. de Math,, tome XIII. — Fa se. IV, ly-îi). 4^ 
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I lilisons ά nouveau (09); il vient 

Î'HM { f ) <Z I » '' .iV/ \ SOIO 1 jM.uir>t1. 

Ce résultat complète les inégalités (54). ( 56), (07), y 58 ). 
Les réponses aux problèmes a, 3, γ, ο se formulent finalement 

comme suit : 

Formules y. : 

( 61) 'i1! / ) -< I! | i"*■. s 1 j — I pour ·>/ ^ 1. 

1 '> > ) ·:'·11 1 ·< Γι ο 1 l> pour y / ~ 1. 

Formule 3 : ii 
! 63 ) *V I / I < "Plu ) I l» loii — -·- I» e~ I

1
'" . 

Formule γ : 

(6ό ) ~V( ι) < ù 0«) Ι Ι! Ι· — -+- Β e—P' I. 

Formule c : 

i «,(./·. ν, t) <i il - rdrdus If - -ff-tr; ui ]r dr <tui. 

CHAPITRE li. 

MOUVEMENTS INFINIMENT LENTS SOUMIS Λ L'ACTION IIE FORCES EXTÉRIEURES. 

I. Le liquide est supposé emplir une aire Σ invariable, que limite 
un contour convexe Γ ; Γ admet en tout point un rayon de courbure 
fini ou infini: la borne inférieure de ces rayons de courbure est posi-
tive. Soit X(u7, y. /), 4 (.r, y, t) le champ de forces donné. Les équa-
tions qui régissent le mouvement sont 

111 

-j A 11 ( j·. r. 11 — r— r-1— — V1 .'·. »·. I 1. 

-j A 11 ( j·. r. 11 — r— r-1— — V1 .'·. »·. I 1. 

-j A 11 ( j·. r. 11 — r— r-1— — V1 .'·. »·. I 1. 
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Proposons-nous le problème suivant : 

Construire une solution «(a?, y, /), r(.r, y, t) du système (i") qui 
soit définie à l'intérieur de Γ pour />o, qui s'annule avec / et qui 
soit nulle le long de Γ pour />o. 

Nous utiliserons à cet effet la solution fondamentale du système (i) 
qu'a découverte M. Oseen (') : soit T,·/(.<· — .r·', y — y', t— t') son 
quotient par —_· Elle nous permettra de définir pour t> ο une solu-
tion du système (i) s'annulant avec t : a,(at, y, t), * ,{&, y, /). Nous 
clioisirons, sauf dans un cas particulier signalé ultérieurement : 

I ■>. ) 

//1 ί.r. v. f ) ~ j fit jj | r
M

( ./* — . r - \ , f —■ t')\ ijc ,_r', i') 
4- T

l2
i„r ν — ν'. t — /') \ t.//. v\ ί'ί]dx' dy'. 

c, i-'*-.1"-0/ rit' jj | T
2
|(./: ν - r\t -- t.' ) \ (■*:', v\ t') 

ν- Τ,±|.χ· — r — t - (' ) \ ('dC·', r'. /' 11 djc r/»·'. 

Le cliapilre précédent nous apprend qu'il existe des fonctions 
H2(y, /), r

2
(a·, y, t) définies sur Σ pour t — o, nulles pour l = o, 

respectivement égales à «,(Λ?, y, /) et à e,(a?, y, I) le long de Γ et 
qui vérifient le système 

f ·> ) 

t) u l .f. C. il i) cl j\ r. t ι 

t) u l .f. C. il i) cl j\ r. t ι 

t) u l .f. C. il i) cl j\ r. t ι 

Les fonctions : a — «, — u
s

, c = e, — r
2
 constituent une solution du 

problème que nous nous sommes posé. 
Soit 's7(/)la plus grande longueur à l'instant l du vecteur «(a;, y,t), 

r(.t-,y, t). 
La suite de ce chapitre a pour objet la majoration de 'V( t ). — Nous 

envisagerons à cet effet trois hypothèses : 

(' ) ( TSBKN. Acta mathematica, t. 3V·: ou bien OSEEN. Uydrodynamik < Leipzig. 
11)·»·: ». 
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Cas A : On connaît une fonction /"(A) telle que 

ï \l>. r. I ) </('# ». I \ i Λ\ y. ι ) i </1 I t-

Β : On a 

^ àj\(.r.y. t I à/., ( -r. !'. / ι ^ ôf-t.r.y.t} f) J\ I r. /1 

et l'on connaît une fonction /(t) telle que 

I j'i(j-·. ,1-. t) i %f(t ) pour / = I. -t. o.4. 

Cas C : On a 

X = /, (ue. I\ y, T). V = ftl.y. r, 1> /I: 

g, et g3
 sont nulles le long de Γ, et l'on connaît deux fonctions /(t ) 

et g(t) telles que 

Il fciJL-, y. f! r/,Γ(/ιγ/( Ι» I / = 1.2). 

^ àj\(.r.y. t I à/., ( -r. !'. / ι ^ ôf-t.r.y.t} f) J\ I r. /1 

Nous allons résoudre trois problèmes : 

Problèmes A et β. — Construire dans les cas respectifs A et Β une 
majorante de *s7(Ç ne dépendant que de /{(). 

Problème C. — Construire dans le cas C une majorante de "Vf/) ne 
dépendant que de J\t) et g{t). 

Les majorantes ainsi obtenues joueront un rôle fondamental au 
cours des deux chapitres suivants ( '). 

2. Soient "s7, (t) et les plus grandes longueurs respectives à 

( ') Le problème analogue à G. coure nia 11I le cas de trois dimensions spatiales 
est insoluble. 
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l'instant t des vecteurs («,, t», ) et («
a

, v
a
). Nous avons 

C,i— ΐ'υ(ί — y, j' —ι — t' ) \ (y. r', t' 

Pour étudier ts"'i(/) et 'P2(f) nous introduirons de nouveaux sym-
boles : Posons dans les cas A et C : 

Î.->) 

«'(.»·. r, /. ί.) = jj [ Τ,,(je— .r'. y— I — /'t \ (./·'.t') 
— ΐ'υ(ί — y, j' —ι — t' ) \ (y. r', t') | e/y t/v', 

r'{.r. y. /, /'.)= jj [ T., (JE· — y. y— ,»·'. t — /') A(.ι·', y', ï ) 
H- — y. ν —ι t — /' ) \ (./·', /') | </y if> '. 

Toutefois nous prendrons dans le cas Β : 

I (i ) 

" (·'··[ ;λΓ~" -JM -r- ' ) 

— ΐ'υ(ί — y, j' —ι — t' ) \ (y. r', t') | e/y t/v 

r'i-«'■ < t > = jj 1 -j-
(

, :

—
:
 .A I -f , J . / J 

— ΐ'υ(ί — y, j' —ι — t' ) \ (y. r', t') | e/y t/v 

Nous choisirons toujours 

a, uxy. I > — f «'(./·, y. f. f ) tH' et t·, l\= f c'(',/·■. r, /. l')r/I'. 

en sorte que les formules (2) vaudront pour les cas A et C, non pour 
le cas B. 

Soit un point de Γ d'abscisse curviligne σ; χ et y étant ses coor-
données, nous poserons 

tt'i.v.y. I, /') = h'(9
%
 t. I' 1 et »·'(·*.·, y, l, /') = r'( σ. t, t') 

et nous désignerons par η(σ, t) la composante normale du vec-
teur u,(x, y, t), r, (x, y, t), par η'(σ, ί, /') celle du vecteur η'(σ, ί, /'), 
ν'(σ, t, t'). 

Il sera facile dans chacun des cas A, B, C de déduire des rela-
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lions (5) et (G) six inégalités de la forme 

f- ι 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

II' Γσ. I. f I ll,| VI/ - - f i] - - ·- . 

vi-j.t.t') <n,ivi/ -/'il'I1AU, 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

u.. u , et II., seront des fonctions élémentaires de v(/ — /") continues, 
sauf pour v(f — l') = o; on aura ~ =_/*(/) dans les cas A et IS : 

t!
 - — \:/\ t )s>\t) dans le cas C. 
De ( 7), résulte tout d'abord l'inégalité ( ' > 

(S) 1 /1 :\ ·>. j u,.| >■: 1 — /' ι.</1·"·, ι ι. 

Pour majorer à l'aide de la règle énoncée au paragraphe 15 
du chapitre précédent introduisons la fonction S(t) égale au maximum 
à l'instant t de l'expression 

j ^ n'{lr, f. fuir -h j Jf r'(5". I, f ) ttl' j -!- j Ç H ι' X, ■ 

D'après (7), 

j II' · 7. I. / I <//' -- j j .·' I 7. I. f ) lit' ·· \ ·> f — / ' 1/ ' I. 

D'autre part, quelle que soit la constante β comprise entre ο et 1, 

1 t. f) — 11Ί sr
t
, f r ) j <0 fi — σ

4
Ι? Il'p'fvi/ — r')] H ;}(>(/ — /')] '' * ■ 

(' ) Pour le problème analogue à C, concernant le cas «le trois dimensions spa-

tiales, l'intégrale (8 ! diverge en général. 



MOUVEMENTS PLANS D'UN LIQUIDE VISQUEUX. IÎ77 

Faisons l'hypothèse suivante, que nous constaterons être exacte 
dans chacun des trois cas : pour un choix convenable de β l'inté-

grale j H', "3| /' | Η^[λ' |<//' est convergente. 

Nous avons dès lors le droit d'écrire l'inégalité 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

Remarquons maintenant que pour chaque système de valeurs de t 
et de t' nous avons, quel que soit λ compris entre ο el ι, 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

< j B/. Il, IV (/ — /')] -H Βλ I τ,[νίί - Λ'il -h Β11, [v(/ -Ρ)] Ιο- £ . 

Pour H
2

<^ H, nous choisirons λ = ι ; dans le cas contraire λ . 1(' · 

Finalement nous obtenons 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

en posanl 

n'i.r. V, t. 11Ι V , / r u dh}1 J. 

Appliquons la règle de majoration énoncée au chapitre précédent 
(§ 15) : il s'introduit une fonction 

(in) A*[v/] Β j Max. de II [v/'] pour' < /'·< I ' 

/ 

-t- η f. f Bv ΙΙ[ν/'1Λ'. 

Ft l'on a 

•V...'1 < ( — t') 1 r/l-i/'j. 
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Cette formule, jointe à (/|) et à (8), nous donne 

(il) Vit, < / : s Tu,, | VI/ — I . M'ivf/ — i')"| '.</1 {/■'). 

5. ÀMÉLIOKA'ÏION DE L'INÉOALITÊ (Ι I). — Lorsque t— t' augmente 
indéfiniment la fonction A'| ν(ί — ί ) j augmente indéfiniment, an 
moins aussi vite qu'une exponentielle lie"'" Nous allons montrer 
que l'on peut toutefois, dans l'inégalité précédente, pour v(i — t') ι, 
remplacer l'accolade par une expression lie ' . Λ cet cIVet suppo-

sons d'abord F(i) constant, sauf lorsque t„ ί <( L + ■ Nous 

avons V(l) = ο quand ο < ί < /„ : 

<»> <·(*.-έ)<«["(^^)-F".»} 

Pour / t„ Ί· ^ X et \ sont nuls; le vecteur u, c satisfait les équa-

tions (ι) et (a) du chapitre précédent; appliquons donc l'inéga-

lité (6a) de ce chapitre, en y substituant i„ + ^ à ο et t — l„— g--

à t. 11 vient 

(I:}) -s1 (/) < Β F ) /,i ■<- — I""(c-?''1pom·t>to+2/2 

Les relations (ii), (12), (i3) nous fournissent dès lois l'inégalité 

(i4) V(0<f ïvLv(/-irj;L/F(/'), 

^ ^ t Κ ι -/t1 Vit (nul \ ' 11,. | ν / ! -1- .'Il | ν / puni <ï ·< ·> / ι . 

Ne supposons plus X et Y nuls hors de l'intervalle ί.,'" f X-

Représentons par Y,, le vecteur égal à X, \ quand —3—'· < t -^1 

nul pour les autres valeurs de f; soit «,,, c
/(
 la solution correspondante 

du problème énoncé au début de ce chapitre ; désignons par'V/.iY) la plus 
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grande longueur à l'instant t du vecteur ιι
ιη

 v
jt

. Nous avons 

u — irt -+- ii., -t- H-... ; 
(' —c, -h v. + v

:
. 4-.. . ; 

v(i)<v,(0 + v.(i) + va(t)+...· 

Or, d'après (i-i)» si nous convenons de poser K[m(î— t')]=o 
pour v(f— t') o, 

■V
/
,(/)< f K[y(i — i')] ofF(i'). 

D'où 

WX f K[v(t — ί')1^"0')· 

L'inégalité (14) est donc encore valable. 

Gas A et B. 

4. Cas J. — On peut choisir pour H„[vf] et pour H,[vt] une 
expression quelconque supérieure à 

S( fl I T, i(x — x', y — y', i ) | dx' tir', 

enfin pour H,(vi) une expression quelconque supérieure à 

S,j[ —-ÙJ) dx'dr'-hSijj^ —liill dx'dy', 

Rappelons les inégalités 

(16) 
IΊα(* — ·»'>y —y', 01 <A/r2+rt 

dTf/(jg — x', y —r', t) I ( àTu(x — x\ y— y', t) ^ A/· 

Ces inégalités nous autorisent à prendre 

|[
n
[vl] = ll

1
[

V
fj = Alog(i+ et ll.[w]=A. 

Journ. de Math., TOME XIII. — FASC. IV, IG34- 49 
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D'où 

dTf/(jg — x', y —r', t) I ( àTu(x — x\ y— y', t) ^ A/· 
el 

(17) Κ | ν ί | < II | log -l- J -b Βe-Pvl. 

Cas 11. — On peut choisir pour Η„[νί] et pour H, [ν/] une expres-
sion quelconque supérieure à 

s
(
 If Woi·*-·*', >■-y, *) |

 tUdy S;
 ι/" I ι

 (U

,
f/ytf 

enfin pour 11.. [ ν ί | une expression quelconque supérieure à 

Si£ 1 ùr | «s'£ I 'ùr I,u'dy' 

+
 Si

 ][ 01 ,iy. 

Nous prendrons 
",ι!ν<Ί = 11., ν / î. —. 

Rappelons d'autre part l'inégalité 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 

Cette inégalité nous autorise à choisir 

I ι)*Ύι/(λ — χ' 

D'où 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 
et 

( 18) Κ ί y tΊ ·< — ' loir -1- BrBn1; 
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Gas C. 

i». Obtention d"1 une fonction H„[v(i—/')].— Posons dans la for-
mule ( 5) se' a: -|- r cos ω, y'—y -h sin oj ; nous introduisons donc un 
système de coordonnées polaires ayant pour origine le point (a?, r); 
soit gi(r\ ro ; t) = gdx', r', t)\ désignons par r = R(co) l'équation 
de Γ rapportée à ces coordonnées polaires. Nous avons 

(19) β T
f/

(x — V, y—j', t — r', y', l')dx? dy' j 

= /(0 fj T?/(rcosw, r sin ω, I — «; t') rtlrdta 

ί·ηη( | s) (r; 

Or, d'après l'inégalité de Schwarz, 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 

D'où 

I ι)*Ύι/(λ — χ', ν —γ', t) ld4Ti/(^ — χ', y —y', ι) I 

Compte tenu de cette relation, (12) s'écrit 

ff Toi·* — ·*'> y —y',1 — Ο/ζΟ', y', ι')§ι(^, y',Ο d*' dy' 

1 /"('■>*'(' )£
 Lr

,
 + V(f

_
r)

p '«s,. --WW)
 v(

,_
 f
,}H'('+B/t(t-t) 

Ceci nous autorise à choisir 

11„ Γ ν ( ί — t' )1 = = i /log ( t. ^ ^ · 

Obtention de fonctions H, | v( /— t')] et IL[v(/—ί')]. — a? et y 
représenteront désormais les coordonnées du point de Γ d'abscisse 
curviligne n. Posons dans les formules ( 5 ) a·' -= ç cos θ, y'=psinO; 
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nous utilisons donc le système de coordonnées polaires qui a pour 
centre l'origine des coordonnées; ce point est supposé intérieur à Γ et 
situé, par exemple, au centre de gravité de Σ; soit comme précédem-
ment gv(p ; θ; i) = gi(x', y', i); désignons encore par ρ = R(0)l'équa-
tion de Γ en coordonnées polaires. Nous avons 

(uo) 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

^ — Ρ cos®·" — Ρ sin5, t — t') gf (ρ ; θ ; l')p do d9, 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

=/(nC[^Tf/(""pcos9X"~psiMg:'~<f)]3^(p; t,)pd?dcj
· 

Or, d'après les relations (16), 

(3 1) 

T
lV

(.r - ρ cos9. r - ρ sin9, t - Γ) |'-<
 ν(ι_η Lp_KW' 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

Appliquons d'autre part l'inégalité de Schwarz au second membre 
de l'identité 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

il vient 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

D où 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 

De l'ensemble des inégalités (20), (21) et (22) résulte 

j β T
u
(x — x'. y — y', t — t ) //(·«', y', , y', t' } dx' dy'|2 

jj Ti/(.£ — je', y —y', t — y'. y', t') dx' dy' 
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et 
jf

 y'' '—Û y, i>) g^, y, /:') Λ*' (ty '' 

jj Ti/(.£ — je', y —y' 

Ces inégalités nous autorisent à choisir 

"■
1[v(/ - 01 = <W=T) et "'-[v{t ~ 01 =B/v(t-t) 

D'où 

*["(t " ',)] < + BeBv""! 

et 

(•23) K[v(/ - «')] < B l^g 1 H- Β,-Ρ' 

Conclusions. 

β. Les inégalités (i4)? (t?) (*8) et (23) nous fournissent les 
réponses aux problèmes A, B, C : 

Formule A : 

(*i) *(') <f j « j log |"'+ j /(/')'//'· 

Formule H : 

(25) V{t) < f Ί B log ' -H j 

Formule C : 

(»6) «.«><£ '°5y=T) *Anse)-»·· 

La définition de la constante positive β a été donnée à la fin du 
premier chapitre. 

Un autre problème ( ' ). — Supposons X et Y définis et bornés sur Σ 

(1) Il est superflu pour la suite d'envisager ce problème. 
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pour l'ensemble des valeurs de t. Proposons-nous le nouveau pro-
blème de construire une solution u, e du système (i) définie et bornée 
pour l'ensemble des valeurs de t, nulle le long de Γ. Quel que soit T* 
nous savons définir, pour une solution «*, c* du système (i), 
nulle le long de Γ et nulle pour # = T*. La formule A prouve que, 
lorsque T* tend vers — ao, u* et c* convergent uniformément vers des 
limites u et c; ces limites constituent une solution de notre nouveau 
problème. L'unicité de la solution de ce problème est d'ailleurs aisée 
à établir. 

Remarque. — Les conclusions de ce chapitre et du précédent nous 
permettent de construire et de majorer la solution u, <· du système (i) 
qui est définie pour i^o, qui pour t = ο prend sur Σ des valeurs 
données et qui pour t>ο prend le long de Γ des valeurs données. 

CHAPITRE III. 

MOUVEMENTS RÉGULIERS. 

I. — États initiaux réguliers. 

1. INTRODUCTION. — Écrivons les équations de Navier, qui régissent 
les écoulements plans des liquides visqueux en l'absence de forces 
extérieures : 

(0 

(25) V{t) < f Ί B log ' -H j 

(25) V{t) < f Ί B log ' -H j 

(25) V{t) < f Ί B log ' -H j 

Nous avons à chaque instant 

(*) + = " The ' ' dj~ " 

Le problème n'est pas altéré quand on remplace les relations (2) 
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par les suivantes : 

v ir" · 1 dt ρ dr ~ dx ' dr 

On peut également donner au système de Navier la forme 

(i) 
vàrt j-- —arÇ — = 

vàrt j-- —arÇ — = 

Nous supposons que le liquide emplit une aire X, donnée, inva-
riable, que limite un contour convexe Γ ; Γ admet en tout point un 
rayon de courbure fini ou infini ; la borne inférieure de ces rayons de 
courbure est positive. 

Nous dirons que, pour f, <t is, deux fonctions u(a-. r
T
 t), e(a*,y, t) 

constituent une solution régulière du système de Xavier lorsqu'elles sont 
continues en .r, y, t sur Σ et le long de F, nulles le long de Γ et lorsque 
pour t, <^t<^t., elles admettent en tout point intérieur k-Σ des dérivées 
partielles satisfaisant les équations de Navier, les fonctions/»(■*·, y, t) 
et </(.!·, y. t) étant supposées convenablement choisies. 

Nous nous proposons de construire et d'étudier les solutions des 
équations de Navier qui sont régulières sur un intervalle positif de 
l'axe des temps ayant ο pour origine, et qui coïncident, pour f = o, 
avec des fonctions données m(.u, y, ο\ e(.r,y, o); nous les nommerons 
solutions régulières correspondant à rev données. 

Nous supposerons que u (x, y, o) et (x, y, o) s'annulent le 

long de Γ et admettent sur Σ + F des dérivées du premier ordre 
(C) 

continues qui vérifient 1 equation ——J ' ; H —- — o. 

2. APPLICATION DE LA MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Nos 
approximations successivesy, i), y, Useront définies sur Σ, 
pour i>o par les conditions suivantes : elles seront continues; elles 
s'annuleront le long de F ; on aura 

v ",i—1 ()t ρ Οχ dx àr 

v ir" · 1 dt ρ dr ~ dx ' dr 
v ir" · 1 dt ρ dr ~ dx ' dr 
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et 
«„(.<?, r. n) = k(j?. ι·. ο) el c„(«e. ν, ο) = c(ur, ,ν. ο) pour η >o. 

Nous choisirons 
»,,{·*·, ,v. /) = o: Γ|,(.ϊ·, r. /) = i>. 

Nous supposerons uy.r, ν. o) et π .r, ν, o) tels que //,(.»·, v, /) 
et r,(j·, v, t) existent. [Le Chapitre 1 nous apprend que c'est le cas 
quand «(a-, r, o) et »·(./·, v, oi satisfont les conditions (c).] Soit 
alors D, la plus grande longueur du vecteur e,. Soil la plus 
grande longueur à l'instant t du vecteur u„, v„. La formule Β du Cha-
pitre II nous fournit l'inégalité 

(5, <·. " '·· ./" ;>vJk_Kw·'■·.· ' ·". 

B,„ B
0
 et β étant des constantes qui dépendent uniquement de la 

forme de Γ. Soit Τ, la borne supérieure des valeurs de t pour lesquelles 
on a 

i D, / | " log -ί- {rft'< ι : 

(T, peut être égal à + » 1. Nous déduisons de l'inégalité récur-
rente (5) que 

"s1,, f / ) -< » D , [»OU r ο _ ; / 7 Γ; . 

Il est facile de montrer que les fonctions u„{.v,v, t ) et c„(.r, y, /), 
dont l'existence résulte du Chapitre II, convergent uniformément 
vers des limites «(a-', r, /), i'(a·, y, t) quand t reste compris entre ο 
et T,. Ces limites constituent une solution du problème énoncé au 
paragraphe I. Notons que si 'V(i) représente le maximum à l'instant? 
de la longueur du vecteur «, r nous avons 'V(t)<2D,. 

5. Supposons T, fini; appliquons le processus du paragraphe 
précédent en substituant l'époque t = T, à l'époque ί = o; ^(f) étant 
borné pour o<i<T, le Chapitre II (problème B) nous apprend que 
l'approximation d'indice ι existe effectivement; soitD-, la plus grande 
longueur de ce vecteur; nos approximations convergent sur un inter-
valle T,<?<T, ; T

2
 — T, est la borne supérieure, finie ou non, des 
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quanlités t telles que 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

La solution //(a·, v, t), r(j*,yt i)est maintenant définie pouro</<T
2

. 
Si T

2
 est fini ce même procédé permet de définir u et v 

pour T
2
<[i<ï;

t
; puis si T

3
 est fini, pour .... 

La suite croissante T,, T2
, T

;1
, ... ou bien a un dernier terme 

égal à + oc, ou bien augmente indéfiniment, ou bien a une limite 
finie T. 

Convenons de dire dans les deux premiers cas que T = + ac. Les 
fonctions «(

u
v, y, t)

}
 C(J·, y, t) sont maintenant définies pour ο < t T. 

Faisons varier t à l'intérieur d'un intervalle dont les deux extré-
mités sont comprises entre ο et T; nous admettrons sans démonstration 
que les fonctions u{x, r, i), c(.r, y, t) possèdent alors des dérivées 
premières continues sur Σ ■+■ Γ, et, à l'intérieur de Σ, des dérivées de 
tous ordres. 

.SÏT est fini les quantités D„ augmentent indéfiniment; donc V(j), 
qui est continu sur tout intervalle o<z<T—ε, ne reste pas borné 
quand t tend vers T ; nous dirons alors que le mouvement devient irré-
gulier à l'époque T. 

Soit v. t), *'(α·, y, /> une autre solution régulière correspon-
dant aux inèmes données. Soit la plus grande longueur du 
vecteur v' à l'instant z, soit lU(z) celle du vecteur u'—//, <·'—v. 
î\ous avons 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

Donc, en vertu de la formule B, nous avons pour toutes les époques t 
de l'intervalle (ο, T) auxquelles «' et v' sont définis 

11(0 <JF | ■; J''
 r>

 '°g -,(/—/') Be-?v | [l'(Z') -i- 'V(Z')] *1 (*')<«' î 
Journ. de Mathtome Mil. — Fasc. IV, >934- 5θ 
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*Ν*(Ί), ^'{t) cl Ί1(Ί) étant continus on sait qu'une telle inégalité 
entraîne'U(Y) = o. Ainsi aucune solution régulière correspondant aux 
mêmes données ne peut différer de la solution it, c tant que t est infé-
rieur à Τ ; par suite, lorsque Τ est fini, elle ne reste pas continue 
quand t tend vers Τ ; elle ne peut donc être définie sur aucun intervalle 
contenant T. En définitive nous avons établi le théorème d'unicité 
suivant : 

Aucune solution régulière, correspondant aux données u(a\ y, o), 
t (,r, y, o), ne peut différer de la solution u(x, y, t), v(x, y, t) que nous 
renom de construire. 

Etudions les propriétés de cette solution. 

4. DIVERSES INÉGALITÉS FONDAMENTALES. — Posons comme précédem-
ment 

'îvη(/)=ΙΙ [ a-(.r. r, /) -h y, t )| </.'· tfy 

et 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

D'après les formules [3 et γ du Chapitre I et d'après les formules Β 
et C du Chapitre 11 nous avons 

V(t.) < fi h - loti —-
 n

 -H cil' 

. , f#(« — «') ι d(p-p') d(u-—«"-) â(m> — u'v') 

+ ) j H Ion -—
+

. , f#(« — «') ι d(p-p') d 

o <y /2<y T; e est l'ensemble des points de l'intervalle (<,, t.,) en 
lesquels on définit X et Y par les formules (3); e' est l'ensemble com-
plémentaire, sur lequel X et Y sont définis par les formules (2); 

3(ï) est la plus petite des quantités V(t) et $(t). Convenons de 
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définir X et Y par (2) quand par (3) quand ̂ '(ί) < £)(*), 
nous obtenons 

( 6 ) J (/.,)< f Ί l{| loi; , 1 ,
t
 -h l>., j O-( l' ) llï 

+ J( t, ) [B
:

, LO,
 V(F

/_
FI)

 + ]. 

Β,, B
2J

 B
3
, Β

λ
 sont des constantes qui dépendent exclusivement de la 

forme de Γ. 's1 (/,.), qui est au moins égal à if(t2), est inférieur au 
second membre de (6). 

!J(Y) est continu pour o<i<^T. Si Τ est fini, 3(f) ne reste 
(7)pas borné lorsque l tend vers Τ [sinon le second membre de (6), 

donc resterait borné]. 

D'autre part de (4) résulte la relation suivante, qui équivaut à la 
relation de dissipation de Vénergie 

f'r(t') df < ± V (Ο) e-*-?"' , 

D'où 
f'r(t') df < ± V (Ο) e-*-?"' , 

or 
f'r(t') df < ± V (Ο) e-*-?"' , 

donc 

f'r(t') df < ± V (Ο) e-*-?"' , 

et par suite 
-îoCO^^'îo)^·". 

Nous avons donc 

f'r(t') df < ± V (Ο) e-*-?"' , 

et a fortiori 

(8) f —'ÎO(o)c-
2
3·"·. 

Les propriétés des solutions régulières que nous établirons par la 
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suite auront toutes pour origine les inégalités (6), (8) et la proposi-
tion (7). 

o. DIGRESSION. — Il est bien naturel de chercher à établir en 
premier lieu que T = + oc. Je n'y suis pas parvenu; il est d'ailleurs 
impossible de déduire ce fait de (6), (7), (8) : c'est ce que nous allons 
prouver au cours de ce paragraphe en définissant sur un intervalle 
positif, fini, (ο, T) une fonction J(i) qui satisfera les trois condi-
tions (6), (7), (8); cette fonction n'aura d'ailleurs aucune raison de 
correspondre à aucun mouvement régulier. 

Plus précisément nous choisirons Τ inférieur à ^ et assez faible 

pour que l'inégalité (6) soit une conséquence de la suivante : 

(9) F
!' > < B'X ' îïJ^TT)ί,! < '' > + ̂  J < '· >' 

Nous prendrons alors 

Bl V V ( τ — / ) , α ! 

α est une constante comprise entre i et 1. 

Pour satisfaire l'inégalité (8 ) il suffit de choisir 

'ÎO(ο) = av c3PvT fBl V V ( τ — / 

c'est-à-dire 

Bl V V ( τ — / ) ,Bl V V ( τ — / ) , α ! 

Nous avons, pour Τ — î,< 2(T — /·>), 

*(',) y/T I ,0g ! -V 100. ï 

l'inégalité (9) est donc vérifiée dans ce cas. 
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Supposons maintenant Τ — ί, 2(T — i
2
); nous avons 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

L'inégalité (9) est encore vérifiée. Q. F. υ. 

6. CONSÉQUENCES DE (6) ET DE (7). — Soit O(F) une fonction positive, 
définie pour ο<ί<τ, sominable, continue, sauf peut-être pour ί = o, 
et vérifiant l'inégalité suivante, où L représente une constante posi-
tive 

(10) o(i)> f j ■ k*1 — i
0i

, —!—_ Β-,β-?''1'-''1 { <aHl')dt' 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

Si 

(il) '1 ) = C 

on a manifestement d'après (6) 

(12) — 11) JJOUl· /jiij+T. 

Puisque J(t) ne reste pas borné quand T est fini et que t tend 
vers T, on à nécessairement 

<ι3) T >£,-+- τ. 

En particulier, supposons f, = 0 et supposons que les données 
varient en sorte que .7(o)< L: T et (t) varient, mais T reste supé-
rieur à τ et 3(t) reste inférieur à ©(i). Nous admettrons, sans déve-
lopper la démonstration, que dans ces conditions les fonctions!/u(x, y, t) 
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et e(a·, y, t) non seulement sont uniformément bornées, mais qu'elles 
possèdent encore une égale continuité sur tout intervalle de variation 
de t où f(t) est borné. 

Nous choisirons 

( ι,'() φ ( /) = L j^B
:;

 loi; -h B, | -t- Λ.Γ. 

M étant une fonction de L. Pour que (6) soit vérifié, il suffit que 

(15) M4 F| v/1 — ·*νΜ -i- L4 G| »/]$<»; 

nous avons posé 

F Γν/1 = υ f j Ion A -H i>//', 
Λ |v'W ' \ 

«I"l = * 57 ■" j ["· <*7? <- '··■ -'"f"''· 

F[v/j et G[viJ sont des fonctions croissantes; elles tendent vers des 
constantes indépendantes de v, F(ac) et G(x), lorsque t augmente 

indéfiniment; pour ο <C.vt<j ^ les fonctions ^
 t
 et * ' ^ | . 

admettent des bornes supérieures finies et des bornes inférieures posi-
tives. 

Au cours de ce paragraphe nous prendrons τ égal à la borne supé-
rieure des quantités t pour lesquelles 

L2 F[W] G j v / ] S -y ~ ; 

τ ainsi déterminé, le choix de M sera toujours possible. Déduisons de 
ce qui précède diverses conséquences intéressantes, indépendantes du 
choix précis de M. Posons F[ oc ]G[oc ] = si A(i,)< B'v on 
peut satisfaire l'inégalité (II) en prenant L égal à B'v; et la rela-
tion (i3) nous donne T=-f-oo. Nous obtenons ainsi le résultat 
suivant : 

THÉORÈME a. — Si à Finstant initial, ou à tout autre instant antérieu-
rement auquel le mouvement nest pas devenu irrégulier, Von a .V (t) <B'v, 
alors le mouvement ne peut jamais devenir irrégulier. 
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Supposons maintenant que le mouvement devienne irrégulier à 
l'instant fini Τ ; soit î une époque antérieure positive quelconque; on 
doit avoir τ Τ — t, donc 

a-(t) F[v(T — /)] g[ν(τ — 01 >v"· 
D'où : 

THÉORÈME b. — Si le mouvement devient irrégulier à Vépoque finie T, 

on a pour ο < t T : 

f 1 log , ' ô* ( t') dl' 

li' ci B" sont des constantes ne dépendant i/ue de Γ ; o[ic] = ι pour χ <1/100, 

o\ x\ = opourx> ̂ · 

Énonçons enfin un troisième tliéorème : 

THÉORÈME C. — Supposons (pie les conditions initiales varient, ô (o) 
restant in férieur à une constante L ; soit τ la borne supérieure, finie ou 
non, des nombres t pour lesquels L2F[vf]G[vf]^vs. Pour toute valeur 
de t comprise entre τ et une quantité positive arbitrairement faible ε les 
fonctions u(x, y, t), v(x, y, t) existent, sont uniformément bornées et 
possèdent une égale continuité; on a pour a<ft<i 

(17) J(/)<L B
::
 log 1 -h B, e-'ï" -1- M, 

M étant une fonction de L. 

7. Le fait que les relations (11), (i4) et (i5) entraînent l'inéga-
lité (12) permet de comparer les valeurs J(i,)et 3{tf) que prend la 
fonction 3{f) à deux instants t, et t2

 de l'intervalle (ο, T), 
(o<i, 0<C T). Supposons «ï(i|) tel que l'on ait 

V2(t1)F!>(/.,— /,)] G|'V(G — fI >1 ^ y*. 

Choisissons τ =— t,, L= J(i,); nous ne prendrons pas M égal à 
la plus petite valeur possible, qui est la plus petite racine du tri-
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nome (ι5), pour t = -, mais nous poserons 

M . , Ai[v(/,— Mi 

Il vient 

Η·,χ*ν,) ■] v/g[;g;_ ;;j{-

Autrement dit nous avons, en désignant par le symbole ] A, ; Α., ; 
la plus petite de deux quantités A, et Α., : 

o(Î,)> 
VF[^(^— /,)1 G[v(ie— /,)Γ 

b3lop ,(/,-/,) ' ; t V FLv(/3— Ml 

D'où : 

THÉORÈME d. — Si ο < t, -< !.. Τ, on α 

b3lop ,(/,-/,) ' ; t V FLv(/3— Ml 

Remarque. — Convenons que J(T) = + ac quand Τ est fini; l'iné-
galité (18) reste valable et le théorème h en est une conséquence. 

8. CONSÉQUENCES DF. L'INÉGALITÉ (8). — Supposons Τ tini : d'après (8) 

et (x6) nous avons, quel que soit t, compris entre ο et T, 

2!lÎ2> > 2 Γ ύ-(ί") dt > 2vBCie!?'"' f 2LliI il] <U. 

Nous choisirons t, = ο pour Τ < —— e t t. = Τ — pour Τ > —— · 

Le dernier membre de la double inégalité précédente est une fonc-

tion continue et croissante de T ; cette fonction vaut ζ B"S —-— 
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pour Τ < —— ; pour Τ > —— elle vaut 

2|Γ*
Β
 —^-'T. 

Par suite 

M . , Ai[v(/,— Mi 

M . , Ai[v(/,— Mi 

En d'autres termes : 

THÉORÈME e. — Quand -v < 4I—-— le mouvement ne peut devenir 

irrèguhcr qu'antérieurement à Ρ époque 0 = -e L::";î' »'J . 

Quand " <01 > ■.—?! le mouvement ne peut devenir irrégulier 

qu antérieurement a ι epoque υ = log ^— 

Supposons Τ Uni et < Ξ .—^ , nous avons donc 

M . , Ai[v(/,— Mi 

d'où, d'après (16), 

.ΐ(ο)> B'v -h U j J 'J — "> l . 

[Cette formule est manifestement encore valable quand on y rem-
place l'époque ο par une époque quelconque t comprise entre ο et T.] 

Nous obtenons ainsi le théorème suivant, dans lequel est inclus le 
théorème a : 

THÉORÈME f. — Le mouvement ne peut jamais devenir irrêguliersi Von 
a, « l'instant initial [ou « tout autre instant antérieurement auquel le 
mouvement n'est pas devenu irrégulier\ : 

M . , Ai[v(/,— Mi 

Jouir». de Math., tume XIII. — Fast. IV, iq3 j. UT 
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9. Ne faisons plus aucune hypothèse relative à Τ ; soient t, et t» 
deux époques telles que o</, </,< T. Les inégalités (8) et (18) nous 
donnent 

M . , Ai[v(/,— Mi 

Nous choisirons /, = {., -— lorsque /■,>—1 : ί. = ο lorsque 

M . , Ai[v(/,— Mi 
Pour que l'inégalité (19) fournisse une majorante de é» ( t., Κ il faut 

et il suffit que 

M . , Ai[v(/,— Mi 

c'est-à-dire que /» soit supérieur à l'époque 0 que définit l'énoncé du 
théorème e : Τ est alors infini. 

Supposons donc Τ infini; choisissons /
a
> ^^ ; le premier membre 

de (19) est de la forme ■ ' ~ quand le second est inférieur à une 

quantité Bv. II en résulte : 

THÉORÈME .g. — Quand T est in fini, on a < Β \ polit-

ies valeurs de t vérifiant à la fois les deux inégalités : v/ "> —-

et ?vf> logM . , Ai 

II. — États initiaux semi-règuliers. 

10. La section précédente est basée sur les hypothèses (c), qui 
concernent l'étal initial du liquide. Elles sont trop restrictives pour 
que les résultats acquis puissent s'appliquer directement au cours du 
chapitre suivant. 

Donnons-nous maintenant deux fonctions tt(x,j,o) et o), 
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définies sur Σ et mesurables; soit 

"iOtiQ = jf [«-( f. y. m) — r-(x. v. o)] efj· tir. 

Supposons vérifié l'un des deux systèmes de conditions énoncés 
ci-dessous : 

ί f S 

On a 
«s(>. v. <·) - i". i>) j ~*isfn}. 

l'(0)étant une constante. 
On a 

|| | «ι .ι, r. υ) j—1— — ΐ'(.ί·. y. ι·) -—"— J if.r itr = «> 

pour toutes les fonctions Φ^.ι\ y ) qui sont continues sur Σ-f-F 
ainsi que leurs dérivées premières. 

ί'·Ί 

La quantité s0(o) est finie. 
Il existe des fonctions mesurables et de carrés soin m ailles 

ux(y. ο), «
v
(j\y, o\ y, o), *v(.r, y, o) telles que l'on 

ait pour toutes les fonctions Φ (υ. y) : 

jj II I .<·. ι. ' -'-•(/.Î'|(|' — jj ΙΙ.,Ι.Γ. ν. u) Φ (y. y ) ιί.ι: </v r <«. 

jj Uy.t\ J\ O) ——;— (Le tir -h jj u
v
 (u\ r. h) Φ(λ\ jr) «//([m o. 

|| e \ .r. y. <>i y— if.e tir — Jj ι" ,· ί. y. ο) Φ( .r. y) >f.c tfi = i>. 

ff »· f .<·. v. «■) '— tt~e — || ry y. «) Φ(j*. y) «£rrfv = «>. 

Enfin : 
w,

r
(.r. »·. «>! — e, ( .r. v. «o = o. 

l'osons, dans ce dernier cas, 

d2(0)= || [#î(.i·. y. o) — it?(-r. y. «) — »·.?-( jt. y. «■) — rrf-r·. y, o)| ttrdr. 

On peul t rouver une suite de fonctions «„\..r,y, o \ e.
t

< a·, y, o). 
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nulles sur Γ, continues, ainsi que leurs dérivées premières, sur Σ -j- F, 
et qui vérifient les conditions suivantes : 

M . , Ai[v(/,— 

(*»t Kl» If | [«(>. »·, ν. isip — {r
e

<.r. r. «) — ι·(>. >\ uif ; t/.r «/»· =n; 

dans le cas (c') : 
M . , Ai[v(/,— Mi 

dans le cas (cA : 

jj" , v. <»>\- j Jw,i.r. 1. 

jj" , v. <»>\- j Jw,i.r. 1. 

Nommons ϊι
λ
(.γ, v\ t Y. ν. i> la solution régulière des équations 

de Navier. qui, d'après ce que nous savons, correspond aux valeurs 
initiales «„(.r, r, o), c.(.r, v, o\ Appliquons le théorème r : posons, 
dans le cas (c'X éqo) — ^'(*.0: dans le cas \ <·"\ Λ(ο) = soit τ 
la borne supérieure de nombres t pour lesquels d - \ ο ι b'| v / j ( i | v / ] v - ; 
on peut extraire de la suite v. t\ r„t«r..v. t'\ une suite partielle 
qui, pour G <A <C~. converge vers une limite ιι(χ,_ν, t\ Η ,r. V, (}. 
Nous allons établir quelques propriétés de ces fonctions. 

II. Supposons t intérieur à l'intervalle (ο. τ t: alors les fonctions 
«(.r. r, f), <\.r. v. t) sont continues sur Σ — Γ; elles sont nulles le long 
de Γ ; elles admettent des dérivées du premier ordre en χ et y qui sont 
continues par rapport à .r, v, t sur Σ -S- Γ ; en tout point intérieur à Σ 
elles admettent des dérivées qui satisfont les équations de Navier. On 
a manifestement 

(il I \Ό J f l \ Vtt» 1«' JltHH' 0 ' <C2 

D'autre part, d'après l'inégalité ^17) du théorème c, nous avons 

ν*11 / 1 f ÏL 1ος — — lx r~~1 — M » 

Portons cette majorante de ,Ή Ο dans le second membre de 11> t. 
qui, rappelons-le. est supérieur à "ν"4! Νι ; choisissons ο0<t<2t2=t 
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et ί. = - f : nous obtenons 

ι » > ι Όί il < M. [loi Ι ··· M.c ">*·; 

M, et \L sont des quantités finies, fonctions de J(o\. 

Ί-»3Ι 

Soient <i(.r, ρΛ et b(.i\ v) deux fonctions, nulles le long de Γ. 
continues sur Σ H- Γ ainsi que leurs dérivées des deux premiers 
ordres, et qui satisfont l'équation 

<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 

Ο η déduit de ( ι \ et (-!)-

v | ·ίΐ~ || } «
B

i -r. _v. f · \·ι·. .r. χ ι - ι , ·, .ι·. > . I > ΛΛΙ'.Γ. J ij ιίη/ν 

— Il : ι . / ι m.c, ι ι — « „! t ) /»(.r. r > j (/.(- .·/»-

-- |^ R. <>'I >· ) — Ι',Ι,Γ. R. Υ) <ί(>. vijtirt(r 

— — | Λ ff ( —
v. t ) — 1 — - · I u»{A\r. t I» f ) 

<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 

Passons à la limite : rappelons-nous la relation (ao\ l'inégalité 

|| ] ι , /) -- iji .r. r. f)| </.r i/v ·<000 

et le fait que les fonctions n„(.r, v. t)i, c
K
 (.r, r, t') convergent 

vers M (,r, 1% I\ c(.r, Y. η pour ο <^ / <^ τ. Il vient 

s | '■'( If ]«(.«'. _r. I ) Α<ί ι .r. ν ι · vt .r. ι . (' ι Λ/' ι .r. ι- I if.r «/v 

— |( | w<.r. v. t) ;»(.<·. y) — il ,c. ». i ) /< ( -r. » i] i/.r </> 

— β [«(x. I·) «<-i\ y) -- Ι·(χ. y. o) ft(x. y)] t/jrt/r 

=-( J(.>-5Γ- -v· ' * ~ L"V DET- j - ' ·» 'W. '1 

<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 
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Il en résulte 
1
 '-î' (><« Il ' « 1. . /»»»,..·. t S · <·, ,f . s , t t t ijr/.r./l· 

— |(t
 v*·»<(.ί·. ι) - V. > ι ; ,/.ι </« . 

Nous allons généraliser ce résultai : 
Désignons maintenant par «<..*·, r\ /n ,r. ν ι deux fonctions mesu-

rables, de carrés soin niables, et telles que nous ayons 

<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 

pour toutes les fonctions Φι ,Γ.ΙΛ continues, ainsi que leurs dérivées 
premières, sur Σ -f- Γ. On peut alors Inniver une suite de fonctions 
<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 qui vérifient. les conditions (:»3\ et telles que les 
quantités 

(25)ίϊ— j( |««»' — «*>, «* ·· t A — /·., ts ; ?/.«·»/»· 

tendent vers zéro. Nous avons pour ο y <" < τ : 

| || Ι«*ί(.ί\ V. fl ο I,r, »1 --l'j.i-, »·. t\ A (.1·. ; Ί] f/r 

— If · i . il «»,1,.-. i l »i,t\ i . 11 />,1.1·. 1 >] ·/r ./1 _ =\ \ \.\"nO. 

(u. ι1 nous apprend, d'autre part, qu'on peut trouver une suite tie 
nombres positifs tels que l'inégalité o< t r

(
„ entraine 

(2)j || ! «i.«\ r. S * ο ,ι .r. rà - > i t. t". /) A„ ('.»·. > ) j /f.t ,/'i 

— Il 1*ΙΛ y, << ) _»·> — ,»·. <>) Α,ι>, ν)|«Α·»/ι· <5,y<)<t\ .t. rl tJ&i.r. 

De tya > \ \utî ) et lyy't résulte que l'on a pour ο <^ / \ r 

| || ' «t.r. s. t)<r(,c, t ) -- vi.r. >. t) Ai .t. t*) j tt.r</t-

— I» [ii(.r._t\ t»)rt(.r. ι ) — »·, ti) A(.«\ t )] tLe tiv I <; oï, \<)<t\ .t. rl 

La relation (a.*0 est donc encore valable. 
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En particulier, 

lin) ff !/r< r. f) rit, t\ ι , i>| i l .»·. ι. / ><■(.<·, ι\ οt| </.rf/r 

— ff | ";i ·'·. - <·) ι- >' '( ι . << l | a'.r i/t . 

Cette relation, jointe à l'inégalité (21): ̂ 0(7)\v(o), nous fournit 
une égalité importante, dont (24) n'est qu'une conséquence : 

U!<q tiin ff ] j w(.r. r. /! — M M". v, <uj- t) — '*(·<'.,)'. «»)ji ; '/./·</r - : ι>. 

en d'autres termes «(.r, ν, t l et c(,r, y, t) convergent fortement en 
moyenne vers «(.r, ν, ο ι et cÇr.y, ο") quand t tend vers zéro. 

12. COM PARAI s OX DE DEUX sot.urioxs DES ÉQUATIONS DE NAVIER. — Soient 
deux solutions des équations de Navier : «(.r, y. t), * (.r, r, l) et 
/i,(.r,y, t), v,(.t\ y, t). Nous les supposons définies sur Σ pour 
o<f<f

0
, nulles le long de Γ, continues sur Σ H-Γ ainsi que leurs 

dérivées premières en .r et eu r; en tout point intérieur à Σ, elles 
admettent des dérivées partielles qui vérifient les équations de Navier. 
En outre, nous supposerons que lorsque t tend vers zéro, les quatre 
fonctions 11, c, M, , c, convergent fortement en moyenne vers des limites 
que nous nommerons ##(.r, r, o), e(.r. r, ©), «, (a?,y, o), »·, (<r, v, ©Y 

Posons 
11 (.»·. y. /) = ",{■*"· ') — n\.i'. r. t): 

e"(.c. r. /) = ι-, (.<·. v. <>— (■(".<·. )·. /); 

<)<t\ .t. rl tJ&i.r. ι 1 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

Soit 'v'(f) la plus grande longueur à l'instant t du vecteur «, c. Nous 
avons pour o < t < t„, 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

Un calcul analogue à celui qui fournit la relation de dissipation de 
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Ténergie nous donne 

-J J · \t \ '( II r — «' Η)ζ IM «/»·. 

IVoù 

>i"i, ι * — V '< "v 1 " V >lV V 11 " - —Jt— 1 "· 

Le discriminant de ce trinôme en j\t\ ne peut être négatif: donc 

V"1 i V %V\ t) — V o
% 

On en déduit 
V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

lorsque le second membre de cette inégalité a un sens. 
En particulier, si Ton a presque partout 

V lu rΟ ι — M, ( -t\ ot >>t i(.r. ι, ii 1 .r ,<.»·. ν. «> ι 

et si Tinlègrale f 'V-yï)ill' converge. nif) est identiquement nul : 

les deux solutions considérées sont identiques. 

15. Cosctrsioxs. — Pour énoneer les résultats obtenus au cours 
des trois paragraphes précédents, il nous sera commode d'emplover 
la définition que voici : 

Nous dirons que, pour <' t-
2

, deux fonctions ιι \,a\ v, / >, 
c(,<\ y, t) constituent une solution st'oii-riguIÙO' dit svstime de Na\ier 
quand les conditions suivantes seront remplies pour toute valeur de t 
intérieure à l'intervalle f,, /-Λ : 

u et ν sont nulles le long de Γ; 
ti, *·, sont continues eu ,r. r. t sur _ l : 
ti et e admettent en tout point intérieur à - des dérivées partielles 

qui satisfont les équations de Xavier: 

rinlègrale / est convergente; 

lîm |l| Jfffyr. » . 11 — fil-'"- v· Γ·'1 — «Ι-r, ν, ί^Ρ,'ί/,ί-ί/ΐ'^ιι. 
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[l ne solution régulière pour ff < L est a fortiori semi-régulière.] 
Supposons /, =o; la solution semi-régulière sera dite correspondre 

aux données «^·
;ι
ν,ο\ o\ 

Le paragraphe 12 établit le théorème d'unicité : 

// e.viste nu plus une solution senti-régulière correspondant « un 
système de données. 

Les paragraphes 10 et 11 établissent un théorème d'existence : 

>t les ilonnèes rèrifient les conditions ^c ) ou (e l'ejcistence d'une 
solution st mi-n'puffin· correspondante est assurée. 

Notons eniin que toute solution semi-régulière vérifie les théo-
rèmes a. h, c, </. e. /", g'; la quantité <*■ toi est finie quand sont vérifiées 
les conditions tri ou les conditions (c" t. 

Γ.ΙΙΛΡΙΤΙΙΕ IV. 

MOU VEMKNTS V1" liUlLK.XTS. 

I. INTRIHUT.rioN. — Nous ignorons si certains mouvements ne 
deviennent pas irréguliers an bout d'un temps fini : le chapitre pré-
cédent ne nous a fourni à ce sujet que des renseignements partiels ('). 
Il est cependant possible que la régularité du mouvement soit assurée 
quand 011 suppose qu'aux points où le tenseur de déformation est 
considérable, le coefficient de viscosité cesse d'être constant pour 
prendre lui-même des valeurs considérables. Nous voici donc amenés^ 
à supposer que le problème légèrement modifié admet toujours une 

ι1 i l.a ilitlieuhé de la question provient de l intluence des parois. I>«ns le cas 
d'un liquide plan illimité, aucune irrégularité n'est possible : j'en ai donné une 
première démonstration dans le dernier chapitre de ma Thèse (Journal rie 
Mathématiques pures et appliquées, t. ii, u)3o > : une seconde démonstration 
se trouve ébauchée dans une Note aux Comptes rerutus Je Γ Académie des 
Sciences. 3o mai ιpo->. 

ι; t Pour plus de détails, rotr ma Thèse. Oiapitre 111. Section lil. 

Jours. de .1talfa.. tome \lll. — Faso. IV. ii>3i. Otï 
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solution régulière. Celte hypothèse va être légitimée au cours de ce 
chapitre; mais ta solution approchée que nous utiliserons ici sera 
choisie la plus simple possible; elle se trouvera dépourvue de signi-
fication physique précise. Nous chercherons ce que deviendra cette 
solution approchée quand nous nous rapprocherons déplus en plus du 
problème primitif. Ceci nous conduira à introduire la notion nouvelle 
de solution turbulente. Et nous nous trouverons avoir établi qu'il 
existe dans tons les cas au moins une solution turbulente, détînie 
pendant nue durée illimitée qui succède à l'instant initial. 

La seconde section du chapitre démontrera quelques propriétés 
remarquables de ces solutions turbulentes. 

Les raisonnements que nous allons développer peuvent être trans-
posés à l'étude des mouvements turbulents d'un liquide visqueux, 
illimité, à trois dimensions, étude que nous ferons dans les deux der-
niers chapitres d'un autre Mémoire ( 'Ν en utilisant d'autres procédés. 
Inversement, les raisonnements que contiennent ces deux chapitres 
peuvent être appliques au cas présent; ils justifient mieux la notion 
de solution turbulente, mais ils font appel à des théorèmes moins 
élémentaires et moins usuels. Nous nous sommes appliqués à utiliser 
ici l'appareil mathématique minimum : nous avons profité de la struc-
ture particulière des solutions turbulentes pour simplifier la démons-
tration du théorème d'existence. 

I. · Théorème d'existence. 

2. Ecrivons les équations de Navier : 

(l! 

-j Λιι 1 .r. 4 > :—7Γ : ^ 1 κ 

ï A'' or. r. ί l :—jf -î -- — — 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

(') fe mourraient tfem tit/uùie ristfueux emplisszmi fesptire ( loto 
mot h.. t. 63. iy3-Î>. 
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el les équations nies mouvements infiniment lents : 

< >4 
V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 

Supposons l'existence de conditions initiales «\,r. y. o\ cyr. y, o) 
telles que le mouvement correspondant «yr. y, A, »\.r.y, A devienne 
ir régulier à une époque T: ri (A augmente indéfiniment quand t tend 
vers T. On peut admettre que les fonctions «y*\y. A. cyt\.v, A repré-
sentent mal la réalité physique quand rit A dépasse une certaine 
constante C, supérieure à riyo\ et qu'il est préférable de leur substi-
tuer des fonctions plus régulières. C'est ee que nous allons faire en 
construisant, par un procédé de récurrence, doux nouvelles fonctions 
?.M r. ν. Α. ι *v r- y A. 

Supposons iCyr.v. A. c\,c,y. A définis pour ο / - χ et ( A riYxAC. 
t Ansidérons la solution semi-régulière de \ A. .v.yr.y, Α. e.yr.y. A 
qui correspond aux conditions initiales 

m. · . ι . .t '* · fi'i , » . Λ », ess r, » . jet — » . Jt ); 

clic est définie pour \T.. Si T. — -f-ac. nous choisirons h', C' 
identiques à a.. »\ pour Supposons T. fini; soit 3 la borne supé-
rieure des valeurs de t pour lesquelles riyA<C. Comme nous aurons 
à utiliser fréquemment le théorème c, convenons de représenter 
par ; 1. ; la borne supérieure, finie ou non, des nombres t pour lesquels 
LM'|'»ί |C« · νί] _ v·. Nous axons / ~ : ri .y A : <C Τ

Λ
 pour a<t<^T

s
. 

Soit γ ta borne supérieur de la fonction f-fyriyA; sur le segment 
Α - ? 3. Nous avons 3 \ 7·\Τ.. Nous choisirons H", C' identiques 

à M., c. pour χ - i;
:
 ·--—-- Cuis M*. C" seront définis, au delà de 

l'époque ——i» par les propriétés d'être continus pour 1= ——*- et de 

satisfaire le système (:A jusqu'à l'instant yfini) ο où nous aurons pour 
la première fois ri\ ί) — C. 

\5 » O" est tiètïni à partir de w\ e* eoimne Ο l'est à partir tie η. e. 
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Posons «Ν,Γ.ν» ο * = «(.r, ν, ο), é'ç.r, ν» o> = »y.r, ν, ok Appli-
quons la construction qui précède en choisissant d'abord x = o; 
ii* et v* se trouvent définis pour ο Choisissons alors x = %; 
cette même construction définît u*, »* soit sur l'intervalle infini 
ço

w
, -{-*), soit sur un intervalle fini (%,, o

t
\. Poursuivons ainsi» on 

bien indéfiniment, ou bien jusqu'à ce que nous rencontrions un T. 

infini. Puisque s
a
_, — -Ϊ, Α ^ Η\>Τ, v. t)et c\.t\ y-. tà se trouvent 

finalement définis pour tontes les valeurs positives de t. 
Enonçons celles des propriétés des fonctions *Ι\Λ\ Y, À e\.r, v» t\ 

qui nous seront utiles. 
Ces fonctions sont continues pour t ̂ > o. 
L'axe des temps est divisé par une suite de points, qui ne peuvent 

s'accumuler qu'à l'infini, en intervalles à l'intérieur de chacun 
desquels ιΓ et c* constituent une solution régulière soit du système çi\ 
soit du système *, k 

Tout instant /. tel que O. est l'origine d'un intervalle de 

l'axe des temps, de longueur supérieure à ^ sur lequel u* et e" 

constituent une solution régulière du système çC. 
Nous avons 

( .> > n\"< I, ' — V. * »> I O*-· t ι >/t pour «> i.. _ i. 

C.es deux derniers faits assurent * la prédominance du système ç ι > 

sur le système çA «. Nous nommerons «\.c. y» Λ. e\.r. y. * ι : 
solution approchée <hi système y ι * aitoc/ièe à ία constante C. 

3. Faisons augmenter C indéfiniment par une suite de valeurs C;, 
arbitrairement choisies: n\.r. r, t\ A .r. v. t'y convergent uniformé-
ment vers ri(.t\ r. t)i» *\.r, r, t) à rintérieur de l'intervalle o<A<^T. 
Si »\a\ r. t \. e*(.t'y r, t) convergent uniformément à l'intérieur d'un 
autre intervalle, vers des limites, constituant une solution de (V> 
régulière dans cet intervalle, nous nommerons également ces limites 
wç.r, y. A vy.r. y-, t). Nous nous proposons d'établir au cours de ce 
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paragraphe Ai jwiVriwfc .· On peut toujours extraire de la 
suite C# une suite partielle C. pour laquelle de telles limites existent 
en tout point d'un ensemble ouvert du demi-axe ^o. -j- *), le complé-
mentaire de cet ensemble par rapport à ee demi-axe étant de mesure 
nulle. 

Nous avons d'après » ;! ι 

\ *51 I I S t/l ^ — "ννΎοι » 

Donc, quel que soit C, rintervalle | o. ) contient des points où 

0"\# ι - lï v. 
c'est-à-dire où 

V lu r- ji- 1- - ·: 

Soit l'un d'eux. D'après le théorème de Weierstrass-lîolxano. le 
théorème d'Àrielà et le tbèorèiue e (p. 3j>3) on peut extraire de la 
suite t~.

;
 une suite t',„ telle que les 0^ convergent vers une limite Ο» et 

qu'à l'intérieur de l'intervalle | 0
Λ
. -·- χ 4 les fonctions «"(.r. v. i). 

v-*(.r. v. i\ convergent uniformément vers une solution régulière 
de \ ô : «v .r. ». #>. «χ .»·. ν. ί >. Si Ô,, se trouvait être égal à Τ la propo-
sition en vue serait établie : il suffirait de choisir comme suite C„ la 
suite C«. 

Dour poursuivre, introduisons un jwwèf/è récurrent : Supposons 
extraite de la suite t',· une suite telle que tes fonctions « et v 
existent. sauf peut-être sur un ensemble e, de T0

W
. composé de 

i intervalles et de points isolés {i o). Soit e' l'ensemble des points /' 

de e tels que e contienne rintervalle \ t\ t'-r Nous avons 

mes. t·' ·* mes. e. Donc, d'après ^4), 0111 peut trouver quel que soit C 

un point 6" de e tel que 

V lu r- ji- 1- - ·: ·»■; · I· r ) -T—r . «>· 
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Le théorème de AYeiersli^ss-lRdiano. le théorème d'Araelà et le 
théorème c prouvent qu'on peut extraire de la suite «ne suite par-
tielle C, telle que les θ' convergent vers une limite θ et qu'à l'intérieur 

de l'intervalle ( δ. Q-h'it/——— *) 1*$ fonctions M'U. v. îk 
»' l.r. v, i l convergent uniformément vers «ne solution régulière 
de n i * : «\.t\ v, f\. » < .r« v. if. 

CV prtreii/éi/V.i-iniciôui de suite sera dit de pKWft' cwlégnnV lorsque 

tout l'intervalle j 0« θ -f- " ' | ,·' "* J \ sera intérieur à v; dans Se cas 
contraire il sera dit de .«munie cwtègwV·. 

Nous l'appliquerons d'abord en choisissant e identique à TO, et la 
suite C„ identique à C*; il nous fournira une suite partielle C,... telle 
que, sur un certain intervalle de Γ^. «"* et v" convergent uniformé-
ment vers une solution régulière de \i); nous nommerons cet inter-
valle : Ο,τ,. Si 0, τ, coïncide avec Τ fit, la proposition dont ce para-
graphe est l'objet se trouve établie : il suffit de choisir comme suite C„ 
la suite C„v Sinon nous appliquerons à nouveau le même procédé 
d'extraction de suite en choisissant pour e l'ensemble e, = T0„— 9, τ

; 

et pour C» la suite C„. : il nous fournira nue suite j*artielle C
>e

. telle 
que. sur un certain intervalle Su τ» intérieur à e». et e"* convergent 
uniformément vers une solution régulière de Posons 

T2=T5,— 5t- -- .··.τ.. 

Si cet ensemble ne contient aucun intervalle la proposition en vue est 
établie. Sinon nous appliquerons à nouveau le mémo procédé d'ex-
traction de suite, etc. 

Finalement on bien la proposition à prouver est démontrée, ou 
bien nous avons construit «ne infinité de suites : C,„. C„.. C

1<(
 Je 

dis qu'on peut prendre alors pour suite t',. la suite dont le ÎVu·'" terme 
est le r""-' terme de la suite C„ (procédé diagonal de Cantor'1 : C. est 
suite partielle de chacune des précédentes à partir d'un certain rang: 
doue les fonctions «% c* qui lui correspondent convergent uniformé-
ment vers une solution régulière de (là à l'intérieur de chaque inter-
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va lie -Ο,·; il ne reste plus qu'à prouver que 

iBe?.T5»= ^ me·*.- .^. 
v.» 

c'est-à-dire que· 
lin», ^»nes.et) — «>.. 

<*i se compose tie points isolés et de k
(
 intervalles. Si Fopération qui 

dètinit e,·.., est de première catégorie, on a 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

sinon 

11» ) »îe<.t·; 7χ) mes.c. : à, .. ·. <£.. 

Supposons d'abord le nombre des opérations de première catégorie 

inlini et représentons par j leurs indices; d'après (5) ! 
converse ; donc 

In». . % / — . —- » : 

donc 
iinn mes. e·· t=n: 

d'où 
Îiim mes.e;ï — ». T:. Q. F. ». 

Si au contraire le nombre des opérations de première catégorie est 
borne, les nombres £, restent inférieurs à un entier 1 et nous avons, 
quand / est eboisi supérieur à une certaine borne, 

îues.f;., - | s S mes.c
c
.. 

Donc. 
IÏMÎ.IÎ »wes.e

c
-) —»v c. C. F. ». 

4. Nous nous proposons maintenant d'établir quelques propriétés 
des fonctions n( j\ f, l% c(„r, v. t) que nous venons ainsi de définir 
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pour un ensemble ouvert Ε de valeurs de t. Ε se compose des inter-
valles (ο. Τ), A«> -f i\ v Oi ~Λ> t.9s~A — Le complémentaire de Ε 
par rapport à Γ intervalle (ο, + se 4 est de mesure nulle. Nous avons, 
quand t appartient à E. ΝΟ(Λ = limite \0*(/\ On en déduit, grâce 
à (3), que *vO(/) est décroissant. O'autre part on a. en tout point de K, 

% ·> t mes. eDe ces deux faits résulte que -Ho I ;4at/Wf 
est une fonction non croissante qui reste constante sur chacun des 
intervalles dont se constitue E. 

Introduisons deux fonctions arbitraires ut .r. v, t), /o.e, v, f) con-
tinues sur - + Γ, ainsi que leurs dérivées premières et secondes, pour 
toutes les valeurs positives de l. Supposons que «\.r. v, /\ h\ u\ v. t \ 

s'annulent le long de Γ et qu'on ait à l'intérieur de Σ 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . 

Donnons-nous un nombre positif arbitrairement faible s; cons-
truisons deux ensembles de valeurs de L K' et E". qui possèdent les 
propriétés suivantes: E* et E™ n'ont aucun point commun: E' -f- E* 
constitue le demi-axe ο A: E* se compose d'un nombre fini de 
segments, intérieurs à E, ainsi que leurs extrémités: tues. K j î. 

n*(.r. v, 11. c*(.r. v. t) constituent une solution régulière tantôt 
de (i), tantôt de ^a>: posons dans le premier cas s(A = i, dans le 
second = o. La fonction 

("1 V | <ft || ν, f \ ,f\ l , / ι " r'A/tj f/j (/v 

i Jlrt r·ι Μ—τ, |"·, '·Λ 

— I/ ! ιι'ί,ι·. s. v, t ' r'ft'j t/></v 

— I Cli/ '<// ff | il I .··. I . t ι y Il '· j J ^ I · »' - y j i/.rt/x 

est constante. 
Choisissons pour C la suite des valeurs C„: à partir d'un certain 

rang ο (Y) vaut toujours ι sur E"; choisissons t intérieur à E; dési-
gnons par E'(t\ E™(/) les ensembles des points de E". de E" qui se 
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trouvent sur le serment y». t); nous avons 

I | */# || ι, i. /■ Îa<#t. ι. / »f/.ί f/ΐ | 

<î\ vOnn \la\ ff Ά·ΐι .ι, v.# ι. ' if.t it'\ . 

............................................. 

| f til 'hit > jjf ι . ! . t » γ ,/.i tlx ! 

\Γλ <»U \!;ι\ 

1 V \ 7 > résulte doue à la limite : 

! V | til ff , ff A«f «' \i* ί t/.f 'it jj | it ».* l'A '
w

 </.<· r/t 

j
t

 Jtjt |"Λ ·■'.»τ rdy 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

I > étant indépendant du choix de K . On en déduit, en faisant tendre ; 
vers ο et moyennant quelques modifications d'écriture. ht vonstunce 
de ht Jonction 

,S' X *" JfJ Χ-··.'·-' '| ·. 'A/ ·' | « j | * t/.r»/v 

|| î fi V .e . : . i ' -· .<r. ï . / ! - ci* '■ «/.r f#' î 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

a. Pour exprimer commodément les résultats acquis au cours de 
cette première section du chapitre, posons une définition : Consi-
dérons des dounées «(.r, y, t») «'(.r, y, o) vérifiant les conditions (c ) 
ou (e") |c/\ £ 141 du Chapitre III J. Soient six fonctions, dont les deux 
premières coïncident pour t = ο avec* ees données 

f»· ..· . < . I ■·. >-«,«·. « . it. It , ι .f. >./'·. M, · t . ί, ί>, <·. . .1 . > . t χ-, ι » . t ·. 

Nous dirons qu'elles constituent « ««.·· soiution iurètdente du système 
J*mrife .llttlÂ., h«tte \UK — Fas\ IV. iq v^ . ^ ^ 
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tie Xm ier « correspondant à ces données quand elles posséderont les 
six propriétés suivantes : 

ι" Elles sont définies sur Σ pour un ensemble Ede valeurs positives 
de f dont le complémentaire par rapport à l'intervalle u>, -fil est de 
mesure nulle. 

*.?" Ε contient le point f = o. 
0,Λ W.rli .r. i ) t\ i ,r„ l \ f · - t»„ 

-V" Les quantités 

W / ' .-j. fi i . /) — ι , Idxdy 

92i M =|| [ H;(.t. »·. fi — «îri.r. r, /ι — »-.;.i.r, #» - c"Î«.«·. r. (ij i(ri/l . 

sont finies en tout point de L et la fonction 

- "vv* i / I · V I ', / I tit 

est non croissante. 
5e Ou a pour tontes les fonctions Φι ,r. eontinnés sur Σ Γ, 

ainsi que leurs dérivées premières, la relation 

: <| ■ (f ft ι ι . t > —'·—tl.i <t i μ .·/, < .t . ». / . »1», ..·. » ι tf.rtrv ~ u. 

et les trois relations qu'on peut déduire de la précédente en permutant 
arbitrairement les svmboles 11 et » . .r et r. 

t»u Entîn la fonction suivante t1 ) garde une valeur constante quand t 
décrit Ε : 

, ιοί | ti( || ^ rn**\ \\ / t j ν A.f . t , / » jj | - 1

 |
 v

 it' | \ ' ' ^ 

If S if (.i-, I. 1. /I - »-/>]</.»-</» 

— I Ί* || 5 '·' · -f. * . f 1 /» ι. ν. t ι . .f ' ί c, , : (/»· -/» . 

ιιι il el li seul des tondions arbitraire?, à cela près ipiVlles vérilîem les 
conditions énoncées au début du paragraphe 4. 
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La conclusion de celle section est qu'd tout système tie données véri-
fiant les cnm/itions ι r' ) ou t. c") correspond au moins une sofution 
turbulente. 

Iteman/ue. — La solution turbulente que nous avons construite 
possède une structure très particulière, lïien ne nous permet d'affirmer 
qu'il n'existe pas d'autres solutions turbulentes correspondant aux 
mêmes données. Mais s'il eu existe d'autres elles possèdent également 
cette structure très particulière. Les paragraphes suivants vont en 
effet nous apprendre que cette structure est une conséquence des 
propriétés par lesquelles nous venons de définir les solutions turbu-
lentes. 

II. — Structure des solutions turbulentes. 

(Î. COMPARAISON ΙΓΓΝΕ SOU TION ΠΤ,ΒΙ;Ι.ΚΝΤΚ ET N I NE SOI.VTHIN ISÉIH -

I.IÈUE (' ι. — Soit une solution turbulente; utilisons les notations du 
paragraphe précédent. Considérons une solution semi-régulière 
<H;r. v. t\ hyi\ r. t\ définie pour f„< t < T„% ·> t mes. ef. 

t appartenant à I' et à l'intervalle t Τ,Λ- posons 

H-I I ι — || ; j II I .«·. r. Il ni .r. r. t ip - ! r - U p ; tf.rilv. 

Ji[
' ' ' "Λ- < I " " ' ' " ·' ' " ' ™ί/7 -

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

Rappelons que la fonction de 

|| t , / * -- f*~ ] «/.c c 

».(·«.ιΟΙ,^^Γ 111 l::':! [?]>■+· 

est constante et que la fonction * '\Ot Ct-f- -t f pl M t \dt' est non crois-

i ' ι Ce paragraphe généralise te paragraph·.· IS du IIlia pitre III. 
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santé. H en résulte que la fonction de /. 

(Ill- (i l t ι — -J j J-, I u/f · || | il I .»·. r. t ι II (. r. 11 · ι7ι | </.» r/l 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

est non croissante. Tenons compte de la constance de la fonction poi, 
îles relations (9) et îles équations d; Xavier que vérilient f/\.r. w 11 
et Ai.r.v, fi. Nous constatons ainsi que la fonction non croissante ο ι) 
est. à une constante près, égale à la suivante : 

ill' - «r . / l 'J | / ' · \ lit'— | lit' jl , Il fi ,·.■! : .· , II. - J J j ./' ./l . 

OR 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

et si 'V(') représente le maximum à l'instant f de la plus grande lon-
gueur du vecteur ι/ι .r. v. f), A(.r, r. fi le module de cette dernière 
intégrale est manifestement au plus égal à 

\ -î "V ι / 1 y tv». f 1J « V 1, 

Puisque (q t ) est non croissante il en est donc de même fi fortiori 
pour la fonction 

— f\ 1 t · ·· V I /" i / . r.'/ \ ' f \ 11'1 ' 1 / ' 1 lit . 

Or la fonction 

V | /m /' I f/i — \ -I | "^l / ' \ Il'l f ly'l ' ' </'" - — | ·"-i f I H I /' I ,7/ 

ne peut manifestement décroître. Donc la fonction 

ΐ ι -Λ —— * Ι "\v~ ι / ι tv i / ir// 
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est non croissante. IVoù résulte (A que 

% ·> t mes. ef., = mes. e- — . \ f s . ; fe., = » — *>. 

est nue fonction non croissante. C.e fait important nous permet de 
comparer la solution turbulente et la solution semi-régulière que 
nous considérons. 

7. Ucuci.Aurn. Ι/ΓΚΕ SOLCITOK nuisriKMi: sut CERTAIKS IMEKVAI.I.KS 

ne L'AXE PKS TEMPS. — Choisissons un instant quelconque t
t
, apparte-

nant à Κ et considérons la solution se mi-ré gulière correspondant aux 
conditions initiales ny.v. v. /.À. n-r. v, Supposons-la définie 
pour /„ </T„. \oinnions-la <n v. f », fa. .r. ν. η et appliquons la 
conclusion du paragraphe précédent : ο\/,Λ étant nul, »■(/) est iden-
tiquement nul. Autrement dit la solution turbulente étudiée coïncide 
avec cette solution semi-régulière en tous les points de Ε situés dans 
l'intervalle t,/„. T„ L 

l\iur utiliser cet intéressant résultai, posons une (iéjirution : un 
intervalle ? île l'axe des temps sera dit intentille de règu/aiitè lorsqu'en 
tout point de Ε intérieur à i u{J\ v, 11. et .r, v. /1 coïncident avec une 
solution des équations de Xavier, régulière dans t, et que cette a f Ur-
ination est fausse en ce qui concerne tout intervalle contenant i. 

l>eux inlervallesde régularité ne peuvent avoir depoint (intérieur"» 
commun. On peut donc dénombrer ces intervalles; soient 

M, Τ,. î - - >. >. ...ι ι H; ^ T/1. 

Tout point de Ε est soit un point H,. soit un point intérieur à l un 
des intervalles Θ/Γ,. Quand un intervalle Θ/Γ, contiendra des points 
n'appartenant pas à Ε nous poserons en ces points tt(.r. v. /V 
>\.r. ν, Λ égaux à la solution, régulière dans Θ/Γ,·, avec laquelle 

ι :ï Kii eliel si f, appartient ;ι F. el à l'intervalle ι f„. T„ ι et si t. qui appartient 
par Ιι\polliése à Κ et a t f„. "Γ„ >, esl supérieur à t{. alors le caractère décroissait» 
■le tt ai a pour conséquence l'inégalité : om /1 > :>( / i. 01 /> désignant l'intégrale 

ilo l tMjualioii ; ^ ι /1 - j -ν - ( / ι ^ ι / \ */t rzn o/i f
 t

 ■. t H* ι /ι *v ί /, ο*'-1 λqsfddef 
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ιι κ.ι\ \\ Λ. *\.ι\ ν, η coïncident presque parloul sur β/Γ; : la défini-
tion îles solutions turbulentes continuera à être vérifiée. Dès lors 
M(U\ v, /) et r(.r, >·. D coïncident à l'intérieur de chaque intervalle 
(■VI',· avec une solution régulière des équations de Navier. et celte 
solution devient nécessairement ïrrégulière à l'époque T. D'autre 
part, l'instant / — ο appartenant à K. l'un des points Θ-, soit β,. est le 
point ο; Θ,Τ, est l'intervalle ί,ο. "Π: toute solution turbulente coïn-
cide avec la solution semi-régulière qui correspond aux données sur 
tout l'intervalle de temps on celle-ci -xiste. 

Ces résultats nous autorisent à donner nue seconde définition des 
solutions turbulentes, équivalente à celle du paragraphe it : 

Soient des conditions initiales m.i\ ν, ο t. * *.<·. \. o> vérifiant les 
conditions ^ΓΊ OU tc"> [c/\ Chap. III. J? 10 J. 1 tes fonctions MT.R. ν. Λ. 
K.r. r, 11 constituent une solution lurfmiettle tirs equations </<· Ληοητ 
correspondant à ces données quand elles possèdent les quatre pro-
priétés suivantes : 

i° Ces fonctions sont définies sur un ensemble ouvert Ο du deioi-
axe o>/: le complémentaire de Ο pur rapport à ce demi-ave est de 
mesure nulle; à l'intérieur de chacun des intervalles il ont se com-
pose O. M(.»\ v. 11. c^.r. v. /) constituent une solution régulière des 
équalionsde Xavier, qui devient irrégulière à l'extrémité droite de 
cet intervalle: 

a" La fonction \s\/ >. qui est détinie en tout point de O. est non 
croissante : 

l" L'intégrale 

fli J *t, ,î\ \
 v

 / t/ί t ,t\ ι , / t Λ ι .τ , ι
 %

 / » ν , ,f „ ï , t \ ] <Ar e/i 

est égale à une fonction de t continue sur tout l'intervalle |o, -ρ- x». 
quelles que soient les fonctions n(.r. ν. 11. V.r. v. t\ qui sont 
toutefois assujetties à vérifier les conditions énoncées au début du 
paragraphe fi : 

{" u(.i\ ν*. / ï, »\.r. v. t) eoï η ci dent avec la solution semi-régulière 
qui correspond aux données en tout point de l'intervalle ν o. Tï sur 
lequel celle-ci existe. 
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8. Coxeu siox. — On peut résumer cttnunt suit ieetmtenu de ee c/ut-

pitre : Nous ne sommes parvenus à établir do théorème d'existence 
non local qu'en renonçant à la régularité de la solution à certaines 
époques, convenablement choisies, qui constituent un ensemble 
fermé de mesure nulle. Λ ces époques les inconnues ne sont plus assu-
jetties qu'à une condition de continuité très large y'ï" Jet à la condition 
de nou-croissauee de (·»" κ Les propriétés énoncées au cours du 
paragraphe précédent intéresseront le Lecteur, j'ose Γ espérer, à la 
notion de solution turbulente, Certes il est peut-être possible de faire 
une analyse pins fine que celle qui se développe au cours des trois 
premiers chapitres, et d'établir ainsi qu'aucun mouvement ne peut 
jamais devenir irrégulier. Même dans ce cas les raisonnements de ce 
chapitre garderaient quelque intérêt : il est facile de les transposer à 

d'autres problèmes: et il n'y a aucune raison pour que toute cette 
catégorie d'autres problèmes soit incluse dans la catégorie des pro-
blèmes qui admettent toujours des solutions régulières. 

V». LOMCLOIEMS tnxvins ν I.'KASOUU.K i>es IMKKV.VI.I KS I»K nr*a ΙΛΚΙΤΙ:. 

— Il est aisé d'étendre aux solutions turbulentes la validité des rela-
tions suivantes ̂ ! "i : 

"sOt t <· - ι »> t V j ξ » //ί ^ - S^OUL», t ; 

t t . < Λ » / » " h ^ ~t ρ |h»«r I ; Il 111 »vl < I 

D'où résulte que nous avons, quel que soit /, compris entre ο et 
l'époque finie T. : 

t t . < Λ » / » " h ^ ~t ρ |h»«r I ; Il 111 »vl < I 

De même que cette inégalité nous a fourni au Chapitre III le théo-
rème e, elle nous fournit ici une ^ènêniiisution du titètwème e : ·) étant 
l'époque que définit le théorème e. toutes les époques T. finies sont 

» ' * ( y". Lhapùre lit. formules > S > cl ι ιό >. 
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intérieures à 0. Autrement dit. /*«« des intennllcs tfe régularité con-
fient l'instant ft «·! s'étendjusqu'à -f- x. 

D'autres résultats peuvent être acquis par des considérations ana-
logues : dans l'inégalité 

V | Λ-1 / 1 '/f v - vv\ll^ 

remplaçons, à l'intérieur de chaque intervalle fini H.L, par la 
minorante (ι.|Λ; introduisons la fonction 

\ !\t\-f \ η _ _Î'-ÛIJ- f.tt ; 

représentons par des sommes étendues à l'ensemble des intervalles 
de régularité dont les longueurs sont finies; il vient 

« iài >'Si V! >i T.·— H «] s i«V 

Ainsi la série 
S . T.- β ill i««C ; I 

est convergente. L'ensemble Ο des intervalles T,H
;
 est donc un 

ensemble ouvert de nature assez particulière. 


