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MOUVEMENTS PLANS D'UN LIQUIDE VISQUEUX. 331

Essai sur les mouvements plans d’un liquide visquewx
que limitent des parois;

Par Jean LERAY.

A ma Femme.

CHAPITRE 1.

MOUVEMENTS INFINIMENT LENTS EN L'ABSENCE DE FORCES EXTERIEURES.

1. Introvucrion. — Commengons par écrire le systéme d’équalions
aux dérivées partielles qui régit, en I'absence de forces extérieures,
les mouvements plans et infiniment lents des liquides visqueux :

_ du(x, y. t) 1 dple. y, &)

{
vde(e, v, t) o,

() dt o dx
I A B id -

v Ac(on s 1) — aru-d,’).- t) % dp(-z}g.- 8
() dule, y, t)  de(e, y, 1) .

du N ay

Au cours des Chapitres 111 et IV, consacrés a I'étude des équations
de Navier, nous utiliserons la conclusion du Chapitre II et celle du
paragraphe 15 de ce chapitre. Toutes deux sont basées sur les résul-
tats énoncés au paragraphe 13 du présent chapitre. Ces résultats
affirment que le premier probléme aux valeurs frontiéres relatif aun
systéme (1), (2) admet une solution. De plus ils énoncent une régle (')

(') Cette régle ne me semble pas pouvoir se déduire des développements, en
séries de fonctions orthogonales, par lesquels M. F. Odgvist a intégré le
systéme (1}, (2) (Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, t. 22, n°28, 1931).

Journ, de Math., tome XIII. — Fasc. IV, 1934, 43



332 JEAN LERAY.

qui permet de majorer i chaque instant la plus grande longueur du
vecteur u(x, y, t), v(x, y, t).

Précisons quel probléme nous nommons premier probléme aux
valeurs frontiéres : Le liquide initialement au repos emplit l'intérieur
d’une courbe fixe; on 'y injecte et on 'en laisse sortir, par les divers
points de la paroi avec des vitesses donndes. 11 s’agit de déterminer
le mouvement du liquide & 'intérieur de la courbe en supposant qu’il
obéit au sysi¢me (1), (2). Indiquons un caractcre évident de la solu-
tion : une modification instantanée des composantes normales de la
vitesse d’injection doit, & cause de lincompressibilit¢ du liquide,
entrainer une modificalion instanianée et finte du champ des vitesses
tout entier; il se produit des percussionsinlernes; la notion de pression
n’a plus de sens. Une modilication instantanée des composantes tan-
gentielles de la vitesse d’injection n'entraine par contre a I'intéricur
du liguide qu’une modification progressive du champ des vitesses.
Ceci explique pourquoi le vecteur vitesse apparait sous forme d’une
somme [cf. formule (37)] : I'un des termes est le gradient d’une fone-
tion harmonique ; en premiére approximation (') il coincide le long de
Ia paroi avec la vitesse normale imposée au liquide. L'autre terme de
la somme est une intégrale double, étendue le long de la paroi el
portant sur le temps.

Toute la difficulté du probléme réside en la définition d'un tel
potentiel el en son étude. Ce n'est pas un potentiel de double couche :
Aucune combinaison linéaire des dérivées de la solution fondamentale
de M. Oseen ne se préte 4 la résolution du probléme aux valeurs fron-
ticres (*). Toutefois c'est & M. Oseen que nous devons la solution
particuliére du systéme linéaire (1), () grice a laquelle nous avons
pu construire un tel potenticl. M. Oseen a résolu (*) le probléme aux
valeurs fronti¢res dans le cas ot le domaine est un demi-plan; notre
solution particuliére correspond (*) au mouvement provoqué comme
suit : le liquide est au repos; il adhére & la droite qui le limite ¢t qui

(') Clest-i-dire quand le liquide est én mouvement depuis peu de temps, ou
bien quand le coefficient de viscosité v est faible,

() Unavist, Arkiv for Matematil| Astronomi orli Fysil. 1931,

(*y Oseex. ydrodynamil. § 10 (Leipuig, 1927).

(*) Nons laissevons au fecteur le soin de e vérifier.
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est immobile; toutefois durant un instant trés court on lui impose le
long d’un trés petit segment de la frontiére une vitesse uniforme tan-
gente & la paroi (). Les formules obtenues définissent cetle solution
particuli¢re dans tout le plan; cependant le potentiel qu’elle permet
de construire est sans intérét quand le domaine cesse d’étre convexe
(ef. § 6).

Dans une Note (?) j’ai indiqué comment on pourrait vraisembla-
blement aborder le cas des domaines non convexes. Mais j'ai étudié
les problémes linéaires auxquels sont consacrés les Chapitres I et 11
pour la seule raison que les Chapitres 11 et 1V DI'exigeaient. Aussi
n’ai-je envisagé que les circonstances les plus simples; il n’ent été
guére plus compliqué de supposer les parois mobiles; je ne I'ai pas
méme fait. '

I. — Une solution particuliére.

2. Dernimions. — Les mouvements plans et infiniment lents des
liquides visqueux sont régis par les équations
L, i U dP OV o
i) JALI——J?——-E()—\! JA‘U-—'W—E’)—\,
, U IV
(". J ﬁ -+ -f)—‘: =,

Nous allons définir, ¢ restant positif, une solulion particuliére de ce
systéme; elle s’annulera avec Y ; elle sera de la forme

U=U,+U,, V=V, V,

et (U,, V,)sera le gradient d'une fonction harmonique, tandis que U,
et V, satisferont I'équation de la Chaleur

2 ‘ JU
(J) JJU_W_O.
La théorie de I'équation de la Chaleur est basée sur les propriéiés
SR X4 ¥ e
. . e e ., Y —EEv
de deux de ses solutions : la fonction —— et sa dérivée - e

(") Fredholm utilisa des procédés analognes en étudiant d’aatres problémes
aux valenrs frontiéres.

(*) C. R. Acad. Sc., 1. 193, - décembre 1931,

r s
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Pour construire les solutions fondamentales du systéme (1), (2'),

M. Oseen utilise d’autres solutions particuliéres de (3), dount la fonc-
NT4-YE Y -_x:_+ ¥
¥l

tion L c u e et ses dérivées X e ¢ e
3o’ X1 ST

AW

Ces deux derniéres fonctions satisfont donc (3) et les relations

J X Sy J y ¥Rl -EE
ax| ey oY L rTT !
o x -=Fl_o] Y SEF]_

i lxr Tox I =

I1 en résulte que les fonctions €L,y 3, G, définies ci-dessous par (4),

Fig. 1.
A
(Yl

o X -

¥ Vol
x-Z 1Yl
s >
Plan de /a variable
complexe A

satisfont elles aussi I'équation (3) et, en outre, les relations (5) :
X +\“d7\

X+ 2
ax, Y, t):f)(\_'_)) —)—‘1" i 5T

(\+H"+‘\ d?&

Y _
7 b ‘]' — . e
() { (X, Y. ) ,[(;)(_,\4—).)14— e W

l\+l) +X* .

- - ]
2(X,. Y, )= - » i
CI(\. ) ‘/(;) I, € 1/ 5
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(.\\) est un axe paralléle & P’axe réel et situé dans le demi-plan

IJR)<—|Y],

dEL oy, . LI Jda,; Ry _
(5) X T = n% WX

I.’on a, en vertu de (5) et de I'équation de la Chaleur,

d'c’(,_‘ v L de[
) ot —YA=— o 5%
(O
( ) ‘q_‘j‘!’—!—i AU-' fomd 1 dc‘!
A= L e

Il est préférable d’écrire les relations (4) sous la forme

| L
N, Y, 5)= RECER —x)’
- Y _7\'1"—‘-1’«1\'3 dh —
(7) é U.‘[(X, Y.- t}—‘ ) )_2__*_ Y‘-’c (7&— X)I’
z:
enx, Y, ¢ —‘;mf ;oD
(N, Y, )= I (J\)' (7\-—\()"

Il résulte de ces formules (7)

AL 1) Je
(8) %ﬁl = Ry, —d?[:“i‘lﬂ_- Ex—l: 1€y,
oy Jdody JC;

Les formules (8) et (5) montrent que 5==ems Se=e oS3 gy

. . e . . 0Cr ., OC;
s'expriment linéairement & 'aide de &, ,, Br.py, WE’ —()ﬁ%ﬂ,,
G,

Cliprg—r- Nous poserons 5= =C;,. D’aprés (7) les fonctions a3,
et G, ..., sont des fonctions impaires de Y ; elles s’annulent avec Y ;
les fonctions A(X, Y, t) et C;.(X, Y, ) sont des fonctions paires;
elles prennent pour Y = o les mémes valeurs que des fonctions ana-
lytiques en Z = X+ ¢Y, qui sont bornées dans le demi-plan Y > o0;
asavoir ..

S ANz, t) = (A)% e—m(T‘ilz—y’

[ W1 e
" Clar(Z, t) = Genli—y f‘ b
\ (A)

rl(Gv) o+ (I—Z)"

(9)
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3. Soit donc une expression

- X2g-¥e
y _imw

U —iV=—=

Aver

= S 1 a(y— E‘t;) —+ Db - Clar Clar ci,-zr( Crar— c},ev'“w
v

ou les a;, b, €1,9,11 €12 SODL des constantes. Ces fonctions U et V sont
nulles pour Y == o et les équations (1) seront vérifiées & condition que
I'on prenne

(r0) R N i, I R TR a7
Lr

ar .JP S[ o 9C), )
— P SN 2 |

Cette relation définit effectivement une fonction P harmonique,
puisque son second nombre est une fonction analytique. Mais en
général la relation (2') ne sera pas satisfaite. Il nous reste donc & faire
un choix des constantes a;, 6, ¢;, qui annule la partie réelle de
Pexpression

d . d U — iV = gU +()‘( N AT U
N iy (U= 0R Ty ﬁ“ﬁ)'

. . 0] 0N ey ]
Notons & ce sujet que (E)T_'_ [ 5—‘—) F(72)=o0, quelle que soit la

fonction analytique F(Z). Prenons

vi/ d )
S [ @+ biddi 4 €1 ariy € o + Cr0rCap| =+ JI: (()—\ —1 7)7)”31
JU dV) oY JaUu
ox Tox) \ox T oy
‘ X2y2 .
= (i —+ i—d— Y e 7 )4 Lag,
oX JdYy Avi = :

_ONEgye
RN L2\ e i de,
—“5(0_\’01 M AN AR Y

Remplacons dans I'expression (7) de €, le chemin d’intégration ()

Il vient
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par un autre équivalent, mais trés voisin de Paxe réel. Il vient

_XEy o R
aU JVv Lt o (e e N 1 i(a wey g ( ‘al::/)_
X Tov T T 5 OX oY 7 SaY\7 Jax\¢ /=

S

Nous avons donc obtenu une solution particuliére du systéme

(1), (27

Explicitons-la. Nous avons d’aprés (5) et (8) :

vif d . d 3y . ]
e — = 0, = — S [y — (@B — — G,
n(ax m) : 7 LG — @] — e,

Pour Y = o cette expression cst égale a la fonction analytique de Z:
22 K] .
W Lot 2w B v 2 o A
ol e 11'_](:\)1" (h— 2 'n:fm,ﬁvte (A—2Zy

v lc——',—, e}
™ (A)}f" (]——Z)"

En résumé,

Xy . .
v= o 22 9N G Y, - 25,
(1) U 1\_.,1””2(, + Tr(d)si F Y @,(X. Y, 1) P7A
yoooXee .
TV — _e " __Tlra (X, XY i@ (X,
(12) U "—.’wtﬂ(' ﬁ[d_,(_\,\,t) 103,(X, Y, )]
U v v dF(L, 1)
— o eX Y, ) — S,
ol
22
o v 1 - dh
(13) U'(lj‘. ty— - = € '”———,
et, d’aprés (10),
(14) P(X, Y, t):pd{[?——(d—f't)—l.

[ Le symbole (R signifie : partie réelle de .... |

{ De (12) résulte que non seulement la fonction U1 — 7'V, mais
\ encore la fonction

(15)

d

JdY

g Y X2 %2
[U(_\', Yo ) —iVIX, Y, ) — e ]
.£|\ -

s'annule avec Y.
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Remarque. — Soit (A') le chemin d’intégration symétrique de (A)
par rapport & I'origine. Nous avons

AN Y. )—a X Y, )= A e "ﬁ;;\'f L
vt ) ]( o T (A+J‘\.'})a2+ Y2 7.——X.'
o oa- . B} Y =L LY
BN, Y, ) — @ (— N, —Y, )= it
GIN Y, 1) — 03 (— N Y. ) (A-;—A’)lz—‘—\'ie F— N\
LS .
s . . e ™ -2 dn
X, Y, +~e(—X, =Y, )= — e ' - 9
{(A+AT) r—X\
22
F(h,ty = F(—2Z,1) = iv[‘ ;;é—Fﬁclfl,.
TJasan L— 7

Or ces quatre derniéres intégrales relévent du calcul des résidus

. o ) N X
a(N, Y, ) —a,(— X, =Y, l.)_—_:n:im[e v —1],

C e - Y P S
BN, Y, ) — B (— X, — Y, t)y=—2ri [e we —[J,

Xi4- X2
(16) _Xeiye
> B
(N, Y, 1)+ &(—N, — Y. I):?.ﬁic g ,
: 2
F(Loty +~ F(—Lt) = QL’” [e—m_,J_

Par des dérivations et grice a (8) on obtient des formules analogues

MF
concernant A, (3, €y, 57+

%. MaoraTions. — Nous nous proposons de majorer les fonctions
précédemment définies. Nous posons, au cours de ce paragraphe,
x="5y§vt, Y =1y4vz, Z =0 {4t et nous remplacons dans les for-
mules (7) A par Ay/4vt. Il vient :
pour | <1,

- - 1 1 - . l”t
UEN, Y, 1) = et
(10 1), T =k
(hve)y ™
. x- ' 7 y i
X, Y, )= - G —
- \I.,)’ N b— )
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L, étant I'axe paralléle a 'axe réel J (A) =— 27} pour 1<,
o v gy (— V)T 1 ‘ I3 e dh
QAN Y, ) =—7 A N v
(avey ™
v v ey (0 T N ege A
(XY, = 77 + fﬁ)l*—l—n"e a—, (7&—’3)’"
Aoty
(L.) étant 'axe paraliéle a 'axe réel J(A)=— -

Le cas < —1 se raméne au précédent, puisque &, est fonction
paire de Y et @, fonction impaire. Remplacons les symboles figurant

sous les signes f par leurs valeurs absolues; désignons par la méme
lettre A diverses conslantes numériques positives; il vient :

pour Y*< 4vt,

PN Y, O < ——p
[ut—i—xi]—z

o AY A
[ (XY, 1) < — 1< 4
. Vei[ve+ NP [ve+ XBT

pour VAvt <Y,

Y2

o (— )+ Ae ™
cl,(N,\,t)—i—( g, Tl [
[ul—l—)'\"]g

_x

R — Yz Ae ™

@GN, Y, 1)+ ( Z[I) < 1

_ o [ut—l—x2]2

pour Y < — Vi,

L&

o — ) tgi Ae

(X, Y, UTE\—)"\‘)I < 7’

[ve+ X2]?

'\"_"

o E0E] Al ™
u}l(_}\,‘,l)—r(x__i\()h< . j.
[we -+ X2J

Majorons de méme G, (X, Y, ?) : lintégrale

f e e seorive ——— [ o dr_,
) F=xX) peunt s & —i h—2)

Journ. de Math., tome X1IT,— Fasc. IV, 1934. 44
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v o e . \\, Y R
elle est donc inférieure en module 8 ———;, d'ott
[ve+ N2

K

v oy

Y Y

vle "’[l—%——]
: wi

leﬁ'.’l(x7 Vf! t)l< |+r, - f
(vi) [vf+ X2 ]’
X o
V.‘\ e ad v \ e i
< ; [< ‘__,, I
L tf - ca gD
—_— - a 12 ¢ Y
(ve) ® l,w+\2]’|1+1__l (v0) * [N V2

Enfin en ce qui concerne F(Z, ¢) la derniére relation (16) nous
montre qu’il suffit d’envisager le cas ot Y > 0. Nous avons alors

JNI(L ty ! '/' X
dLv - 1+ 4 22¢ (7 —E)”"
(4»t)

D’on
HTF(L, 1) v A
M < [t

Vve[ve + X2 Y1) 2

(17)
pour Y >> 0 et méme pour Y >—\/4vz. Notons, en outre, que

ot 7 (L, ¢ ¢« yepn .
# augmente indéfiniment quand ¢ tend vers zéro.
Appliquons ces résultals i la fonction U — ¢V, nous obtenons un

tableau d’inégalités importantes.

Posons :

o
¥ e E .
:\e_""“[l—t— 1—] -5
. vi Ae
A, X Y, v)= g 7 < =, y
| 27 (v [N N ] e

Nous avons : pour y4vt< Y,
N §E !‘v’—'_()g(z. f)]l

‘ ar= — Y =
(18) 10,.\1'()1'/[1}_“ T neE© Tz T T dE ]
<vA, LN, Y, ve)
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Dong, pour y4v¢< Y,

: - X2y
w2 Vo _iw_ Y
{(18") I IY U — iV TE e
vA .
< d YA (N Y, v,

P A B
IRTIR G o

Pour Y << — v4vt,

0 A Y —‘—T%E dF(L, t) i
(19) im[ J—iy ——Wﬂ =g <vA, (X, Y, vi).

Donc, pour Y < — vt

d.uu,u Y _.\'f+!"-' ') ')l’,"J( _ Ei Q
'Y e U — (V — —— ¢ ™ 4 ikl WP
(19") u_\wm{‘ N —oE oon | 7= N ) )
» A o
< . 1 P —+ ‘JA“I’,‘I(’\.‘ ‘Y.' ‘J‘t;";
— 41
VIt X2 V2]
Pour Y2 < 4,
gred . Y —3,_—::‘— vA
{20) |(——-*—)x/,d\,l[ll——r\ — 55 < = e

(M)T[ut—l— LCh I

Si g =o0 ou si ¢=1, on obtient des inégalités plus précises
que (20) en tenant compte de la propriété (15) et en intégrant, par
rapport & Y, les deux membres de (20) oil I'on aura pris g =2:

Pour Y*< 41,

e T Ly TR yAY
(20) W[L—I‘—m—:e < _ |+£-’
(veyfve+X2] °*
Pour Y2 < 4v¢,
) on e Yy - vAY?
(20") N [Ir—l\—_,l‘”_le < 1,"

(vt):::[vt-l— X2)

5. RELATIONS AVEC LES POTENTIELS HYDRODYNAMIQUES DE M. Obovist
(Math. Zeitschrift, 1930, t. 32). — Nous nous proposons d'étudier les
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intégrales j M(U —V)de. D’aprés le paragraphe 4 les intégrales
f ra‘,(x, Y, t)dt et f ) (X, Y, 1)dt sont absolument e.t uniformé-
ment convergentes, lant que X2+ Y?2nes'annule pasetsil>3. Sil2 2,

Iintégrale f Cr(X, Y, t)dt est absolument et uniformément con-
0

vergente au voisinage de tout point (X, Y) n'appartenant pas a I'axe
des X. Done, compte tenu de (5) et (8), on peut appliquer la régle
de dérivation sous le signe somme aux trois derniéres intégrales
écrites, exceplé quand Y est nul. De méme,

T2

w[ e Mt 1 ] = Y dt
a(N. Y, ¢t dt<&f ~ - ‘dt+_~\f —_—_—
f* ( ) vt -+ X? f\——e—l- Y+ \vi[ve -+ X2

e

-
1 e 2 'Y / A

<;~\f I:-e——i—%]dl—k;-\ —-(—”<-‘—\
o vi y: - i v

= ()

La fonction f @,(X, Y, t)dt est continue et bornée damns tout le

¢ kd k o » LI . 1
plan; elle s’annule avec Y ; et I'on a, Y étant supposé positif jusqu’a
nouvelle indication,

A . o dd (X, Y, 1) '
A.[ LBQ(I\,\,t)dl._;l ——T——-d‘l ST

D’o0 nécessairement

= . =i ¥
I @&, (XY, ) dt= ST

D’aprés (17),

f l iy F Z t) If”—<f v A dt < A . pour ¢ 1.

Vvi[ve ~ X2 Y] 2 (N2

Finalement

Y rf d .ONY T AT, 1)
f ([‘—'l‘ltll-——_. 1= ;(BK—,JT)Z_j T!”

u
_ 2XYW{(X—i§Y) i/ ["‘ dF(L, 1)

NP YiE A a7

LU}
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le premier membre est continu et nul au voisinage de I'axe des X,

origine exclue; la fonction analytique f d”(l" 97 0) gy est, pour Y > o,

A
2

inférieure en module a [X*- Y27 *.
pour Y >o

” oF (L, t) _ f P e g 2 XY (X — Y
1 f a7 37 el ‘j (U—t\)(lt_m.

On a donc nécessairement

n

L’on reconnait en f Udtet f V dt deux composantes du tenseur a

I'aide duquel M. Odqvist consiruit ses potentiels hydrodynamiques
de double couche, relatifs aux mouvements permanents.

Supposons maintenant Y <{ 0. Le caractére impair de 3,(X, Y, ?)
par rapport 4 Y prouve que

® e _mi Y
.f"‘ ('.‘.J.\,\,l)dt—-—‘z—u T
D’oii résulte, par I'intermédiaire de (11) :

T v i DF(L, 1)
v[(b—z\)m_gz—f“ 2T D,

sous réserve que la derniére intégrale écrite ait un sens.
Or, d’aprés la derniére relation (16),

d.J-(/ ) f)J(——/ t) ‘uv tT
[ [0 [ 5B a

Utilisons la premiére relation (21); on a

TAF(L, t) , i a2 ["Td| 2ive i
fo' 77 d‘—_-ﬁ—ifo oTt[ 72 (e )]‘” EYA

a condition que X*— Y*>o

(22) 3 F‘inalement I'intégrale f n(U —tV)dt est nulle pour
{ —|X|£Y < oetn’aaucun sens pour Y <— | X]|.

Les résultats obtenus awr cours de ce paragraphe auraient pu étre
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déduits directement des formules (7), (12) et (13). Il faut en retenir,
(21) et (22) : I'intégrale / -Z(U — iV )dt a des expressions analytiques

b

différentes dans les deux demi-plans Y >> oet Y < o3 plus généralement

il en est de méme de l'intégrale /.;(U — iV)dt, quelle que soit la

constante positive ¢, car f (UU —£V)dt est une fonction analytique

de Xetde Y; de par (18) et (19) nous savions d’ailleurs que la fonc-
. - wr . OF .

tion U —7V 4 ?).;7 a également, dans ces deux demi-plans, pour £ = o,

deux expressions analytiques différentes.

II. — Un potentiel gui satisfait les équations du mouvement
infiniment lent d’un ligquide visqueux.

6. Derximions. — Soit une aire X limitée par une courbe I'; celle
courbe doit admetire en chaque point une tangente et un rayon de

o x

courbure; la borne inférieure de ces rayons de courbure doit éire
positive. La courbe I' est orientée dans le sens positif; elle est décrite
par un point P d’abscisse curviligne 5. Soit M un point situ¢ dans £
ou sur I'; ses coordonnées sont x et y par rapporl i un systéme d’axes
rectangulaires fixes; elles sont X et Y par rapport au systéme cjui a
pour origine P, pour premier axe la tangente positive, pour second
axe la normale intérieure & E. Nous nommons 0 'angle que fait Paxe
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des X avec 'axe des @. Soit ®(s, ¢) une fonction réelle et continue;
nous supposerons convergente 'intégrale

[ N
dt o 7
.[_; |+1‘£‘¢1'I"l,3.- t)|ds.

Nous allons ¢tudier le vecteur (*) it_(.r,ly, 1), v(@, ¥, t) que définit
la relation

(23) i, vy y— vt v d)

At @
:l :M.'gbt[lu's. F e VN Y, 6 — ) — VX, Y, £ — )] ds.

Cette ¢tude est immédiate dans le cas particulier ot @ est indépen-
dant de ¢. u et v en sont ¢galement indépendants. Si le contour est
convexe, (21) permet d'affirmer que, sur £+ T, u et v sont identiques
& des potentiels hydrodynamiques d’Odqvist ; et I'on a, sur X,

v A — L =u, vy — !)‘"- = o, l—}E —+ (—)E —o
o e o dr de = dy
avec
! . . — A Y, y ] 3 — \\A .
‘5[”.L, g ty=1A pr(l’(s) g \_ﬂ,)‘!ds,

Le vecteur , v n’est pas continu sur £+ I : quand le point M de =
tend vers le poinl I’ de I, on a
(1) limjo —ivly=={n — iv]p+ T ®(s) e,

Mo>b

Si I' n’est pas convexe, ces fails sont inexacts, comme le montre (22).
Nous allons donc supposer I convexe, et cette hypothése est nécessaire
& la validité des résultats que contient cette section du chapitre.

7. LE vecteer (u, +) A L'inTERIEUR DE X, — On déduit facilement des
relations (18"), (20), (20") et (20") les inégalités

d/»—'»',v

T UG Y 1) — V(N Y, = 1)) < ¥ Bugl: )

Vv — )[4+ vl — t")]:E

(') M est facile de voir que ce vecteur est indépendant du choix des axes de
coordonnées., ' DA ' '
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le symbole B,,,(«, v) représente une fonction bornée sur tout domaine
intérieur a X. Ce résultat nous permet de constater que la formule (23)
a un sens, et qu'on peut lui appliquer la régle de dérivation sous le

signe f un nombre quelconque de fois par rapport & x et y; dés
lors u(z,y, t) et v(x, y, t) sont & Uintérieur de T des _fonctions continues
qui admettent des dérivées partielles de tous les ordresen x et y.

Démonstration de la relation

“dulz, y, 1) 4 do(w.y, t)

(2) o Jdy

0.
Eerivons (2') sous la forme
00T e v ee ]
‘(R{l%—l—zaj—’]e-“’[b’(}\,),t——t)—t\‘(!\,\,t—t)]}:o.

La régle de dérivation sous le signe somme permet d’en déduire

(R% [d_.d_ﬂ +l,a%][zt{£, y. ) —ie(e, 1, )] i=o.

La relation (2) est donc vérifiée en tout point intérieur a .

Démonstration des relations

(1) p ~ 9 T iam—% vAv— — — -
Nous avons

a2 27 . )
{25) I-EF +T)§z——’] [e(e, 3, )y —iv(x, y, )]

¢
= f dv 95‘ @ (s, ') e~
& :

i d.- 7 7 f LN ¥4 td r 7
X[W—f—w] (U(X, Y, e —#)—iV(X, Y, t—t')]ds.

Les relations (1") et (14) nous apprennent que :

(26) o[ 2+ LU, Y, e— ey —iV(X, Y, t—t1)
ax: + vz
o P F(Z, 1)

; d .
__" J— 7 __'___ a2 I !
_'”U(X_.Y,t i) zle(X,l,t )+ VAT H
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FF(L L)
or o701

puisque d'aprés (17)
tend vers zéro. L’ obtentlon de formules du type (1) n’est donc pas

immédiate.
Mais d’aprés (25) on a, si 7, < £,

alyy- @ 2
{25” j lﬁ—’ + Fdl—-’ I [lt(.z;_,, Jsd)— ivie, Js “l et
1 AL

du?

Lt *
= f ([t’Sb Dis, ") eNels

ly -
f I')\" l[b{\'l F—0)—iVIX, Y, L —U'y]ddt

- f (ll,’¢ (s, ') e oy
2 .

1. -
¥ 02 di | . . _ , v ) ) {
Xf [:JT ‘*“JFJLLW-" Y, o —0)—iVIN, Y, t—1)]dt.

n'est sommable sur aucun intervalle ¢, <<z,

dF (4, t —1') © 1epos
——(————J augmente indéfiniment quand ¢ — ¢/

De méme (26) nous donne pour &' < t, < ty,

ks M
EUN u/ [d’)\ 1)\ ][L INCY, e — ) — NN Y e — )]t

L -

I O N UL i dF(L, ¢ — ')V

_[b(’\_.‘l,t Uy—EiVIN, Y 1)+ —7 |

Dans cetle derniére relation faisons tendre ¢, vers ¢'; d’aprés (18
[} b} p b)

dF(l, 4, —1)

U(X, Y, 6=y —iV(X, Y, (,— &)+ 7.

Jd [/
tend vers — 2 v )Z( ), il vient donc

/3 " d\) /
{26") uL [dX' I ][U(\ Y.t — ) — VN, Y, i — )] dt

=U(X, Y, t,—t)—iV(X, Y, 1,—¢")

DT (L, ty— ') a0
a7 AV

Transformons i l'aide de (26") et (26") le second membre de (25")3

Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. IV, 1934. 45
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nous oblenons

JEAN LERAY.

BE g g
(17) u-[ [ﬂ + 5'—} fet, yy by = dvle v by | d
- [”‘("L'r ) — (vie, y, ) Ijx

J ! N -
+ [ [‘ ,/;’tj)q)(,q, U)F(L o — t',m's]

— f
N B G A
; w”_);v[,: o 93-1['(.«. [ )Zér[.ﬁ.

D’ot résultent les velations (1), avee
[28) pla, r.lj=—-® et Dis, IyFhot s
TR TRAS I SR : '

— v :.t/) D5 1) /j a’.vs.

r . r ¢ Y . | r v {) "
Toutcfois la réserve doit élre faite que la dérivée en 5 figurant au
second membre ait un sens : ¢’est par exemple le cas lorsque ®(s, £)

admet par rapport a ¢ des nombres dérivés bornés.

8. INTERIEUR DU DONMAINE ET POINTS FRONTIERES. — Tnégalités préliminaires.
— On dédnit de (18) et de (20") les inégalités ()

\ LN, Y, — iV Y, < )

e x ) AY
f.‘/" "Alt'l\:\.‘l.]““l\'('\‘!‘IPLJE([[‘<F\——__3__[_\-_:-

Soit
(e v 1;:5{) TUCN, Y, 1) — iV (N Y, 1)) ds.

{29} { On a done, ott que soit le point (&, y) & l'intéricur de X
ousurl’,

E(e, y, ) < -;3 el f E{w, y, t)ydt <X,
| [

{'y Sigonualons en outre une inégalité valable seulement sur X -1 : on
y Al 132 " ‘ ;
a iy < 572 our /> —; B désignant la plus grande distance de denx langentes
v Vv

a I paralleles,
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Discontinuité a la frontiére du vecteur u, v. — Soient ¢, une valeur
quelconque de ¢, et = un intervalle de temps arbitrairement faible.
Introduisons les deux fonctions suivantes :

®. (5. 1 Qs 1)y —D(s. 4, pour ({ — &, | >¢,
P, 8. -
a ) M pour {{—{,| g &;

i v pour | —1{,|>¢,
O,(s5, )=+
25 ) I (s, 1) — (s, {,) pour (£ —£,1 & &

Le maximum v, de | ®,(s, ¢)| tend vers zéro avec z.

Soient
o, vy —ivile, ¥), (&, ¥, L) — ivy (e, 3, 1),

(o, vy by — i, v, 1)

les trois potentiels qu’on obtient en remplacant dans la formule (23)
- la fonction ®(s, ¢') respectivement par les fonctions ®(s, ¢,), ©,(s, ')
el ©,(s, t"). Nous avons

W — (0=t — V-t — IV~ ta— .

Le vecteur u,— i, est continu & 'intérieur de X; il est continu le
iong de T'; il est discontinu sur X+ 1I', comme le montre la for-
mule (24).

Pour [1— ¢, <] E) le vecteur u,, v, est continu sur £ 4T,

Enfin on a, d’aprés (29),
Ay
Vttals ) £) — i 048, v x)1<-r,-j V(e v lo— ') ' < A
Comme v, est arbitrairement faible il est en résulte que # — #v est con-
tinu 4 Vintérieur de I, est continu le long de I'; et si le point (a, ¥)

intérieur & X tend vers le point frontiére d’abscisse curviligne g, de
coordonnées (.r,, v, ), alors que £ tend vers ¢,, on a

(30) Hmfe(e, v, t) —iv{r, 3. )]
— "(".u.- ey "u} - i('(-l'",- Fus l,,) - T?(l)[-G', ll,) e-——if) Gy
Majoration de u et de v. — Le probléme de majorer le vec-

teur u(x, y, t), ¢(x, y, t) que définit (23) se présenle loujours en
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pratique de la fagon suivante : on connait une inégalité de la forme

4
(31) 'gtl)(s.u‘,<Sf Gt — e ) d Vit )

les G; sont des fonctions positives simples |par exemple (£ —7))*,
— 1< «]; les I, sont des fonctions croissantes; il s’agit d’en déduive
une majorante de |4 — ¢} valable sur T4 1'.

Ona
bt vy £) — dv(a, vo )}
f

<f (e, !—l)u’! bt-m’—l)r/lnl‘b

SJ fll,ul.j !u.g (— )Gl — 1)t

1l suffira pour la suite d'ntiliser I'inégalité déduite de (2q),

!
f E(x, v, t — )G (' — £yt
h

I--4

Y

2 A oL , 3 ~ . -1 , ’
\_[T{- f [ETIE) —Il)rll A lnm.\. de [BTIN —!l) pour " ! < <.

Loy,

i

Finalement on a, sur X 4+ 1,
Vi
prla. v oy —ivias v, V<< A S [ Giit — ) Vit

avec

!

~ “ g { 1 ~ '
Gl 1) :i max. de Gy £ pour - < < !.J - g f G 8l
- * ! [

Exemple : si Gi(f)=at*, on a

o~ 1 L N
{a:{{l) :(t{ | lt“ pour x> v,

1+ o 2%

G 1) :al L —+ -r"} > ponr o < o.

- o 22!

9. L vecteug (&, ¢) LE LoxG bE . — M ¢élant le point de I' qui a
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pour abscisse curviligne 6, nous poserons
UN, Y ) — V(N Y, ) =Q(3, 5, 1.
Le vecteur que nous allons étudier le long de T est done défini par
la relation
(33) wlwe. vy, 1)y—iv{x. I)_f rﬂ'tﬁll)m e Qig, s, t — ') dls.

[,

gueur PM. Nous allons

Inégalités préliminaires.
établir des inégalités

Qe s b)) <

I)Jl Qs s, 1) vt
’1[ oz ’zlf)'*I’

z et 3 devront étre inférieurs a 13 la lettre B représentera désormais
diverses quantités positives qui dtpendront seulement de la forme
deT.

Nous remarguerons tout d’abord ue les inégalités (18"), (20" et (20"
permettent de majorer les quantilés

. d o N .
(v U — V|, (vep fli“ —r\][, {u.')--“ﬁ[l —:\1’

par des expressions de la forme A v XY [N* 4 Y*]': il suttit d’utiliser
v Y. g A . N

Pinégalité " <\~ qui est valable quel que soit K (uand p est
positif et quand A est convenablement choisi en fonction de p. 1l

. 1
vient, pour - <a <1,

. - y A Y rE—
(/[)zl——f\i<_}_L_ »9“1 )[U—l\].< vAY _
X2+ I
ASER R
(wi)® _2_ V1| < ) \.\ 13—
(vt} )\ - Y:o
D’ou
] ' uA "'i_! —t
2o, s, 8) | < 3 TR CEaT
et
 dQ(g, 5. 8)] vA Y 2a—1 ()XE_J_ bA Yt (gY
Jo T v (X Y] NCTIER CE TE"
r)\ ,
Or < 1; d’autre part, si ¢ est 'angle, compris entre o et =, que
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font les tangentesen M et en P, on a

=

&) . ' . R ., Q
ot Y >f R, sing’ do'=a R, sin? s

Y . .
—— = sIn9 < 3 s1n =
5 : 2 A

R, étant la borne inférieure des rayons de courbure de la courbe

~ e 1Y 2Y
convexe 1'; ainsi ’%l < \/OIT’ finalement

Y22t LI
T NE Y

2x—3

4
o

l() Qig, s, l)’ wA
dz (v [N Y2

Nous avons
N Yrm 2

bd
N Dl
D’ot, pour 7 <La<lu,

MY
fwg) - *

Vv »B
iﬂ(ﬂ'.-t‘,-f)‘:<m

| d QL (7. 5. 1)
Js

Il nous suffira pour la suite d’utiliser une seule valeur particuliére

de o : nous ferons o — é et nous aurons done

|-

we

3
. S B 0Q(a, 5. )] _ -
(3%) Qi< [EEEY 2
[gl’? oG ,:N"!ﬂ

Application des indgalités (34) a la relation (33). — Soit 2(1) le
maximum a 'instant ¢ de la fonction | ®(s, £)|. Nous avons

.

* ) v

I tp(l)(:.:, e Qg s, 80— 1) els | < i =w{d).
1. (L —1t')®

Dongc, en tout point (@, y)de ',
L

bl v, L)—ivie, v, 1) <<

(35)
_x(l_tv')b‘

Soient d’autre part deux points de I': M, et M. ; soient 5, et 5, leurs
abscisses curvilignes; (&, ¥,) et (2., ¥.) leurs coordonnées; ! leur dis-

) . TN -
tance; soil I'y le plus pelit des deux ares M, M,; soit I', P'arc de lon-
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gueur double de I', et qui a méme milien. Nous avons

§b W(s, )ye— " Qg 5. 8 —)els — E’S'I)(s_. U)ye i Qig,, 5.t — ') ‘rl.s'i

< do | W(s, 1')e—ibe IMM%
Jr, r—r, ! Jaz

j Gs, ') e~ " Q(a,. 5,1 — ) (Is!
rl

I
-

] 1
wERB
“_l /‘(D(.‘F, !l)'3~if),,(;9{,l_2, 5. 5—1')1[5"< 4 f - E?(l').
v |‘I (,_[’)E
Par suite,
{36 PreQary, vy B) — Fe (e, Vo ) — (g, Yoy Y00 (ry. v, £)]
L
</'-‘f L.
Voow (! _ £I)§

IIl. — Le premier probléme aux valeurs frontiéres.

10. Exonct pu erosLive. — ISerivons a nouveau le systéme
du L dp v L dp
VAN — o — — - T, vAy — — — - £ =0
(1) v A BT, 5 9z u, PN > v v;
( du v '
2] —— e — == O,
) de o dv

Il s’agit d’en obtcnir une solution continue u(x, y, t), v(x, ¥, )
qui soit définie pour ¢20 sur le domaine convexe X, qui soit nulle
pour t=o et qui prennc le long de I', pour ¢ > o, des valeurs données
a l'avance u(s, ), (5, £); ces données sont assujetties & vérifier la
condition nécessaire

sgu(o-, L) dy — (e, t)de=o.

[

Nous serons conduits a envisager la fonction $(¢) égale au maximum
a I'instant ¢ de I’expression

fee(a, 8){+1e(a, )] +

s=0—B §—a

s=G-+B d
f [¢(s, t)sinO(s) — u(s, t)cosH(s)] :
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(l'intégrale devant éire prise au sens de Cauchy). Et nos raison-
nements nous fourniront non seulement une construction théorique
des fonctions «, ¢, p, mais aussi une régle pratique permeliant de
majorer, al'aide de la fonclion $(¢), la plus grande longueur &
'instant z, (1), du vecteur u(x, y, 1), (&, ¥, t).

Nature de la solution, — Cherchons une solution du probléme de la
forme
(37) wle oy, t)—ivie 2, 1)
i a
:f m'gb (s, &) e [UIN, Y, 0 — ) — i V(N, Yo 0 — ") ] ds
i .

" ‘] i —i 1 5t 1 .
~+ .¢ U'(s. L) e oY els,

les fonctions B (s, ¢) et W(s, ¢) devant ¢ire réelles. Le systéme (1), (2)
est bien vcérifié, et 'on a, en vertn de (28),

(38)

Q1 -

X / 3 a
ple, v, l):(—;); Lﬂ‘.s‘f t/l’¢ll'(l_.l'):‘|7('l {—1t) zls—gb‘l'(s.l)lugZ (/.vgs
: ] ® .

— :ng (ﬁﬂl(_s, ‘I)%_, n’.\'s.

l.a réserve doil étre faite gue la dérivée en % qui figure au second
membre ait un sens.

Faisons tendre le point (i, ¥) intérieur 4 X vers le point fronticre
d’abscisse curviligne 5, de coordonnées .y, y,; on a, en vertu de (30),

Hm{ele vty —7iv(e, v, 1)]
=ae{ gy Yor U) — (0 (&, 2y £) +TR(T, 1) =05 — [z W (a, t)e=ih,

Pour que les formules (37) fournissent une solution du probléme, il
faut et il suffit donc que I’on ait

n®(c, t)e~iho _inW (g, 1)e-ile
4
-+ [\ dar ;6’([1(3, Uye— 0 Qg 5, t —1')ds
Jo .

+.¢."If(s, £) gl m‘f.—\,“ds: wio, t)—iv(c, {).

Soit r la distance rectiligne des points d’abscisscs curvilignes s et 5;
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soit w P'angle que fait avec 1a normale intérieure au point ¢ la direction
qui joint le point & au point s. L'équation précédenie équivaut au
systéme

: Wz ) — ;5 co:m (s, LYdds
= a{flrlt’ Eﬁ@(s. t')eho—ilhe Qg s £ —t') (lsi
(39) { +V{na, tycos (o) — u(s, ¢)sini(a),
alir, t)—=— LR% Jn‘lrﬂ’l%lb(s, ¢y eltm=ibe Qg g ¢t — ') (1.\'.

. tﬁ’m:m (s, L)ds (o, t)cosb(a) 4 v(g, £)sinf(g).

l.a dermére intégrale doit élre prise au sens de Cauchy.

B1. Isrécration pu svsteMe (39). — Nous allons définir par récur-
rence une suite de fonctions W, (g, t), ®,(g, t) et élablir des inéga-

Fig. 3.

ac

lités les concernant; nous désignerons a cet effet par ¢,,(¢) le maximum
a l'instant ¢ de | ®,.(s, 7). Ecrivons le systéme

W (7, £) — 55“’]?‘" W (s, t)ds = v(a, t)cosb{c) — u(c, t)sind{s),
( fo)

n® (s, [)=— §6 s‘l:m W, (s, yds + u(o, t)ycosl(a) + v(e, l)sinisz),

la derniére intégrale devant étre prise au sens de Cauchy .

Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. IV, 1934,

I
<



356 JEAN LERAY.
Puisque

E}g[v(c, tycos(g) — u(o. t)sin9{g)] ds =0,

la premiére équation intégrale admet une infinité de solutions; nous
nommons ¥, (g, ) celle dont le maximum du module 4 chaque ins-
tant est le plus petit possible. Nous avens donc

]
. . s
(hi) {W (5, 1)+ f ‘lf,fs,t)ﬁ_i; <SBEE), a(H)y<BS().

Y s=G—8

Supposons maintenant que nous ayons construit U, (s, ¢) et ®,(5, £}
(n21); définissons W, (5, t) et B, (5, ). Ecrivons le systéme

' . [eosn
W, (g, ) — ;6’ :- )II‘H—H (s, 1)ds
(e
—_::lf dr’gb@,,u, 1ol =105 Qg 5, 1 —1')ds\,
i .

/ ‘ . .
nd, (7, H—=—®R ; f :ll’tﬁ b, (5, 1) e Qg 5 ¢ — 1) r/.ﬁ's
. b €

— 5]5 ST, (s, ) dt

!

(la derniére intégrale doil étre prise au sens de Cauchy).
Pour étudier les seconds membres de ces équations, posons

Uply, v, 8) — (0, (y v 1)

‘ .
:f dz’sﬁcp,,(.q. 1y e 05 [ U(X, Y, £ — ) — iV(X, ¥, L — )] ds.
o e

dun(z, 9, t) dv, (e, ¥, t)
dx + dy
nage de I' de la composante normale du vecteur u,(x, y, 1), v.(z, ¥, t)

prouvent que

La relation = o0 et la continuité au voisi-

Sﬁ[vu(w, ¥y b)eos(a) — wundx, v, tysin{g)] doe=o.
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Or le second membre de la premiére équation (42) vaut justement
| 0l 2, Lycosh{m)— e, (wm, ¥, E)sind{z)].

Celle équation intégrale admet donc une infinité de solutions. Nous
nommons ¥, ,(q, £) celle dont le maximum du module & chaque
instant est le plus pelit possible.

D’autre part les formules (35) et (36) nous apprennent que le long
del,

'8'
Vg (s, vy ) — v, (e, v, I)|<j —_
0 (t_t)

l
B

o, (t') dt’,

Vttaltyy vyo b)) — Evy (e vy £) — 08 ( By, Vo, £) £ (g, 35, 1))
i

</f i J,,(l')rll’
u (t

On en déduit

|1unl(a t) ‘<f -?u(l)(“,
ra — )
(43) ) .
v B
(Wi (g, 1) — Wy {7y, t}[<!f—’—, w, (L) dt’,
(¢—t')F
]
T ¢
({),,‘_l([)<f-—)———7»@“(ll)(”'.
o (l—l’)g

Rappelons que les constantes BB qui figurent dans ces formules dépen-
dent exclusivement du contour I', non de I'indice 2. On a donc

8 bn ‘H(S)
w N ﬁ)
1 (8 I'd
x .b,%l Bn l‘u (g’.)
Or la série g —_—
k. T £
)
3 L & . By Bl —1')
inférieure 4 une expression de la forme —— - Bve™ ™,
(t—1t')*

(44) Guri (1) < (L— ) o, (') dr’.

n_
(e—2y ' est convergente et sa somme est

=
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On a done le droit d'écrire
| (5, )+ | D(z, £) |+ B (o, 1) +
< ’J—]Lo (t) i’ 1—[ By e¥* =g (1) dt’,
Yo (t— ')
Wyl )]+ [Wala, )| = W (a, t)]|+...

)
(45 { S L
1) <f-—)—o(t)n’!+{|h(""’ o () ol
v ([ t.f)
iU (o, &) — Walog, £) [+ [ Waio, 1) — W (g 3]+ ..

Bys e

l f ? — l(t’)(/£’+l-'[ By el i="e (1) el

L) (( \ i

Dés lors une solution du systéme (39g) est fournie par les formules

(46 i Big. ry=® (5 1)+ O, 1)4— D, (5 1) +.
Q0
) TY(g. =W (5. ) -+ Wiz ) =W,z b} +....
Bemarque. — Le systéme (1), (2) ne peut éire considéré comme

ellectivement résolu par les formules (37), (38), (40), (42), (46) que

. P v . aJ . . . ~ . e
*si la dérivée en - qui figure dans (38) existe réellement. En particulicr
dbicz, 1) JWia, 1)

! ot :
] ]
bornés; c’est le cas lorsque 'expression

existent et sont

cette exislence est assurée quand

duio, t)
ot

drio. t)l
| o
s=m B

TN e (s, 8) in (s deis. 1) cos s 1 efs
— Cing{(s) — ————cos U(s
=G ot ] ) o ( )» $—g

reste bornée tant que ¢ n’augmente pas indéfiniment : les développe-
ments (46) peuvent alors étre dérivés terme & terme par rapport & ¢.

. OBTENTION D'UNE MAJORANTE DE %7 (2), maximum & l'instant z du

vecteur a(w, y, t), v(x, ¥, ).
I.a deuxiéme intégrale qui figure dans (37),

t;ﬁ W (s, 1) e s ds,
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a un module inférieur au maximum & I'instant ¢ de 'expression

.\':G—e-!ll A (’S
P'(s, 1)- I
s=0—# $—e

Lies inégalités (“t1) et (45) montrent que ce maximum est lui-méme
inférieur a

B W(s, )|+ B

!
/ iy ‘
By® ' it
(i) B+ -—)——;‘S[t';rﬂ'—&—f By ebi=0rs(t ) de'.
va ”__L’)? 0

Majorons maintenant la premiére intégrale qui figure dans (37),
d’aprés (41) et (45), nous avons

I
AT

1
I3 by !
. By . ' g
(s, 1) < BE() —f L‘a‘u’)r,uurf By W=t (4 y di’
0 (’t — ¢ ) [
Or, en pratique, on connailra toujours une inégalité de la forme
13
(18) S(0< [ We— 1)k,
]

H{¢) élant une fonction positive simple et IV (¢) une fonction croissante.
Appliquons donc la régle (32) en posant

=|—

. , . . . By’
Gy=BHUL), F)y=F(), G(t)=—

= ¥

!é
dF,(t)y=80L)t, U () = Bu el dF,(1)="8(¢)dt.

f Il vient
i @
‘f fufsbq)(s,. ) [UN, Y, L — ) — iV(N, Y, ¢ — t')] ds

(49) ¢ ' CBy¥
19 <Bf Il(t—tl)dF(tl)—l—f——LT‘-SH,)(!!!
! o (E— 1)

4
-4~ f Bye™i—nE(e, ) de,.
0
Remarquons que H(#) < H(?); donc

;s‘(z;<fﬁ(z,_t1)(u?(c,).
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Par suite on peut déduire des expressions (47) et (49) I'inégalité
! Hu%
‘1’(t)<|’nf II{l—l)r/l(l,) F[———75(t1)rft,
" Yo (t—u,)F

!
- f By ePV =1 801, et
U

D’ou, en tenant compte a nouveau de (48),

: I
i?(t)</‘ B ]1(,_1 )T/ ___—Il(t — ')ty
Ve r(t—t,)

b~ [‘ Bye®v=rall(r, — V)i, ; dl ().
L

On peut substituer a4 P'expression entre accolades une aulre plus
simple :

Décomposons l'intervalle (¢/,¢) de variation de ¢, en trois autres
sans point commun deux a deux :

T, défini par 'inégalité v(t—¢,) > 13

T, défini par les inégalités simultanées : v(z—1,) <13

T TSN TS e e . L+t
T. défini par les inégalités simultanées : v(z—1#,) <1354, > —-
Nous avons
1

- l) 5
f—__““ )t <[ By ePi=ai W{d,— ') di,
: .

e —ty)" T
!

< f By et~ Hit, — ') dt,,
;

i
B“‘g By¥
d {4 — ) dt, < ——B—)———,—fl-l(_tl——t’)‘dtl
YTt — 1) (l__Lr)'s "

L2
I+1"

EY

B -
<l—:7f Il(ll——t")flll,
”

1
¥ '
f By -, — ')dt, < ‘ma\ de (¢, — ') pour Lt <&, <t)
T’(t—ll)‘i l ‘

Bv® dt, £
f 2 d I'\m‘n de (¢, — ') pour

- <) <<l
(L —14,)° :
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Alnsi

’ L !
] l"“ ~ .
f ——'—J-—-—;-ll(l,—l’)1/l,<lill([—t’)»-%—f By et 1{4, — &) dt,.
4 (' "

“:—"’l)—s
I'inalement
/ at
(Hu) *v(t;<f%l% e —2ty -+ I B3y etrir—nd Ilu.——t")dll}d Fit).
* vy

I13. Concrusioxns. — Soit un contour convexe 1" qqui admetle en tout
point un rayon de courbure fini ou infini; la borne inférieure de ces
rayons de courbure doit éire positive. Soient données le long de ce
contour, pour {2 o, deux fonctions continues de Parc 5 et du temps ¢ :
u(3,t) et v(g,¢). On suppose

w(g, v)==¢(g, 0)=uv, t‘/)u(s, Lyely — (s, 1) de—=—nu.

s
1 P .
doit élre continue.

1
f.a fonction f [u(s, ) dy —v(s, t)dx]

S—a
s—a—B
1L existe alors un vecteur (') u(x, ¥, ), v(x, y, 1) défini et continu
4 Pintérieur de I pour /2o, nul pour t=o0, égal & u(s, 1), v(3,1) le
long de I, qui vérifie 4 I'intérieur de I' le systéme (*)
1

i by
vf A, v, tydt —fule, v, I)H:— - };)L_lll(.,v, Y t”;i:“’
, .
~l

\ ¢
{51 . . IR Lo I
21) v Ao, v bydt — | viw ), I)_|,:— o [ (e, y, )] =0,
: o dit ' '
1 [y a

dule, y, L) - divle, ¥, )
Y Jy

- O,
et la plus grande longueur, 9°(¢), du vecteur u(x, y,t), ¢(x, y, ) a
I'instant ¢ peut étre majorée comme suit :

(') Nous n'élablivons pas Punicité de ce vecteur. Nous n'étudierons pas non plus
dJu(r, v. ) dulr, v, t) do(e, v. ) de(x,y, t)
) - > - ? . se
(783 dy e o
comportent au voisinage de T,

commenl les fonclions

1%y Pour ce qui est du systéme { 1. () proprement dit, voir la remargue qui
termine le paragraphe 41.
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Régle de majoration. — Soit n(s, t) la composante normale du
vecteur u(a, t), v(g, t).
Soit $(¢) le maximum & 'instant ¢ de I’expression

g-+B
f nis, l} ds -
G—It v

On cherche une inégalité de la forme

[l )] 4 (vieg, 1)+

1su.)<f Mt — ¢ d F().

H(¢) étant une fonction positive et F(¢) une fonction croissante. On

.calcule
i

(L) = H% max. de H{) pour ‘: < < \

19 =

B t
+= f ll(z’)dt'ff By b= 11 ) dt’.
L] 0
Ona
!
(52) ~v(1)<f Mt — )y F ('),

On peut améliorer cetle inégalité par un procédé analogue & celui
qu’emploie le paragrapbe 3 du Chapitre LI : soit ©{¢) la fonction
. - i
égale & 3C(t) quand 1< - a

B e “’: max. de JC(Z) pour _—; <tg 5—, quand 72 5
3 = =

Ona
ol
(33) -v(z)<j &(L—t)dF ().

Remargue. — 1 est superflu pour la suite d'indiguer quelles valeurs
il convient d’attribuer aux constantes B.

Un autre probléeme ('). — Supposons u(g, t), v(37, t) définis pour
toute valeur de ¢z, S(¢) borné,

561‘1(_0', tydr—o.

() Il est inutile pour la suite d’envisager ce probléme.
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’roposons-nous le probléme nouveau de construire une solution du
systéme (51) qui soit définie et bornée pour I'ensemble des valeurs
de ¢ et qui coincide le long de I" avec u(s, 1), v(3, #). Quel que soit T*
nous savons définir pour /2T une solution «*, +* de (51) qui est
nulle pour /=T et qui satisfait les conditions imposées i la frontiére
pour £ > T*. La formule (53) prouve que lorsque T tend vers — =,
u* et v* convergent uniformément vers des limites « et v qui constituent
une solution de notre nouveaun probléme.

Remarque. — Par la suite nous n'utiliserons plus jamais l'inéga-
lité (33): linégalité ( 52) nous suflira toujours.

IV. -- Compléments.

4. Corrviciest pe viscosite Evanescent. — Cherchons comment se
comporte la solution que nous venons de construire lorsque v tend
vers zéro, les autres données restant fixes. Nous n’envisagerons que
des valeurs du temps comprises entre o et une borne arbitrairement
choisie.

I.es deux derniéres formules (45) montrent que l'intégrale

7\ Wis, tre—ifs ﬁ s

tend sur X uniformément vers

L]

1
MW is, by emits g
fW s, 11—

Soit v, le maximum ' ®(s, 1) — @, (s, ¢)| pour toutes les valeurs envi-

sagées de s et de 73 la premiére formule (45) prouve que 7, tend vers
zéro. Or d’aprés (29),

t .2
( ’ ot tp [@is. ) — D is, )] e [UX, Y, 1 — ) —eV(NOY 0=t s

u

!
<" f E(r, v, 1Y dt' < A,

i

Journ. de Math.. tome N1, — Fasc, 1YV, 3], 47
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Donc

.2
iy, voby— vl vy — tp W (s, {1e—its

l r
— 8
N 7Y

at Y
— ,/r'tj)d:,(s. Py e (U ON Y ) — PN N Y — 1 el
T .

tend sur £ uniformément vers zéro.

Les fonctions W', (s, ¢) el 0, (s, ¢}, que délinissent les relations { 49).
sont indépendantes de v. Mais ' — 7V en dépend: au début du para-
graphe 7 nous avons déja remarqué que

UON Yy NN <

Vuid = U ewid <R
la fonction B(a@, y) élant bornée sur tout domaine intérieur a X, 1l en
résulte (ue « — v tend uniformément vers

. - - it t
H,%.Lr,‘r,l)——AM'.‘(.rﬁ_l‘.l):'d)‘l,ls,l,\r* i T

/s,
sur tout domaine intérieur a X.

Autrement dit, sur tout domaine intérieur X le vecteur u, v tend uni-
Sormément vers le vecteur u,, ¢,, qui est le gradient d’une fonction har-
monique et qui admet, le long de ¥, la composante normale imposée au
veeteur u,y v.

flemarque. — L vectcur u, ¢ ne peul pas, d'ailleurs, en général,
tendre vers sa limite uniformément sur tout le domaine X, car sa com-
posante tangenticlle le long de I ne coincide pas en général avec celle
du vecteur u,, v,.
drta{x, v )
dar Jyd

drete (e, yy 4 . o (e, v, 0y drie (e vt
— =2 [en ver nction : :
T dv tendent vers les fonclions P A P I

nniformément sur tout domatne 1ntérienr a X.

Remarque. — On constate aisément que les fonctions

13, REsonuvmiox p’UN NOUVEAU PROBLEME AUX VALEURS FRONTIERES
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Soil i construire une solution «(x, v, 1), v(2, y, ¢) du sys-
téme (1), (2) qui soit définie & l'intérieur I’ pour {20, qui soil
nulle le long de I" et qui pour ¢ = o coincide avec un vecteur donné

B . dulz, v, 0) de{x, v, o
u(.r, y, o), o(x, v, o). On suppose (2 (2,0, 0)

== ()

i o -

i u{x, y, o)yetv(a, v, 0)nulsle long de I'.
Désignons par r la distance des points (@, y) ¢l (27, ') solent

1 ¢ .. .
wyls vty = — ” ; ', voovdaedy!
. IR

1 o o, , .
R Y R L e I —— it ol
' (e LN ’ ' ’
Nous avons
TR dv, e, ey
v A, - — o, v A, — — = o e e— I,
' : N ! r v
LT R SRR T Rl T N VIR CRN N vl v o)y=rte, y, o),

Nous savons construire une solution u,(z, ¥, 2), v.(x, ¥, t) du sys-
téme (1), (2) définie pour 120 & lintérieur de X, nulle pour t=o,
égale a u (&, y, ), v(x, y, 1) le longde I'. Les fonctions « = u, — u,,
v==+v, —+, constituent une solution du probléme que nous nous
sommes posé,

Soit V(1) la plus grande longueur a I'instant ¢ du vecleur u(x, y, t),
¢(x, ¥, t). La suite de ce paragraphe a pour objet la majoration
de V(7). Nous supposerons a cet eflet données des constantes C et #
telles que

i, vyoy—uix', v, oyl <G,
Loy << Crk,

; (‘('.J', Vo) — o, _‘l'/

Soient d’autre part

RO == N [eie. vy by =2, vy 8) ] dady,

1% ”\L (duu)‘T vt )*_ﬁ kl)'au(ar. ).I))
) dt'(: v,k
:A( [IX% ) (

el

v,

'"”) ld’Ld’l
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Nous allons résoudre les quatre problémes suivants :

Probléme x. — Construire une majorante de 7(2) ne dépendant que
dev, I, ¥(0), Cel /.

Probléme 3. — Construire une majorante de 2’(¢) nedépendant que
de v, I et V(o).

Probiéme y. — Construire une majorante de (/) ne dépendant que
de v, I'et (o).

Probléme o. — Construire une majorante de ¥(#) nedépendant que
de v, T et (o).

Nous procéderons comme suit : nous majorerons dans chague cas la
plus grande longueur a 'instant ¢ du vecteur u,, ¢, ; puis celle du vec-
leur u,, v, ; cette derniére opération sera basée sur la régle énoncée an
paragraphe 15 (formule 52). Nous prendrons comme majorante
de ¥(¢) la somme des majorantes des vecteurs u,, v, el i,, ¢,.

Résolution du probléme x. — La plus grande longueur 4 I'instant ¢
du vecteur u,, v, esl au plus égale 4 U(0) et méme & une expression de
. B (o)
la forme ——— On a en outre
-
[HOVE
o, Vol — (0 < — .
) o ' ' L ud
. , HOFE
e B R R R N1 L AT N A B .
’ . ’ : L i
D’on résulte
Wi < B ﬁ"t' ) - =
< o) - o b
ik o
Nous pouvons choisir
Fio)=—=uo Firy— P> Hit)y= B W <
{u)==uo. J=1 pour >0, )_l-.L»vl \ 11)»—{4,7 .
Il vient
. ) G .
Ny < Bl Vo) 4+ 7—;] e,
Finalement

[

- s . 8
(55 Vi) < ”[‘1’(0) + le“”_
]
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Résolution du probléme 3. — Nous avons, pour chaque valeur de ¢,
quel que soit A compris entre o et 1,

FEY

RN
T ols TR sy — (5 )
nis, t)- < - s
Va—n $—c Jr_nn §S—a )
Pk A s 1r:—1.|=' s
—+ cal(s, L), ~ -+ pnis, by ——:
T S ESAT §—¢ Jiy 79
ou

dni(s, L.
< B‘ max. de ’ "r

; o 4

, 1
- B max. de n(s, ) ! Ing? .

ﬁ
!
(13

—
=
=
.5-
NE
9

Or

ERATY)

s, )<<

1-Fwl
3 >
D’autre part,
due, 1 ’ - C Vg
= (' —wre "uia’, v o)de o
o 87’.‘)”‘3_!2 : 107, 0) .
Do
e Y o= B
i} = (:))., , re Ydedy’ << .
duw Smyrer Jl ) T Vs
e SRR TAR

Plus généralement

e,

dr

lc}u, ( [()r,l ’r)r,' B0
G [ S
) e ey \‘/"!ll - t)?

Par suite

~

Ir)m.s".lj\/ HRYICTY

3 - JE *
ds TR e
De (55) résulte donc

Ny o

) £ ’
s, b) - .
ju‘—l: ’ y—a ]

Nous prendrons # = yv¢ pour v/<1, A=1 pour %> 1. Nous aurons

S~ o~

- i3 L ('“) i. L low
A T T )

a0 ] +
H(L) <%[n -+ Blogylﬁ]’

o . 1
le symbole log -~ représentant log 57 quand v/<1,0 quand ve2 1.
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Nous pouvens choisit F(0)= o, I'({) =1 pour ¢t > o,

Vv |, o
Hiny—= "2 B Bloe- |.
’ 1=wi] Tl

It vient

s e it |
(36 V) <V I B o - ;o B s |
v

Lie second membre de (56) n'est pas borné au voisinage de t =0 je
crois d’ailleurs qu’effectivement le premier membre de (56) peut
alteindre des valeurs arbitrairement grandes quand «(x, v, o) et
v(x, y, o) varient, V(o) restant fixe.

Résolution du probléme v. — Posons 2’ = x~+ rcosw, y' =y —+rsinw;
nous introduisons donc un systéme de coordonnées polaires ayant
pour origine le point (&, y); soitu(riw)=u(x', ¥', 0); désignons

par r=R(w) Péquation de I' rapporié 4 ces coordonnées polaires.
D’aprés l'inégalité de Schwarz,

. Bi; . i S ST ’ »
. duir:m) ,, "Uducr ey, Bim
ariry m)o= —ddr' | << —— | #dr log———
’ N ar o, dr I8

,‘

done
+ 2 . ‘,’
wEry m) oy < JEe) log —.
] r
=
Or
e o
2 re W
pe e, v, ) T ” , relrdm ” — wiors e dedm,
' ’ o Jhe Amvld Jhe vl
Dol
e &
P ARYY. BT wy > ’ »
. ¢ v 13 13y
Prglu, vy L) T 1 ’ r (lrf log = rofr <2 A% log) 1+ — .
H ! 7. ) zl Jy a3yl J, IIT:‘J" T < B ¢ ‘Jf’)

Une égalité analogue vaut pour | ¢, (&, ¥, £) *.

Supposons le point (&, y)sar I'; établissons des inégalités plus
strictes que les précédentes. A cel effet choisissons pour origine des
coordonnées un point intérieur a X, par exemple le centre de gravité
de celte aire: posons x'=zcosl, y'=¢sin0; soit encore g = R(H)
I'équation de I' rapporté a ces coordonnées polaires; posons

v

(o J)y==aic, 'L o).
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scrivons |'identité
e duip )
R UTRR A /) 7
2 s

LR N
wiins Gyedn /
Ri%y
oz

/ r‘[l“zn(m]z*
LT P

Ju
-
i J

Appliquons l'inégalité de Schwarz au second membre; il vient
I}, b - .
{.IH ”:(.":’J"I." ”/JH ,‘)u_{.p:O) 2r "
=L do U

l Hien \
51 Loy —— .
; R,

L . £
| Juwlp; )]
| —a, | Pl

D’ou
i
[.u. ) w2ios e do
S IR = T
par suite
et v o) , . .
” ‘—_’Ti*'—‘rl./; Ay < B2 (0),
-d ‘\_:

yt
N e i i ’
wley viw ,
e Lol oy

Or

ol v ) 22 ’

1 .
'Y

e -

Done fw,{x, v, 1) <BJ(o); une inégalité analogue vaut pour

Te(, vy DL
Enfin de la relation
dutes vl Cogfte Ml ey, L
Y —;_T_JJ { o’ rhe v
Lx R R T o dey (e, Ly A (o)
on déduit, grice a 'inégalité de Schwargz, 2| <~ des
dr \ vl
inégalités analogues valent pour duey| |9, 1 2],
° ‘ ° P dy > |dz|" |9y
De (55) résulte dong :
; .
I Blo;:.lJ-
7.

"
/

el
’ {5 . .
f wis, 1) L <A B —=
s—u §—7 \Vvi

Nous prendrons 7. = y'vz pour v/ < 1; A =1 pour v¢>1. Nous aurons

E(t) <j(u)| B - BIO:_":—z ‘
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Nous pouvons choisir

F(u)y—o, Fit)y=1 pour{ >0, IlI'l)_;‘IIU)I B Bl;);_: -Il I '
"y

11 vient

. , . e -
(57) ()<< F(ov) [B Iog—l —+ 13 bt '
v

Résolution du probléme 5. — Nous avons

4 i . P R
i, vy t) << ” (L, ', o)de’ dy ‘/ e M odr
e’ B Syt o
I ' v 4 ! ! ’
< Tvi ! w e, 3o upda’ dy',
il « 2
dJ H.,l\(.;L“ K t) * [ ) ! ! ! r 1 .
e L . . . e M o
| < Lt e g [

< —,‘Ej ﬂ:llf(.r". Vouyde .

Des iné o, ) e, L.,
Des inégalités analogues valent pour 5y bour v, pourses dérivées.
D’ou k
n(s, 1)) < Ay ‘I_\:(uy, (s 1) | - vy “w’(u):
Y] Js vl

il en résulte, de par (55),

Tk ofs
nis,
i3 [ §—g

VRN r -
< 13y \'\”(uj .' - o l .
y v Vvl S

Nous choisirons 2= \'v¢pour vt<1, 7.=1 pour vtz1. El nous

aurons

5 ) it - -
sy < L2 lu S Blog .‘»J :
Vv v

CComme précédemment on en déduit

{(38) VL) <y W o) [ IT lt:{'.; L’ - B u“"’J.

\!.'q)f v

Amélioration des inégalités (54), (d6), (57), (58). — Nous admet-
lrons sans démonstration que les dérivées premicres de « et ¢ sont
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continues au voisinage de I' pour ¢ >o0. Des équations (1) et (2)
résulte alors la relation

MV AN LIS 'L.?l")2 CLAS D
J”\_ [(()x) —+ (‘):{) -+ vy -+ (\Q—l) ! e oy
cd e, o
+a d—ttygku 4+ ] dedy =0,
c'est-a-dire
[RENGE

AP AL 2 dt

o,

D’autre part il est bien connu que
W< 2 3,
4

3 étant une constante positive définie comme suit :
Soit le systéme
dpie, v)

A (e, y) -+ttt (£,))— ——g ="

_dpile )
dy

de (e, vy e’ (&, v
20 == o,

dr dv

Aviiz, y)y+ kv (&, x) = o,

3 est le plus petit des nombres A pour lesquels ce systéme admet une
solution réguliére, nulle le long de I', non identiquement nulle a
I'intérieur de X.
De ce qui précéde résulte
SO
dt

2By (L) + So.

D’ou
{ D) W) LW o) e—2d¥,

Cetle formule prouve qu’il y a au plus une solution du systéme (1),
(2) a satisfaire les conditions imposées. Le théoréme d’unicité ainsi

obtenu, joint a (58), établit que V() < B‘ / Q;?([_ ;) pour t;%

Journ. de Math., tome XIII. — Fase, 1V, 1934. 48
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Utilisons a nouveau (59): il vient
(i) V(O < Be 37 W) pour v,

Ce résullat compléte les inégalités (54). (16), (57), (H8).

Les réponses aux problémes @, 3, v, 2 se formulent finalement

comme suit :

W Fornules 2 :
1 (61) T B I‘_.ﬁw ' pour v S
i) e < e pour w1,
Formule 3 -
RS ’ N l - -
(Hh3) Vil <L ‘l’u:)l Blog 4o B 3 |
b i
Formule ~ -
- »
(63) Vi) < oy Blog — - Be—3v ]
| vl
- ~
Formule © -
. - —— ] B 7 __
() ) <y W loz 71 +— Be—34].
y u! L4

CHAPITRE 1.

MOUYEMENTS INFINEMENT LENTS SOUMIS A L ACTION DE FORGES EXTERIEURES.

I. Le liquide est supposé emplir une aire X invariable, que limite
un contour convexe I'; I' admet en tout point un rayon de courbure
fini on infini: la borne inférieure de ces rayons de courbure est posi-
tive. Soit X(, ¥, 1), Y (.r, y, ) le champ de forces donné. Les équa-
tions qui régissent le mouvement sont

[ duixe. v £y L dpiae vl
vAdwiw v ) —, —--—I'_—'—:\i.r. v. .
: o “ ol :
dviw. vty Ldpia, vy
(1} vyAvia . b — : —— : = Y v 1.
’ t Jt g dv ;
dulo vty D, v

- pumm—

i da ' dy
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PProposons-nous le probléme suivant :

| Construire une solution u(x, y, ), ¢(.x, y, t) du sysi¢me (1) qui
soil définie a Dintérieur de I" pour ¢20, qui s’annule avec / et qui
soit nulle le long de I pour 7> o0.

Nous utiliserons a cel effet la solution fondamentale du systéme (1)

qu'a découverte M. Oseen (') : soit Ty(w —a, y — ', t— 1) son

. 1 -~ pqr
quotient par . Elle nous permetira de définir pour ¢>0 une solu-

tion du systéme (1) s’annulant avec ¢ : u,(x, ¥, 1), v,(2, ¥, t). Nous
choisirons, sauf dans un cas particulier signalé ultérieurement :

’

!

Le

ot .
b, v )= / et N I Thte—ao - N ' )
A U

N T I FIE M Sy AT L0 WY o Y T 7 RN

vl Vol s / elt’ N | Tyt oy =N )
- ~

iy s
v

D N e N LIS A AR NI 300 RN ) 7 # 27 SN

chapitre précédent nous apprend qu'il existe des fonctions

w,(z, y, ), va(r, v, t) délinies sur X pour =0, nulles pour t=o,
respectivement égales & «,(x, y, 1) et & ¢, (x, y, ) le long de I' et
qui vérifient le systéme

f doalo, vo b Vdple, v i
vdunie. v Ly — fr, e b:n.
\ : ¢ 7 o
. dvie. vt vl v
Judelrivi )y — : — - : = o,
7 G M o oy ¢
e ot dsio. v. b

- —_— u.

o ‘ Jy

l.es fonclions : = u, — tt,, v = v, — v, conslituent une solution du
probléme que nous nous sommes posé.

Soit U(¢)la plus grande longueur a l'instant ¢ du vecteuru(x, y, 1),
(x, ¥, 1).

La suite de ce chapitre a pour objet la majoration de (). — Nous
envisagerons a cet effet trois hypothéses :

(') Usees. Aeta mathematica, 1. 3%: ou bien UseeN. Ny drodynamil ( Leipzig.

1927 )
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Cas .1 : On connait une fonction f(¢) telle que
PN sy < S i vo < fil.
Cas B : Ona

D fle vty Qe v D D fate vty D fie v
N= Y= dr B v ’

o b

. ' dy

el l'on connait une fonction £(¢) telle que

2

il v ) 2400 pour F=—1. 2 3. j.

) CasC: On a

N=j (w. . Lyl v, 1), Y= fiteo v, Dl yo 0

g et g, sont nulles le long de I', et I'on connait deux fonctions f(¢)
et g(¢) telles que

” S, vo )y diedy s [ (§f=1.1),

A B R L SRS N R AR
Ty ()

Nous allons résoudre trois problémes :

Problémes A et B. — Construire dans les cas respectifs A et B une
majorante de V(2) ne dépendant que de f(1).

Probléeme C. — Construire dans le cas C une majorante de (¢) ne
dépendant que de f(1) et g(2).

Les majorantes ainsi obtenues joueront un role fondamental au
cours des deux chapitres suivants (').

2. Soient 9,(¢) et V.(¢) les plus grandes longueurs respeclives a

(') Le probléme analogue a G, concernant le cas de trois dimensions spatiales,

est insoluble.
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Pinstant ¢ des vecteurs («,, v, ) et (., v.). Nous avons

(1) V() EV(E) + V(Y.

Pour étudier ?,(¢) et V.(¢) nous introduirons de nouveaux sym-
boles : Posons dans les cas A et C:

Wi vy L)y = ” [ Fiole—a'syr—a 0 — )N )
-

N Tl —a' vy — " — )Y (' ) e o
i)
Ve e f U )= ’ I Tl —w  v— ' =)\ 2, )
'
L + Tole — o' vy — 2" 0 —)Y (3 U de .

Toutefois nous prendrons dans le cas B :

) \ T (e —o/, v—aie—1t) P
o (o v Ly = ”‘ [’ ult “ (Il( K - [l )

. Jr,, . ZAYTIR , AT ‘ N
- !).l‘ " 2 oo ," B l—li_"-l A d"' :
(h) 4 ‘

e

dgr,, . dT, o JdT,, o
"'.‘. .,: b T’» H f)_l‘ _I;J tl’.t II) .

: T e — =y,
e, e, b = ” [ a . L ).II"l",yh"~ s

v

Nous choisirons toujours
! Wt
aytes vo by :f wie, v o d )t et vl vy = / e, v, 8 )
o Uy

en sorte que les formules (2) vaudront pour les cas A et C, non pour

le cas B.
Soit un point de I' d’abscisse curviligne s; @ et y étant ses coor-

données, nous poserons

i, v o, ry=uw{s. L. " el Vi, v LU Yy=¢ (g, 1 )
et nous désignerons par n(s, t) la composante normale du vec-
teur u, (., y, 1), v, (2, ¥, 1), par n'(o, ¢, ¢') celle du vecteur v'(q, t,7'),
v'(a, 1, ).

Il sera facile dans chacun des cas A, B, C de déduire des rela-
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tions (5) el (6) six inégalités de la forme

, . . dFt
S v, 08 SO — )] _Tlf—)
Co . d e
cetles v SN v (0 — [""]T’
A . o i)
. RAEA S [vit--1)) T
(7 ; e
. o I )
S A w6 1] ——
! o > | e’
Qe (5 017 ‘ , L d P
’_[_L) i’“':l"‘”""l ,IL_.__U,‘
oz B 1
[ e, 0ty L dEE
| ZHh| vt )] —
“ iz N 1 dar

H,, H, et H. seront des fonctions élémentaires de w(f—1") continues.

sauf pour v(/ — ¢Y=o0; on aura d—:f = f(¢) dans les cas A et B:
p S
In'r e T - )
— =V./ (1) g(¢) dans le cas C.
De (7)), résulte tout d’abord l'inégalité (')
oo -"
(8) -:*,('11<1~-a/ W, [v(t— ) d Firy,

Pour majorer 2,(¢) & I'aide de la régle énoncée au paragraphe 13
du chapitre précédent introduisons la fonciion $(¢) égale au maximnm

4 Pinstant ¢ de 'expression
2l o ' [’ ' L | . (I.‘f
‘(J,!,’)l‘l“f“‘ u(.«,l}ﬁ_g.

T vig—k

ot
| f w'{o, fo et

ha

v

D’aprés (7)),

Wt
l [ w8, 1l
i

D’autre part, quelle que soit la constante 3 comprise entre o et 1,

|t
—,-R I o, 1) A

‘o

!
gu.,-_».[‘iHl,h"u(l—t'}]:ll’{f").

dF{e

e ) — e 1 ) <o, — I3 — Y HE[w (¢ — 2] 7%
} ) - f

{') Pour le probléme analogue & C, concernant le cas de trois dimensions spa-
tiales, l'intégrale (8 diverge en générval.
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IFaisons I'hypothése suivante, que nous constalerons éire cxacte
dans chacun des trois cas : pour un choix convenable de 3 I'inté-

Wl
srale [ H'#| ¢ |HE[ ¢ | d¢' est convergente.
v

Nous avons deés lors le droil d’écrire I'inégalité

N L ol ot | T eofs |
’ nis, “x Tlé / Sl l nis, f. ”‘).‘\‘ -
L) g

L2

Remarquens maintenant que pour chaque systéme de valeurs de ¢
et de ¢’ nous avons, quel que soit » compris entre v et 1,

nis, 6, 0)— (g, 1, 1)

NG

s

LR NN
./f
S~

G- B

. AT — B

y R tfs fx
j FITE A N fiﬁj Y EA A l’)E—'——_
G it S—7 iy gy

<i BEH [t — )] =Bl vt — )0+ BH [w(t — )] Wog_-ﬂ d%f ).

‘ " s N .- i
Pour H.,<H, nous clhoisirons 7. = 1 ; dans le cas contraire & = TI'1 .

Finalement nous obtenons

-
;su)gf N[sit— ¢ )] B (L)
CIk pOSﬂnl

3 3Py g — - “‘n f:.“-:l.w]\n!
(9) “‘[”L—'Mﬂhh-vmﬂn———”dw“-

Appliquons la régle de majoration énoncée au chapitre précédent
(§ 13) : il s'introduit une fonction

{1e) Hvtj=08 : Max. de M) pmlrfi <<t :

LRI

B ! N
+ -l-'J_ W vttt By =r i v e,
o "’|l ’
It I'on a
f

L0 < Jpole — U dl{),
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Cetle formule, jointe & (4) et & (8), nous donne

)
(11} (L) </ Il [u(t — ¢)]+ s [v(t — ¢')] 1 lF (&).

3. AMELIORATION bE L'iNgcaLité (11). — Lorsque t— ¢ augmente
indéfiniment la fonction J¢[v(¢—{¢)] augmente indéliniment, au
moins aussi vite qu'une exponentielle B¢™~. Nous allons montrer
gue V'on peut toutefois, dans I'inégalité précédente, pourv(t— ') >1,
—ier A cet elfet suppo-

remplacer I’accolade par une expression Be
sons d’abord F(i) constant, sauf lorsque ¢, <t<t,+ .;;- Nous
avons U(¢) =o quand o <t < ¢,

. , 2N s o v
(\Il‘l) Y (If“ - 5) \H Iﬁl‘ (l“ -t 3—1") - l'(’.,.‘)}.

Pour ¢ > 1,4 3’3 X et Y sont nuls; le vecteur u, ¢ satisfait les équa-
tions (1) et (2) du chapitre précédent; appliquons donc linéga-
lité (62) de ce chapitre, en y substituant ¢, + — a4 0 et — t,— o

/ v 3
a . 11 vient

: N 1 e ‘ o
(13 V(< B l F (\t', + —) — I'(Iu,}_l o=ty pour > ¢+ 3

o
N
\ 3V

Les relations (11), (12), (13) nous fournissent dés lors I'inégalité

W
(14) R < [ Klve— v,
b1l

(15) K [ve] valant Vo bl [ue] - a¢ [v¢] pour o <vi<r,
(15 : :
' Be—dw pour iz,

Ne supposons plus X et Y nuls hors de I'intervalle ¢,<2<2, 4+ 3%

Représeatons par X, Y, le vecteur égal & X, Y quand ﬂgj—l 2 5—:,

nul pour les autres valeurs de ¢; soit u,, ¢, la solution correspondante
du probléme énoncé au début de cechapitre ; désignons par%7,(7) la plus
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grande longueur a l'instant ¢ du vecteur «,, v,. Nous avons

13 =y -+ U, -+ —+any
v = -+ ¢, —+ e, el
V(L) <V () + V(&) V() 4. ..

Or, d'aprés (14), si nous convenons de poser K[v(t—1?)] =0
pour w(t— )< o,
i?,.(t,)<f Kiv(e— "} dF(¢').

vop—1 /1'/.L
EX i

D'ou

!
w_z)<f K[v(t— )] db(£).

L’inégalité (14) est donc encore valable.

Cas A ot B.

4. Cas .I. — On peut choisir pour H,[v¢] et pour H,[vt] une
expression quelconque supérieure a

S ﬁ [Tz — ', y— 37,0} | da’ dy,

e
enfin pour H,(v¢) une expression quelconque supérieure 4

S !{ de’ dy’ -+ §; !f

OT, (e — &', 3y — ', ) [ OT (e — &'y v — 37, 0)

da’ dy’,

v oux ar
Rappelons les inégalités
, A
6 ‘ |Tif(e—a", y —y"5 8| < v
E OdTy(x —x'y y—2', 1) N 0T j(x — ', y — 9", 0) < Ar
dx dy (r2+ve)?

Ces inégalités nous autorisent a prendre

![,,[_vt]:II.,[~J[_]:;\]0g(1—§—%) et ||ﬂ['~,g]:\;’;.

Journ. de Math., tome XIIN. — Fasc. 1V, 1934. 49
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D'ou
s[vi]< B [mgg il“u JT Beb,
et
(17) K[vt]<< B [Igg ;l; l; + Be—ivr,

Cas B. — On peut choisir pour H,[vt] et pour H,[4¢] une expres-
sion queleonque supérieure a

< (T e — 2y v — 0, P te —
5 ﬂ S (L;I : {d’ oy’ - U L)j) Y Lol
RS g
enfin pour H,[v¢] une expression quelconque supérieure &
el e —e', 1 —0 oy ) ,
g, ” i ¥, u r oy
U dr? D t)hl ey
T e — ' vy —
+ 5 ﬂ = )1 -»" A e’ v,
J A -

Nous prendrons
Wy lve] =1, o] = -
VUl

Rappelons d’autre part I'inégalité

Tl — ', v — 3, 1) s d‘ Ty —2', v —17, 1)
.r? A t)u
P e—a’, y— ' 1) A
] d‘) z ’ =< (rrd- vty :

Cette inégalité nous autorise & choisir

Wy|ve] =2
D’on
B o+ 1
i'ﬁ[v l] < ——=log — 4 Beb#
Vve vt
et
; . B ; )
(%) K[ve] < —loz = + Bev,

Vv
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Cas C.

B. Obtention d’une fonction H,|v(t—1')]. — Posons dans la for-
mule (5) &' = & + rcosw, y'=y -+ rsinw; nous introduisons donc un
systtme de coordonnées polaires ayant pour origine le point (&, v);
soit gi(r; w3 t)=gia',y', t); désignons par r=R(w) Péquation
de I" rapportée & ces coordonnées polaires. Nous avons

(19) ﬂ Tl — 'y y o L= ) il 3 ) e, s )l dy' |

< f(th ﬂ TH(rcosw, rsinw, t — V) g (r; w; U)rdrde

R Aredr e
< f("/)[‘ —,—;——f:f gi(r; o; ') dw.
‘ [ v (e — )]} ),
Or, d’aprés 'inégalité de Schwarz,

A Bt . . ¥
: 1’)_l gl wr t, ll)rh'f]
AT o

-
R . r 79 1
[ du(r' s ws i) )P R{w
DI( : 7 ) l"‘ (ll" lﬂg '( )'
R L Jdr ro

2T _ B
f gilrs my )ydm (") Ilogi—:.
I}

A

D’ou

Gompte tenu de cette relation, (12) s’écrit

Vil — ',y — ' 0 — ) (o, 3 8 gy 3, U)da" dy? |

': Al o_m
NGrG )f e o 3 = A0 5 o (1 )

Ceci nous auntorise & choisir

. B
o> (6= 10}= \J(l—t)‘/ ‘-“U”‘E'))

Obtention de fonctions H,[v(t —1)] et Ho[v(t— )} — x et y
représenteront désormais les coordonnées du point de I' d’abscisse
curviligne o. Posons dans les formules (5) #'=¢ cosf, y'=psinb;
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nous utilisons donc le systéme de coordonnées polaires qui a pour
cenire 'origine des coordonnées; ce point est supposé intérieur a I' et
situé, par exemple, au centre de gravité de I; soit comme précédem-
ment g;(p; 0; £) = gi«(«', ¥, t); désignons encore par p = R(8)I'équa-
tion de I' en coordonnées polaires. Nous avons

a

rmT"f(w—w‘ ¥ —a b= O) i ¥ ) g s ) d dr’l
§f(t’)1[ TiH(w —pcosh, y —psinf, t —t") gf (p; 9: U)o dp df,
(‘10)‘ d ) ()T(-;—J’z'l y — )‘.r t_tf) s
' . "6"0 — _fj(JL", -}-,’ tl)gf(mla .}'Jr zl)ddcf d‘}"’ |
s f) [dT;;(;c——pcos'?,t._L— psind, ¢ _tl)]Lc'-’)"l(PE 9; t')pdo di.
s

Or, d'apreés les relations (16),

(21) ?

Appliquons d’autre part I'inégalité de Schwarz au second membre
de 'identité

fh(tj) .
' —-—f-——:g'g(P;O)tlp:—f
b Rw]-f

il vient

- . - B
b Ty —ocosf, y —psint, ¢ — ') |*<< =) [p-—R(G)]*;
ITj(w —pcosh, v —psinf, 1 — 1 B

)|?
do <

(=) — RO

D’ou
O g2 (p; 5)p dp "M dgy(pi b
ol T,

De ’ensemble des inégalités (20), (21) et (22) résulte

Iﬂ T:;(-L—-L’ yv— =) fi(F 0 ) g v Uy dx' dy I

v )m)-»w
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]' IV — &'y v — ', 1 —

|

383

! @ v, Uy de dy!
8 e J;(«L-J ) g " ) de' dy
B r ’

< [’U(t—t')}if(t )n‘l"(l )'

Ces inégalités nous autorisent & choisir
B B

Lyl — )] —m —— et Wiv(t — )=

¥ )] NTG=Yg] :1v( )]
D’oi

v(t—1t')

. B - i

Hv(t—t)Y] << - loe - - Bebvi=tt
=) < i
et

. B - .
R{¥»(t =)< low — - Be—Bv =0,
2 (# =] Sli—t) “a(l—=1)

Conclusions.

6. les inégalités (14), (17) (18) et (23) nous fournissent les
réponses aux problémes A, B, C :

Formule A :

(24) % f)<f [- S

B l !
=) - Be f ('ydr.
Fornwile B :

93 Q +o. L — — Tt | 1 '
(23) ’(1)<f {‘/y([ lvy(t_w) . Be— “%f(t)[lt,
Formule C :

"(26) *’(x)<f %\/_(t____t_)_l;gu“l_

La définition de la constante -positive 3 a été donnée a la fin du
premier chapitre.

7y + Bebrir f VAT (0] di'.

Un autre probléme (' ). — Supposons X et Y définis et bornés sur £

(1) H est superflu pour la suite d’envisager ce probléme
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pour I'ensemble des valeurs de ¢. Proposons-nous le nouveau pro-
bléme de constraire une solution «, ¢ du systéme (1) définie et bornée
pour ’ensemble des valeurs de ¢, nulle le long de I'. Quel que soit T*
nous savons définir, pour £2T*, une solution «*, ¢* du systéme (1),
nulle le long de I' et nulle pour t="T*. La formule A prouve que,
lorsque T* tend vers — «, #* et +* convergent uniformément vers des
limites # et v; ces limites constituent une solution de notre nouveau
probléme. I’unicité de la solution de ce probléme est d’ailleurs aisée
a établir.

Remarque. — Les conclusions de ce chapitre et du précédent nous
permettent de construire et de majorer la solution #, ¢ du systéme (1)
qui est définie pour 720, qui pour z=o prend sur X des valeurs
données et qui pour 2o prend le long de I' des valeurs donnces.

CHAPITRE Il1.

MOUVEMENTS REGULIERS.

1. — Etats initiaux réguliers.

1. INtronucrioy. — Ecrivons les équations de Navier, qui régissent
les écoulements plans des liquides visqueux en 'absence de forces
extérieures :

v Aue(.x 1'_.1)———01'——; = N(o, v, £)
Yo (e, 07, t) L dp(e, v t)
/o i — ’__L__ —_—
(1) vae(e v, ) T ; P =Y {(x, r, #)
du{x. v, 1)  delw v, 1)
dir - v =

Nous avons a chaque instant

. du du . de | de
(2) l:tta——ﬁ—!—i’a:—,_, \_ltl’_}-;_1_[l);.

Le probléme n'est pas altéré quand on remplace les relations (2)
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par les snivantes :
Aty Jdlurv) diuc)  d(v?)
\ = . — ; )

(3) o ' Y= D dr

dy

On peut également donner au systéme de Navier la forme

du 1 dyg due 7A%
by _— e e = A — __apr —— e
) v Au dt p dr S dor ' U)'—u’
1
e vg i fdv du)
PA =G T MR Z—;(a.:-—ﬁ_?,'

Nous supposons que le liquide emplit une aire X, donnée, inva-
riable, que limite un contour convexe I'; I' admel en toul point un
rayon de courbure fini ou infini: la borne inférieure de ces rayons de
courbure est positive.

Nous dirons que, pour ¢, <t < ., deux fonctions u(ax, v, 1), o(a, v, )
constituent une solution réguliére du systéme de Nacier lorsqu’elles sont
continues en ., v, ¢ sur X et le long de I', nulles le long de I" et lorsque
pour #, < t< t, elles admetient en tout point intérieur & X des dérivées
partielles satisfaisant les équations de Navier, les fonctions p(x, ¥, t)
et ¢(.z, v. t) étant supposées convenablement choisies.

Nous nous proposons de construire et d’étudier les solutions des
¢quations de Navier qui sont réguli¢res sur un intervalle positif de
I'axe des temps ayant o pour origine, et qui coincident, pour t =o,
avec des fonctions données u(.z, v, 0), v(2, ¥, 0); nous les nommerons
soluttons réguliéres correspondant a ces données.

Nous supposerons que u(x, », 0) et ¢(x, v, o) s'annulent le
long de I' et admettent sur X+ 1" des dérivées du premier ordre

du(.c, y, 0) de(x, v, 0)
dr -+ dr 0.

()

continues qui vérifient I'équation

Q. APPLICATION DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUGCCESSIVES. — Nos
approximations successives u,(x, y, t), ©.(a, ¥, ¢)seront définies sur X,
pour t2o par les conditions suivantes : elles seront continues; elles
s’annuleront le long de T'; on aura

ety 1 Opury _ O{ui) | d(uava)

w A”n—-—l - dt P ()..Z' — d.L' ! d,,‘ f)'l",‘.‘ . f)""...l .
v Ar My I dpu_y __ O(uyey) | @(r}) dr dv =
e T 5 dv T de - ay
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et

w, (e, V. 0) = w{mx, v.0) el vo(a, ¥ o) =v(w&. v, 0) pour n > o,

Nous choisirons
w, (o, vol)==o; IR QUL R & B T

Nous supposerons u{x, )y, 0) et v(.r, v, o) tels que u, (2, v, 1)
et ¢, (X, ¥, t) existent. [ Le Chapitre 1 nous apprend que c’est le cas
quand wu(x, v, 0) et «(r, ¥y, o) satisfont les conditions (¢).] Soit
alors D, la plus grande longueur du veecteur u,, ¢,. Soit ¥,(t) la plus
grande longueur a U'instant ¢ du vecteur «,,, v,. La formule B du Cha-
pitre Il nous fournit "inégalité

o ! B, - !

Jy }\J(l—f} R —) "

(3) Vet () <D+

B;' =3 =1 ‘ 3 (') de,
}

B,, B, et 3 étant des constantes qui dépendent uniquement de la

formedel'. Soit T, laborne supérieure des valeurs de ¢ pour lesquelles

on a

D, / B, tog 5 Bt L
ul i
(T, peut étre égal & + x). Nous déduisons de l'inégalité récur-

rente (5) que
V(1) << 2D, pour oleLT,.

Il est facile de montrer que les fonctions u, (@, ¥, ) et v, (1, ¥, 1),
dont D’existence résulte du Chapitre lI, convergent uniformément
vers des limites u(x, ¥, t), v(, ¥, t) quand ¢ reste compris entre o
et T,. Ces limites constituent une solution du probiéme énoncé au
paragraphe 1. Notons que si ?(¢) représente le maximum a I'instant ¢
de la longueur du vecteur u, ¢ nous avons V(¢)<2D,.

3. Supposons T, fini; appliquons le processus du paragraphe
précédent en substituant I’époque ¢t =T, & I'époque ¢t = 0; V(2) étant
borné pour 0<¢<T, le Chapitre II (probléme B) nous apprend gue
lapproximation d'indice 1 existe effectivement ; soit D, la plus grande
longueur de ce vecteur; nos approximations convergent sur un inter-
valle T,<¢<T,; T. —T, est la borne supérieure, finie ou non, des
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quanlités ¢ telles que

:ul’

4D, f ) B lo-- ~:’— -+ B t"‘"‘"'%dl’ﬁ

Lasolution u(x, v,t), v(x, ¥, £) est maintenant définie pour o <2£T,.

S1 T, est fini ce méme procédé permet de définir u et ¢
pour T, <¢<T,; puis si T, est lini, pour T, <¢<T,, .. ..

La suite croissante T,, T,, T;, ... ou bien a un dernier terme
égal & + =, ou bien augmente indéfiniment, ou bien a une limite
finie T.

Convenons de dire dans les deux premiers cas que T—=+ =. Les
fonctions u(x, y, t), v(2, ¥, t)sont maintenant définies pouro <t < T.

IFaisons varier ¢ a 'intéricur d’un intervalle dont les deux extré-
ités sont comprises entre o et T; nous admettrons sans démonstration
que les fonctions u(x, v, t), v(x, y, t) possédent alors des dérivées
premiéres continues sur X+ I, et, a l'intérieur de X, des dérivées de
tous ordres.

St T est fini les quantités D, augmentent indéfiniment; donc (¢),
gui est continu sur tout intervalle 0 <t<T — ¢, ne reste pas borné
quand ¢ tend vers T; nous dirons alors que le mouvement decient irré-
gulier a 'époque 'T.

Soit #'(.x, ¥, 1), ¢'(&, ¥, 1) une autre solution réguliére correspon-
dant aux mémes données. Soit 7(¢) la plus grande longueur du
vecteur #', «' & l'instant 2, soit U(?) celle du vecteur v/ — u, ' —¢.
Nous avons

. . i — ') td(p—p) _ dig—u?)  duww—u'v)
7 A — )= it T s de dx o dy ’
. C e —') Ld(p—p) _ Huw—u'v')  d(vi—¢?)
» A=) — ae s Jdv - d.r N dy
Hue—u')  dle—v)
().‘L. T ().“. — 0.

Donc, en vertu de la formule B, nous avoens pour toutes les époques ¢
de Vintervalle (o, T) auxquelles «’ et ¢ sont définis

‘u ’3l<f i "L B3 = U [0y = (U Y
“ Wo(t—r) —v(I—1) ¢ }[‘( )= U ) A

Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. IV, 1934. 50
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V), '(¢) et U(¢) étant continus on sait (u'une telle inégalité
entraine U (¢) = o. Ainsiaucune solution réguliére correspondant aux
mémes données ne peut différer de la solution «, v tant que ¢ est infé-
riear & T; par suite, lorsque T est lini, elle ne reste pas continue
quand ¢ tend vers T; elle ne peut donc étre définie sur aucunintervalle
contenant T. En définitive nous avons établi le théoréme d’unicité
suivant :

Aucune solution réguliére, correspondant aux données u(x, y, o),
v(a, ¥, 0), ne peat différerde la solution u(w, y, t), v(x, ¥, ) que nous
venons de construire.

‘Ktudions les propriéiés de cette solution.

4. DIVERSES INEGALITES FONDAMENTALES. — [Posons comme précédem-
ment
L (e, v ) = 2 ey vy L) e ey

wo=f

[Y%

- (M)‘J— (,M%I_)\:] elr ey,

f). £ /

/

P

L

et

\

D’aprés les formules 3 et v du Chapitre I et d’aprés les formules B
et C du Chapitre II nous avons

B - I

W) < o Y e—Bv =ty L2 o'y !
\(f_)\ L[{\'V(lﬂ—_r‘-)luhV(tg—lI)+lr }u(f)(!

B + I
-+ Ty log — 4 ]}(,’—i% L—t" i G20 dt’
L[j{\/y(iﬂ—(') 2 u(t,—t) \J (r')

1

4+ Blog ——
IRy

+ I%e—:@"=’--—"'] :

0 < 1, < t;< T e est 'ensemble des points de l'intervalle (z,, t,) en
lesquels on définit X et Y par les formules (3); ¢’ est I'ensemble com-
plémentaire, sur lequel X et Y sont définis par les formules (2);
J(¢) est la plus petite des quantités (¢) et J(¢). Convenons de
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définir X et Y par (2) quand J(2) £(2), par (3) quand V() < J (),

nous obtenons

ol B . o
6 I{1) < f _ B 0. et Ly ar
(©) <[ s sy [

() [ Biley - BB
' T (= 1) ¥ )

B,, B., B;, B, sont des constantes qui dépendent exclusivement de la
forme de I'. 9(¢;), qui est au moins égal & J(¢,), est inférieur aun
second membre de (6).

J(2) est continu pour 0<e<T. Si T est lini, J(2) ne reste
(7) ¢ pas borné lorsque ¢ tend vers T [sinon le second membre de (6),
donc 7(2), resterait borné].

D’autre part de (4) résulte la relation suivante, qui équivaut a la
relation de dissipation de I’ énergie

t

Vs
Lao(t)=2w0(n) + 'uj () .
L

23 %

Dot
1 diW
APy — — .
J() 2y dt’
or
0y L o
‘“’(’)EBJ‘U);
done
P W
WLy — L O
Wits wfBy dt’

et par suite
W)W (o) 2BV,

Nous avons done
s
: I .
f F) AU < =W (o) e—23v1,
o u
H

et a fortior:
.

(8) [ e ar< Sro@ e,

1

Les propriétés des solutions réguliéres que nous établirons par la
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suite auront toutes pour origine les inégalités (6), (8) et la proposi-
tion (7).

3. Dicression. — 1l est bien naturel de chercher a établir en
premier lieu que T = =. Je n’y suis pas parvenu; il est d’ailleurs
impossible de déduire ce fait de (6), (7), (8) : c’est ce que nous allons
prouver au cours de ce paragraphe en définissant sur un intervalle
positif, fini, (o, T) une fonction J(¢) qui satisfera les trois condi-
tions (6), (7), (8); cette fonction n'aura d’ailleurs aucune raison de
correspondre a4 aucun mouvement régulier.

y ¢ g > e - y . 1 .
Plus précisément nous choisirons T inférieur & 3, et assez faible

pour que 'inégalité (6) soit une conséquence de la suivante :

‘2
I(t)<B —log ————— J (') dt' = \[2 3 (1,).
(@ 3 <B [ log e () A+ 3 30

Nous prendrons alors
v i 1

)= ¢ ———
B, \/‘J(T—I) log?

bl

v(T—1)
. I

o est une constante comprise entre 5 et 1.

Pour satisfaire I'inégalité (8) il suffit de choisir

T
W{o) == 2v e?-ﬁ'“f J2E) elt,
i+

c'est-a-dire
ay? ee{?.vT

(za —1)BY _1_'

W(ey=

Nous avons, pour T — ¢, <2(T — ),

! 1 B K 1 x
a() _VT—q | 55T —0)

a(n) VT — 1,

log —
Obu(T—l._.)

"inégalité (g ) est donc vérifiée dans ce cas.
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Supposons maintenant T — ¢, > 2(T —t,); nous avons

1

e
Bf L es— ()l
o Vet —ry v(—1)

t

I

>th t ! ham_”w'
B, _ryut— )y ¥(T—1) lﬂgga_(,r;ﬂ
8 STT —

- v? i f j" de’
B, av(T—¢,) lou?*—1 r ary— VY (l— ')

oy Ty — :
v I I
> — = J(L).
B] v‘y (rl‘ - tﬁ) Wowu__l__.
°vw(T—¢)
L’inégalité (g) est encore vérifide. C. 0. F. D.

6. Constouesces bk (6) ET bE (7). — Soit 2(¢) une fonction positive,
définie pour 0 <¢< <, sommable, continue, sauf peut-étre pour t=o,
et vérifiant I'inégalité suivante, ou L représente une constante posi-
tive

i B + L f
3> ~ t o 2 i) 2645y !
(Lo) c?(t):f“. ?v'v(t 7S log v(t—-l’)-i—bi(' : (') dt

+ L [Bx log_v—l— + B, e—.ﬁ"l}
_ vl
Si
(11} F(4) 2L,
on a manifestement d’aprés (6)
(r2) T(L) < o(f— &) pour 4,Z¢ 47T

Puisque J(z) ne reste pas borné quand T est fini et que ¢ tend
vers T, on a nécessairement

{L3) T>t+r7.

En particulier, supposons ¢,=o0 et supposons que les données
varient en sorte que J(0)<L; T et J(¢) varient, mais T reste supé-
rieur & 7 et J(2) reste inférieur & ¢(¢). Nous admeltrons, sans déve-
lopper la démonstration, que dans ces conditions les fonctions u(x, y, 1)
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et v(&, y, ¢) non seulement sont uniformément bornées, mais qu’elles
possc¢dent encore une égale continuité sur tout intervalle de variation
de ¢ ou p(¢) est borné.

Nous choisirons

(1h) o(t)=L [ili: lag ;I—l + B, e 3 | - M,

M étant une fonclion de L. Pour que (6) soit vérifié, il suffit que
(15) M2F[ue] —2vM - L2 Gv]<0;
nous avons posé

i
. B, ,
Flvt]=1 uf $! = log — -+ Bye B ((/!’.
0 ? Jl” Twl [
o

X

2 4
Glvil=1» [ B i6e
\Utl

- Be—iv } [IL, log — -+ I, e—wf] i
Y

L
A vi’
F|ve] et G|vt] sont des fonctions croissanles; elles tendent vers des
constantes indépendantes de v, F( ) et G( =), lorsque ¢ augmente

:pz] e .u_(.| vt |[
\"utlogﬁ \‘vt(]og_rﬂ)
admettent des bornes supérieures finies et des bornes inférieures posi-
tives.

Au cours de ce paragraphe nous prendrons < égal & la borne supé-

rieure des quantités ¢ pour lesquelles

. P 1 .
indéfiniment ; pour o < vt < - les fonctions

L*F[w] Glutjsv?
~ ainsi déterminé, le choix de M sera toujours possible. Déduisons de
ce qui précéde diverses conséquences inléressantes, indépendantes du
BL" si J(¢,)SB'v on
peut satisfaire I'inégalité (11) en prenant L égal a B'v; et la rela-
tion (13) nous donne T =+ . Nous obtenons ainsi le résultat
suivant :

choix précis de M. Posons Flax G| ]=

Tui:oriME a. — Si'¢ instant initial, ou & tout auire tnstant antérieu-
rement auquel le moucvement n’est pas devenu irrégulier, ona J()<B'v,
alors le mousvement ne peut jamais devenir irrégulier.
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Supposons maintenant que le mouvement devienne irrégulier i

Pinstant fini T'; soit ¢ une époque antérieure positive quelconque; on
doit avoir © < T — ¢, donc

T F[v(T — )] Gv (T —£)] >
D’ot: :

TuioriME b. — S le mouvement devient irrégulier a U'époque finie T,
o<t T :
onapouro<t<_T:
By ad|w (T —t})]

=0 s |

(16) S()>Bv -

. A I
B’ et B” sont des constantes ne dépendant quede U 6 2] =1 pourx< —,
- — 100

s| x| = o pour x> F;T,

Enoncons enfin un troisi¢me théoréme :

Tutontne c. — Supposons que les conditions initiales varient, I{o)
restant inférieur a une constante Li; soit < la borne supérieure, finie ou
non, des nombres t pour lesquels L2F[vt]G[ve]<v2. Pour toute valeur
de t comprise entre T el une quantité positive arbitrairement faible ¢ les
Sonctions u(x, y, t), v(x, y, 1) existent, sont uniformément bornées et
possédent une égale continuité ; on a pour o < 1<

(17) J() <L [[i: log fi + B, g—.'ﬂ-~1 - M,

M étant une fonction de L.

7. Le fait que les relations (11), (14) et (15) entrainent l'inéga-
lité (12) permet de comparer les valeurs J(t,) et J(t;) que prend la
fonction J(¢) & deux instants ¢ et ¢, de lintervalle (o, T),
(04, < t, < T). Supposons J(¢,) tel que I'on ait

JHLYF (e, — ) Glv (e, — )] S

Choisissons t==1¢,— ¢,, L= J(¢,); nous ne prendrons pas M égal &
la plus petite valeur possible, qui est la plus petite racine du tri-
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nome (15), pour ¢{= =, mais nous poserons

Glv(f,— ‘fm)]_

=LY FRE

I vient

I (1) < I(4) [B; log sy + Bue —] Sa(t) \/‘F%g_:f%

Autrement dit nous avons, en désignant par le symbole { A, A, 1
la plus petite de deux quantités A, et A, :

v . 3

VFo (e G — ) (
Ity > It :

S 1ty Gy (t.— t, )]
B, log T t)—_«llf, —r—\/l[““ ")15
D’on :

Tueorime d. — St 0<t, < t,<{T,ona

*

(B B'3alv(t.— 4)] ol CHRN
. B'v+ — “
(18) I(¢,) > | it —t3 | low — " Y e —

! Vit — 1) Io,m: B+ Blos (._M‘

Remarque. — Convenouns que J(T)=- = quand T est fini; I'iné-
* galité (18) reste valable et le théoréme 4 en est une conséquence.

8. CoxsEQUENCEs e L 1NEGALITE (8). — Supposons T fini; d'aprés (8)
et (16) nous avons, quel (ue soit ¢, compris entre o et T,

ETRT P . T T SIyiT —
b (;,0) > ie‘-‘ﬂ‘"ﬂf I dt > sz"'Eei.a"“f 8[» (T — 0} dt.
¢ i,

i Id . v (T —¢) log?

T
ST =0

Nous choisirons z, = o pour T < Soell= T — . pour T2
— 190V

Le dernier membre de la double megahte precedenle est une fonc-

. . “ ‘ . 2, 1
tion continue et croissante de T; cette fonction vaut gB”‘———I—
loe®

= T
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-1 I
pour TS ——; pour T2 —— elle vaut
— owv il K100
3
3 —_= 1 .
sh™e v ——— e T
3 log® 1ow
Par suite
s (o) S—) B s
v T3 log® eo
1 § W) N (T 1372
vI << zlogr*———~ s > - .
s 3 ° b ¥ T3 log¥ice

En d’autres termes :

. Wio) o B™
TutoriME e. — Quand ——— <

- le mouvement ne peut devenir

¥t = 3log 10
ARy 1
urégulier qu’antérienrement d époque § = _e L%
w0y 2 B™ .., .
Quand — 25 i—= le mouvement ne peut decenmir irrégulier
= =3 log” 100 £

’ S e A o) — ! y o)
qu’antérieurement a I'époque § = - log*—5—-

By
o .. o) _2 B
Supposons T tini et —— < ; s nous avons donc
v =3 log® 100
[ £
2R
.)'l',\/ {»_[:;-;;‘.u‘\ < ' :

o’

d’on, d’apreés (16),

TN - i B ';'
3(0)> By + ]Bu{ A )l e
—

[ Cette formule est manifestement encore valable quand on y rem-
place I'époque o par une époque quelconque ¢ comprise entre o et T.]

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant, dans lequel est inclus le
théoréme a :

Tukorene f. — Le mouvement ne peut jamais decenir irréguliersi 'on

a, & Uinstant initial [ou @ tout autre instant antérieurement auquel le
mouvement n'est pas devenu trrégulier] :

1
| L ‘.(’,
(<K -+ o wm | g[20W07.
= By |

Journ. de Math_, tome XIII. — Fase. IV, 1934. Q1
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9. Ne faisons plus aucune hypothése relative & T soient 1, et ¢,
deux ¢poques telles que 0 <7, <1, < T. Les inégalités (8) et (18) nous
donnent

le - - .
. : B ya]vit.— 11 Sl ¥ Wy
(ral ‘S [» (2, ] 3 —; l ot << “_,l; = g3y
“ay l\’u‘lh—”hwﬁ—_—-‘ B—Blog — i
tT T w(t.— 1) Tuid,— 1)

Nous choistrons 1, =1, — lorsque ¢,2 : t,=o0 lorsque
LI L)) I L H

i)

1, <
— Q0

Pour que l'inégalité (19) fournisse une majorante de (1), il faut
et il saffit que

Al - . -
B2y af¥(t,— 1)} W) e—23in

ot >

[} Y

oy (l— ) logt ——
N Ty

¢'est-a-dire que 7, soit supérieur & I'époque § que définit I'énoncé du
théoréme e : T est alors infini.

-~ e . . . I : .
Supposons donc T infini; choisissons #,2 ——; le premier membre
? = 100v

B2 Y .
—— quand le second est inférieur a une

v

de (19) est de la forme
quantité Bv_ Il en résulte :

Tatontne g. — Quand T est infint, on a I(8) < B\ (0)e™ 3 pour
. . - .« . .. 1
les valeurs de t vérifiant a la fois les deux inégalités : vt> —
g oo
W o)

R
et 3vt> log ! Be

1I. — Ktats initiaux semi-réguliers.

10. La section précédente est bhasée sur les hypothéses (¢), qui
concernent I'état initial du liquide. Elles sont trop restrictives pour
que les résultats acquis puissent s’appliquer directement au cours du
chapitre suivant.

Donnons-nous maintenant deux fonctions u(xr,y, 0) et v(x, y,0),
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définies sur X et mesurables; soit
k]
W(wy= ” [ voo)— 3w v o) de dy.
wn

Supposons vérilié I'un des deux sysiémes de conditions énoncés
ci-dessous :

On a

e, vooy —cfie, v o T ek

o) étant une constante.

On a

M l (L I o w‘-.) ’)—ll—,‘l.—” -— (‘(_‘r. L n) ')—u] wrf.l‘ th’ _
3 . e - N

pour toutes les fonetions ®(:x. ¥) qui sont continues sur T4+T
| ainsi que leurs dérivées premiéres.

La gquantité (o) est finie.

Il existe des fonctions mesurables et de carrés sommables

(2, ¥, 0), (2, ¥, 0), v (&, ¥, 0), v.(, v, o) telles que I'on
ait pour toutes les fonetions @(ur, ¥ :

"”:u( @y, n) '—)—l%lldt v ——J{:u_l-f_ut*. ooy Bl v)dedvy—u,
e’y | .”"m £ ) dlb;% dadyv —:—‘ﬂ;uy(wm yow)®{e vydrdyr=—o.
0":-‘ [ S| dtmo—;i‘——' v ——“M;u. (e voo) P, y)dedy —=o.
‘.;";r (e, v u}%cir v —J[_.n (. vo o} @, ) drdy=o,
; Enfin:
! L R ) Y L A S D =g T

IPesons, dans ce dernier cas,

fod = N Tai(e. vooy — ud{a, voo) = (e o) — e v, o} ey,

On peul trouver une suite de fonctions w,i.r,y,0), v 2,¥,0),
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nulles sur I, continues, ainsi que leurs dérivées premidres, sur X+ T,
et qui vérilient les conditions suivantes :

g, e, Vo) Aogiar, vy
; _ N —
e dy
{20) hm “ Hele, viod — e  vied —Iegre viody — v voan Pl dedv = o
-

dans le cas (¢") :

HE(J‘. R L r;fu.r. Lo é‘l‘i{u}:
dans le cas (¢7):

,' i *t)ll,.i.t e ) da ol v, -n\)f
. L ‘ N d" yi l’\ "_1" ‘
S, b, v, oy e S, e, v a2 .
— —r et } —L—‘——\ A A It
Tae a D

Nonmmons (.2, ¥, 1. v,(&, v, ) la solution véguliére des équations
de Navier, qui, d’aprés ce gue nous savons, correspond aux valeurs
initiales . (., ¥, 0), v, (&, ¥, 0\ Appliquons le théoréme ¢ : posons.
dans le cas (¢"). o)== V{v): dans le cas{c"), J{a) =0 soit <
la borne supérieure de nombres  pour lesquels (O F[ v ]G ve] =S+
on peut extraire de la smite u, (2, ¥, 1), v, (2. v, 7)) une suite partielle
qui, pour o <t < <, converge vers une limite uye, v, D, vz, v, 0.
Nous allons établir quelques propriétés de ces fonctions.

11. Supposons ¢ mtévieur & Pintervalle (o. 7)1 alors les fonctions
w2, ¥, 1), e, v, 1) sont continnes sur £—-I': elles sont nulles le long
deI': elles admettent des dérivées du premier ordre en x et ¥ qui sont
conlinues par rapport a x, v, t sur X+ [ en tout point intérieur & X
elles admettent des dérivées qui satsfont les équations de Navier. On
a manifestement

(2} ECN TS RSN LT Ry
D autre part, dapres I'inégalité (17) du théoréme c, nous avons
T S iy mh! B, IM—; — B, e *"} — M,

I'ortons cetle majorante de Jy#) dans le second membre de (6),
qui, rappelons-le. est supéricur a Ty t,): choisissons o <t < = 1, =1
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1
et {, = -tz nous obtenons

‘ v B N
e RTINS N [lu; p l o Wye— 3y
'y

M, et M, sont des quantités finies, fonctions de J(o).
[ Soient a(.r, ¥) et b(x, v)deux fonctions, nulles le long de T',
continues sur X [ ainsi que leurs dérivées des deux premiers
+3: , ordres, et qui satisfont I'équation

dai.e, vy dbie, )
- —— T,

) e dr
On déduit de (1Y et {(3):

| o0 ‘f Pogres vo Uy davas vy ssegiae, vo Y Abel v ol ey
s - ¥

— 'l Lo (s v o fra(e. vh = voees vo DV 8 (e v ] daedy

.- M\ Lo, voobaiae, v) v vow bl v)ldaedy

;' L TR E B . e Y i )] .
=— , odt ” VIR et Yoy l’ : o T ] T B RO R S
“n

Jor de dr dar
L . N
AR valaes v ) : daedv,

Jv
Passons a la limite : rappelons-nous la relation (20), Vinégalité

” it v ) =-wiiwe v Dl dedy <),
o

et le fait que les fonctions w.ix, ¥, ), v, (&, ¥, &) convergent
vers u(x, v, N, v(r,y. ) pour o <<=l vient

K]
~

¥ ‘, dr , [eie. ¥ ) Aa(a, v = v vo ) b, v) jdae dy

'lﬂ

— H\ Jaee, vo D ate, Vi —- via, v b, V)de dy

- M [eers vowd @i v} = v, v, o) b, vV dedy

" der e, v . Ve, vy M vy L .
= ,l u ya - o W, voly — I ’ S —— e, v b yvie v )
. m dx e dv dr | - R

dbie vy N »
_——_—d‘r L U o Y }}d.. e(,_
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Il en vésulte

.

v e M Fervars o aerieg v v a0 B e vfdedye
-

K omw

=
= M Judae, oo v - v v e dee viddiedy,
e N

Nous allons généraliser ce résultat :
Désignons matntenant pav ayr, vy be ) deux fonetions mesu-
rables, de carrés sommables, ot telles que nous ayvens
AR Wryeo 1
lM LLUNE AN ‘f—-L—‘ - {31 WL i—-;‘——‘—* efrofvs
SN L - o e Jv i .

pour toutes les fonetions 2, ) continues, ainsi que leurs dévivées
premicres, sur X -, On peut alors trouver uue suite de fonetions
@A VY B (e ) qua vérifient les conditions (23), et telles que les
quantités

.-
(‘l:i’!.w 5;‘?_; i‘l EMJ‘ — s,y - ['z N Ao l‘-.{l‘
“~ X

tendent vers zéro. Nous avons pour o > ¢ < 7:

RN E " i vo s e ) sl a8y Bl o e de
— ” fae, vo B, ee 3 o L Db e  ded aey W Lo,
) i
L2} nons apprend, d'autre part, quen peut trouver une suite de
nombres positifs 7, tels que Pindgalité o <t < v, entraine

3

vy E “ Pace, 3o DV a, (e v v, vo v b v} dedy

N
—_ M Laes v oY tes Vi = vees v o) bl V)] e dv | <2 gy 0ol
-y
De (23), 2 et (27) résulte que F'on a pour o <1y,
I ” {wie, v Dafe, 3) = o vo ) bl v dedy
M . 4

— ’{ L. yoohade vy — ciwo vo oy b, )] de t{ri ST g,y W),

La relation (23) est done encore valable.
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En particulier,

lim ” fee(ee v ) ue, ooy - vl v v, v o] de
-

PN

== ’ L (e vo ) - v oy ele de,
LN

Cette relation, jointe a I'inégalité (21) 1 30 < W3 0), nous fournit

une égalité importante, dont (23) n’est qu’une conséquence :

X)) lim ”‘ Heale, voty —wies vo o - lee v D — ol voo)P ldedy = o,
oy

en d’autres termes u(.v, ¥, ¢t ) et e(x, y, t) convergent fortement en

wmovenne vers u{x, v, o) et v(.r. v, o) quand ¢ tend vers zéro.

12. CoNPARAISON DE DEUX SOLUTIONS DES EQUATIONS DE NAVIER. — Soient
deux solutions des équations de Navier : n(w, v, 1), (@, ¥, t) et
i, (e, v 0, (e, v, 0. Nous les supposons délinies sur X pour
o < t<t,, nulles le long de T', continues sur Z + T ainsi que leurs
dérivées premicres en @ et en y; en tout point intérieur & X, elles
admetient des dérivées particlles qui véritient les équations de Navier.
En outre, nous supposerons que lorsque ¢ tend vers zéro, les quatre
fonctions u, v, u,, v, convergent fortement en moyenne vers des limites
gue nous nommerons u(.2, v, o), (@, v, 0), u, (@, ¥, 0), v,(@, r,0d.

Posons

W v o hy=u (@, v ) —uie v, )

e, v D = e vy D — e vl
) i \‘)",_: T ITES l".: 2
f{i}:ﬂ” ld_z % -+ 'l)T{— - (f;_,} de

~

wid) = ”'jlll T '4"=} deddyv,

Seit V(¢) la plus grande longueur i l'instant ¢ du vecteur «, v. Nous
avons pour o < i <¢,,

., du vy’ - - e du’  dv’
lll(—m‘—_‘;m»_v‘!(ltf‘!—“lt) WTF—U-

, Loy’ . . e N ()u')
“ - . — — — - Y bl — 'P_'_ ks Y b o — — —— — -
v e o drv vt s _" 2 ST (ulzr oy

Un calcul analogue a celui qui fournit la relation de dissipation de
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I'énergie nous donne
1w )

ENAT AR s a0 .‘L ey — e daedy,

“\Ml'l

Y2 ) Pl T (W ARER
VIO —y Uy e gy -

Sy,

ot -
l.e discriminant de ce trinome en j( ) ne peat étre négatif; doune

TARYA!
oy \:.“"

DTy AT ')_~
AR ' ot -~

On en dédut

At

‘1‘ ' ENCEENY
wid - weje T
lorsgue le second membre de cette inégalité a un sens.
Eun particulier, si l'on a presque partout

i, Vo0 TSR vaod el e et e vooen

et si UVintégrale | ()t converge, wit) est ideatiquement nul :

]
les deux solutions considérées sont identigues.

19. Coscrvsioxs, — Poar énoncer les résultats obtenus an cours
des trois paragraphes précédents, il nous sera commode d'employer
la détinition que voici :

Nous dirons que, pour ¢ >t<#, deux fonctions u(wx, ¥, ),
v, v, 1) constituent une solution sew-réguliére du svstéme de Navier
{iquand les conditions suivantes seront remplies pour toute valeur de ¢
intérieure d Uintervalle (1, #,):

J N
u ¢t v sout nulles le long de U';
du du e dv . .
W, ey s—e o—s -o— SONE conlinues en ., v, Esur X 2
g v g v ont continues en ., v, sur X4 1':
u el v admettent en tout point intérieur & X des dérivées partielles
qui salisfont les équations de Navier:
ol

Vintégrale f [N () dt est convergente:

‘E ~
l lam ‘" Hloee 3y —aves vo P - el v — o, VL) Pl de dv =l
Lk T »
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Q b ]

[ Une solution véguliére pour ¢, ~ t <ty est a fortiori semi-véguliére.

Supposous ¢, = o} la solution semi-régulicre sera dite correspondre
aux données v, v, o) v, v, ok

Le paragraphe 12 élablit le théoréme d'unieité :

I ecaeste au ples une solution semi-réguliére correspondunt a un
svstéme de donndes.

Les pavagraphes 10 et 11 établissent un théoréme d'existence :

St les donndes vérdfient les conditions (€ ow (¢7), Uexistence dune
solutton sena-régulicre correspondante est assurde.

Notons cnfin que toute solution semi-réguliére vénfie les théo-
remes a. b, ¢, d.e. [, g laguantité d o) est finie quand sont vérifiées
les conditions ¢V ou les conditions (™).

CHAPIUTRE IV,

MOUVEMENTS VURBULENTS.

I. Ixtrovrenon. — Nous ignorons si certains mouvements ne
devieunent pas icréguliers au bout d’'un temps fini : le chapitre pré-
cédent ne nous a fourni & ce sujet que des renseignements partiels (')
Ll est cependant possible que la régularité du mouvement soit assurée
quand on suppose gu'aux points ot le tenseur de déformation est
cousidérable, le coeflicient de viscosité cesse d’étre constant pour
prendre lui-méme des valeurs considérables. Nous voici done amenés( *)
a supposer que le probléme légérement modifié admet toujours une

4y La difliculié de la question provient de Uinfluence des pavois, Dans le cas
Qun liquide plan illimitd, aucone iredgularité n'est possible : fen ai donné une
premiere démonstration dans le decunier chapitre de ma Thése (Journal de
Mathématiques pares et appliquées. t. 12, 1933): une seconde démonstration
se trouve cbauchée dans ume Nore aun Comples rendus de U deadémie des
Neiences, 30 mal 193,

{3 Pour plus de détails, vodr ma These, Chapitee 1L Section I

Journ. de Math., tome MHL — Fase. IV, w3 o2
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solution régulidve. Cette hypothése va dire Kgitimée an cours de ce
chapitre; mais la solution approchée que nous utiliserons il sera
choisie la plus simple possible: elie se trouvera dépourvue de signi-
tication physique précise. Nous chercherons ce gue deviendra cette
solution approchée quand nous neus rapprocherons de plus en plas du
probléme primitif. Cect nous conduira & mtroduive la notion nounvelle
de solution turbulente. Kt nous nons trouveromns avewr établi guil
existe dans tous les cas au moins une solution turbulente, détime
pendant une durée illimitée gui succédde a linstant mitial.

La seconde section du chapitre démontrera quelques propridiés
remarquables de ees solutions turbulentes.

Lies raisonnements gue nous allons développer peuvent dtre trans-
posés & Uétude des mouvements turbulents dun liguide visgqueux.
illimité, & trois dimensions, étude que nous ferons dans les deux der-
niers chapitves d’un autre Mémoire ') en utilisant dantres procédes.
lnversement, les raisonnements que conticnnent ces deux chapitves
peuvent étre appliqués an eas présent: s justifient wieux la notion
de solution turbulente, mais ils font appel & des théordwmes moins
¢lémentaires el moins usuels. Nous nous sommes apphqués  atiliser
ici appareil mathématique minimum : nous avons protité de la strue-
ture particuliére des solutions turbulentes pour simplifier la démons-
tratton du théoréme d'existence.

I. - - Théoréme d'existence.

2. Eerivons les équations de Navier :

. duie. v, ) Udne, o8y ey ey o)
v Al v 8 — > — = & = —_ — —
N pr % o e d‘ v
de . vl ) vedpean, x84 Py ac) IR
(“ ‘lel‘\,h{'\ .o 8} — LR I3 . _‘:P LA :EQN‘A N [TIN ]
. Bl % Jy e dv
e he
y R e LN
k de  dv )

(") Sur e mouvement fun fiquide visqucur emplissant Pespace (Acta
math 163 w3
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et les dquations des mouvements mbnnuent lenis @

e, v s vl
b‘ v Ay, 3. 3 —- et o2 . — .
’ o2 5 e
o h . )
e, vy LT TR R B
"#l“#~~'.i~f‘-‘-——‘——.-— ,I—‘_

[}

' : il ; o —
Supposons existence de conditions initiales agr, v o) v, v, o)
telles que ke mouvement correspondant ugr. v, O, v, v, 6O devienne
irrdgulier 3 une épaque T (N augmente indétiniment quand ¢ tend
vers T, Qu peat admettre que les fonctions wgr, ¥, 0, v, v, 1) vepré-
sentent mal la véalité physique quand J(0) dépasse une certaine
constante U, supéticure i o), et quil est préférable de leur substi-
tuer des fonetions plus régnhidves. (Test ce que nous allons faive en
constriisant., par un procédd de vécnrrence, denx nouvelles fonctions
T A N L A

Supposons @5 VoA v O détinis poure > s et (DN A s Gl
Considérons la solution semi-végulidve de (), a0 v, D v v
qui corvespond aux conditions itiales

I T S B s RIS 2N Crte Vo2 =T voan

clle est définie pour 22 ¢ T, X0 T = 32, nous choisivons u™, +*
wentiques & u,. v, poar 22 Supposons T fini; soit 3 la borne supé-
vieure des valeurs de 2 pour lesquelles O Y2 Gl Comme nous aurons
a utiliser fréquemmment le théordme ¢, convenons de représenter
par; L2 la horae supérienre, finie on non, des nombees 7 pour lesquels
L3l e Jaive] sy Nous avons ¢+ 0,0 LT, powr 25t T,
Soit v la horne supérieare de fa fonction £ 439,08 sur le segment
238530 Nous avens 37+ T, Nous cheisivons @, +° identiques

. . S . v |~
& u. vy pour xxfxy = Puis @%, v seront définis, an deld de

Uépoque =

I - 3
- par les propriéids d'¥tre continus pour = ——= ¢t de

~ : ~ - ~ ay R S ~ "
satisfaire le systéme 2V jusqu’ Finstant ( ind) ¢ ot nous aurons pour
la premidre fois 32 =C.

~

vy O ost détind & particv de o7, " comae & Uest 3 pavtie de w. v
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Posons &', v, o)==, ¥, o), e vy o) = v, vooo) Apph-
quons la coustruction qui précéde en chuisissamt d'abord 2=wo:
u* et +* se trouvent définis pour 02 133,. Choisissons alors x=32,:
cette méme comslruction délimit o®, «* soit sur Dintervalle intind
{%es = %), soit sur un intervalle fini (%es 1) Poursuivons ainsi, on

bien indéfiniment, ou bien jusqu’a ce que nous rencontrions un T,
infini. Puisque 5, — %> 11 VL Et e v et T v ) se trouvent
linalement définis pour toutes les valeurs positives de &

Lnoncons celles des propriétés des fonctions wla, ¥, ), (e, v, )
qui nous seront utiles.

Ces fonctions sont continues pour ¢ >>o.

L axe des temps esl divisé par une suite de points, qui e peavent
s'accumuler qu'a Uinfimi. en intervalles & Uintérieuwr de chacun
desquels #° et v* constituent une selution réguliére soit du systéme (1,
soit du systéme (2).

Tout nstant ¢, tel que I, est Porigine d'un intervalle de

. . Lt . ‘ ‘
Vaxe des temps. de longueur supéricare & - 1076, sur lequel a” et*

constituent une solution régulicre du svstéme (1),
Nous avons
L3

Lok Ty 4 W) ’ AR AR poar  wosds b

LI

Ces deax devniers faits assurent « la prédominance du systéme (1)
sur le svstéme (2) v Nous nommerons &7 ¥y L L a1y
solution approchée du svstéme (1 aitachee & la constante C.

3. Faisons anugmenter C indétiniment par une suite de valeurs
arbitrairement chorsies: w’ e v 0, e, oD convergent uniformeé-
ment vers (e v D0 v, v, 0 a Dintériear de Fintervalle o < e T
St e, v, D0, v, 0 convergent uniformément & Fimténeur dun
autre intervalle. vers des hmites, constituant une selution de ()
végnliére dans cet intervalle, nous nommerens également ces limites
L, vy DL o2, v, ). Nous nous proposons d'établir an cours de ce
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paragraphe la proposition sutvante : On peut toujours extraire de la
suite C; une suite partielle C, pour laguelle de telles limites existent
en tout point d'un ensewmble ouvert du demi-axe (0, + ), le complé-
wentaire de cet ensewmble par rapport & ce demi-axe étant de mesure
nulle.

Nous avens dapres (3)

-

o - LIRS
"( vh ' a ‘Af[lbft«fig ;;‘\\ (LY 1N

~on

o

Done, gquel gue sot U, PFintervalle { O, ————
|
by 1 n \ > 9 I;) Tyl

\) contient des points on

S By,
¢ est-a~dire ol

W = - e

Soit §; Pun d'eux. Dapess fe théoréme de Weierstrass-Bolzano, le
théoréme d Arzela et le théordme ¢ (p. 393) on pent extraire de la
suite {5 une suite U, telle que les §] couvergent vers une limite 0, ot
qua DNntérienr de Dintervalle (9,, + =) les fonctions #™(. ¥, 1)
S vo 1) convergent uniformément vers une solution réguliére
de ) 1 e, yo DL e, vy B S, se trouvait étee dgal & T la propo-
sition en vue serait étabhe : il suffirait de cholsiv comme suite G, la
saite C,..

Pour poursuivee, introduisons un procddé récurvent : Supposons
extraite de la suite (G une suite C, telle que les fonctions u et v
existent, sauf peut-itre sur un casemble ¢, de T8,, composé de
£intervalles et de points isolés (£ > o). Soit ¢’ Uensemble des points ¢

- . o, Wes.e -
de ¢ tels que ¢ contienne intervalle (\I SO+ —:r) Nous avons

N X Y . A ~ ™
wes. ¢ > - mes. . Done, daprés (§), on peut trouver guel que soit C
un point §° de &’ tel que

. e O
O 1J‘ﬁ§x/ —

¥ el ¢
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Le théordme de Wewrsirass-Bolzano, le théordme d"Arvzeld et le
théoréme ¢ prouvent gu'on peut extraive de la suite C, une suite par-
tielle G telle gue les §7 convergent vers une himite 8 et qu'a Nintérieur
i : :,«‘6%:—:\'; ” les fonctions &™ (. ¥ 1,
VI, v, 1) convergent uniformément vers une solution végulitre
de (0 2 e, v, cue v e,

de Uintervalle { 4, §+

Ce procade d extraction de suile seva dit de previvdre catd gorie lovsque

A Y

tout Fintervaile { 6.8 : /;‘f;;—\j"— F) sora intévicur & e dans le cas
\ x| RS e )
contraire il sera dit de seconde catdégore.

Nous Vappliquerons dCabord en choisissant ¢ idevtique & T9, ot la
suite U, wWentique a (.1 i nons fourniva une saite partielle C, telle
que, sar un cerlain intervalle de T, & et «* convergent uniformé-
ment vers une solution régulivre de (1): neus nommerons cet inler-
valle : 5,3,. S §, 3, coincide aver T, la proposition dont e pava-
graphe est Uobjet se trouve établie : il seftit de choisiv comme suite U,
la suite (. Sinon nous appligeerons & nouvean le méme procéds
d extraction de suite en choisissant pour ¢ Pensewmble ¢, = TH, — 9=,
et pour , la saite 7,1 il nous fonrniva wne suite pactielle €, tefle
Gue. sur un cerlain intervalle 8.3, intérieur & oy, & et <% convergent
uniformément vers une solutien végulidre de (1) Posons

Si cet cnsewmble ne contient aucun mtervalie la proposition en yae est
établie. Sinon nous apphguerons & veuveau le méme procédé dlex-
traction de suite, ete.

Finalement ou bien la proposition & prouver est démontrde, ou
bien neus avons construit une mhné de swtes 1 €, G U L L Je
dis gu'on peut prendre alors pour smie (, la suite dont le £ terme
est e 7 terme de la suite €, (procédé diagonal de Cantor) @ G, est
saite particlle de chacune des précédentes a partiv d'un certain rang:
done les fonctions &, * qui hat correspondent convergent uniformé-
mend vers une solution réguiidgre de (1) & Nnténicur de chague mter-
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valle =;9;1 il ne veste plas qu'a prouver que

wes, T, — s .

il ~L

P
il

3

<est-d-dive que

T,y mees. o) = o,

~

¢ se compose de points isolés et de & intervalles. Ji Fopération qui
détimt ¢;_, est de premiére catégorie, on a

_ v e .
Y MES ¢, = MRS € - — | /—L—— N Eosymw o B
: bV umes e b
SInan
I X
1B mes ey < {l - —E—\j MRS 0 F OSENY
> ey =

Supposons dabord le nombre des opérations de premidre catégorie
ESTIN.

infink et représentons par j lewrs indices: daprés (3) ¥ 4/ \
] > < a1y ymese:

converge: done )
LTI ) ’—M t —u:
“h \" ¥ mes o :
done
B { mes e b= o2
Jon
by | s e ) = o, o BB

3i au contraire le nombre des opérations de premidre catégorie est
borné, les nombres &; restent inférieurs & un entier £ ot neus avons,
quand 7 est choisi supérieur & une certaine borne,
o ]
MRV €y ij\l — ;}\_}) (LN
Donc

~

B, { e, eph — . Q. BB

4. Nous nous proposons maintenant d'élablir quelques propridtés
des fonctions u(, ¥, N, (&, v ) que nous venons amsi de débinic
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pour un ensemble ouvert K Jde valeurs de r. & se compose des inter-
valles (0, T), (0, + =) 0,7, (0579, ... Le complémentaire de I
par rapport a I'intervalle (0. + ) est de mesure nulle. Nous avons,
quand ¢ appactient & E, C(0) = limite 300, On en déduit, griee

A (3), que W(?) est décroissant. Dautre part on a. en tout pomt de B,

ROr)
: :,; =—2v3}* . Decesdeux faits vésulte que [\ D +av I ANVIE

est une fonclion non croissante qui reste constante sur chacun des
intervalles dont se constitue K.

Introduizons deux fonctions arbhitvaires ey, y. £\ b, v, ) con-
tinues sur S+ I, ainst que leurs dérivées premidres et secondes, pour
toutes les valeurs positives de 1. Supposons que agr, v, O, b, v )
s'annulent le long de I et qu'on ait & l'tntéricur de X

e, v, el v

o - h ™

Donnons-nous un nombre positif arbitvaivement faible :: cons-
truisons deux ensembles de valeurs de ¢. E' et E", qui possédent les
propriétés suivantes : 12" et E” n'ont ancun point commun: B4+ B
constitue le demn-axe oxi: E' se compose dun nombre fini de
segments, intérieurs & k| ainst que leurs extrémités: mes. 197> =,

w(@, v, OO, v, ) constituent uve solation régulidre tantdt
de (1), taniot de \a‘» posons dans le premier ca 5(“-—1. dans le
second <(#)==o. La fonction

! e
=V v ,‘ ot N [eetfoos Vo 8 derpee, v 8 T A e Y

b (XY

dry e, v, 1) N
. ) e e, vod) ot T
"‘.‘x (l’ " ILI' ( £ ‘\ ~ ’ )-—'—)—"m hanll | l), I} af~t '\~|-
— ” lu‘(m Mo, v ) T b diedy
. :

-

"

ey b S d!n} o]
. \ = : e e ST T el v
oyt vt " l" [N I o &')}‘ aet T N || rey
est constante.
Choisissons pour  la suite des valeurs C,; & partic d'un certain
ang 2(1) vaut toujours 1 sur E': choisissouns ¢ intérieur d E: dési-
gnons par E'(0), E"(#) les ensembles des points de E'. de E” qui se
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trouvent sur le segment (o, $): nous avons

i ’ ofe ” wes Y P Qe v rdae ddy
! w2 ) Tt

Zay W \I.l\ \ "\ riar v jidedh

y N e TR S |
E‘,.‘ § oft ot k‘!l\\*u LI SN I ¢ #—J“———w & g(} g

Wy My —— e
BN

o

e~ v edsudte done @ la limate :

El ot H cot A e Abide “7.;.-;..- v e dy
N =X

o

A ..;;H.f.(,
‘.\’!. “~

AL :::‘ Wit ] e
‘F‘«. - ‘ ~

D étant indépendant du choix de . On en déduit, en faisant tendve =
vers o et moyennant quelques moditications d'éevituve, fa constunce
de le fonctron

A N A oSh 1 .
BN I e " \"'"‘«‘k N RS E W B Al Fa i M‘E 3 A ooy
Va SR ) : ol | & -
H beve o fvarea, s s - vhidedds
NN ’ ’ ‘
o R ] ehe e}
- ‘ /s " bave 8 vhie s by vl A v,
A S . ; e v ;

3. Pour exprimer commodément les résullats acquis au cours de
cette premicre section du chapitre, posons wne définttion = Consi-
dérens des donndes u(x, v, o) v(@, v, o) virifiant les conditions (¢)
ou (€M) |ef. § W0 du Chapitve 1], Saient six fouctions. dout les deux
premicres coincident pour = o aver ces données
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Nous divrons guelles constituent « une solution turbulente du Svstenme
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fJia JEAN LERAY.
de Navier » correspondant & ces données quand elles posséderont les
SiX propriétés suivantes :

1* Ellessont définies sur £ pour un ensemble E de valeurs positives
de ¢ dont le complémentaire par rapport & Pintervalle o, +-x)estde
mesure nulle.

2* K contient le point i = o.

i a,
N
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3 Les quantités

RSN H [eetie, vo ) — e vo hbdhedn .
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i Stitv= “ Fariie, v — N“;'Lw_ ot elies o - vhees v hdledy

e Y

sonl finies en tout point de 12 et la fonction

at
i‘:\"n o I :\I:u tvdt
2 - -ln
cst pon croissanle.
5¢ On a pour toutes les fonctions d.r, ) continues sur X - 17,

ainsi que teurs dérivées premidres, la relation
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et kes Lrois relations quion peut déduire de la précédente en permutant
arbitrairement les svmboles u et v et .

G Knfin la fonetion suivante ) garde une valeur constante quand ¢
déerit 1D
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e el b osont des Tonetions arbitraives, & cela pres guielles veéritient les

conditions énoncées au début du paragraphe 4.
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La conclusion de cetle seclion est qu’a tout systéme de données veri-
fiant les conditions (') ou (") corvespond au motns une solution
turbulente.

Remarque. — La solution turbulente gque nous avons construite
posstde une structure trés particulicre. Rien ne nous permet d'aftirmer
quil nexiste pas d'aulres solutions turbulentes correspondant aux
mémes donndes. Mais 87l cn existe d'autves elles possédent également
cetle struclure trés particulieve. Les paragraphes suivants vont en
cifet nous apprendre que cette structure sl une conséguence des
propriétes par lesquelles nous venons de définir les selutions turbu-
lentes.

II. — Siructure des solutions turbulentes.

6. CONPARAMIZON NUNE SOLUTION TURBELENTE ET D'UNE SOLUTION REGU-
LIERE (). — Soil une solution turbulente: utilisons les notations du
parvagraphe précédent. Constdérons une solution semi-réguliére
avr, v, D, b, vo 0 détine pour 6,50 < ToroxX2,).

t appartenant & I et a Uintervalle ¢z, T,). posons
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Rappelous que la fonction de ¢
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est constaute el que la fonction - W+ [ 33l est non crois-
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v e paragraphe pénéralise be paragraphe 42 du Chapiwe L
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sante. |l en résulte que la fonction de ¢,
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esl non erowssante. Tenons comple de la constanee de la fonction (101,
des relations (g) et des équations d2 Navier que vérilient ai. v, 1
et b, v, 1) Nous constatons ainsi que la fonction non croissante (11)
est. & une constante prés, égale & la suivante :
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et si V() représente le maximum & Uinstant ¢ de la plus grande lon-
gueur du vecteur a(a. v, 1), b(w, v, 1) le module de cette dernicre
intégrale est manifestement au plus égal a

\ ‘—':‘:.’l fy :\T’——III i,

Puisque (11) est non croissante il en est donc de wmdéme a fortiors
pour la tonction
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ne peat manifestement décroitre. Done la fouction
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est non croissante. Pon vésulte (') (que

TR wilve e

est une fonction non ereissante. Ce fait important nous permet de
comparer la solution turbulente et la solution semi-réguliére que
nous considérons.

7. REGULARITE DUNE SOLUTION FURBULENTE SUR  CERTAINS INTERVALLES
pt. 1'axe pes teMps. — Choisissons un inslant quelconque ¢, apparte-
naul a E et considérons la solution semi-réguliére correspondant aux
conditions initiales wiw. vo £\ vees v, L) Supposons-la définie
pour ¢, ~ £ T, Nommons-fa av.e, von, b, vo o et appliquons la
conclusion du parvagraphe précédent @ w(¢,) étant nul, w() est iden-
tiquement uul. \utrement dit la solution turbulente étudiée coincide
avee cette solution semi-réguliére en tous les points de I situds dans
Pintervalle ¢7,. T

Pour utiliser cet inléressant résultat, posons une définition : an
wtervalle 7 de Laxe des temps sera dit sntervalle de régularité lorsqu’en
tout point de E intérieur a 7 u(w, v, ), vy, v, ¢) coincident avec une
solution des équations de Navier, régulicre dans ¢, el que cette aflir-
mation est fausse en ce qui concerne tout intervalle contenant ¢

Deux intervalles de régulavité ne peuvent avoir de point (intérieur)
commun. On peut donc dénombrer ces intervalles; soient

I S N RS T R

Tout point de I est soit un point &, soit un point wtérieur & l'un
des intervalles ©,T,. Quand un ntervalle ©, T, contiendra des points
wappartenant pas & E nous poserons en ces points u(r, v. .

ey vy Y éganx i la solution, réguliére dans ©,1,, avee laquelle

o2y Bmoedler si ¢ appavtient @ B et a Uindeevalle cn,. T et si 6 gqui apparticat
par hapothese & Ketiig,, T, est supéricur & £, alors le caractere déevoissant
de v a pour conséquence Vinégalité © accfrSoon, o b designant Uintegrale

N v
. - ] . . - I AN i
de Péquation : oorv - - , (i dt =t e uxh;—_n‘(l,u"-"f,
S ? :
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e, v DL vGe, vy O coincident presque pavtont sur 6T 2 la délim-
tion des solutions turbulentes continuera a dire vérifiée. Deés lors
u(. v, O et v, v 0 coincident & 'intérieur de chaque intervalle
&, T, avec une solution réguliére des équations de Navier, et ceute
solution devient nécessairement wrréguliére & Uépogue T.. Dautre
part. Pinstant ¢ = o appartenant & E, U'un des points O, soit O, est le
point v 0, T, est l'intervalle (. 1) toute solution turbulente coin-
cide avec la solution semi-réguliére qui correspond aux données sur
tout l'intervalle de temps on celle-ci »xiste.

Ces résultats nous aulortsent & donner wne seconde défimtion Jdes
solutions turbuleates. égquivalente & celle du paragraphe 8 :

Sotent des conditions mitiales w(.re vo o) v, v o) vérihiant les
conditions (N ou eV |t Chap. 11, § 10 ] Des fonetions e v 0,
v vy 0 constituent wne selutton twrbalente des équations de Navier
correspondant a ces donndes quand elles possédent les quatre pro-
priétés suivantes

I Ces fonctions sont délinies sur un ensemble ouvert O du demi-
axe oxf: le complémentaive de O par rapport & ce demi-axe est de
mesure nulle: & U'imtérieur de chacun des intervalles dont se cowm-
pose O, aya vo 1), v, v ) constituent une solution réguliéve des
jidquationsde Navier, qui devieut ierégulidre a Uextrémité droite de
et intervalle:
2* La fonction (4. qui est détinie en tont point de O, est non
crolssante

B Latégrale

.
M frivars vofvrvae by hee L Eveie v Bl de ody
PR

est ¢gale & une fonction de ¢ continue sur tout DNintervalle (o, 4+ 2y,
iquelles que sotent les fonctions (e, vo O, boa v, 1, qui sont
toutefols assujetties & virilier les condilions énoncées au début du
paragraphe 4:

2 ou(e, yo O, v, v, D ecoincident avee la solution semi-végulbiére
qui correspond aux données en tout point de Pintervalle (o, T sur
[lequel celle-ci existe.
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8. Codcresion. — On peut résumer conune suit le contenu de o cha-
prtre : Nous ne sommes pavvenus & établir de théoréme d'existence
non local quien renoncant a la cégularité de la solution & certaines
époques. convenablement choisies, qui constituent un  eunsemble
fermé de mesure nulle. \ ves épogues les inconnues ne sont plus assu-
jetties qu'a ane condition de continuité trés large ( 31 et & la condition
de non-crotssanee de XN (20 Les propridtés énoncées au cours du
paragraphe pricédent intévessevont le Lecteur, Jose Vespérer, & la
notion de solution turbulente. Clertes il est pent-étre pussible de faive
une analyse plus fine que celle qui se développe an cours des trois
premiers chapilves, ot d'élabliv ainsi guazcun mouvement ue peut
Jamais deveme ivégulier. Meénte dans ce cas les vaisonnements de ce
chapitre garderatent quelgue wmtérdt @l est facile de les transposer a
Jautres problémes: et il 0’y a aucune raison pour gue toute cette
catégorie d'autres probléwes soit meluse dans Ta catdgorie des pro-
bitmes qui admettent toujoars des solutions végulivres.

U UCOMPLEMENTS BELATIES A 1 ENSEMBLE DES INTERVALLES BE REWULARITE.
— H est ansé débendre aux solutions turbulentes la yaliditg des rela-
Lions suivantes 'y :
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Dou vésulle yue nous avens, guel que seil 4, compris entre o o
Fépoque ute T, :
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De miéme gue ectte indgalité nous a fowrni an Chapitre 11 le théo-
réme ¢, elle nous fournit 101 une généralisation du théoreme ¢ - § &lant
Fépoque que délinit le théordme ¢, toutes les épagues T, finies sont

v OF, Chapitee T formudes 180 el b,
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antérieures A . Autrement dit, l"un des tntervalles de régulanié con-
tient I'tnsiant § ot s “étend jusqu'a -+ x.

Dautres vésultats peuvent étre acquis par des considérations ana-
logues : dans inégalité

gt . [}
N A28 e~ = T
J.' R A R 3 Land
vemplacens. & Nintéricur de chayue intervalle fini 0, T, ¢ par la
minorante { 1 3): intreduisons la fonction
. Bairi ..
Virjes | W — b
: o = TR
" ! v I Wn_\’—f I {

veprésentons par 3, des sommes étendues 2 Pensemble des intervalles
de régularité dout les longueurs sont fintes: il vient
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Ainsi la séne
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est convergente. l'ensemble O des mtervalles T8, est denc un
ensemble ouvert de nature assez particuliere.



