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Sur une classe d’équations fonctionnelles ;

p… B. HOSTINSKŸ.
Brno (Tchécoslovaquie.)

INTRODUCTION. — Volterra a donné en 1914 l’exemple d‘une fonc—
tion V(x, y, 1) telle que V(æ, y, X + p.) s’exprime au moyen
de V(æ, y, X) et de V(x, y, p.) par des multiplications, additions et
une intégration; il dit que V(æ, y, X) admet un théorème d’addition
intégral. Nous nous proposons ici d’étudier des équations fonction—
nelles qui donnent l’expression des théorèmes d’addition plus géné-
raux et de montrer comment elles peuvent être résolues; nous allons
construire des fonctions qui admettent ce théorème d’addition plus
général et qui dépendent d’une fonction arbitraire de trois variables.
Une équation fonctionnelle étudiée par Hadamard en 1903 rentre
aussi dans ce type d’équations.

.

Nous commenceronspar rappeler quelques propriétés d’un système
d’équations fonctionnelles plus simples qui se rattache à un système
différentiel linéaire (n° 1 —— 4). Les formules relatives à ces équations
fonctionnelles simples conduisent aux résultats plus généraux que
nous cherchons, si l’on remplace certaines sommes par des intégrales.

l. SYSTÈME DIFFÉRENTIEL I.INÉAIRE. — Soit 3,—,.= 1, si i=k, et 8,-k= 0,
si i#/r (pour t', [: :x, 2, 3, . . .) et considérons le système différentiel
linéaire

d.l‘,‘
Il

(!) dt =Eaik(t)xk, i=1,2, ...n,
k=1
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où a,-,.(t) sont fonctions continues données. Soient

(D.}.(s, !), (D,k(s, t), ..., (D,,k(s, t),

7: fonctions qui satisfont à (1) si l’on y pose æ,-=(D…(s,t) et telle que
l’on ait
(2) (DM-(s,.s‘)=ôik, i, /.'=1,2, ...n.

En prenant successivement If = 1, 2, ..., n, on obtient ainsi n'*’ fonc-
tions

' Ü,,(S,l) ®12(Sil)a '-°y Œ.,,(s,t),

(3) $ ®2ri-‘;Îl ®:22(.sa
£).- -- -»

(D…(s,
“;

( (D…(s, !) tb,,,(s,t), <D,…(s, t),

qui forment un système fondamental d’intégrales de (l). Les éléments
de la k‘“'“° colonne du tableau (3) donnent les valeurs des fonctions x.,
x… ..., $,, qui satisfont à (i) et qui se réduisent pour t = s à zéro saufæ,,
qui devient égale à 1 pour ! =s.

Intégrons les deux membres de (1) par rapport à 1 entre les limites
s et t. En tenant compte des notations que nous venons d’introduire,
nous trouvons que le système (1) peut être remplacé par

[ II

(5) ®;,(s,t)=ô;,
+—f [Edu-(U)‘Du($, :()]11/(,k=|

l‘,j=l,2, .../l.

Supposons que les fonctions (D,j(s,t), qui satisfont à ce système,
d’équations intégrales (4), soient dérivables par rapport à t; alors le
problème de trouver le système fondamental de (1) qui satisfait aux
conditions initiales (2) sera équivalent à la résolution de (4).

2. RÉSOLUTION nu SYSTÈME DlFl—‘ÉRENTIEL AU MOYEN DE sÉnms. — La
méthode d’approximationssuccessives permet de calculer le système
fondamental (3). La forme (4) des équations est commode pour faire
le calcul. Supposons que 8;,. soit la première valeur approchée
de d>,,,(s, t). En remplaçant les (DU dans le second membre de (4)
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par 3… on trouve

[

ô,y+f a;,—(u)du

comme seconde valeur approchée de Œil-(s, t). Introduisons cette
expression à la place de (I) dans le second membre de (4); nous obte—

nons ainsi une troisième valeur approchée, et ainsi de suite. La m"eme

valeur approchée de ®;,.(s, t) apparaît comme une expression à
m termes, le rième terme étant une intégrale r—uple. L’expressionexacte
de Œ,-,__(s, t) sera donnée par la série infinie suivante

, w '
(5) ôik' /£h-(u)du+ fl+” A 2 0In:“! "'

Xf 2 2 . . . Za…(u…)a1…u…_lï . . . a)_k(u..) du..du._, . . . du…,
(:=! B=1 X=t

où il faut sommer, dans le m‘“… terme, par rapport à m— 1 indices
«, Q, . . ., 7\ et où le domaine d’intégration D… est défini par les inéga-
lités (') suivantes :

s<u.<u.<…. <u…<t.

La série (5) converge absolument et uniformémentpar rapport à s'

et à t, ce qui se démontre en observant que la.-,.(u)| < M, M étant une
constante. Les équations (4) sont satisfaites si l’on y remplace les (I)“.
par les séries (5).

Introduisons encore le système différentiel
Il

(ibzs)
(—Cîz =2a“(t)yk, l=1,2...,n,

[(=] ’

obtenu en remplaçant a,—,_. dans (1) par a…—.

Soient
(?… (S7t)9 CPA—2(S,l), ---v (Pkil(svt)i 

(’) Ces inégalités (ainsi que toutes les inégalités analogues dans la suite) peu—
vent être remplacées par les relations avec le signe d’égalité : sg ué u.é. . ., car
il s’agit partout d’un domaine d’intégration, la fonction à intégrer étant
continue.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. III, 1937. 35
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n fonctions telles que les équations (: bis) soient vérifiées pour
y,= ça…—(s, t), et que l’on ait
(zbis) <p,k(s,s)=âik, z',l.‘=1,2...n.

Ces na fonctions
cp…(s, t), ç..,(s, t), ..., (p,,,(s, t),

(3 bis) cp,,(s, t), ç,,(s, t), ..., qa,,,(_s, t),

Q…(—“,Ü, (Pn—:(Sa ”; ..., ŸHH(&Ü!

forment alors un système fondamental d’intégrales de (1 bis). Les
éléments de la k“‘“‘° ligne du tableau (3 bis) donnent les valeurs des
fonctionsy,,y,, . . . , y,, qui satisfont à (1 bis) ou au système suivant
d’équations intégrales, équivalent à (1 bis) avec les conditions (2 bis)

(4013) (D,).(s, !) =ô…+f [Z
a,,(u ) (…,—(s,

II)]
du.

i-“—l

L’expression de cp,—,,(s, !) s’obtient par la même méthode que nous
avons employée pour calculer (D,—,,(s, t); on trouve que cp,—,_(s, t) est
égale à la somme de la série infinie

(5 bis) ô…+fla…(u)du+É {[
Illî‘2 .. ""'

xf[Én2-- -Éa…( u, )a,p(u, ).
..a,,(u…)îl

du du,… .du….
un B:) I:!

Considérons le casparticulieroù les fonctions (l,-,,(U) sont constantes.
Les formules (5) et (5 bis) montrent qu’alors

(p,).(s,t)= Œ,k(s, t):ô,;«)—a,æ(t——s)

+É[ï>Ï. ‘Em—as.]“m=2 a l B— I: |

Les deux systèmes différentiels à coefficients constants

d_.L‘_, d_),-dt=z flu— 1‘k et dt:E au”
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admettent donc chacun un système fondamental d’intégrales qui se
déduisent d’un même tableau formé par les n2 fonctions q>,-k(s, t). Pour
avoir une solution x., cv,, . . ., as,, du premier système différentiel, il
faut prendre les éléments du tableau qui figurent dans une même
colonne; pour avoir une solution y., y2, . . ., y,. du second système
différentiel, il faut prendre les éléments d’une même ligne. On a, de
plus, cpi/((s, s) = 3,-,_…

3. INTÉGRALE D’UNE SUBSTITUTION. —— Revenons au cas général où les
a;,,(t) sont fonctions continues de t. Suivant Volterra l’intégration du
système (1) ou (1 bis) peut être regardéecomme intégrationd’une sub-
stitution.

Les valeurs initiales ae,—(s) que prend une solution de (I) pour t = s
sont liées à celles qu’elle prend pour une autre valeur de t par la sub-
stitution suivante que nous désignerons par S

Il

(S) æ,-(t)=2Œik(s,t)æk(s), i=1',2, ...n.
k=|

En effet, d’après les définitions des quantités <I>,—,.(s, t), les seconds
membres des formules (S) satisfont aux équations (1) si on les y
introduit à la place des a:,-; si t = s, la substitution S se réduit à la sub-
stitution identique, comme le montrent les conditions (2). Convenons
de désigner par {a,-,.} la substitution homogène à n variables dont ou,-,.

sont les coefficients. La substitution S sera alors représentée
par {©,-,,(s, t) }.

Divisons maintenant l’intervalle (s, t) en m parties h,, h,, . . ., h…
(à partir de s; s < t), et soit a, un point quelconque de h… Désignons
par S., la substitution {8,—,,+h,,a;,,(u.,) }. Elle a pour effet d’aug—

menter æ,—(u,) de la quantité h,,2 a,—,_(u,)æ,,tu,), infiniment petite si
[::—1

h., est infiniment petit; ce qui exprime les relations entre les a:,- éta—
blies par le système différentiel (1) (où il faut écrire le., au lieu de dl).
Elfectuons successivement les substitutions S,, S,, . . . , S…. La sub—
stitution composée ainsi obtenue S…S…_. . . . S. tend, sim augmente
indéfiniment et si tous les h., tendent vers zéro, vers une substitution
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limite qui n’est autre chose _que la substitution S. Les coefficients de
la substitution Sm S…_. . . . S. tendent vers les quantités<D.—,.(s,t) données
par la série (5)(' ). Volterra appelle cette substitution limite intégrale
gauche de la substitution { aik(u)} prise par rapport à u de s à :.

Supposons maintenant que l’on opère les substitutions S., en ordre
inverse : d’abord S…, puis S……., . . . et enfin S,. La substitution ainsi
composée S. S, . . . S… tend vers une substitution limite S’, sim aug-
mente indéfiniment et si tous les h. tendent vers zéro. S’ est suivant
Volterra intégrale droite de la substitution {a,-,.(u) }. Il en résulte que
le tableau (3 bis) de coefficients de l’intégrale droite donne les inté-
grales du système différentiel (! bis).

Les séries (5) et (5 bis) définissent donc les coefficients de l’inté-
grale gauche et de l’intégrale droite de la substitution {a,—,.}.

4. Éountons FONCTIONNELLBS ATTACHÊES AUX SYSTÈMES DlFFÉRENTIELS

LINÉAIRES. — Soient s, u et 1 trois valeurs de la variable indépendante,
s < u < !. Il résulte immédiatement de la définition de l’intégrale
gauche que la substitution {dh—,.(s, t)} peut être regardée commecom-
posée de {Q,—As, a)} et de {(D.}.(u, t) }. La règle connue qui donne les
éléments (coefficients) de la substitutioncomposéeen fonction de ceux
des substitutionscomposantes montre que

(6) 0,—As,l)=20,;(u,t)®,æ(s,u).
[:|

De même, la définition de l’intégrale droite montre que la substitu-
tion }<Pu.—($, t)} est composée de { (p,—,.(u, t)} et de {:p…(s. u) }, donc

\6bi3) cpik(s,t)=2o,-,(s,u)cp,flu,t),
/=1l',/f:l,2 n.

Nous cherchons à résoudre les systèmes d’équations fonctionnelles 
(‘) On peut calculer les dhk(s, !) directement comme coefficients de la substi-

tution limite. Voir le calcul analogue pour les cplk(s, !) dans mon travail sur une
équation fonctionnelle de la Théorie des Probabilités (Publications de la
Faculté des Sciences de Brno, 1932, n° 156).
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(6) et (6 bis), c’est-à—dire nous cherchons systèmes de n2 fonctions
(D,-k(s, t) (i, le: 1, 2, ... n) qui satisfont à (6) ou systèmes de n2 fonc-
tions q:,—k(s, t) qui satisfont à (6 bis) avec les conditions

CPU.—(8,8):Ô‘1ka ®zk(S—Sl=ôik-

Une première méthode de solution est donnée par les formules pré—
cédentes. Quelles que soient les fonctions continues données aik(u), les
séries (5) satisfont à (6) et les séries (5 bis) satisfont à (6 bis). On
peut démontrer que ces séries donnent la solution pour u, s, t quel-
conques (et non seulement pour s < u < t), à condition de définir con-
venablement le terme général de l’une et de l’autre série pour u, s, t
quelconques. Nous donnerons plus tard (voir n° 6) la démonstration
d’un résultat tout à fait analogue de celui que nous venons d’énoncer
sans démonstration.

Fréchet (' ) a remarqué que l’on obtient solutionsde (6 bis) sous une
forme très simple. La formule de Fréchet s’étend très facilement à
l’équation (6), et l’on arrive ainsi au résultat suivant : si b,—,.(u)
(i,/c: 1 ,2...n) sont n2 fonctions continues dont le déterminantD est
différent de zéro dans l’intervallesîu gt, et si B,,_(u) est le mineur qui
dans D correspond à bik<u) divisé par D, les équations (ô) admettent '

la solution

«b.-.(s. z) =2 bk,<s> B.,—(:>,

i=l
tandis que les équations (6 bis) sont satisfaites par

c…(s, t) =2 [n,—(s) Bk,(t).
i=l

Fréchet & démontré que la dernière formule donne la solution con—
tinue la plus générale de (6 bis).

Remarque. — Si nous posons

wifi-“; ‘) : ®ik($, t) — ôik, ‘lr‘ik(& 1) : ?ik(&— t) — au:, 
(‘) M. Fntcnxr, Solution continue la plus générale d’une équation fonc-

tionnelle de la théorie des probabilités « en chaine » (Bull. de la Soc. math.
de France, t. 60, 1932, p. 242; t. 61, 1933, p. 182).
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l’équation (6) sera remplacée par

l!",—Ms, t)=‘F,—k(u, !) + Wii-(s, u) + 2‘F,—,—(u, !) ‘l‘”,-k(s, u),
["—“l

et (6 bis) par
"

d…(s, :): hPa-($, u) + tlJ,-;_-(U, !) +24…(3, u)44,æ(u, t).
i—l

Ces fonctions ‘F et «la sont définies par les séries (5) ou (5 bis), où il
faut toujourssupprimer le terme 8,—,_.; nous avons 1F,—,_(s,s)= \P;,‘(s,s)=o.

5. EQUATIONS INTÉGRODIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. — Soit K(æ, y, u)une
fonction continue donnée dans le domaine

aêæâb, agréb séuît,

et considérons l’équation intégrodifl‘érentielle
. b

(7) M_â-L_’S’Ï_’: K(æ,y, u) +f K (Jf, ;, u)‘l'(:, _1', s, u) ds,

avec la condition que la fonction inconnue 1F(æ, y, s, u) soit égale à
zéro pour u = :. Cette fonction s’exprime au moyen d’une série qui est
analogue de la série (5) sans le terme 8,-k; il faut remplacer a;,_(u) par
K(x,y, u) et introduire des intégrations par rapport aux variables
a:, y au lieu des sommations par rapport à i et lc. On arrive ainsi à la
série, nulle pour t: s,

(8) ‘F(æ,)’,8,t)
[ °° [) b .b

=f K(.Z‘,_}’, ll)dlt 4"Zf [ "'] [[ °fK(‘T) 511 ”ml)
5 m=2 a a a l)…

>< K (z,, z,, u…_,) K (z…_1,y, u1) dui dll2...(lll,… d:1d32 dz…_…

et l’on démontre aisément qu’elle satisfait à (7).
De même l’équation

. ônP(æ,_)', s, … "
(7 bts) _Ju— =K(æ,y, u)+ &lJ(Œ, z, 3, u)K(z,y, u)dz
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admet la solution suivante, nulle pour t = s,

[
(8bis) t];(x,y,s,t)=f K(æ,y, u)du

+Ëfabfab“'fabff…mIll=2

Xfx<………)K(z,,,;2,uî>_..
>< K(5…_1, J', u…)a'uldu= . . . a'u,,ch':1a'z2 . . . dzm_1, '

série analogue de (5 bis).
Supposons qu’en particulier la fonction K(æ, y, a) soit indépen-

dante de u. Dans ce cas la série (8) est identiquement égale à (8 bis);
par conséquent les équations intégrodifférentielles

ô‘P'(æ, _y. 3, u)
du

=K(æ, y)+[ K(æ, ;)‘F(z,y, s, u)dz

et
d«( , ;, ,

_l, ,
—L£ÔÀILS—ul=K(æ,y)_i-j +(æy :, 5; “)k(5’ J')dz

admettent la solution commune

‘F(Œ, J') S’ “)="P(æ9 J'» s’ ”)
=K(æ,y) ([—s)+2fbfbu-fbK(æ,zî)K(zhzg)...

m=‘l
& __ SY”

>< K(z…_1, y)dz1dz2 . . . dz…..1 £————m!

qui ne dépend que de x, y et de la différence t— s.

6. EQUATIONS FONCTIONNELLES ou THÉORÈMES D’ADDITION; SOLUTION AU

MOYEN DES sÉams. — La fonction 1P°(æ, y, 3, t) définie par la série (8)
satisfait à l’équation fonctionnelle
(9) W(æ,y,s,t)=‘F(æ,y, S, u)+W(æ,y,u, t)

b

+ [ ‘F(æ, z, u, t)‘F(z,y, s, u)dz,
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et la fonction a]a(x, y, 3, t) définie par la série (8 bis) satisfait à
l'équation
(9 bis) «w, y. s, :>: aux, y, s, u>+ +<æ, …r, u, t)

[)

+f qJ(.r, ;, s. u)44(:, J', u, t)a's.

quelles que soient les valeurs de s, u et de t.
Pour démontrer ce théorème, il faut d’abord définir la valeur de

‘F(x, y, 3, t)[et de 4»(a:, y, 5, t)] pour sêt. Nous avons donné la défi—
nition pour s<t au moyen de la série (8) que nous écrirons sous la
forme abrégée suivante

!
lP‘(.:c, y, 5, t)=f K(a‘, y, u)du

°° ' "m "rn—l u,

+Ef f f …f F("1: u:...u,,,)dzqdu._,….du…
m=2 “ "' -“ .:

[ eo

W(JJ, y, $, t)=f K($, _)-, u)du 4-2ff "'deu1duz _ _ _ du…
" |»…"122

b b (:

F(”“ u2"'""l)=f [ "'f K(.Z‘, :“); ”In)K(5n :”!» ”Ht—|)…-
" a (!

>< K(z…_.,y, u,) d;,d;z . . . ds…_1.

011

avec

Si toujours s < t, nous conservons la même formule pour exprimer
W(æ,y, :, 5); donc

W(æ, .)" tv 3) = [ K(.Z‘, Ï! u) du
!

+2f f [ _

...f F(u17 ”:…-"m‘ dlt1dliz...dllnl
! [ l.t [m:2 _

l ::

=…f K(æ,y, u)du+2(_ I)…
s m—2

[ l [_
><ff f mdeulduz...du…,

.; u… ; “:um_
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011
_ .!

°° .

(to) ‘I"(.r,y, !, s)=—-f K(æ,)', u) du +2(—— 1)'”ffdeü,dtt,.. .du…,
s Em.

le domaine d’intégration E… étant défini par les inégalités
s < u…< u,,l_, <. . .< u1 < [.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

LEMME l. — Soit : < a < t, DN le domaine
s< u,< u,<. . .< lly<t

et D(m, N) le domaine

s < u,< u,<. . .< u…< a; u < u,,l+,< u…+._,<. . .< uN< [,

oûm =o,1, 2. . ., N. Nous avons

D(o, N)+D(n, N)+….+D(N, N)=D…

où la somme au premier membre représente le domaine obtenu par la
réunion de domaines D(o, N), D(I, N), . ..

LEMME 2. — Soit 3 < t et soit E(m, N) le domaine

s< u,< u,<. . .< u…<t; s< uN<uy_,<. . .< u…+,<t.

Nousavons

E(o, N)— E(l, N)+E(z, N)— . . . +(— 1)“E(N,N)=o,

ou le premier membre représente le domaine obtenu parla réunion
de E(o, N), E(2, N), E(4, N), . . ., diminué du domaine obtenupar
la réunion de E(I, N), E(3, N), ....

Nous allons maintenant distinguer trois cas :

1° 3 < u < t. La série (8) satisfait alors à l’équation (9); en effet,
si nous remplaçons les fonctions ‘l" qui figurent au second membre
de (9) par les séries correspondantes, ce second membre devient égal
à S. + Sg+. . .+ S, +. . ., où SN représente l’ensemble de termes

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. III, 1937. 36
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qui sont de degré N par rapport à K(æ, y, u). Or, on trouve que

: b b b .

s…=Z[ ] ---f jf-—-fK<æ. =… UN)K(Z…:=, ux_.>…
m=0 a " a )l){m,N

>< K(s,_,, y, u,.) du1du2 . . . clu,«lz,dz2 . . . d:N_..

La fonction sous les signes d’intégration ne dépend pas de m. SN est
donc une somme de N + 1 intégrales qui ne diffèrent que par leurs
domaines d’intégration. D’après le lemme 1 cette somme pourra être
remplacéepar une intégrale unique avec le domaine d’intégrationDN.
Le second membre de (9) est donc identiquementégal à la série (8).

2° Soit 3 = !. D’après la définition donnée plus haut nous trouvons
‘F(æ, y, s, s): 0, donc (9) se réduit à

l)

(1 [) ‘F(.c, J', S, u) + “"—(J‘, J', N, s)+[ ‘F(æ, :, u, s) [P'(:, j’, s, u)d: :o,

et il faut démontrer que la série (8) satisfait à (l i). Supposons, par
exemple, que s < u et remplaçons ‘l‘°(æ, y, 5, u) et ‘P'(x, y, 11, s) par
les séries de la forme (10).

Le premier membre de (l !) devient ainsi égal à

T.,+T,+.…+ TN+...,

où T. est l’ensemble de termes de degré N en K(æ, y, u).
On trouve que

TN=ZN(.—. l)"‘4/jï/Âï…f!àff…-fK(æ, z,, u,—)K(:,, :.., u_\v_,)...
E(N—m,N)

>< K(zy_,, y, a.) du.du, . . . du_\-a':,d:2 . . . d:x_,,

ce qui est égal à zéro d’après le lemme 2.

3° Soit enfin 3 < t< a. Dans ce cas la formule (9) a lieu si nous y
échangeons t avec u, ce qui donne

(;

W(æ,y,s, t) +f ‘F(æ, :, t, u)‘F(z,y,3, t)dz: ‘F(æ,y,s, u)— ‘F(x,y, t, u).

Regardons cette équation comme une équation de Fredholm,
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1I"(av, y, s, t) étant la fonction inconnue (avec y, s, t comme para—
mètres fixes); le noyau est égal à ‘F(x, z, t, u)(avec t, u commepara—
mètres).

Le noyau résolvant (fonction de variables a:, z) sera égal à
‘F(æ, z, u, t), comme le montre l’équation (1 I). Nous aurons donc, en
appliquant la formule connue de Fredholm,

W(æ,)’, S, t)=‘F(æ, .)" s) u)“— llf(æ) J’, t’ “)
h

+f ‘F(æ, ;, u, t)[W(z,y, s, u)—‘F(s,y, t, (t)]d5

ou, en tenant compte de (1 1) (où il faut écrire t au lieu de s)
‘F(*L" J’: 37 t)=W(æ, .)”7 S, u)+ ‘F(JC, )'7 ”» t)

la

+] W(æ, :, u, t) ‘F(:,y, s, u)dz,

ce qui montre que (g) est satisfaite. On démontrerait de la même
manière que cette équation a lieu pour u<s<t. Elle est donc
valable dans tous les cas (').

Considérons encore le cas particulier où la fonction K(æ, y, u) ne
dépend pas de u; nous la désignerons alors par K(æ, y). Dans ce cas
les séries (8) et (8 bis) deviennent identiques l’une à l’autre et nous
arrivons à ce résultat que, quelle que soit la fonction continue
K(æ,y), la série

°°
b bVin(12) ‘F(æ,_y, v)=2mf fm=1

b

va K(æ, z,)K(z,, zz) . . . K(z…-,, y)a‘z1 a'z2 dz,n_1

satisfait à l’équation fonctionnelle
(13) ‘F(æ,y, u+v)=‘F(æ,y, u)+‘F(æ,y, v)

b .

+! lF(sc, z, u)‘F(z,y, v)dz. 
(‘) Le même principe de démonstration sert à démontrer que (8 bis) satisfait

à l’équation (9 bis), et il peut être aussi appliqué aux équations (6) et (6 bis)
(voir il“ lv). .
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On peut vérifier directement ce résultat qui est dû à Volterra (‘ );
il suffit de substituer les séries de forme (1 2) à la place des fonctions ‘F
dans l’équation (13). La fonction de trois variables ‘l»”(æ, y, v) est
égale à la fonction 1l"(æ, y, s, t) obtenue antérieurement;dans le cas
particulier en question cette fonction dépend seulement de av, de y
et de la différence (t — s) que nous nommons v.

En résumé, pour obtenir les fonctions 1P‘(a:, y, s, t) ou $(æ, y, s, t)
qui admettent le théorème d’addition (9) ou (9 bis), il suffit de cons-
truire les séries (8) ou (8 bis) où K(æ, y, a) estune fonction continue
arbitraire de trois variables. Si ‘F(æ, y, s, t) ou 4;(æ, y, s, t) ne
dépend pas que de la différence t—s=v, les deux équations (g)
et (9 a) sont identiques; elles se réduisent à (13) et, pour trouver une
solution 1F(æ, y, 0) de (13), on n’a qu’à former la série (12)
où K(æ, y) est une fonction continue de deux variables.

7. UNE AUTRE MÉTHODE POUR TROUVER LES FONCTIONS om ADMETTENT 1.1:

THÉORÈME D'ADDiTIONDONNÉ. — Soit K(x, y, a) une fonction continue de
trois variablesæ,y, a, et représentons par N(æ, y, a) le noyau résolvant
de Fredholm. relatif à K(æ, y, a) considéré comme noyau primitif;
nous supposons que a conserve dans l’équation de Fredholm une
valeur invariable. Nous avons, suivant Fredholm,

b

K(æ,y, a) + N(æ,y, u)=——[ K(æ, :, u)N(z,y, u)dz

=—f N(æ, :, u)K(z,y, u)dz.
b

La fonction 1F(ac, y, 5, t) de quatre variables, définie par la formule
b

(14) W(Œ,y,Sa t‘)=K(æ,y, t)+N(æ,y, S)+f K(æ, :, t)N(-z,y,8)dz, 
(‘) V. Vo-L‘rnn, Salle equazionialle derivate fanzionali ( Rendiconti dell’

Acc. dei Lincei, 5° série, t. 23, 1° sem. 1914, p. 393). Voir aussi VOLT8RRA,

Leçons sur les fonctions des lignes, p. 127, Paris, 1913.
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satisfait à l’équation (9), tandis que la fonction
6

.

(14bis) +<æ, y.. s, t) = K… y, s>+ N(æ, y, t) +f K<æ, z, s>N<s, y, t) dz

satisfait à (9 bis). Pour le démontrer il suffit d’introduire ces expres—
sions à la place de ‘I" ou de al; dans (9) ou (9 bis), et de tenir compte
des relations entre K et N que nous venons de rappeler.

Supposons en particulier que la fonction K(æ, y, t) soit égale à
zéro pour a: <_y.

La fonction N(æ, y, t) satisfait aux relations

K(æ, y, t)+ N(1‘,)’,t)=—f K(æ, :, t)N(:,y, t)d:

=-f N(.£, ;, t)K(z, y, t)d:,‘
).

@

N(w,y, t)=zK“'(—'c, J', €)

i=1

—K(1l(æ,yi t)=—- K(—T7Ï7 t), KIi+H(—'£'vÏv t) =/.'K«n (.il), 5) t)K'“(5»'Ï» t)dz'
).

8. SOLUTION DE L’ÉQUA1‘10N DE HADAMARD. — Soient a]; et g deux fonc—
tions de quatre variables et supposons que la relation suivante ait lieu
entre “l’ et g pour des valeurs quelconques de 33, cv., y, yo comprises
entre des limites données :

(15)
.

g(ævyiæoaJ/0)

[T h &
)Ië "

1
"

l Jo ' + “(-"flll‘
. . . ,= €» "‘a -/lo "l+f "{( flu .)0» x» JO)

30

rb *
/E "t°/5 E

Tc,,“ ) — ,- / (. ,-.\1-X8j‘: ( ’li' £ “ .‘o)‘
.+b/;_” “.T'l1‘flidn'l')

a(æ, y) et b(æ, y) étant deux fonctions continues données.
La formule (15) sert à déterminer la fonction g, sig]; est donnée.

Pour avoir inversement <.IJ, si g est donnée, observons qu’il résulte
de (15) [nous admettons que la fonction g(æ, y, a:… yo) soit déri-
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vable par rapport à y]
. d"(x, )’ æos _)'0l(15 bts) _a_a__dy: ‘P(y, J'… a:, æo)e./': b(Eo-)dE-fi °…5,_v..)dt_

— a(æ, y)y(æ, % w… yo)

Les formules (15) et (15 bis) établissent une correspondance biuni—
voque entre les fonctions g et 21); si l’une est connue on sait calculer
l’autre.

Posons maintenant
T’!) E,)bl"EL(gl 1" J', 2707 .y07 .l‘,)=g(.1:,)’, £0»)’o)_ é'(°£a % 5513 )’o) "‘/"“ ’

)' .
d—'«'( -” - T, (L‘… l'ul

’

—-f g(w, J'» w..— n) [ '——'7)’.—n——'——
— a(w.… n)g(—r., n, £… )'o)]dm

J'o .

Q(‘l’l"n )'01 -£» 301 æll="lf(nla )’m æs æo) '— ‘l‘(”h» )'09 (L‘, “cl) _ ‘l’l'Üla .)‘u.- 1'n l'a)
"n

‘“f ‘l/(‘fha “! “”) æl)"l’(n‘ )’09 l‘,, wo)dïl;
fo

nous aurons identiquement
. .y

(16) L(Ëo'l -L'v J') J‘m J’o» J"tl:] qu’
! ’fli- _}'0a 1'9 ‘£(l7 “cl)

."u "
z e

"“
e E

"
b\ ,1‘hl

—f
(: ,_r ) [ +f «(au ;;!X €>£

” ° ’ °
(

7h
1’ “d‘/h.

Pour le montrer, substituons le second membre de (15) à la place
de g dans l’expression L(g). Nous obtenons ainsi une forme nouvelle
de L(g) qui se réduit à une somme des intégrales simples et d’une
intégrale double de la forme

fy [”f{n… n)dn.dn.
l’o "Tl

Remplaçons cette intégrale par la suivante qui lui est équivalente
J' "hf f(n.,n)dn dm;

. 'o J'o

nous trouvons que L(g) est égal au second membre de (16).
’
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Pour avoir inversement Q(ib), si L(g) est connu, dérivons
. âL '

L(g!x, y, x… y… x,) par rapport a y et formonsaÿ —aL; nous

trouvons ainsi

ÔL(5'l .CL‘, _}'9 $a» _}’or 371

dy . )
(16 bts) — a(æ, y)L(g|æ, y, x… y… x,)

.Î.' 1.0"EVÆ— b udE.=Q(+lÏvÏo,£,æo,æl)efl ( ”‘ ]; (Eh)

Les formules (16) et (16 bis) montrent que si il; satisfait à l’équa-
tion Q(<b)=o, la fonction correspondante g satisfait à L(g)= o et
inversement : si L(g)=o, on a aussi Q(uP)= o. L’équation L(g)= 0
a été considérée par Hadamard en 1903 ('); il a montré que la fonc—
tion g de Riemann (relative à l’équation aux dérivées partielles du
type hyperbolique) satisfait à L(g)=o. Nous venons de voir com-
ment L(g)=o se ramène à Q(<b)=o; cette dernière équation ne
diffère pas de l’équation (9 bis), sauf à ce que les limites d’intégra-
tion y0 et y sont maintenant variables, tandis qu’elles étaient fixes
dans (9 bis); cela correspond au cas particulier de (9 bis) signalé à
la fin du n° 7. Pour avoir une solution de l’équation de Hadamard
L(g): 0, il suffit donc de substituer le second membre de (14 bis) à
la place de LIJ dans la formule (15) et de tenir compte de ce qu’il faut
calculer N au moyen des formules simplifiées données à la fin
du n° 7.

En résumé, l’équation de Hadamam‘

—"'1 [)(E) 'olllçg(æ7yrxosyo)—g(—E, y,æ1,)'o)ej;‘o
)

y
à 's 1 v

,) _

=f …, y, x… n)[%‘L — a<æ… n>g(æi, n, x… yo)Jdn
3'o 

(‘) J. llADAMARD, Sur un problème mixte aux dérivées partielles (Bulletin
de la Soc. mat/t. de France, t. 31, 1903, p. 208).
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admet comme solution l‘expression suivante :

”
g(x.y,wo,yo)=f [K(nlaÿ'ovæ)+N(nnym-ÏO)

"la+ Km,, :,w)N(z,_yo,wo)
ds]J'o

:|: ..1',, -[ MEJ..MË—/
II(E,_vuhlE+

)
a(:t,'f.>ri‘f.

e o 0 d-".t 01
.1: _\'+ e.£t btE.r«)riE+fio «(maman,

où K(æ, y, s) est une fonction continue arbitraire de trois variables et

N(.;—, }, S)=ZK"'(J:,% 8)
i=t

a000

K…(æ, J', S) =__ K(1.9 ),, s‘), K.i+n(_[, J’, s) =f 'K‘il(_l" :, s) K($,y)', s) ds.
).

Hadamard & considéré quelques autres équations qui expriment
les théorèmes d’addition; pour résoudre ces équations on pourrait
employer la méthode que nous venons d’appliquer dans le cas où le
théorème d’addition est exprimé par L(g)= o.


