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Contribution a l'étude de la valeur maximum
du module d’un déterminant ;

Par T. PEYOVITCH,
(Beograd).

On connait le célébre théoréme de M. Hadamard ('). |

Ce théoréme a été démontré par M. Hadamard en 1893, maisil a
été inappliqué jusqu'en 1go3, ou il a été utilisé par Fredholm pour
démontrer la convergence des séries qui donnent la solution des
équations intégrales. .

Aprés lapplication faite par Fredholm, ce théoréme fut repris et
démontré par de nombreux auteurs (*).

En utilisant les résultats de Boggio, nous allons donner une formule
pour la valeur maximum du module d’un déterminant.

Considérons le déterminant d’ordre n,

@, e ... U,

(l) A — WUy Uys Lo sy
n=

Uny  Hus  ven Map

(') Résolution d'une question relative aux déterminants ( Bulletin des Sciences
mathématiques, 2° série, t. XVII, 1893, p. 240. Selecta-Jubilé scientifique de
M. Jacques Hadamard, 1935, p. 136).

(*) Concernant la littérature de ce théoréme, on peut voir I'article de Boggio,
Nouvelle démonstration du théoréme de M. Hadamard sur les déterminants
(Bulletin des Sciences mathématiques, 2°¢ série, t. XXXV, 1911, p. 113,
premiére Partie).
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Transformons ce déterminant, d’aprés Boggio (loc. cit.), en un
autre ayant la méme valeur, c'est-a-dire

[)11 b1-v see Il“l
(2) A, — by by oo by,

byk=tt 1,

bor=tt.f— M by,

b= o— mb— m b,

b= cyp— my byg— m by — my by
et, en général,

(3) b= ”ik—Z”‘irbrk (i, k=12, ..., n),

r=t

ou les coefficients m,, sont des constantes quelconques.
Sil'on choisit les coefficients m;, de maniére que 1’on ait

lllk—_—() (In< I),

c’est-a-dire que tous les éléments du déterminant (2) au-dessousde la
diagonale principale soient égaux & zéro, la valeur du déterminant (2)
sera le produit des éléments de la diagonale principale, c’est-a-dire
on aura

(A) A,,:’)” b::-‘ .l),,,,.

Les valeurs des éléments b;; sont, d’aprés (3),

[ by =ay,
\ byy = Ayy— My by = ayy — My a4y,
(5) ] b:!:l =y — My, bw —m;, b::la

by =day— mbyy— m by — my, by,

b= ttpn— Mp, byp— Mpybyy—. oo — Mpp_,y bn—m,

ou les coefficients m;, sont alors bien déterminés.
Si les valeurs absolues des éléments a; du déterminant (1) et des
coefficients m;, ne dépassent pas les nombres positifs respectifs A et M,
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on aura, d’aprés (3) et (5),
| biy | SA,
[ 22| SA+-MA=A(1+ M),
(6 [ b3 SA+MA +-M(A+MA)=A(1+ M)
[b, | SA+MA 4+ MA(1+ M) - MA(t+MP2=A(1+ M)},

[ Onn | SA(1+ M)
Le produit (4), d’aprés les formules (5), donne

(7) [An S @ | (] Qoo | | Moy bys | ) (| @53 | 4 | My bya | + | Mg b)) ..
X (| @nn |+ [ M byn |+ ..+ | Mun—y bpynl)
ou, d’aprés les inégalités (6),

nin—1)

(8) [An|SA 1+ M) *

ce qui représente la formule pour la valeur maximum du module du
déterminant (1).

Il est évident, d’aprés les équations (5), que le déterminant (1)
peut atteindre son maximum en valeur absolue si tous les coeffi-
cients m;, sont égaux a zéro. Dans ce cas on aura, d’aprés (4) et (5),

[An | =10\, bss. . . opn| = | 0, sy . Uy |
ou, d’aprés (8), '
|A,|SA"

Si tous les éléments a;, du déterminant (1) ne dépassent pasI'unité,
la formule (8) devient

n(n—1)

[An|S(r+M) * .

Remarquons que la valeur maximum du module du déterminant (1),
donnée par M. Hadamard, est

(7) | An | SV/518s.  Suy

les s; désignant la somme des carrés des éléments de i*™ ligne ou
colonne du déterminant (1), ou enfin

(8) | An| S A"/ 07,

ol A a la méme signification que plus haut. Si I'on pose |A |<1, on
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aura
|An| g n;-l.
Faisons maintenant la comparaison entre les formules (8) et (8").
Il s’ensuit :
1° Sil'ona M 21, on aura

(+m)s(1+ M)m,

m étant un nombre entier, positif et fini. Posons m=n—1, n dési-
gnant I'ordre du déterminant (1), la formule ci-dessus devient

nZ (- My
ou enfin
" nin—y
(9) At <A (L + My ¢
2° Sil'on a
I u_]
MZ"\VU o m =y —a,

en désignant par n 'ordre du déterminant (1), on aura

(4 M)y"<m 4+
ou enfin

ey h

(9) Ar( M) 2 AR,

Les inégalités (g) et (g') sont bien évidentes sous les conditions
énoncées. :
Remarquons que la condition (g’) est bien satisfaite si l'on pose

Mzt =1t

= b
n n—1

caron a
{

t_m

- L+=m—1,
m -

Par conséquent, nous avons le théoréme suivant :

St l'on a M 21, la valeur maximum du module du déterminant (1),
donnée par la formule (8') de M. Hadamard, est plus petite que celle
donnée parla formule (8). _

Silon a M < Vm —+1 —1, la valeur maximum du module du déter-
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minant (1), donnée par la formule (8), est plus petite que celle donnée
parla formule (8') de M. Hadamard.

Prenons, par exemple, le déterminant

3 2 1
(10) A—=|1 2 2
1 1 3

Dans ce cas on aura

1 1
myy = 3? m; = 3» m;,—

3 |ai) €3, M§§l<\/§—l.

/*',
La valeur maximum du module du déterminant (10), donnée par
les formules (7) et (8), est respectivement

(11) | A,]< 30, A§33<.+ g)”:ea.

La valeur maximum du module du déterminant (10), d’aprés les
formules (7') et (8'), est respectivement

(11) [A;:|§3\r’/n.|4, |A;‘|§3“.,3v'3:8[\/§.

Par conséquent, la valeur maximum du module du déterminant (10),
donnée par les formules (11), est plus petite que celle donnée par les
formules (11").



