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fonction réelle de Minkowski;

ar Arvauvp DENJOY.

Au cours d’un exposé que je faisais en décembre 1931 au séminaire
de M. Hadamard (sur ma Note du 24 avril 1931 relative a I'ordina-
tion des ensembles) (*), M. Hadamard signala & 'assistance la défi-
nition de la fonction ?z de Minkowski. Le sujet m’intéressa
immédiatement. Je m’en suis beaucoup occupé depuis. J'ai montré
que la fonction de Minkowski fait partie d’'une vaste classe rattachée
aux fonctions fuchsiennes. [.a nécessité d’uniformiser dans le plan
complexe les fonctions minkowskiennes pour leur assurer des limites
bien déterminées sur 1’axe réel, conduit a introduire un réseau de
coupures aboutissant & I’axe réel sans diviser le demi-plan complexe.
Ces configurations mettent en évidence des modes de développements
canoniques des nombres réels par des suites de fractions qui sont les
points d’aboutissement des coupures et qui, dansle cas de 7z, sont des
nombres rationnels.

C’est un fragment de mes recherches, entiérement limité au champ
réel de la variable indépendante, que je voudrais présenter ci-aprés,
en juste hommage 4 M. Hadamard, dont I'érudition si vaste et tou-
jours si opportunément présente m’a suggéré ce remarquable sujet
d’étude. _

Dans la définition de la fonction ?x et de ses généralisations immé-
diates, que je désigne par x (z), x(x, a), le développement de la
variable indépendante en fraction continue ordinaire (ou normale)
joue un réle fondamental. Mais, inversement, les propriétés dont

(') Comptes rendus, t. 192, 1931, p. 1011.
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. II, 1938, 14
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jouissent les fonctions minkowskiennes exigent, pour étre congues et
exprimées sous la forme la plus simple, que la notion du développe-
ment des nombres en fraction continue regolve certaines extensions
trés précises. Celles-ci éclairent d'une vive lumiére cette sorte de
calcul progressif dont I'importance pour la philosophie du nombre est
si considérable.

L’expression d'un nombre. positif y quelconque sous la forme
Z(—1) ™ (1—a)™(o < a < 1), les entiers g, et o', croissant 4 tour
de role quand n croit, avec ¢, = o, détermine une suite d’entiers a,,
@y, ..., Qa,... quisont les quotients incomplets d'un nombre z; =
est la fonction inverse de y = x(z, «) [5].

Les propriétés des développements d’un nombre réel & en fraction
continue normale, en particulier I'effet d’une substitution modulaire
effectuée sur z, entrainent de remarquables propriétés correspon-
dantes pour x(x, «). Inversement, les propriétés de x(z, «) révélent
la nature du développement en fraction continue normale d'un
nombre réel. On est amené a regarder celui-ci comme une condensa-
tion d'un développement « canonique complet » dont tous les quo-
tients sont uniquement égaux a zéro ou a 1, et se répartissent en
doublets successifs identiques 4 0,1 ou & 1,0 [14].

1. En vue de changer par une transformation continue croissante
les nombres algébriques du second degré en des nombres rationnels
(et les nombres rationnels en des fractions du systéme de numération
binaire), Minkowski concut la fonction ?x. Cette fonction est ainsi

’
définie que, siZ et Z; sont deux fractions adjacentes (pg' — qp'==1)

a dénominateurs positifs, le nombre ? (f%) est la moyenne arithmé-
tique de ? (1—)) et de? (ﬂ,>
g/ \q

(1) »(z.:f_l’_) — u(z) ! ._,<£_')
. . q+q 2 q 2 q

5 :‘; > est appelée la médiante de g et de ;—',- La construction pro-
gressive de ’ensemble des fractions rationnelles par la formation des
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médiantes des fractions déja connues, donne naissance aux suites de
Farey.
Il suffit de connaitre ? (%), ? (-:—) pour en déduire ? pour toute

valeur rationnelle de z, entre zéro et 1. 1l n’y a ensuite aucune diffi-
culté a compléter parcontinuité la fonction pour toute valeur irration-
nelle du segment (o, 1).

Si I'équation fonctionnelle (1) est vérifiée par une fonction y(x),
elle I'est aussi par toute combinaison linéaire Ay + B a coefficients
A, B indépendants de . Minkowski pose

2. J'ai été conduit a considérer plus généralement une fonction

x(x, a) telle que, si pg—qp' =1, le nombre x (1;::__1;;, oc> divise le

segment | ), x ( /4 )] ( est inférieur a q) dans un rapport inva-

riable, celui des deux nombres 1 — a et a. a est supposé positif, infé-
rieur d 1. x sera appelé la base de la fonction x. Donc,

!

(1) x(;)__:z:, a) :ax(%, oc> +(1—a)x(§, a) (pqg’'— qp’=1).

L’équation (1) correspond & @ =1—a = -- Mais lafonction que je

considére se définit sur le champ de tous les nombres réels. 11 suffit,
pour qu’elle s’obtienne par I'équation (I), de pouvoir regarder un

. n P .
entier quelconque - comme la médiante de deux fractions.

n+l

= est la médiante de 2—" et de —, et aussi de — et de

La fraction > = qui s'introduit dés la théorie la plus élémentaire des

fractions continues comme constituant la réduite fictive de rang — 1
commune a tous les nombres, doit étre admise au méme titre que toute

fraction irréductible £. Donc, dans la formule (1), le dénominateur q
9

sera toujours un entier non négatif, pouvant étre nul.
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. . —1 . .. .
Au contraire, la fraction —~ dout étre ict absolument bannie du sys-
téme des fractions rationnelles.
. . . n .
Dés lors, quel que soit n entier, — est, comme toute fraction g.

n —

médiante de ses deux seules réduites pénultiémes possibles, " la

et %

La fonction z(, a) que la condition (I) ne saurait définir qu’a une
substitution linéaire A~ B prés, est entiérement déterminée par les
conditions

(2) x((;), oz>_—_1, x(é, oz):o,

indépendantes de a. On déduit de (1), en faisantg = :I)-, fl'—, =2z 1— .
x(1, 2y =a, x(n, a) =a” (n entier quelconque).

%(x, a) est positif quel que soit z. x(x, «) décroit de +- o & zéro quand
@ croit de — o & - 2. La base de x est la valeur de x pourz=1. Sur
I'intervalle o,1, la fonction ? est identique a

2 1
le—=a2—2x(x, - }-
. 2

3. Considérons la transformation modulaire a coefficients entiers

O L) 2
gz +q'

ou g n'est jamais négatif, et si g =o0, ¢ =1. Nous montrerons ['exis-
tence de formules

(1) x(qﬁ%f—,, a‘) =Ax(z, a) +B si pg'—qp'= 1,

(I11) x(;)—f:—g,, a) =Cx(z, 1—a)+D si pg'—qp=—1.

Mais, sauf avec la transformation ' =2 41, pour laquelle
(IV) w(x+1, a)=ax(z, a) quel que soit z,

'axe réel doit éire divisé en une infinité d'intervalles sur chacun desquels
les couples respectifs A, B ou C, D sont indépendants de x, tandis que
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ces coefficients varient discontinument ensemble aux extrémités de
chacun de ces intervalles.

Il est évidemment tout & fait naturel de rechercher si ces points
séparateurs ne sont pas en relation étroite avec un certain développe-
ment en fraction continue de — L, pole de &’ [et discontinuité des
premiers membres de (II) et (III)].

I1 en est effectivement ainsi. Les points de discontinuité des A, B ou
des C, D sont les réduites des développements possibles de — -Z—I quand on

admet les quotients incomplets nuls, les quotients incomplets entiers
négatifs (sauf pour le quotient initial) étant seuls exclus.

Définition de la fonction inverse de x(=z, «).

A. x étantun nombre réel quelconque, les entiers a,. a,, ..., a,, ...,
positifs & I'exception éventuellement du premier, et formant la suite

des quotients incomplets du développement normal de x, sont fournis
par la succession de conditions :

1
aylx La,+1 ou .Z‘:[L“—I—; avec 1<z, < -y

....................................................

Pareillement, la base a étant fixée (0 <<« < 1), soit y un nombre
positif donné. A y correspond une suite d’entiers a,, a,, ... (@, quel-
conque, a@,21 pour n21) fournie par les conditions successives :

a%+1< y Lad ou y =a%(1—y,) avec oly,S1—a,
(1—a)H<y,S(1—a)™  ou  y,=(1—a)u(1—y,) avec o0Sy.<a,
a1y, o ou  yy=an(i—y,) avec o0<y.S1—a,

.......................................................................

Ayant défini 4 partir de y les entiers a,, a,, ..., a,, et corrélati-
vement les nombres y,, y,, ..., y. avec

oSynSa si n est pair, 0lynS1—a si n estimpair,
nous déterminons I’entier a, par les conditions

aan 1< y, < qn ou  y,=a®(1— Ynsy) aVec 0%y, S1—a
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si n est parr, et
(1—a)@ <y (1—a)®  ou  yp=(1—a)*(1—Ynw) avec O0Lynlax

si n est impair.
Ou bien les opérations se poursuivent indéfiniment, ou bien elles
s'arrétent 4 un certain rang fini. On trouve

y=a%— % (1 — )%+ %+ (1 — o) — Wt (1 — a)Bta 4,

Posons
Tn=ay+ Aot ...4 Qopy ... (2m  <n),
o-lrl:al+n3+"-+a2m+1+-'- (2m+1§n).
Dés lors
(3) y=a%—adi(1—a)ot 4.,
+ (— 1)1 @On=1 (1 — )%t 4 (— 1) % —1(1 — a)ca_x},”
avec

0Synsa ou 0SynS1—a,

selon que n est pair ou impair. Si la suite a, est indéfinie, on a la série
convergente

*) ¥ = E( 1yrase (1 — ).

Telle est la forme sous laquelle peut se développer tout nombre
positif y. Observons qu’aux deux suites finies a,, a,, ..., a,_,,
a,,1eta,a,...,a,,,a,~+1 correspond le méme nombre y.

Enfin, remarquons que la convergence de la série (4) est assurée
pour « méme complexe vérifiant |a|<1, |1—a|S1, |a|j1—a|<T.

Selon I'usage, adoptons la notation abrégée

I

(ag, @y, ..., Qny ...)=@ay+
ay —+ »
U+ —

1

Les deux nombres x = (a,, a,, ..., @,, ...) et y donné par la for-
mule (4), définis 'un et I’autre par la suite d’entiers a,, a,, ..., sont
liés entre eux par une relation que nous écrivons :

() - y=x(2, a).
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Donc |
vy - w(x, &) =Z(— 1)" 2% (1 — )%
Siz=(ay, @1y ...y Quy ...).

On vérifie aisément que la fonction définie par (V) vérifie la condi-
tion (I). ’

Il est manifeste que le développement de y sous la forme (4) se
détermine progressivement d'une fagon aussi naturelle et aussi simple
que le développement de x sous la forme (a,,a,, ..., a,,...).

En méme temps on congoit la solidarité profonde qui doit unir les
propriétés de la fonction z(x, a) a celles du développement d’un
nombre en fraction continue. '

Les fractions continues 4 quotients incomplets nuls.

8. Soit (a4 @1y ...y %y ....) un développement indéfini ou les «,
sont des nombres quelconques. Le sens numérique de ce développe-
ment est identique 4 celui de la suite de ses réduites

Pn

Pn= (_]— = (&, &iy +.ns ),
n

p. et q, étant successivement définis par les relations

/
=1, g_1=—o (réduite préalable fictive p_,= (3))’
(6)

Po =, qgo = 1,

Pn = %aPp—y+ Pns,s gn = %nGn—y+ Gn—s.
Des équations (6) on tire

(7) ]’nqnﬂ—qnpn—i:(*l)"_i;
(8) Pndn—s— qnPp—o=— (— 1) an.

La relation (7) montre que deux réduites consécutives sont inégales.
Nous imposerons 4 un développement en fraction continue les con-
ditions suivantes :

PREMIERE CONDITION. — Les numeérateurs et les dénominateurs des
réduttes sont entiers.
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D’aprés(8), les a, dotvent étre tous entiers. D’apreés (7), deux réduites
consécutives sont deux fractions adjacentes.

DEuXIEME conpITION. — Les g, sont non négatifs.

D’aprés (), la réduite de rang impair surpasse la réduite de
rang pair.

TrotstkME conpiTioN. — Les réduites successives d’une méme parité de
rang ne présentent pas les deux sens de variation.

D’aprés (8), cette troisiétme condition entraine que les «, doivent
étre non négatifs. Mais rien ne s’oppose 4 ce que certains d’entre eux
soient nuls, et nous les admettrons ainsi. Nous qualifierons de général
tout développement en fraction continue contenant au moins un quo-
tient incomplet &, non initial nul.

Dans un développement général, les g, d’'une méme parité de rang
ne décroissent jamais. Les g, d’indice pair sont tous positifs. Les
i+ d’indice impair sont nuls pour i=o, 1, jusqu'a i=r—r, si
oy =0y =...= &y, =0, et seulement jusqu’a i =r—1, si oty 2 1.

Si g4i.1 =0, il résulte de (7) que p,;,, =1. La fraction —TI n’apparait

donc jamais parmi les réduites du développement (a,, «,, ...).

Si @,= o0, nous trouvons g,=g,_,.

Si a,=a,,,=0, nous trouvons g,=p, 4, P+ =@,—. Dans la
suite des quatre réduites consécutives ¢, s, Pu—i, Puy Fus1, les denx
derniéres reproduisent les deux premiéres. On ne perd pas de réduite,
ni dans les rangs pairs, ni dans les rangs impairs, en supprimant dans
le déceloppement (o, @,, ...) un COUPLE QUELCONQUE DE QUOTIENTS NULS
CONSECUTIFS. .

Si, le développement étant supposé indéfini, tous les a, étaient nuls
a partir d'un certain rang k-1 inclus, les réduites seraient donc
celles d’un développement fini. pjioi= pi, Srvaici = st (F21). pu
oscille donc indéfiniment de p,_, & p; quand n croit. g, ne tend pas
vers une limite. Nous exclurons ce cas. Nous dirons qu'un dévelop-
pement est réduit s'il ne présente aucun couple de quotients nuls
consécutifs. Considérons un développement réduit indéfini. La suite
des p, d'une méme parité d'indices tend vers une limite. Je dis que la
limite est la méme pour les deux parités.
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En effet, si pour une valeur m le produit ¢,,¢n., > 0, il en résulte
§ngnss > 0 pour » > m, et les formules (6) montrent que g, ¢,., croit

. ., n 4. 1
au moins d’une unité avec 3 désn > m. = | 4 — ¢nsi | tend donc
nYn+1

vers zéro. La limite des deux suites de réduites est bién la méme.
Si ¢,q.+ est constamment nul, c’est que ¢, est constamment nul.
Donc a,;., = o quel que soit £20, d’oti 2,,21, le développement étant

réduit. D’ailleurs ¢,;=1. On a le développement

, . (aﬂ, 0’ a!? 0’ azn) .. ')
dont les réduites sont

-

(l) oy, 1 dgt+oy, I Og+dyt+oy I
— 1 -2 - H - b
o 1 o 1 o

Ce développement converge vers ~- Donc :
o

Tout développement général réduit, infini vers la droite, a une valeur

limite déterminée (qui peut étre 1) .
o

6. Montrons, sauf pour le dernier cas considéré («,;,,=o0, quel
que soit 2 1), ’équivalence des développements de cette sorte avec les
développements normaux.

Si a,= o0, on trouve :

Prn = Pn—s

qn = {Gn—s

Pr+1= Onsy Pr—s~+ Pr—y = (Xn+y+ Xn—y ) Pr—s ~+ Pr—s
Frnii==-...

Donc les deux développements
(%oy « o5 Otnegy Rnyy O, Ansy) €L (Sy, - .oy Otnesy Otney—+ Gnpy)

ont leurs deux derniéres réduites identiques. 1l en résulte que les deux
développements '

(Gyy cvvy Onegy Oy Gnyyy oon) €L (&gy o vvy Bnmgy An—y =+ Cnigy Aniay o0.),

dont les réduites de rang m sont désignées respectivement par p,, et
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. II, 1938. 15
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p,» Vérifient
pm = P pour m<n—2,

Prts= Pm pour m2n—1.

Donc la valeur limite du développement n’a pas été modifiée par
cette transformation. Considérons cependant les réduites p,, et p,.
On—y Pn—y + Pn—y

Celle-ci vaut p, ,=¢/,_,. Mais ¢g,_,= PR S

ne figure pas
dansla suite p/, (en supposant a,_, £0).

Ainsi le remplacement de la succession a,_,, 0, o\ Par t,_, + o,
laisse dans le second développement toutes les réduites p,, pourm < n—1
et pour m > n— 1, mais la réduite p,_, est supprimée. Cette contraction
du développement donné fait donc disparaitre une réduite, la réduite
de rang n—1.Elle n'en aurait fait disparaitre aucune si, en méme
temps que «,, «,, (ou a,.,) avait été nul. Nous avions déja observé
ce fait.

Cela posé, la transformation d'un développement général donné
(D) a quotients non négatifs, mais pouvant étre nuls, en un dévelop-
pement normal (D’) de méme valeur est aisée 4 effectuer.

Nous commengons par supprimer dans le développement («,, a,, ...)
tous les couples de quotients nuls consécutifs, afin d’obtenir un déve-
loppement réduit.

Cela fait, donnons & I'élément initial le rang zéro et formons une
premiére tranche s’étendant exclusivement jusqu’au premier quotient
positif de rang impair 2j+ 1 (j2o0). Ce sera la tranche T,. Elle est
formée d’un nombre impair 2; +1 de quotients

(a9, 0, 3, 0, ..., 0, Ayj) avec a4 21 (j20).

Nous remplagons T, par la somme o+ a,+ ...+ «,; que nous
désignons par a,. «,;,,, premier quotient positif de rang impair com-
mencera la tranche T,. Celle-ci s’étendra exclusivement jusqu'au
premier quotient positif ultérieur de rang pair, soit ay,...(r>)),
lequel commencera T,. T, sera @4, 0, %ajisy - .y 0, Raprpy (Fairs 21
sij<i<r). On remplacera T, par ayj4—+. ..+ a4 que nous dési-
gnerons par a,.

Et ainsi de suite. Une tranche finira et la tranche suivante com-
mencera & chaque couple de quotients positifs consécutifs, le premier
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de ces deux quotients terminant la premiére tranche, le deuxiéme
quotient commengant la seconde tranche. Une tranche T} sera formée
d’une suite &, 0, %3, 0, . . ., 0, U2, (5 20), les a,,,; étant tous positifs
(oLils) et a,y,,., étant aussi positif.

Cette tranche T sera remplacée par un quotient unique

(77— T2 - T R - TWN

L’application de la régle conduit & distinguer plusieurs cas :

1° Le développement donné (D) : (a,, &, ...) se décompose en
une infinité¢ de tranches du type défini. Le développement donné est
remplacé par une fraction continue indéfinie (D') : (a,, a,,..., a,, ...).

La n®*" réduite de ce dernier développement est égale & la réduite
du dernier quotient (toujours positif si n21) de la tranche T,. Les
deux développements, le général et le normal, ayant une infinité de
réduites communes, ont la méme valeur.

2° Le développement (D) est fini et se termine par un quotient posi-
tif. (D) se décompose en un nombre fini de tranches. Les deux der-
niéres réduites de (D) et de (D’) sont identiques. La conversion de
(D) en fraction normale est faite.

3° Le développement (D) est fini et se termine par un zéro, sans
que tous les quotients de rang impair soient nuls. Supposons que,
avec ®, 320, Quriy Rnisy - ..y Opiares SOient nuls, o, ..., étant le
dernier quotient de (D). Alors la tranche a,, 0, %4, - .., %nissy O

vaut (1) et (D)=(a,, ..., @,_,). En particulier
(agy « vy Otn—yy &ny 0) = (g, vy Oug).

4° Le développement (D) est fini, se termine par un zéro, et tous ses
. . . 1

quotients de rang impair sont nuls. Alors (D) vaut -

5° (D) est illimité et, aprés une avant-derniére tranche T,,, il vient
une suite indéfinie

%n, 0y Xntsy Oy ...y Onysiy 0, ..oy

les a,.,,; étant tous positifs (> o). ,

Nous considérons tous ces quotients comme formant une tranche
unique T,.,. Mais la valeur de T,,,, est %- La valeur du développe-
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ment général donné est identique i celui de la fraction limitée
(&oy « oy tny)=(aq, @y, ..., an).

Dans tousles cas, la transformation d’un développement général en
un développement normal de méme valeur est possible, 4 moins toute-
fois que la tranche initiale T, ne soit identique au développement
total (D), celui-ci ayant alors pour valeur i-

Observons enfin que, chaque tranche T, finie ayant un nombre
impair de quotients et le quotient initial de (D) ayant le rang conven-
tionnel zéro, tous les quotients non nuls (et aussi le premier quotient)
de T, ont un rang pair. Tous les quotients non nuls de T, ont un rang
impair. Tous les quotients non nuls de T, ont comme parité de rang
la parité de n, donc méme parité de rang que le quotient a,=(T,)
dans le développement normal (D") égal 4 (D).

Application des développements 4 quotients nuls.

7. L’emploi des quotients nuls permet de représenteré - En outre

il simplifie diverses transformations d'un développement en fraction
continue. Soit « donné,

== (0lgy Oy ey Ony +.0).
o A _l_ >
1° Développons — pour z >o. Supposons a,20. Alors

(9) ‘%:(o, Clys Gyy oo vy Oy ovs) (a0 2 0).

2° Cherchons — -'a;pour x>1. Soit a,21. Posons z = (1, §,) avec

E4>0

‘T—_—(‘;&):““El (84> o).

Donc
1 1
—_— = —_—(—1 —+1).
> —t—&_H (—1,&+1)
Or
) 1
= —={0, %y — 1, & v
E,1 z—1 () 0 » %1 )J

(10) —

=(—1, 1, @— 1, &, Oy ...)=(—1, L, 2—1) (z21, @ 21).

SRR
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3° Soit 4 former — . Supposons «,21, de facon que «, soit la
partie entiére de & (supposé non entier et finr).

Soit
1
x = (ay, &) =ty + oy [2,=(ety, gy +.y -..)21],
1
. ' .

—T=— - D’aprés (10),

(11) —x=(— oy — 1, I, B ~— 1, Oy ...) si oy 21,

ou encore

—x:(—au—l, I, —1) sioy << < cty+1.

€T — oty

8. Lk caLcuL bE x(z, o) PAR LES DEVELOPPEMENTS GENERAUX DE 2. — Soit

(D) la fraction

(Goy Xyy ovvy Rpy o us) =2k,

les a, étant non négatifs, sauf «, quelconque.

Je dis que l'application de la formule (V) a I'expression de =
fournie par le développement (D) ne change pas la valeur obtenue
pour x(x, ).

Posons

R S S pour 2/ <n,
S Th =0 Oyt Gy h s pour 2i+1Sn,

W= (— 1)"a® (1 — )%,
Nous formons la somme, limitée ou non,
n=20,.

Si le développement (D) est infini, nous supposons que tous les
quotients «, ne sont pas nuls & partir d’un certain rang. Clest la
d’ailleurs la condition nécessaire et suffisante pour que les deux suites
formées par les réduites de rang pair et par les réduites de rang
impair de (D) aient la méme limite x.

La série v} est alternée 4 termes non croissants en valeur absolue et,
T,~+ T, devenant infiniment grand avec n, w, tend vers zéro. La
série ) est donc toujours convergente.
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Sia,= o0, on en tire
Th="Tn—, Th==Th—1,

Wp—y —+ W,=— 0.

Soit (A) le développement (a,, &,, ...y 0y oy Xy Luryy Cpsay - - )
et w, le nombre analogue 4 w,, mais relatif 4 (A). n—1 et n 41
ayant la méme parité, «,_, et a,,, sont dans la méme somme 1, , ou
T,.,(suivant la parité de n) pour p2>1. D’autre part la contraction de
(D) en(A) ne change ni la parité de rang ni 'ordination des quotients
®qipys pour p21. Donc

Wm—w,, pour m<n—z2 et Wmss™ G, POUr MmN —I.

D’aprés w,_, + w, = o, il est évident que Lw,,=Xw,,.

On en conclut que les opérations changeant progressivement (D)
en une fraction normale égale &4 = ne changent pas la somme de la
série Zw,. Cette somme est donc la méme que pour le développement

normal de x. Donc
n=ux(=z, a).

Développements infinis 4 gauche.

9. Enfin on peut envisager des développements (..., a,, ...),
'indice n variant de — © & -+ o, ou simplement de — © 4 un-
nombre fini m. Soit (D) un tel développement. Définissons-en le
sens.

Nous convenons d’écrire, quel que soit n :

Prn="{(...s Hn—yg, On—y, &n) = P,
qn
Nous posons les relations :
P—=1, g—=o (réduite préalable effective).
(6 bis) < py = a,, g — 1,
Pn = 0C%nPn—y + Pn—s, gn — AnG@n—1~+ Gn—s,

a, étant un nombre donné a priori quelconque.
La troisiéme des relations (6 bis) résolue en

(6 ter) P"-—2:— anpn—1+pn, 9n—z="‘ anqn—i+ q"
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nous donne la suite indéfinie des p, pour n<— 2 grice a la connais-
sance de p, et de p_,. Si nous imposons comme plus haut aux p,, ¢,
les conditions (premiére et deuxiéme) d’étre entiers, les ¢, étant non
négatifs et a la suite p, la condition (troisiéme) de n’avoir pas les deux
sens de variation pour une méme parité de n, on trouve encore que
a, doit étre un entier, d’ailleurs quelconque, et que les «, doivent tous

étre des entiers non négatifs. Mais, en outre, d’aprés la seconde des
équations (6 ter),

J—ricy = J—iy—.. . = =0 et A pi §—2i— O

quel que soit t2 0. Donc

Jai—q—ripr—.. . = gd——=¢o=1,
et finalement a_,;_, = o quel que soit 2 o, avec a_,;> 0.
Par suite,
P-2i =1, P—ra=ly— Xy — Ay — .. — &gy
1 Ay — g — . ..— Oy .
P2 =70 sy = — = I (¢20).

Si tous les quotients a_,; étaient nuls a partir d'une certaine valeur
m 1 de i, toutes les réduites p_,; seraient identiques pour ¢ > m. 1l
serait inutile de conserver cette partie illimitée de zéros consécutifs.
(D) serait équivalent 4 un développement général ayant un quotient
initial @, — &, —. .. —a_,,, et pour quotients suivants :

Oy Q—yny Oy HLepyntyy ... 0, Ay Ay,

S’il y a une infinité de quotients «_,; non nuls, on peut réduire (D) et
alors tous les a_,; sont positifs. p_,; décroit indéfiniment quand ¢ croit
(i20). Si (D) réduit est aussi illimité a droite, p, tend vers une limite
unique x quand n croit. p,,, croit de — oc 4 quand m croit de — o a

. A I 2
+ %, et pam, décroit de - (pour m<o)a @.

Réciproquement, soit donné un développement (D) a quotients
non négatifs, indéfini vers la gauche, et commencant par une suite illi-
mitée de quotients non tous nuls alternant avec une suite de quotients

tous nuls. On attribue aux quotients de cette derniére suite I'imparité
du rang :
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1° Siparmi les quotients de rang impair I'un au moins est positif,
on attribue au premier de ceux-ci le rang 1. Dés lors tous les quotients
de (D) ont un rang défini. La partie de (D) arrétée au quotient de
rang o, quotient désigné par a,, forme une tranche initiale T, a
laquelle on attribue une valeur entiére donnée quelconque a,, et par

convention (T,) est la réduite p, = %‘3 de (D). Le développement
arrété aa_, est conventionnellement la réduite p_, = é de (D). Sil'on

remplace T, par a,, (D) devient un développement général fini a
gauche, dont la conversion en une fraction continue normale est un
probléme déja résolu.

2° Si tous les quotients de rang impair de (D) sont nuls, 4 tous ces
quotients correspond la réduite (—l) - Nous distinguons deux cas selon

que (D) est ou non illimité vers la droite. Dans le premier cas, la
suite de rang pair renferme une infinité de quotients non nuls, vers
la gauche et vers la droite. On peut attribuer indifféremment le rang 1
a 'un quelconque des quotients de la suite toute nulle. Le développe-

I .
ment vaut - quels que soient les «,,.

Si (D) est limité A droite, la suite des quotients de rang impair -
étant toute nulle, on attribue au dernier quotient de cette suite un
rang impair négatif, par exemple — 1. On supposera donnée la der-
niére réduite de (D), si elle est de rang pair (et méme nul), ou sinon
la premiére réduite ultérieure fictive de (D). La valeur de (D), égale

) . » . 1 . . .
a sa derniére réduite, sera ; Ou un certain entier, selon que le dernier

quotient de (D) sera de rang impair (ce quotient étant alors nul) ou
de rang pair. Dans le premier cas, il n’y a pas d’équivalence de (D) &
une fraction normale. Dans le second cas (D) se change en une frac-
tion normale formée d’un seul quotient incomplet.

Nous appellerons externes gauches les quotients de T,, externes
droits les quotients de T,..,, si T,.., est indéfini vers la droite, ceci
exigeant que x soit rationnel, moyens les quotients des tranchesinter-
médiaires, ni initiales ni finales.
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10. PropRIETES DES REDUITES DES DEVELOPPEMENTS GENERAUX. — Consi-
dérons le développement général (D) (..., a,,...) indéfinj bilatéra-
lement, unilatéralement ou pas du tout. Cherchonsla condition néces-
saire et suffisante pour qu’un nombre x puisse étre représenté par une
fraction continue générale commencant par les mémes quotients et
ayant les mémes réduites que (D) jusqu’au rang n inclus

z=(...... 5 Oy Brgye o)

Si (D) est illimité a gauche, ces réduites dépendent d'une méme
quantité additive p, = fli’, qu’il faudra supposer donnée. Pour I'éga-

lité cherchée entre les réduites de x et celles de (D) jusqu’au rang n,
il suffit qu'elle soit réalisée pour les deux derniéres, p,_, et p,. Posons

Zpyqg — (ﬁm—u ﬁlH—!) .. )

[}

La fraction z,., étant limitée & gauche, son sens numérique est
parfaitement défini. On montre, comme dans les éléments, I'égalité

_ PnZTnayy+ Pa— .

(12) =
9nZny+ Gn—y

Mais ici le quotient f3,,, pouvant étre nul, x,,, n'est pas nécessaire- '
ment au moins égal & 1 comme dans les fractions continues normales.
.., est quelconque non négatif

(13) 2 Snn

Donc x est un point du segment (f}b, f;—")
n—i n

Réciproquement, si z appartient au segment ({;"—",&‘), Zpyy donné

n— n

par (12) vérifie la condition (13) et, par suite, x,,, est développable
en fraction générale (B,.,, Bara-..) avec B,20. Donc, x est égal au
développement (..., &, Basi, Bare...) dont tous les quotients (sauf
éventuellement le premier, s'il existe) sonl non négatifs, la partie
entiére de ce développement, s'il est illimité a gauche, étant déter-

minée par la valeur de fl”‘—"‘ ou de f]ﬁ‘
n—14 n

Finalement, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un
Journ. de Math., tome XVII. — Fase. II, 1938, 16
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développement général de x admettant jusqu'a Uordre n les mémes
quotients et les mémes réduites que le développement donné (D) :
(vvvy ny...), est que x appartienne au segment limité par les deux
réduites 2=, P de (D).

9n— Gn

D’ailleurs, si zi, g—, sont deux fractions adjacentes quelconques (g et

q' 20), il est toujours possible de les obtenir, dans ce méme ordre,
comme les deux derniéres réduites d’'un développement général. On
peut méme supposer celui-ci limité bilatéralement et poser, avec m21 :

= (s Ayy « vy ) (@, quelconque, a,, ..., ¢ny21, am20),

QY R

= (@ Ay ++ 0y Ay ).

’
Doncf—; et étant adjacentes, la condition nécessaire et suffisante

pour qu’tl existe un développement général de x admettant 1;—,, puts l’q— pour

/
réduites consécutives est que x appartienne au segment <§, §7>

!
Par exemple, si2 =2, £ = %,
q o q 1

7

EZ(“O) 0), (]]i/ = (a,),

q9
z={(ay, 0, By, Bz, ...) (Bi20 pour i22),

a est un nombre quelconque au moins égal & a,. Méme conclusion
p__a, pl 1 .
sy =T = r=(a,—1,0,1,8;,...).

11. Soit (D) un développement (. . ., &,,...), indéfini ou non, uni-
latéralement ou bilatéralement, et dont la réduite terminée par a,
est 2=

n

k étant le rang d’un quotient de (D) quelconque, retournons le
développement (D) en le développement E : (..., f3,, ...) avec
Bi—n+rs = a,, en sorte que B, = ;. Soit p), la réduite de (E) arrété au
quotient {3,.
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Si a449i =0, quel que soit 721 [la valeur de (D) est alors ration-

nelle ou :;], le retournement de (D) en (E) donne un nouveau déve-

loppement général. Sinon, nous limitons obligatoirement (D) a sa
réduite py,=(..., %, @) et nous posons B,=o. (E) est alors

’ (]
(05 &4y Ay Wiy - . . ). Nous avons p = —-
Si a4.q; =0 quel que soit :21, (E) indéfini & gauche, nous pose-

. ’ o
rons conventionnellement encore p;, = -

Je dis que la valeur du développement (E) est % » comme dans le
cas des fractions normales. En effet,

9 =%k Gk—1+ k-2
ou
43 q k—1
= -
qr— ( b qk—1)’
Lo (0) Xky Rk—1y + -+ Xby ?ﬁ) (h<k).
V3 qh—2
Ih—

q—-‘ étant toujours non négatif, on peut faire décroitre A indéfiniment,

si (D) est illimité vers la gauche. ( Pour & < o, I~ est alternative-

Fr—
ment ° et -'>~ (E) a bien la valeur dite. Si #21, pour =1, 2 =

1 o = gh— O
et méme si (E) est illimité vers la gauche [cas ou la valeur de (D) est
rationnelle],

L)

ar =(0, Gy ..y &)= pi.
E étant un nombre différent de 2=, considérons &' = Pif — Proy,
9k qrE — Gi—
£’ est la fraction (..., oy, %y, %, — &), calculée par 'application

des formules (6 bis).
n étant un entier inférieur a &, faisons

E:(O, Ry Kk—1y + > d;H_,).

Observons que, d’aprés les formules (6 bis), si tousles «, et a, sont
changés simultanément designes, p,;_,, g,; restent inchangés, p.;, ¢,
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sont simplement changés de signes. Donc toute réduite finie est rem-
placée par le nombre opposé. D'ou

—E=(0, — othy — Qhyy + -y — Anyy)

et
Elz(- <oy On—yy Ony Olngqy «vey OQhy Oy — Oy — Og—gy « ooy — Opyy)s
. ) n—
(14) E=1{(..., Ctney, On, 0):_1_”_1.
I n—
Posons
2 . '
EZQZ(O; Oy gty + v vy Hngs) = Pien (n+1<k),

A et p. étant fournis par le développement de £ au moyen des for-
mules (6).

Nous tirons de (14), ¢, , étant entier,

Pk>\ — Pk—1 [+ =E€nkPr—, ‘I/J\ — Gk =Enkqn—1-

Il suffit de changer n en n — 1, donc %I en :‘L—, = Pl_nsss €t de former

le déterminant des quatre premiers membres des égalités écrites pour
voir que € ,.& . =—1. Le changement de £ en ¥ — 1 montre que
€,» Ne dépend que de la parité de k—n et change avec elle. On a

(15)  prh — prgp = (—1)*""""pp_, qih — qrap=(— 1)fr—tg, ,,

si

} P ’

= =5 =A0, &k, Af—ty «+ s Xnst) = Ph—n,

I
0. €tant dans tous les cas la réduite de (E) défini comme il a été dit
par le retournement partiel ou total de (D), total quand la valeur de

(D) est rationnelle.

11 b. Considérons particuliérement ce dernier cas, le développe-

ment étant indéfini dans les deux sens et valant Ié = lqﬁ = p,. Alors,
Ugrp =0y s=...0, de méme que ,
Ps—

o= = a_y=..., (cony Olsgy Qo) == <"— =1ps_4.

qs—

Observons que la condition a,>> o n'interviendra pas (non plus
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que a, >o0). En sorte que a, n’est pas nécessairement le dernier des’
quotients moyens (ni «, le premier). «, est ou bien le dernier (a, est
ou bien le premier), ou bien un quotient ultérieur (antérieur) au der-
nier (premier) quotient moyen, mais avec la méme parité de rang que
celui-ci. Dansle retournement de (D) en (E) doublement indéfini, cha-
cune des deux tranches externes de (D) d'un c6té déterminé gauche
ou droit, devient une tranche extréme du cété opposé au premier.
Nous avons

o = (0, gy Hs—qy o+ vy Rppyy %ny An—yy .. .)
s
et
1 o
) ()
(E) Iom1 =(.vuy 0, Reiny Oy Osiy, Olgy Olsyy vvay Oay o)

gs
Le second membre est le développement (E) dont le quotient «,.,
est regardé comme ayant le rang o, avec la valeur conventionnelle ?

pour la réduite correspondante.
Cela étant, considérons
p— Pl — P
9:8 = Go

et soit §= - =o' la réduite du développement (E) arrétée au quo-

Ti>

tient «,,, = 3, ,, donc
E=(.vvy 0y Hopyy Usy Hogy o ooy Aty Aniq)-

Mais, n étant quelconque et non pas assujetti a la condition n 4155,
nous allons montrer la validité, méme pour n2s, des formules géné-
rales
Pn—
146 =L
(d ) ° qu—1’
(150) p A —psyp=(—1y""'pyy, gk — gy p=(—1)"""qpn,,

établies précédemment seulement pour n 4 1<s.

5:- Soit done

Elles sont visiblement vraies pour n=s, d’aprés ¢, =
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n>s. Sin—s est pair,

- SRy e e s LTI "1 N
E=(..., %tns; Oy Xniq), 7\:*(“5H+as+s+---+an—1); pr=1,
Psh—Pps g o =— Ps(siy+. . .+ An—y) — Psy =— Pn—y

et

. . . gsh —qssp=—qny.
Si n — s est impair,

A 5 n—
Appy = Opy3=...=0, l;:&:_—(l), 2,:;%:%’
P.J\—Ps—if*:]’s:]’n-—l, q,l — Qs b =Gs=qn—.

Les formules (14 6) et (15 b) sont donc valables pour toutes les
valeurs de n et de s.

Observons que la valeur de £’ ne change pas quand on remplace s
par s + 27, quel que soit Z non négatif, a la condition que la réduite
de (E)arrétée au quotient «,., soit toujours conventionnellement posée
. o
égale a -

En résumé,

St le développement doublement indéfini (D)

(5) (%)

(D) (cv0) 0, Ay, 0, gy Oyy Agy ooy Olsyy Qgy Gloigy Oy Hotgy Oy oo v)

se termine par une tranche infinie T, ., composée de deux suites a,. ,;,
O ais4 alternantes avec a,,.,;— o quel que soit {203 en sorte que la

valeur du développement de (D)) est un nombre rationnel ;i = ;i’, et que
s
le retournement
()G
8] 1
(E) (v-5 0y sy, O, Gorgy Olsy Os—gy o ooy Ogy Ky, Ky O, Oy Oy .. )

représente encore un nombre rationnel égal a q;—‘ st la réduite de (E)

s

arrétée a a,., est conventionnellement %; ceci étant noté, quel que sort

§ §—1

r_ ) .
Uentier n, si dans & = qp 5P on substitue & £ la réduite ?; =(...,

On—3y Anigy Anis) d€ % donné par (E), la valeur correspondante de &’
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est la réduite

) p—
’ll:—.ll - ( s vy Gn—ns Xn—ay “n—l)
de g donné par (D).
En outre, observons que
Pk — P o= (— 1" pa_y, gsd — Qoo o= (— 1) ey

Les développements en fraction continue canoniques.

12. Soit z un nombre réel donné, (a,, a,, .... a,, ...) son
développement normal, (D) ou (..., a,, ...) un de ses développe-
ments généraux, illimité bilatéralement, unilatéralement ou pas du
tout, se divisant en tranches T,, équivalant respectivement & a,,. Si
un quolient a,, (ou un quotient a,) vaut au moins 2, soient @, et b,
(«, et 3), deux entiers positifs ayant pour somme a,, («,). Rempla-
cons dans la suite a,, (et de méme pour la suite a,) le quotient a,, par

la succession a,,, 0, b,, («, para,, 0, 3). Dansle développement obtenu

m? nl

(tyy €yy v ovy Uy Wy O, U0y )y o 0L)
nous avons une réduite nouvelle, savoir

R;,l:g::—:,ci;:—:g-gﬁ s1 l’n,,,:%:(no, Uiy cves o).
Mais la suite des autres réduites de x n’a pas perdu d'élément.

En répétant 'application de la méthode nous pouvons remplacer a,,
par la suite alternée 1,0, 1, ..., 0, 1, le chiffre 1 figurant a,, fois et
le chiffre o, a,,— 1 fois. C'est au méme résultat qu’aboutirait la trans-
formation de la tranche T,, de (D), tranche «,, 0, a,.5, 0, ..., 0 ys,
avec o, 9 +...+ %o, =(T,)=a,, la tranche T, étant sup-
posée préalablement réduite.

La suite des réduites correspondant aux quotients introduits par la

transformation de a,, est

Ppy+ P, P 2P, + Pny P,
- » ) ) y vy
(\)m—l -+ Qm——z Qm—1 2Qm-—| +Qm—2 Qm—1

Pm—l a"lpﬂl—‘l + Pm_z _ Pnl

(\)Ill—1 ? m (\)m—1 -+ (\)mfﬁ o Q"l
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Par cette transformation du quotient a,, (ou de la tranche T,,) nous
avons donc introduit dans la suite des réduites du développement,

e e . ve o Pm  Pn . $Pp+Pn,
toutes les réduites dites intermédiaires a o eta o soit SO O

(s=1, 2, ..., a,_,)sansfaire disparaitre aucune réduite du dévelop-
pement initial.

Appliquons la méthode & un développement indéfini de é a quotient
initial positif. Nous aboutissons &

(16) }):(1,0, 1,0, ...,1,0,...)

dont les réduites successives sont

Supposons « rationnel et égal & f irréductible, avec g21. Soit

P

- :(”0’ (yy «ooy aln)-

q9

On peut faire en sorte que m soit pair ou impair, avec a,,>1.

P __ Iy
== a,,,a,,...,a,,,,a = (@ Byy vy Ay 1,0, 1,0, ..., 1,0, ...).

q
Les réduites relatives aux nouveaux quotients introduits sont

P+ P, P 2p + Py , P rp + P,_, , 14

b g

(]+Qm—1’ 9. 2q+Qm-—1 q e rq+Qm—1 q

Cette suite comprise entre Lq) et%‘:: tend vers g, par valeurs supé-
rieures si / est pair, inférieures si m est impair. Dans le premier cas,
le développement illimité a droite de 5 sera dit supérieur, dans le
second cas il sera dit inférieur.

Le développement supérieur de o vient de (0, :)), soit

(17) ?:(o, 1,0, 1, ..., 0, I, ...)
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dont les réduites successives sont

’ p : r_° . l
Le développement inférieur de o vient de (— 1,1, 6)’
(]
;:(—1, I,1,0, 1,0, I, ...,0,1, ...).

dont les réduites successives sont

1 —1 o —1I o — 1 0
- )y — -y —y -y esey —_ Y oo es
o 1 I 2 I n 1

Enfin, nous pouvons remplacer a, par

a—r, o, 1, 0, I, ..., O, I,

r étant un entier positif quelconque égal au nombre des o et au nombre
des 1 introduits. Nous faisons apparaitre, outre laréduite 5 introduite

dés les éléments comme réduite fictive préalable universelle, les

a,—2 a,-—r
y vy
1

Nous pouvons méme substituer 4 @, [ou & la tranche finie ou
indéfinie T, de (D), tranche telle que (T,)=a,], la tranche indé-
finie ...,0, 1,0, 1, ...,0, 1 terminée par un quotient 1, dont le rang
sera o par définition, pourvu que nous posions conventionnellement la

. a,—1
réduites OT s

g e

réduite (T,) de rang o égale éa—l"- Sous cette nouvelle forme, la

a,—r

réduite ¢_,, de = vaut - Le développement indéfini obtenu fait

apparaitre commme réduites tous les nombres entiers inférieurs a a,.
Nous obtenons ainsi le développement canonique complet réduit de x.
Nous qualifions un développement de canonique quand tous ses quo-
tients incomplets (sauf éventuellement le premier s’il y en a un) sont
uniquement des o ou des 1.

Nous I'appelons complet quand il est doublement indéfini dans les
deux sens, méme vers la droite si z est rationnel, auquel cas on dis-
tingue deux développements, I'un supérieur, I'autre inférieur.

Enfin il est dit réduit parce qu'il ne contient pas de couples de

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. II, 1938, 17
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quotients incomplets nuls consécutifs. La présence de ces couples de
quotients ne se manifestant aucunement dans le systéme total des
réduites du développement, la condition de réduction est d'impor-
tance secondaire.

Nous figurons ci-dessous la division en tranches du développement
canonique complet réduit, grace au remplacement d'une virgule par
un point et virgule aux extrémités des tranches. Nous devons égale-
ment mentionner les deux réduites conventionnelles de rang — 1 et o.
Nous obtenons ainsi

() (%)
(0] I

L 0, ..., 0, 1j

Le rang du dernier quotient de la tranche moyenne T, supposée
finie est 2a,+ 2a,-+. ..+ 2a,+n. Il a visiblement la parité de n.

Le développement canonique réduit de = est parfaitement déter-
miné (si x est rationnel, on doit en outre spécifier s'il s’agit d'un
développement supérieur ou inférieur) par la condition d’étre complet
ou quand on indique : 1° si la tranche initiale est infinie ou combien
elle contient (un nombre impair) de quotients quand elle est finie;
2° si la tranche infinie droite existe ou non, quand « est rationnel.

43. Prorerictis pes ripurtes. — Le développement canonique com-
plet offre ce caractére fondamental que :

Les réduites de tous les développements généraux possibles d’un
nombre x figurent parmi les réduites du développement canonique
complet de ce nombre.

Car les opérations de dissociation des quotients supérieurs & 1 d’un
développement général quelconque réduit conduisent toujours au
développement complet. Or, ces opérations ne font jamais disparaitre
de réduites et chaque opération fait apparaitre une nouvelle réduite.

En conséquence, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un

4 .
couple de fractions adjacentes 5 ) -]q’—, forme deux réduites consécutives
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du développement canonique d’un nombre x, est que x soit situé sur le
segment limité par ces deux fractions.
L’ensemble e(x) des réduites du développement canonique complet
de z est ainsi constitué :
L. . . P <
1° Les réduites ordinaires =~ du développement normal

n
(@0, A1y ooy Ay - .0)

de x (développement supérieur ou inférieur si x est rationnel, selon
que la pénultiéme réduite est supérieure ou inférieure a w);

P._
2° Toutes les réduites intermédiaires Q" s Q" L(s=1,2,...,a4,—1)
n—t
du développement normal de x;

3° Les entiers a,— r inférieurs & la plus petite réduite normale
(qui est entiére) de x (r=1, 2, ...);

P, P
4° Si x est rationnel et vaut -2 — —, la suxte p * :
Qm rq + Quy

Si a est entier, la réduite maximum du développement canonique
complet de a est a—+ 1, sile développement est supérieur. Clest a si
le developpement est inférieur.

Siz n'est pas entier et si u = E'(2) est sa valeur & une unité prés
par exces, u est la réduite maximum de tout développement (cano-
nique ou normal ou général, supérieur ou inférieur) de .

Soit p, une réduite finie du développement canonique complet
de z. Si a,=o, p, est identique & p,_,. Mais quand ¢ devient négatif
les réduites d'indice impair deviennent %, et les réduites p_,; quand ¢

croit tendent vers —oc. Donc il y a un rang initial ot parait une
réduite égale & p,. Supposons que 7 soit ce rang. Alors a, =1,

— Pn__ Pnoat Pns
po= "= A,

qn gn—1 + Gn—s
¢n est la médiante de p,_, et de p,,.

Donc, sur trois réduites consécutives, ou bien les deux extrémes sont
identiques, ou bien la troisiéme est la médiante des deux précédentes,
les trous réduites érant alors adjacentes deux & deux.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fraction irréductible
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finie g soit une réduite du développement canonique complet du nombre
réel z, est que x appartienne au segment (—Z_:’ {%,;) limité aux deux frac-
tions dont £ est la médiante.

En effet, si g (diﬁ‘érent de g) est une réduite d’un développement
canonique complet, les deux fractions f]—’:, {;’;sont aussi les deux frac-
tions immédiatement antérieures g quand celui-ci apparail pour la
premiére fois dans la suite des réduites. 57’ et p_j sont deux réduites

consécutives de z. Donc « est sur le segment (g—i, %:) .
Réciproquement, si « appartient & ce segment, ;i: et %,, sont deux

réduites consécutives du développement canonique complet de z (10).

Donc la premiére réduite ultérieure de celui-ci, distincte de %:

P iante 2.
et de prl est leur médiante p ¢ 0. F. b.

Génération du développement canonique d’un nombre réel.

14. Du développement normal ou du développement général sup-
posés connus d'un nombre réel donné, nous avons déduit le dévelop-
pement canonique de ce nombre.

Mais, comme on définit un procédé récurrent en vue de calculer la
suite des quotients incomplets du développement normal, procédé
s’exprimant dans les formules : '

I .
z =a,+ — (a, entier, 1 ;).
x, =

de méme il est naturel de chercher s’il n’existe pas une régle fournis-
sant par voie récurrente les éléments successifs d'un développement
canonique de z.
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Nous allons donner cette régle. Elle présentera de notables avan-
tages sur celle qui préside a la détermination du développement nor-
mal. Dans celle-ci, les relations utilisées, du type

I
Zp—=Qap+ —— (lg-z'n—o-x);
Zpyq
ne sont pas des transformations modulaires directes (ici pg'— gp'=—1),

et elles dépendent d’un paramétre entier a,. Au contraire, la régle que
nous allons poser fait dériver de = une succession de nombres £,
Eay +evy Eny +.oy et le passage de &, 4 &,., s’effectuera par 'une ou
l'autre de deux substitutions modulaires directes, indépendantes de n,
et qui, dans I'extension de x(x, «) au plan complexe, correspondent
aux deux transformations fondamentales de x(x, a).

Le nombre réel £ vérifiant les conditions

- O
[I7aN
o
N
Clm

considérons les deux substitutions

(VD) z=(1,0,f)=1+% ou 3?:(0;1:'&)—_-[_?_;'

Quand £ varie en croissant dans le champ indiqué, le premier
. I I
nombre x parcourt en croissant le champ . <z < » lesecond nombre

. o 1
parcourt en croissant le segment S Sx< T

Donc, étant donné z différent de 1, vérifiant

0
1

A
&
A
oI~

il existe un nombre § et un seul appartenant au méme champ et tel
que une et une seule des deux équations (VI) soit vérifiée. Six =1,

on a indifféremment

1 o
l:(o’ [,(—)) el l:(l,o, ;)'

@ étant un nombre réel quelconque donné, soit a, un entier quelconque
non supérieur a x, donc a,= a,—r, si a,=E() est la valeur de z 4
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une unité prés par défaut (r20). Posons

z = (ay, 0, E,l):“u"'"z,i-
o
On a i§E.=x—ao.

Dés lors, d’aprés £,2 i:, il existe un £, (et un seul si &£ 1) tel que

(o] I
Ei=(0, 1, &) ou Ei=(1,0,E,) avec L8.S o
Il existe un &;, et un seul, si £,5£1, tel que
. o _. 1
E.= (o, 1, &) ou Ge=(1, 0, &) avec - 288 o

Et ainsi indéfiniment, tant que I'on ne trouve pas un &, égal & 1, cas
correspondant a celui de z rationnel.
Sif,—1,0na

. . (o]
En=1(1, 0, Enry) avec ({pyy— T
et
I
En=1(0, 1, £n+1) avec Epp= o

« O I Py ) Py . . .
Mais - et - sc.3 développent I'un et'l autre par I'application de la régle
générale, qui conduit aux expressions respectives (17) et (16).

. o
SIE=-1
1
o . 0
E=(o, 1,§) avec§= 1’ En=1(0, 1, En+y) avec S = 1*
. 1
SIE= 6)
1 1
Eo={(1, 0, &) avec = o’ Ei=(1, 0, Envy) avec L= 5
D’ot
(18) 1=(0,1,1,0,1,0, ...,0, I, ...),
(19) 1=(1,0,0, 1,0, I, ..., 0, I, ...),

le premier développement étant inférieur, le second supérieur.

Alinsi se trouvent engendrés les développements canoniques de x, finis
a gauche, par une suite indéfinie de doublets 0,1 ou 1,0, précédés d’un
premier doublet a,— r, o dépendant de 'entier non négatif arbitrairer.
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Le développement canonique obtenu présentera en général des
couples de zéros consécutifs. On pourra le réduire. Réciproquement,
étant donné un développement réduit, indéfini 4 droite seulement,
divisé en tranches dont chacune a un nombre impair de quotients, il
faudra compléter la tranche T, & droite par un zéro suivi d'un zéro
complétant initialement la tranche T,, et de méme introduire un
zéro 4 la fin de toute tranche T,,, suivi d'un zéro commencant la
tranche T;,.,. De la sorte un développement canonique réduit limité
vers la gauche sera converti en une succession indéfinie de doublets.

13. Voici une application de cette construction aux suites de
Farey. Rappelons la formation de ces suites. La suite de rang o ou S,
étant (;), llet la suite S,_, de rang (n—1) étant supposée définie et
formée de fractions croissantes de valeur, deux fractions consécutives
de S,_, étant adjacentes, la suite S, est formée en intercalant entre les
fractions de S,_, la suite g, de leurs médiantes. S,=S,_,+ o,
(le signe —+ indique ’addition de deux ensembles).

Il est aisé de voir que o, est formée des fractions

(0) Ay Ay, - -0y ap) (alzl)r

tellesa, + a; +...4 a,—=n. S, donc formée des fractions (o, a,. ..., a,)
pour lesquelles
a,+a,+...+a,sn.

ieme

La n*™ suite de Farey est constituée par les fractions formées de n

doublets 0,1 ou 1,0 indifféremment, le premier doublet étant toutefous
obligatoirement o,1.

Transformations linéaires de x(z, «)
par une transformation modulaire de =x.

16. Nous allons trouver dans la détermination des intervalles de
validité des formules

(11 x(x’):x(%, a) — Ax(z, @)+ B (pg'—qp'= 1),
(111) x(a-'):x(gtx—x, 0(>:C)l(.l’, 1—a)+D (pg' — qp'=—1),

la justification du développement canonique des nombres rationnels.
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Dans ce qui suit, les nombres p, ¢, p', ¢' sont des entiers vérifiant
soit pg'— gp’ =1, soit pg' — gp' =— 1. q n’est jamaris négatif. Si g1,
¢ est quelconque. Si g=o0, ¢’ est 15 p et p’ sont toujours quelconques.

A7. Nous appellerons points séparateurs (sous-entendu : des inter-
valles de validité) des formules (II) ou (IIT), les points au voisinage
desquels les coefficients A, B ou C, D cessent d’étre constants. Donc,
dans un intervalle vide de points séparateurs, les coefficients consi-
dérés sont constants. Pour un tel intervalle, on aura une expression
du couple de coefficients A,B, ou C,D, au moyen des valeurs
associées de x(x, «) ou de x(x,1—a) d'une part, et de x(z',a)
d’autre part, respectivement en deux points x,, x, et en leurs homo-
logues z,, z.

Les coefficients A et B (C et D) varient simultanément en un point
séparateur parce quex(x) et x(') ne cessent pas d'étre continus en

/
ce point (lout au moins si ce point est différent de —flq—; mais ce
dernier point est limite de points séparateurs et A, B, C, D ont une
!
infinité d’acceptions distinctes autour de — %)

Voici une observation qui nous sera trés utile.

Si nous utilisons une substitution auxiliaire modulaire {(x), 2 sera
une substitution modulaire de &. x(, ) s’exprime en x(x,a) ou’
en x(x,1—a) par une formule (f,) du type (II) ou (III);
x(, ) s’exprime en x(&, «) ou en x(&, 1 — a) par une formule (f,)
de I'un ou l'autre type. D’ou résultera, par la composition des deux
transformations, I’expression de x(w’ o) en x(x, @) ou x(z, 1 —a) par
une formule ( f).

Si (f)) et (f,) sont du méme type, (/) sera du type (II), ce qui
était évident a priori puisque le module de «'(x) est alors (£ 1)?,

donc 1. Si (f)) et (f,) sont de types différents, ( f) sera du type (III).

Mais, en outre, soit x, une valeur de z et £,=&(z, ).

Si x, n’est pas séparateur pour (f,) ni &, pour ( f;), #, n’est pas
séparateur pour ( f).

Si z, est séparateur pour (f,)sans que &, soit séparateur pour ( f3),
ou si &, est séparateur pour ( f,) sans que x, soit séparateur pour ( f}),
dans les deux cas x, est séparateur pour ( /).
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Si, en méme temps, x, est séparateur pour (f,) et & pour (f;), rien
ne prouve que x, soit séparateur pour (f). Car il peut se produire
une compensation entre les variations des coefficients de (f,) au
point z, et celles des coefficients de (f,) au point &, en sorte que les
coefficients de ( f) restent constants autour de x,. Par exemple, il est
évident que, x, étant un point rationnel quelconque intérieur a un
intervalle de validité d’une formule ( f), on peut toujours trouver ()
de facon que x, soit point séparateur pour (f,). Puisque x, ne I'est
pas pour ( f), & sera nécessairement point séparateur pour ( f;).

Enfin, si x, est un point séparateur pour (II) ou pour (III),
. pxa+p . ;
= gzniq’ ¢S\ séparateur pour la formule inverse appartenant au

ot ’
méme type et exprimant x( —9zrp

, a) en x(z,a) ou x(x, 1—a).

Aprés ces remarques, énongons le théoréme fondamental auquel
nous aboutirons et dont la démonstration et 'interprétation ont inspiré
toute cette étude.

THEOREME GENERAL. — L’ensemble des points séparateurs des intervalles
de validité des formules (I1) et (III) coincide avec l’ensemble des

réduites du développement canonique complet de —% » développement

supérieur pour la formule (I1), inférieur pour la formule (111).

Ce théoréme légitimera de la fagon la plus nette l'introduction de
cette nouvelle notion des développements canoniques, et montrera
combien celle-ci éclaire la nature du développement normal d’un
nombre en fraction continue.

Avant d’aborder le cas général, nous établirons quelques proposi-
tions préliminaires.

18. TuioriMe I. — Si ¢' (comme q) est non négatif, si g, 1;—', sont

différents de _Tl » les formules

w (22PN = [ (2, o) — (2 P )
(V1D 3 x(ql‘+q” a>_ [x(q” a) x<q’ “)] x& a)+x(q’ *
. (rg'—aqp'=n),
Journ. de Math., \ome XVII. — Fasc. II, 1938. 18
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x(qp—';%'qz,/, a):[x (5;, at)—x(;l), a)]x(w, 1—a)+x(§, a)

(pg'—qp'=—1)

et

(VIII)

sont valables dans le champ x > o.

Il n’est pas dit que le point o soit séparateur pour aucune des deux
formules.

Observons que si I'on admet la validité d’une formule des types (II)
ou (III)) sur la totalité du champ o <z, il suffit de faire tendre x

. ) §
successivement vers o -et vers o’ pour trouver comme valeurs des

coefficients A, B ou C,D précisément celles qui figurent dans les
formules (VII) et (VIII). Le seul point 4 établir est donc que le
champ o < x est contenu dans un méme intervalle de validité des
formules (1I') ou (IIT).

D’aprés les hypothéses de I'énoncé, il existe toujours un dévelop-
pement fini & gauche (méme normal, sauf éventuellement par son
dernier quotient a,_2 o) tel que

’

P _

£ == (ao’ Ayy ooy a'M)’ 'q—/ had (aoy 7P I am—-i))

m étant impair ou pair selon que pg'—gp’'=1 ou pg' —gp' = —1.
. O I .
D’aprés -<x < -, on a toujours
I= =0
=By By +++» By ..+) avec [3,2o0.
Donc
Z'={(Qgy Ay « vy Amy )= (o Uyy v vy B Bo. By oo vy Bry oo o)

Désignons par 1,, 7, les sommes relatives & 2’ et analogues aux

sommes g, ¢, relatives a z. Donc :
w(@, @) =E(—1)ra(1—a),  x(x, &)= Z(—1)a%(1— a)%.

Or, si m est impair,

’ ) ’
Tr+m=— Or=t Tm, Tr+m=—Cr—+ T

Si m est pair,
Trim=—0r+ Tm, Trem = Or—+ T
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D’ou I'existence de formules de types (II) ou (III) valables
pour ‘;’gmg (—:- Et en conséquence, les formules (VII) ou (VIII).

19. CAS REMARQUABLES. — 1° % = (5)- Donc

4

q'=1 et Pq’-qp':]; x’—w

= —x !
0.+ 1 +p

La formule (VII) et un calcul direct immédiat donnent

(1V bis) x[(1, 0, 2), a] =x(x +1, a) = ax(z, a),
x(2 + p'y @) = a¥'x(, @),
quel que soit x réel.

. .. , e —q 1
Il est & remarquer qu'ici le développement supérieur de —~ o

n’existe pas. Et en méme temps la formule (II) correspondant & ce
cas n’a pas de point séparateur. Il y a donc accord entre le théoréme
général et ce cas particulier.

En application de ceci, nous voyons que nous pouvons ajouter
N Lt 4

gz +9q
rateurs des formules correspondantes (II) ou (III). Les coeffi-
cients A, B et C, D sont simplement multipliés respectivement par a®
et par (1— a)’.

Pareillement, si x est remplacé par £—¥&', et si x(a',a) est
exprimé en x(&, a) ou en x(&, 1 — a) par une formule (f,), les points
séparateurs de (/) exprimant x(z’, «) en x(z,a) ou en x(x, 1 —a)
seront ceux de la formule (f,) simplement diminués de &'.
D’aprés x (&, a)=a*x(x, ¢), les coefficients A, C de(f) seront ceux
de (f,) respectivement multipliés par o, (1—a)”, les coeffi-
cients B, D de (/) étant les mémes que pour (f,).

En tous cas, si le théoréme général est établi pour une frac:

un entier quelconque b sans changer les points sépa-

. px+q' . . s .
tion==——L, il le sera par 14 méme pour toutes les fractions
qr—+p
. px+ph+p'
w'=k+ qgr—+qh +q’

Si ¢ > o0, on pourra donc toujours ramener 1'étude au cas o<p<ygq,
0sq' g, ete.
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— I ol e— (P10 1.
q9=1, P9 qp =—1, T = l.x-_—}—_-o-_x

On fait p = o sans changer les points séparateurs des formules (I1I)
correspondant a ce cas.

Nous supposons x > o. Si x=(«,,,,...) avec «,>0, on trouve
immédiatement : 2'= (o, x), et en accord avec ’équation (VIII),

(20) x(—;, oz) =1—x(x, 1—a) pour x> o.

Mais ici o est un point séparateur, parce que le premier membre est
discontinu pour & = o et non pas le second.

14

Observons que —%: (13, et que la réduite maximum finie du

développement complet inférieur de (;) est effectivement o.

20. Cas sivcuLiERs. — Avec ¢, ¢'> 0, supposons que 1'une des deux

! —
fractions £, £ soit —*.
9 9 o

_l N
1° 2 = —(—)—} d,Oll

’ ! —l.x +P, ’ ’ o
— = — =y — — = —1.
g=1, I=———T=p—=2, py—qp
Sans changer les points séparateurs, nous faisons p'= o.
Pour simplifier, supposons x non entier et o,<z<a,+1I.
Soit x = (a,, 2,, ...) avec &, =1. Alors

(11) —x=(—oay—1, 1,0, — 1,0, ...)= (— oay—1, I, w—la —1>.
Donc
[ 1
x(— z, a):o:—“o—‘—oc—“o—’(l—a)—l—oz—“v—’(l—a)x\x__a —1, ot),
d’apreés x_l — —1>0 et la formule (VII) correspondante. L’appli-
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cation des formules (IV) et (20) donne
(21) x(— 2, a) —a% (1 — a + a?) — a%2(1 — a)!~%x(z, 1 —a)

pour a, < x < &, + 1. On vérifie que cette formule ne pourrait étre
indépendante de «, que si 1—a+ a?’=o0, hypothése incompatible
avec la condition |a(1 — )| <1, méme pour « complexe.

Il est évident que l’ensemble des points séparateurs de la for-
mule du type (III) constituée par (21) coincide avec celui de tous les
entiers réels.

Or, —Z = I et les réduites du développement canonique complet
q o

inférieur (et unique) de g forment effectivement la suite de tous les

entiers. Le théoréme général est donc vérifié dans le cas de 2’ = — =.
’
__l .
20 £ =2, dou
q 0o

’ ’ ! T —1 I
qg=1, P9 —qp'=1, x:f,.T—f—_o_:P_E'

Sans changer les points séparateurs de la formule (IT) correspondant
I

. S
au présent cas, nous pouvons faire p=o. D’ot #'=— —
. 1 I
Supposons z < o et posons = —x, d'ol /= — — = gavec £>o.
On a
(f) x(§ 1—a)=C,+ D, x(z, ),

les coefficients de (f,) étant donnés par la formule (21). Les points
séparateurs de cette formule (f,) sont tous les entiers, donc les entiers
négatifs —1, —2,..., —n, ..., si nous nous bornons au champ
de z < o.

D’aprés £™> o, la formule (18) donne

(/) x(x’,a)zl—x(;-, 1—oc>,

quel que soit £ >o.
De (f,) et de (f,) résulte, pour £ > o,

) x(—é,a>:Ax(x_.a)+B.
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Au point x=—n correspond £ = n. x=—n est séparateur pour ( f,)
et £=n n’est pas séparateur pour (f,). Donc la formule (/) résul-
tant de (f,) et de (f,) admet tous les points z =— n comme points
séparateurs et seulement ceux-la dans le champ x < o.

. 1 .

Passons au champ # > o0. La relation #'=— — est symétrique
entre et 2/, son inversion change toute formule (/) en une autre
formule ( /) reliant x(— %, o:) a x(x,a), et réciproquement. Quand
parcourt le champ « > o0, ' = — é décrit le champ &' < o et x(z, «)
exprimé en x(x',«) n’a d’autres points séparateurs que — n. Donc
pour x > o, x(&/, «) a dans son expression en x(x, a) pour points

n

séparateurs —(—_1—) = ;L et ces points seulement. Le point o, limite

des précédents est aussi séparateur pour les formules ( f).

L’ensemble des points séparateurs de (f) est donc formé des

I
=3 ey O, — I, —2, ..., —Ry ...

I
nombres 1, PR

C’est bien 1a 'ensemble des réduites du développement canonique
’
complet supérieur de — Z = 2.
q 1
On trouve, pour x>1, et par application de la formule (/)

I 1
pour z = - et pourx = -»
x(0, @) = Ax l,a)+B ou 1 =B,
o

K<—£101>:Ax(£’d)+B ou 2 —Aa+B,
1 1 P

finalement

I I—a
(22) x (— 2’ a): 1+ s x(z, a) pour z>1.
Le point 1 est séparateur pour la formule (22).

21. Cherchons l'ensemble des points séparateurs de l'expres-
sion (/") de x(a—lc, a) en x(x, 1— a) pour x < 0.

Posons E =—, d'ov &’/ =~ =— Ig, et >o.

x



SUR UNE FONCTION REELLE DE MINKOWSKI. v 143

L’expression (/) de x(§, ) en x(x, 1 — ) a pour points séparateurs
dans le champ x < o, tous les entiers négatifs —1, —2,..., —7,....

L’expression (f,) de x(w',a):x(— é-,a) en x(&,a), dans le

champ £ > o correspondant 4 < 0, a pour points séparateurs les

1 I
nombres £=1, 5 +++» 7> ... correspondant aux valeurs —,
1 1
— e T de z. Donc les nombres —2, ..., —r, ...,
I ) § . ,
—5» ...y — 7 ..., (r22) sont certainement séparateurs pour (/")

comme intervenant pour une et une seule des deux expressions (/')
et (f,). —1 est le seul nombre restant qui puisse encore étre sépa-
rateur pour (f'). Cependant —1 étant séparateur pour (/') et cor-
respondant & un point séparateur (§ =1) de (f},), la validité du point
séparateur — 1 pour (/") est a priori incertaine. Elle est pourtant
effective. On peut établir ceci de diverses maniéres.

On peut remarquer que, si — 1 n’était pas séparateur pour (f*),

ye 1 . . . ,
I'intervalle — 2 < <— - ne contiendrait pas de point séparateur
et I'on aurait une formule

x(é, a):Cx(x, 1—a)+ D,

. ., 1,
valable pour les trois couples associés (z=— ) 2'=—2),

(x=2"=—1), (ac =—2,r=— %) - Mais le systéme des trois équa-

tions linéaires en C et D que I'on obtient ainsi a son déterminant non
nul d’aprés |a(r —a)|<1. Il y a donc impossibilité. —1 est sépa-
rateur.

On peut encore raisonner ainsi, comme dans le cas général

., . . . . 1
traité plus loin. Faisons parcourir 4 « l'intervalle (—1, — ;) en

posant x= T::;E‘E, et faisant varier £ dans l'intervalle (o,+ ).
Ona
;L 1+42F
TErT T o T e
) x(@, ) =atx (o &) =Cox(t, 1— ) + D,
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une méme formule (f,) étant valable pour £ >—1, d’aprés la for-
mule (20). D’autre part il existe une formule

—_—1—7
(@) xle—a)=x( o t—a) =Ax(E 1— 0+ B,
valable pour £ > o, le point £ = o étant séparateur pour (9, ), comme
nous le verrons (23).

Si nous éliminons x(§, 1 — «) entre les deux relations (9,), (/f3), il
nous reste une relation (/) du type (III) valable pour le champ o < §
avec cessation de validité pour £ = o, soit pour z = —1.

A la transformation ' = a—:-correspond — % = ? dont le dévelop-
pement canonique complet inférieur a pour réduites, ..., —r, ...,

I

1 r 1 SRy v
—1,— s ..., — ;s 1 0. Le théoréme général est donc vérifié pour

les quatre cas particuliers examinés jusqu’ici et qui étaient caracté-
risés par I'égalité g¢'=o.

21. Au cas de ¢ =1, ¢' =0 se rattache celuide g=1, ¢'=—m,
m étant entier.
7= px;—p,:li I =P * x —I m ’

On voit immédiatement par la transformation auxiliaire { = 2 — m,
que le théoréme général est encore vrai dans ces conditions parti-
culiéres.

Un cas remarquable est celnide p=1, m=—1.
zZz )
x' = 751 = (o, 1, Z).

L’ensemble séparateur correspondant est formé des réduites du
développement supérieur de — 1, savoir de tous les entiers non
PP P ) _
positifso, —1, —2, ..., —r, ... et des fractions

Le champ o < est un intervalle de validité limité par le point
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séparateur o et I'on a la transformation fondamentale

(IX) x[(o, 1, @), ] =x (,f_x

,a):a+(l——a)x(x,oz) (o < x).

22. En résumé : 1° Nous avons démontré U'exactitude du théoréme
général pour q = o et pour q =1.

2° Sauf pour la transformation ' = — x, et quels que soient q et q',
il existe une formule (I1)) ou (III)) admettant un intervalle de validité (¢)
indéfini vers la droite.

Pour la trans formation &’ = x + p’, (v) coincide avec ’axe réel tout
entier.

Pour g=1, pqg'—qp' =1, donc x'=p — ﬁ’, Dextrémité gauche
de (v)est —q' +1.
Pour g=1, pg'—qp'=—1, donc x'=p-+

I

-y Dextrémité
x—+q

gauche de (v) est — q'.

Nous n’avons plus & démontrer le théoréme général que pour g2 2.

23. TakoriMe II. — Si 0 < ¢'< ¢, 0 est un point séparateur, fron-
tiere de validité pour la formule (VII) ou (VIII) valable pour x> o.
o est la plus grande réduite des deux développements complets (et

’
méme des deux développements normaux) de — % Si le théoréme

général est exact, il implique donc le théoréme Il. Démontrons
celui-ci.

Considérons d’abord le cas '= (b, a, x) pour lequel ’ensemble
des points séparateurs est le méme que pour (o, a, x), quel que soit
I'entier 6. Pour @ =1, le théoréme est établi. Soit donc a2 2,

, x
T ar+1
. . 1 p’ o \
Les données correspondent a P_L P 2 dou
q a 9q I

x(ﬁ,a)zr—(l—a)“ et x(ﬁ,, a):z.
9 9

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. II, 1938. 19
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La formule (VII) donne, pour z > o,
(23) x(axxﬁ’ a):(l—a)"x(x,a)+1—(l—a)" (z > o).

Pour montrer que la validité de cette formule s’arréte au point o,

il suffit d’établir qu’elle n’est pas valable pour z —— » r étant
X - a+r
un entier positif.
Or, pour cette valeur de ,
, x I
xr = —_— -
axr +1 r
D’aprés (22),
x(z, a) =14 (1 — a)astr—2, x(,a)=1+ (1— a)a™2.

L’égalité des deux membres de (23) donnerait aprés réductions,
(1—a)?a?=1,

ce qui est incompatible avec |a(1— «)| <1, condition imposée a a,
méme complexe. Donc la formule (23) admet o pour point séparateur.

Passons au cas général. D’aprés 1< ¢'< g, on peut écrire les
développements normaux

4

£=(ao, Q. ..., Ayy, Cm), £; = (g, +evy An—y) avec @, ..., an2l,
q q
m étant impair ou pair selon que pg'— gp'=-+1 ou =—1. Nous

supposons m2 2. Sinon nous serions dans le premier cas. Donc a,,—, 21.

La substitution donnée est

x'=(ay, ar; ..., Am, T).

Posons :
E=(am—s m, ),
d’ou .

Z'=(agy gy « .y Amsy &).

x(E, @) s’exprime en x(z, a), ou x(§,1—a) en x(z, 1 —a), par
une formule (f,) du type (VII) valable pour & > o, o étant frontiére
de validité. ,

x(@', a) s’exprime en x(&, a), ou en x(&, 1 — ), selon la parité de m
par une formule (f,) du type (VII) ou (VIII) valable pour £>o.

Mais pour x =0, £ =a,_, >1. a,_, est donc intérieur a I'intervalle de
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validité de (f,). Donc # = o, point séparateur de (f,), I’est aussi
pour la formule (f), savoir (VII) ou (VIII), exprimant x(&’, a)

en x(x, a) ou en x(x, 1 — ). C.Q.F.D.

23 b. CoroLLare. — Si 25g < q' etsiu=E (3—,) est la valeur de%—’
& une unité preés par défaut, le champ de validité indéfini a droite des
Sormules (VII)) ou (VIII) est x> — u.

D’apreés ¢'=ug + ¢"avec 1<¢" < g (puisque g2 2, pg' — gp' ==+1),

p=Pr+pP __ plztu)+p'—pu
gz +9q' g(z+u)+q"

.

ce qui rend le corollaire évident.

Rappelons qu’en vertu des résultats relatifs au cas ¢ =1, ¢ =o,
pour =1, q' quelconque, le champ de validité de la formule V1I (cor-
respondant a pg'— qp' =1) est £ > — q'+ 1, celui de la _formule (VIII)
(correspondant & pg' — qp'=—1) estx >—¢'.

En conclusion le point o sera \wririevk & 'intervalle de validité des

Jormules (VII) ou (VIII) :

1° Si2asg g, pg—qp'==+r1;

2° Sig=1etpy—qp'=1,¢g22;0uq=1, pg —qp'=—1, ¢'21;

3> Sig=oetpy—gp =r;

en résumé, 1° si 159< ¢, pg—qp'==%1; 2° si g=¢q¢'=1,
Pf—qp'=—1;3"sig=o0, pg —gp'=1.

24. Grice a la détermination dans tous les cas du point séparateur
extréme droit des formules (VII) et (VIII), nous démontrerons main-
nant sans peine le théoréme général dans le cas restant a traiter ¢2 2.

On a pg' = 0. On peut supposer

q=—9q" avec 15¢9"<q.

On peut également supposer 1 <p < gq.
Donc
pw __pll

x' = m
qr—q

avec pq' —qp'=—c¢,sipg —gp'=cec==1.



148 . ARNAUD DENJOY.

Soit '
1\ /o
o/ \1
(D) g:(...,o,l,o, Ly Gy Gy oevy @y 1,0, 1, 0, ...)= 22,
l\ 1) q.c
o)1
-5—,,:(..., 0, 1,0, 1,0, ..., a"._i):%,

avec o, — a;—1 :

o, =1 afin que «_, soit le dernier zéro de la suite indéfinie alterna-
tive gauche formée de zéros et de 1; a,=1 pour que ¢ > ¢".

Enfin s est pair si pg"— gp”"=—1 ou pg' — gp'=1, et s est impair
si e==—1, en sorte que (— 1) =¢.

Le développement canonique complet (D) de g est donc supérieur
si e =1, inférieur sie =—1.

"
Retournons (D). Nous trouvons le développement de ;’—, supérieur

si pg' — gp' =1, inférieur si pg' — gp' =—1.

(5)C)

n
(E) % =(eery 0, 1, 0, T, Ogy Qeyy weny Goy %y 1,0, 1,0, o..)=(.uo, Bmy -..)
avec 3, , = a,.,.

Soit % une réduite finie p’ de (E). Nous voulons montrer que :‘—;

est un point séparateur d’une formule de type (II) (si e =1) ou (III)
si e =—1, exprimant x(&/, a) en x(z, a) ou en x(x, 1 —a).

Nous excluons I'hypothése % = q_q_", le point %” ne pouvant évidem-
ment étre intérieur 4 aucun intervalle de validité d’'une méme formule,
le premier membre de celle-ci devenant discontinu pour z = %—” tandis
que le second membre resterait continu au méme point.

La réduite :‘-I apparait pour la premiére fois dans (E) sous la forme

=(...s Gnigy Rnagy On) = Pf\'—n+1 avec oa,— p.e—n+1 =1I.

L
I
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Pulsque = # <, n différe de 1; ndifférede s + 2ietde 1 —2:(121),

d’aprés o'.,+,, = oz_,+,,~= o, a,=1. Soit

!I, =(. 0y Fnssr Fnagy Fnpe) = P.’s—n—l
et

)”

? =(..+y Xnisy Anisy Knpy) = P;—n-

?1’ est la derniére réduite antérieure a % dans la méme parité de rang.

!

L, est la réduite intermédiaire a L eta L,
n TR

Donc % — % et% — Z sont de mémesigne, et le premier est moindre

!
que le second en valeur absolue, sauf si f—‘ = :T’
Mais, d'aprés B, .., =a,=1, p=p"+ w'21. Onadonc p>p';a
,ets—n=—2i+1(i21),
OuU:n==5+20—1I,0,,  =0,0,=0, ,=1I,
1_,. _—i+l )\,_4 _——_l
® — P42 = I ’ I:'-—, = pPau— 1
Dans tous les autres cas (n <s), u> .
Posons
A+AE
‘L‘_ 1
g
D’aprés
-Z" P PI 1’ —_ ’ a —_ l
I n—s+1y I"'/ = Pn—s—1» n ’

on trouve A — A= (—1)"; z(x, «) ou x(x, 1 —a) s’expriment
pour £ > o par une formule (3,) en (E ) ou en x(E 1—a) du type
(VII) ou (VIII), selon que s — n est pair ou impair.

Si w> ', quel que soit s —n, (¢,) est valable pour E>— 1. Si

_ —l+1— l;
p=y, r= —F  apour module —1, ce qui s’accorde avec
s—n=—2i+41. (p,) est alors du type (VII) et vaut encore pour

£ > —1.Donc £ = o est intérieur a U'intervalle de validité indéfini droit
de (91)-
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Mais, d’aprés (15 b),

o PN =P POE+ph—p'pr  pab+ Prs
(GN —q" W) +gh—q" ™ qnk+ gns

g\ —q"y’ et gh — ¢" . étant de mémes signes. D’autre part,

Pnqn—s— GnPr—a=(—1)"
Suivant le signe de (— 1)*, x(&', ) s’exprime par une formule (f,)
en x(&, «) du type (VII) ou en x(§, 1—a) du type (VIII). D’aprés
(N — 'R) (Prgn—s— qnPn—s) = (—1)*=p¢,

I’élimination de £ entre (¢,) et (f,) donnera bien x(a’', «), par une
formule (f) valable si £ >0 et de type (II) en x(x, @) ou (III) en
x(x, 1—a)selonquee=10ue=--1.

Mais si ¢, > .22 1, le point £ = o est séparateur pour (f,) et non
pas pour (9,). Donc = correspondant 4 £ =o est séparateur

pour (f).

Si¢,=¢,—s=1, avec ¢,=1, d’ot1 ¢,_, =0, p,_, =1, ceci exige
n—=—2i (i20),
&:—i+l’ Pu—z:—_i et x”:—(—i.+l)£—i-
VA I Gn—s 1 E+1

Cette derniére substitution étant de module égal & +1, E=o0 est
encore séparateur pour (f,).

& = — est donc dans tous les cas séparateur pour (f).

lJ.
Mais (/) est valable pour toutes les valeurs de = correspondant & &
décrivant le champ £ > o.
Donc la formule (f), du type (I1) ou (II1) selon que pq' — qp’ vaut1

ou — 1, est valable sur tout l'intervalle (:\—;, i—l) séparant la réduite L
de (E) de la réduite l; immédiatement antérieure d — dans la méme
parité de rang. Il résulte de 1a que tout point étranger a ’ensemble
des réduites de L est intérieur 4 un intervalle de validité d’une for-
mule de type (IIqou III).

Le théoréme général est donc entiérement établi.
z + p’

i P
Les valeurs prises par e

quand x décrit I’ensemble des
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réduites de —Z forment, comme nous I’avons vu et comme l'inversion
des formules (II) et (IIT) le montre, les réduites du développement
canonique complet (de méme cdté que celui de _——q_q) de la fraction g—

7
Aux réduites externes préliminaires de —g- correspondent les

réduites externes terminales de g et réciproquement. Quand z par-

14
court en croissant ’ensemble des réduites de — (—;—, a' parcourt l'en-

semble des réduites de g, en croissant si pg'— gp’=1, en décroissant si
Py —qp'=—1,

sauf le saut de — 0 &4 + o (oude + © 4 — ) quand « traverse la

valeur — Z.
q

23. Quels que soient « et 3, vérifiant |a|<1, |B|<1, |af| <1, on
peut considérer utilement la fonction

x(z, a, B) =2 (—1)"a’=f30",
Pour § = 1— a, on retrouve x(z, «) = x(z, a, 1—a).
La fonction x(x, a, B) posséde deux déterminations différentes,

égales a x(z + o, a, B), x(x —o, a, $), et elle est donc discontinue,
en chaque point rationnel x, si § £ 1 —a.

x(1—o,a, B)=1—0, x(1+o0, a, B) =a.

Mais x(;’) ) o B) =o0. On a les substitutions fondamentales

z[(1, 0, ), &, B]l=x (2 +1, a, B) =ax(z, a, B) quel que soit z.
o, 1 #), . Bl=x (550 0, 8) =1 —B+-Bu(z, 4 B)  pour a>o.

’
On trouve que x (sz i’;,, a, @) est une fonction linéaire

Ax(z, a, )+ B ou Cx(z, B, 2)+D
suivant que pg' — gp’ =1 ou = — 1, les points séparateurs des formules

de transformation étant, indépendamment de « et de {3, les mémes que

pour 3 =1—a.
———— O E————



