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.S'ur la formation de l’intégrale générale d’une équation

aux dérivées partielles du second ordre, au moyen d ’une
intégrale complète;

Pan Consnmm OBLOFF
(Belgrade).

!. Le Mémoire de Lagrange, « Sur les intégrales particulières des
équations différentielles » (‘), donne une méthode pour obtenir une
intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre, étant connue une intégrale complète de cette dernière équation.
Cette méthode, quoique générale, est d’après Lagrange lui—même
« plus curieuse qu’utile », étant très compliquée même dans les appli—
cations aux équations les plus simples.

Le but de ce travail est de simplifier la méthode de Lagrange pour
composer l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles
du second ordre. L’étude qui va être exposée a été suggérée par les
'conférences de M. N. Saltykow, en 1933, à l’Institut scientifique
Russe à Belgrade.

Dans son Mémoire cité Lagrange démontre que par la variation des
constantes dans une intégrale complète première, à deux constantes
arbitraires, on obtient une intégrale générale première, à une fonction
arbitraire.

Il va sans dire que l’intégrale complète première peut être obtenue
d’une intégrale complète, à cinq constantes arbitraires, Chaque fois
qu’il soit possible d’éliminer trois constantes arbitraires de l’intégrale 

(‘) ()Euvres complètes. t. la. 0. 5-108.
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complète en question et de ses deux dérivées partielles du premier
ordre prises respectivement par rapport à x et à y.

Or, il faut noter qu’une équation donnée aux dérivées partielles du
second ordre peut bien admettre outre les intégralescomplètes jouis-
sant de la propriété mentionnéeconcernant les éliminations indiquées,
encore d’autres intégrales qui n’en jouissent point.

Introduisons, pour les intégrales complètes de la première catégorie
indiquée, la désignation des intégrales complètes spéciales, tout en
désignant les autres intégrales complètes régulières.

Nous allons étudier la possibilité de résoudre le problème en ques—
tion au moyen de la transformation des intégrales complètes régulières
en celles de la forme spéciale.

Or, cette voie que nous venons d’indiquer n’est pas la seule possible
à suivre pour la solution du problème posé.

Il est aisé d’imaginer, dans le même but, encore un autre procédé
concernant la formation directe des intégrales généralespremières en
partant des intégrales complètes quelconques. Ce procédé sera aussi
démontré dans le présent travail.

2. Considérons, d’abord, une intégrale complète spéciale d’une
équation aux dérivées partielles du second ordre, à savoir
(1) :=(’(JÏ, _)', Cp C-_n C::w Ct) C5)!

les C,, Cg, . . . , C., désignant cinq constantes arbitraires distinctes.
L’intégrale complète (1) étant spéciale, supposons qu’elle produit une
intégrale complète première à deux constantes arbitraires, en élimi-
nant C., C… C3 de l’équation (I) et de ses dérivées du premier ordre
prises par rapport à a: et à y. Il s’ensuit que la fonction " doit satis-
faire à la condition suivante

du ô‘-’v 029
(),, g,. «TC, os.-au, dy()C.

D<v,
(Î.Î" Îr dv d'—’v ()2v

(:.,C,,C_, ‘ _ awc, dydU.,,
.

()V ()"V ()”3v

iÎ‘;, ().L’()C;, ()yt'()(l_-_

(2) l
Q..\  

L’intégrale complète (1) pourrait admettre la forme spéciale non
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seulement par rapport à un groupe de trois constantes arbitraires C, ,

C2, C3 , mais encore par rapport à un second groupe de trois constantes
arbitraires, par exemple par rapport à C., C,, C,. Dans ce cas, outre
la condition (2), on aurait la seconde condition

<(_

dv dv

,m—y)_“" D c—.,c—,c: —°'

Cette seconde condition étant satisfaite, on éliminera, de l’intégrale
complète (1) et de ses dérivées du premier ordre par rapport à x et
à y, une fois les constantes C, , C,, C3 et l’autre fois les constantes C,,
C,, C,. De cette manière on va avoir deux intégrales complètes
premières différentes qui se trouvent en involution. Il s’ensuit alors,
par une quadrature, l’intégrale générale de l’équation étudiée aux
dérivées partielles du second ordre.

5. Supposons maintenant que l’on ait une intégrale régulière de la
même équation aux dérivées partielles du second ordre

(4) 5= W(Œ, J’! “|” “-_H “:$: au 15),

les a étant des constantes arbitraires distinctes. Il s’agit de voir s’il
est possible de transformer cette intégrale régulière (4) en une inté-
grale spéciale. Pour faire cette transformation, introduisons, au lieu
des constantes arbitraires ou,, 012, a,,, on,, or,, cinq nouvelles constantes

' arbitraires C,, C2, C,, C,, C,, liées avec les constantes « par des
relations

«' ac,=f,(C,, C,, C,, C,, C,),
aa=f‘z(cu C2» Cx: Cu C5):

(5) ' “:i=fa(cn Cas C:}; C,,, C5);
a,=f.(C,, C.,, C3, C,, C5),
ds=fs(C1v Ce: C2h Cv C»)

Les fonctions ] peuvent être quelconques, à condition d’être
distinctes, ou, ce qui est le même, vérifiant la condition

C C C… C C-D I» !! ..) U .) >“” (f… f… f. f.… f...)<°’
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car autrement il y aurait une ou plusieurs relations entre les cons-
tantes ou, qui sont cependant indépendantes.

Composons à présent les conditions que doivent vérifier les fonc—
tionsfpour que l’intégralerégulière(4) transforméeadmette la forme
d’une intégrale spéciale par rapport aux constantes C,, C2, C…
Supposons que l’intégrale (4) transformée devient

(7) z: V(æ: .l’; CH C2; Cx; C,,, C; ))

où l’on a posé

(8) Vî—'—ZW(Œ,J', fn f!) ft!) fu f5):

où la fonction «) vérifie la condition (2). Il s’ensuit, en tenant compte
de l’égalité (8), les relations

dv _ ; ()W df, 
35:

_ dî ac,
s=1

_ d'—’ w
()j'___,Ï

__(9)
âr_.—d_C1_Êd1—da_dc

(l—l,‘ 2: 3; 43 5)

d-’ w ()_f_
dydC, =Êä—ydon, «Tc,

Si l’on pose, pour abréger l’écriture,

dw 02 w 02 W_ : W‘_ = u" ,. ——
doc, ” ()m dat, ' ” dy dac_ç

 =Wys (8=l,2, 3:[l; 5);

les relations (()) deviennent

. Ôf,
TC, =Ë“’s äîî,-

(Io) "

d—î——dC =Ê w…â——
(i=1, 2, 3, 4, 5).

() u

m_TC —É “’f‘”ac,-
S=i
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En substituant les expressions (10) dans la formule (a), on obtient

la condition requise  
 

‘;; w
çg{:__—* È “ ,._ (,:))‘fÎÉ w_…%1

.c—_l si: s=l

(! |) 2 W,-—

Î—‘ÎZ

2 W“;ä 2 w_…%—Z—

=(),
S?“1 .‘=1

; () '_, d :;—ft; «»…—é—_, ; f
S=l S‘=l 

Si cette dernière condition (1 1) est satisfaite, alors, en éliminant
les trois constantes C,, C,, C,, de l’équation (7) et de ses deux
dérivées du premier ordre, on en tire l’intégrale complète première.

Si l’on considère la condition (1 1) comme une équation que doivent
vérifier les fonctions f, dont les expressions sont inconnues, il suffit
d’en trouverdes valeurs particulièresquelconquesdes fonctionsf pour
résoudre le problèmede la formation de l’intégrale complète spéciale.

Étudions maintenant la transformation d’une intégrale complète
régulière (4) en une intégrale spéciale par rapport à deux groupes de
constantes arbitraires C,, C,, C3 et C,, C., C. Il faut alors qu’outre
la première condition (1 1), la seconde relation suivante ait lieu, à
savoir

.".

0—1—
;‘ , ()f_,

;;

) ()fs
Ëwac Z"-'“7)Î, E“»”àÎ,
.::! x=| s=l

3 3 3

à d ., à .,(la) 2 w
d—{Î’l 2 W"”Î£î 2 tv,-55%; :o,

.::.—1 s=1 s=l
& 5 :

d .\‘ a ’s à .!

s=i s=1 s=l   

les désignations y conservant les valeurs antérieurementdéfinies.
Si l’on réussit à obtenir les valeurs des fonctionsf vérifiant les deux

conditions (1 1) et (1 z) simultanément, l’intégrale complète (7) pro—
duira deux intégralescomplètespremières distinctes.
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On va à présent démontrer que les considérations exposées offrent

des applications très importantes.

4. En effet, appliquons la méthode étudiée à l’exemple classique
de Lagrange (‘ ).

Il est bien connu que l’expression
-7 ab :)(13) :=a1+oc2m+o:,y+a,æ-+a,aqv+ ;,y—

est l’intégrale complète de l’équation aux dérivées partielles de la
corde vibrante
(14) r—a'—'t=o,

les désignations étant usuelles, les oc étant des constantes arbitraires
distinctes. .

On voitimmédiatement que l’intégrale (13), donnée par Lagrange,
est régulière. D’autre part il est évident que les équations (1 1) et (12)
admettent la solution suivante, vérifiant la condition (6),

f1=C15 flo: a2(C,,—l—C;,),

f,:a(C,—C,), f,:2a(C,—C,).
f::=Cz+ Ct'

Il en résulte que les formules de transformation deviennent

$

0Cl=C“ al,: a2(Cz:+ C1);
('5) 0‘2=a(C2_C5)1 a:i=2a(C:l_Cñ)'

l 0Ï:1=C2+ C,,,

L’intégrale (13) transformée, au moyen de ces dernières formules (1 5),
devient une intégrale spéciale par rapport à deux groupes de constantes
arbitraires, à savoir C,, C2, C, et C, , C.,, C5 et prend la forme suivante

(16) = : C1+ C2(y + ax) + Cg(…r+ a-r)‘î+ C.(.r — arc) + C.—.(y + ax)‘ä

C, , C,, C_…,, C,., C., désignant les nouvelles constantes arbitraires.
En éliminant de cette intégrale et de ses dérivées du premier ordre 
(‘ ) LAGRANGE, ibid.
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prises par rapport à x et à y, une fois les constantes C., C2, C3 et
l’autre fois les constantes C., C,, C5, on obtient deux intégrales
complètes premières suivantes :

p —— aq: zaC,— .fiaC_,(_y — am),
(17) ‘p.+aq=2aC,+4aC3()/+ax).

On en tire, par la variation des constantes arbitraires, d’après la
méthode de Lagrange, deux intégrales premières générales :

(p — aq=— 2acp'(y —— am),(ls)
l p+aq= 2atl/(y—i—aæ),

cp’ et =1/ désignant les dérivées de deux fonctions arbitraires cp et tl}.
Il s’ensuit, par une quadrature, l’intégrale générale: classique de

l’équation de la corde vibrante (14)
(19) s=<p<y— aæ)+M)'+a—r)-

5. Lagrange, dans le Mémoire cité, avait de plus démontré l’exis—
tence des intégralescomplètes premières à trois constantes arbitraires,
dont on peut obtenir par la variation de constantes arbitraires les
intégrales premières générales.

Étudions d’abord la forme générale des intégrales complètes pre—
mières contenant trois ou plus de trois constantes arbitraires.

Considérons, donc, une intégrale complète première d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre, définie par l’équation de la

, forme suivante
(20) 5(.r, _r, :, p, (1, C,, C.,, C,) :o,
impliquant trois constantes arbitraires G,, C2, C3.

D’après la définition même de l’intégrale complète première,
l’équation (20) doit satisfaire aux conditions suivantes. Composons
tout d’abord les deux équations dérivées du premier ordre de (20)
par rapport à ac et y, à savoir

,_ôfî 05 05 05
,-=Îæ—+-d—zp+ôr+æ
, 05 05 05 05

53-Ed_y+äîq+dîs+aît=o,
Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 1939. 20

.‘T‘ s=o,
(21)
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r, s et t désignant les dérivées secondes correspondantes Î—Î,, —d2—z , —Ï -
dæ- dx dy dyz

Pour que l’équation (20) soit l’intégrale complète première d’une
équation aux dérivées partielles du second ordre, cette dernière doit
s’obtenir par l’élimination de toutes les trois constantes C,, C2, C3
entre les trois équations (20) et (21). Analytiquement la condition
requise va s’exprimer par l’égalité

9', s'… m(22) D<_C,,C,, C)“) :o,
le symbole du premier membre de cette dernière égalité (22) dési-
gnant le déterminant fonctionnel des trois fonctions F, F;, F',,, pris
par rapport à C., C:, et C3.

_

Considérons, en second lieu, l’équation à quatre constantes arbi—
traires C,, C2, C, et C.
(23) £î(æ. j', :. p, (1, C,, C,, C… C,) :o.
Pour que cette dernière représentel’intégrale complète premièred’une
équation donnée aux dérivées partiellesdu secondordre, cette dernière
doit s’obtenir comme résultat de l’élimination des quatre constantes
arbitraires C,, C,, C,, C. entre l’équation (23) et ces deux équations

(24) .‘Ïfr=o, .‘Î_Ç=O,

leurs premiers membres étant définis d’une manière analogue aux
équations antérieures (21).

Il s’ensuit que les conditions de la forme suivante doivent avoir lieu

.‘î, 5;., :ï_’. _ si, 5{,., 53 _("’5’ "’ (_ci,c,, C) “°? D (__—Cce, a) _ °°

Enfin, considérons l’équation

(26) 5(æ, )’; z) P) q; C1; C2; C3: CU Cs) =D;

à cinq constantes arbitraires. Pour que cette dernière représente
l’intégrale complète première d’une équation aux dérivées partielles
du second ordre, l’élimination de deux constantes arbitraires quel-
conques parmi C., C,, C,, C,, et C5 entre l’équation (26) et ses deux
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dérivées

produit l’équation indépendante de toutes les autres constantes.
Le résultat obtenu, étant l’équation aux dérivées partielles, la

relation (26) en est une intégrale complète première à cinq constantes
arbitraires. Pour cela les trois conditionssuivantes doivent être satis—
faites :

fî,5fmî@ __ 9,551” 5i- __ 5, -‘ÏÉu9’y _(27) ”(”—c.,c,, c=.>—°’ ”(c—1,c,,C.)—°’ ”(_—G,,G,, cs>—°'

Les conditions qui viennent d’être établies (22), (25) et (27) défi—
nissent respectivement les intégrales complètes premières à trois,
à quatre et à cinq constantes arbitraires. Il est aisé de les distinguer
d’une part en intégrales régulières et d’un autre côté en spéciales. On le
fera en leur appliquant les considérations analogues à celles que l’on
avait introduit au n° 5 concernant les intégrales complètes. S’il est
possible d’introduire un nouveau système des constantes arbitraires
distinctes dans les intégrales (zo), ( 23) et (26) d’une telle manière
que le nombre de nouvelles constantes se réduit à deux constantes
distinctes, les intégrales correspondantes obtenues seront dites de la
forme spéciale.

6. Les considérations exposées permettent de donner une nouvelle
méthode pour la composition des intégrales premières générales, sans
transformerl’intégrale complète, comme on l’avait fait antérieurement
au n° 5.

En efl‘et, reprenons l’intégrale complète (13), du n° 4,

z = a, + ot,æ + a33' + oz,æ’+ a_,æy + %)"!

de l’équation aux dérivées partielles de la corde vibrante ( 14).
Ecrivons les deux équations aux dérivées partielles du premier

ordre prises par rapport à a: et à y de cette dernière équation.
En combinant les deux dernières équations dérivées, on en tire

immédiatementdeux intégralescomplètespremières, chacune à quatre
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constantesarbitraires, à savoir

aa:5 —— zac,
(1 (j' - — ax),gp— aq=aac,— or,—+—

(28) '
aa,,+ zac__t(y+aæ).lp—l— aq=aœ+a.,+

Il est aisé de s’en persuader, par l’élimination des constantes arbi-
traires de chacune des formules (28) à part, que chacune des équa-
tions (28) est vraiment'une intégrale complète première à quatre
constantes arbitraires. Il va sans dire que ces dernières intégrales sont
bien de la forme spéciale. On voit de suite que toutes les deux se
réduisentà celles à deux constantesarbitrairesdistinctes, si l’on prend
pournouvelles constantesarbitraires dans la première (28) les expres-
sions

(lu,,_ 2 at_,aoz3 — or,,
a

et, dans la seconde intégrale (28), les valeurs

aa,+2oc,
aa:l+ ai,

(1,

On en tire, donc, les deux intégrales premières générales, obtenues
antérieurementau n° 4, à savoir

p—aq=-— 2a<P'(J'- ax),
p+aq= 2an{/(y+aæ).

C’est ainsi que l’on parvient, par une autre méthode, à former
l’intégrale générale de l’équation différentielle de la corde vibrante,
en partant de son intégrale complète.

7. Les transformations du numéro précédent sautent aux yeux
d’elles—mêmes. Or, ce n’est pas toujours le cas. Mais on pourrait alors
essayer une autre méthode.

En abandonnant l’idée de la formation des intégrales complètes
premières à deux constantes arbitraires, on tachera de composer
immédiatement l’intégrale générale première, au moyen d’une inté-
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grale complète première à un nombre quelconquede constantes arbi—
traires.

Considérons,par exemple, l’équation eulérienne

(29) "ît='—
L’intégrale complète de cette dernière équation a été donnée par

M. N. Saltykow ('), sous la forme suivante
."

(30) : : C,y)'(£2+ui”l)+-
C.3<%: +_1"">

+ CÎ + C.)" + (:.—;.

C’est bien une intégrale régulière. Or on forme aisément, en vertu
des deux équationsdérivées du premier ordre de l’intégrale (30), deux
intégralescomplètespremières suivantes, chacune à quatre constantes
arbitraires,

(31)
’ æp+æq+z « C.(æ+y)" — C,(w +}')“'—— C,(.L‘+J*) — C,:o,
ldJp—J‘t]+ : +C,(Æ——j')”— C,(.1f—J')Î+C,(æ—y)——C,=o.

On s’en persuade aisément par un calcul très simple.
Démontrons, à présent, comment on peut appliquer la méthode

de la variation des constantes arbitraires, aux intégrales complètes
premières dont le nombre des constantes arbitraires dépassent trois,
pour obtenir les intégrales premières générales. Considérons à cet
efi'et, sauf une, toutes les autres constantes arbitraires comme fonc-
tions arbitraires de cette première constante.

Appliquons ce procédé à la première des intégrales (31), en posant
(32) C,:î(C,), Ct=n(Cl)v C5=Z(Cl)7

E, T, et ’; désignant des fonctions arbitraires de C. .

L’intégrale (31) considérée prend la forme suivante

(33) J‘1) + M1 + =— « C1(av +)')’* Z(C.) (æ+J')Ê—-n(Cl) (w +.)f) — C(C.) =O- 
(*) N. SALTYKOW, Mémoire sur l’intégration des équations aux dérivées

partielles du second ordre (Bull. de l’Acad. roy. de Belg. Classe des Sciences,
5° série, [. 18, 1932, n° 10, p. 817).
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La dérivée de cette équation, par rapport à C., devient donc
(34) - (æ+y)°-— l’(Q)(m+fl-' *— n’(Ct)<w+.r) — C’(C. ) =(»-

Or, cette dernière relation obtenue démontre que C. est une fonction
arbitraire quelconque de l’argument a: + y, que l'on va écrire
(35) .=Û(Jf+_r),

0 désignant la fonction arbitraire.
Substituons, maintenant, cette valeur (35) dans l’équation (33),

en remplaçanttous les termes à fonctions arbitraires de a: +y par une
désignation unique.

L’équation (33) prend, alors, la forme d'une intégrale générale
première de l’équation étudiée (29)
(36) 1'p+1‘(}+5=2<p’(1‘+_1f),

cp’ étant la dérivée d’une fonction arbitraire <p de a: +_y.
On obtient, par un procédé analogue, en partant de l’autre inté-

grale complète première (31), la seconde intégrale générale première
de l’équation (29) sous la forme suivante
(37) .L‘I)—.L‘(/+S=2d/(di—yÿ),

\I/ désignant la dérivée d’une seconde fonction arbitraire t]; de a: —y.
Grâce à deux intégrales générales premières (36) et (37), il

s’ensuit, par une quadrature, l’intégrale générale de l’équation (29)

= i[qo<w +.v) + W—y>t

cp et a]; étant deux fonctions arbitraires.


