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Sur les équations du mouvement d’un milieu continu

dans le cas de discontinuités stationnaires relatives
à la densité;

PAR HENRI PONCIN .

Nous nous proposonsd’établir les conditions vérifiées par les vitesses
des différentes particules d’un milieu continu en mouvement dans le
cas où il existe, relativement à la densité, une surface de discontinuité
de forme stationnaire. Les équations que nous obtenons à la fin de
cette étude sont applicables à la recherche des potentiels de stabilité
pour une discontinuité du type précédent et à certaines questions
importantes de la théorie des cavitations.

Après avoir précisé les notations et les hypothèses,nous établissons
les équations qui permettent de déterminer la surface de discontinuité
à l’instant t, puis nous étudions l’influencede l’invariancegéométrique
de cette surface sur la forme de la solution. Nous obtenons ainsi des
résultats locaux qui ne sont valables que dans le voisinage immédiat
de la discontinuité. Nous pouvons néanmoins, grâce à une transfor-
mation géométrique convenable, réaliser le prolongement analytique
des fonctions qui sont liées au champ hydrodynamique, en dehors de
ce champ lui—même, dans des domaines où elles cessent d’avoir une
signification physique. Ce prolongementnous permet d’assurer, dans
des conditions très générales, l’existence des fonctions dérivées
jusqu’à un ordre déterminé et de ramener le problème à la formation
et à l'étude d’un système différentiel qui pourra être envisagé directe-
ment dans les questions que nous avons indiquées ci—dessus.
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- l. NOTATIONS. — Au cours des calculs nous aurons à utiliser diffé-

rents systèmes de référence :

1° Un trièdre %,[OX.X,X;,] de direction fixe qui permettra de
définir le mouvement d’ensemble des fluides et, éventuellement,
des surfaces solides limites S.

'
2° Un trièdre ‘ë,(ox.ægæ3) invariablement lié aux surfaces S qui

permettra de définir les mouvements relatifs des particules fluides et
les déformations du milieu continu.

3° Une famille de trièdres mobiles ‘ë(M
!
t) attachés aux différents

éléments qui constituent la masse fluide en mouvement, définis à

l’instant t par les vecteurs unitaires Ï‘.(M|t), l(M!t) et Ï;,(M!t)
respectivement dirigés suivant la tangente, la normale principale et la
binormale aux lignes de flux, du champ des vitesses V(M

[
t).

->
Nous dé51gneronspar y(t) l’accélérat10n du point principal 0 lié

. n‘ +
à S, par y.ygya, ses composantes relatives au tr1edre ‘ë,, par œ(t)
(w., (02, (03) la rotation instantanée du trièdre %. à l’instant t.

Pour les opérateurs différentielsqui s’introduisent dans les calculs
nous adoptons les notations suivantes :

'—‘0æ, 072 075
au 0v 0U av 0U 0v_V(U’V>=äzæï+äg07. 0707

VU=V(U,U);
! 2 2 lAU=iE+ÛU JL

Mî 7% 73
2. HYPOTHÈSES BELAT!VES AUX FONCTIONS DONT DÉPEND LE PROBLÈME AU

POINT DE VUE ANALYTIQUE. — Le milieu étudié est limité par une surface
indéfornïable S formant un continu qui peut être défini relativement
au trièdre %, par une fonction des variables (a:). Nous supposons de
plus qu’à l’instant :, existe une surface de discontinuité relativement
à la densité. Cette surface satisfait, au point de vue géométrique, aux
conditions suivantes :

1° Il existe un plan tangent en chacun de ses points;
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2° L’angle des normales en deux de ses points situés à la distance r

l’un de l’autre est inférieur à kr‘[o < 12 |] et il existe un nombre d,
tel que les parallèles à la normale en M coupent en un point au plusla
portion de surface intérieure àla sphère a de centre M et de rayon (1,

le nombre d étant indépendant du point M considéré. On sait que dans
les conditions que nous venons de préciser, l’équation de la surface
considérée à l’intérieur de la sphère est de la forme

L(x.æ2æ3] t) = o,

et la fonction æ3(œ.æ2| :) définie par cette équation possède des
dérivées à l’intérieur de la sphère 0.

Au point de vue cinématique la surface L prise dans son ensemble
divise le milieu continu en deux régions D4 et D2. Dans chacune de
ces régions la densité peut être considéréecomme constante et le mou—
vement irrotationnel admet un plan directeur. Lorsqu’on traverse la
surface S, la densité subit une variation brusque Ap.

'

5. EQUATIONS nu PROBLÈME. — Les conditions cinématiques pré—
cisées au paragraphe précédent s’expriment analytiquement par les
relations

,
——+(i) DivU=o,

… (2) ÊEÎU=—w(t),
-> +

\ (3) u/\x,=o,
valables dans le domaine D=D,+D2 relatif à la variable (w) et
dans l’intervalle (to t,) relatif à la variable t.

S et L étant surfaces limites on a

…) l(4) S(Ë:+Ëdt)=o,
l(5) L(Ë+Zdz|t+dt):<>.

Enfin, la pression, déterminée par les conditions classiques, doit
prendre une succession de valeurs, continue au passage à travers L.

En considérantun déplacement infiniment petit normal en M à la
surface L (l’existence d’une normale bien définie aux différents points
de L est assurée dans les conditions du paragraphe 2), nous obtenons

' Journ. de Math., tome XVIII. — Faso. IV, 1939. 51
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la relation
(HI) «» 153[p(î<L>+rË<L>)—p(äL>—räL>)l=o-

Les équations du groupe (I) permettent de définirle champ de
vitesses par une équation de la forme

(7) Z(Mlt)=gäîi(t)—g—îîz(t)+wa(t)ñAîa(l)
.} ->— 2æ3‘:w2(t)æi(t)— ®1(t)æz(t)]>

où [2 est une fonction des variables 30.332 et de la variable t définie en
tout point (a:) intérieur à S et satisfaisant dans le domaine de ce point
à l’équation
(8) AQ=o.

Désignons d’autre part par F(æi t) la fonction scalaire
2 2x4+æ2.

?.
(g) F(æ[ !) =Q(æ

|
t) — 2œi(t)x,æ3— 2(Ù2(l)æ2æ3 + œ3_(t)

Nous pouvons mettre les équations du groupe (11) sous la forme (… fF =o,
ôs1(S)

(…) i + _I_ 91.” ——

ôÊ(L) VAL‘”
Le champ de vitesses étant ainsi défini, nous déduirons la répar-

tition des pressions dans le domaine fluide D intérieur à S au moyen
des équations classiques de l‘hydrodynamique. Les forces extérieures
se composent de certaines forces dérivant d'un potentiel U variable
suivant la nature du problème étudié, de la force d’inertie composée

-> -> _ _ .au/\ wdm et de la force d’inertie d’entrainement
+

313 «&dt +œ- .
—> —>

—flœ+MA

Introduisons maintenant les fonctions G<Ëlt> et Ô<Ëlt> définies
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par
<m>GC…)=wâ<c>æî+wï<t>æâ—31w1<z>+œä<t>Jæä

-' 2 cow—fi ææ+2 coœ+d—ûLË ææ—zœœææ-1— 2 :; dt 2 a :1 1 dt 3 1 1 1 1 2»

——> —> ' +
(13) grad[\fi(æ|t)]:grad[Q(æ|t)]Axa.

Nous écrirons l’équation dépression sous la forme

(14) ”+… =p…) + U<æ| t) — %ë(îl ;) _'Ç…Z
_

âvsz + […«Î(z) _ œ,(1)2]59(î|t) + âG(Ë1t).

L est une surface de discontinuité et dans les hypothèses du para-
graphe 2 les parallèles au vecteur Z[M(L)] coupent en un point au
plus la portion de surface intérieure à la sphère de centre M et de
rayon (1. Il en résulte que pour tout nombre positif 8 inférieur à ci
nous pouvons écrire
(l5) p(lü—l-Ôï)=p,,

+ +(16) p(M—ôn)=m.
La surface L divise le domaine D en deux domaines distincts D.

et D… D. a pour ensemble frontière S + L. D, est le domaineintérieur
à L. La normale en M à la surface S est supposée dirigéevers l’intérieur
du domaine D.. Nous pouvons, dans ces conditions, définir une fonc-

. + . .
)

t10n Q.(æ] t) harmonique dans D4 et une fonction Q,(æ|z) harmo—
nique dans D,, liées au champ des vitesses par les relations

…) Îa[î<D.> \ t]=gÎaäszi(îlt)'——; A ïa<t> + zï<t) /\ $…

(18) Z[Ë(Dg|t]=gî‘îi$ä(ält)+à,(t)Aï+2à(t)/\à.
D’après (6), (15) et (16), nous pouvons, d’autre part, écrire la

relation (19zvalable en tout point M de la surface de discontinuitéL
(19) p..<t>+pi% —æ"—â—*

+ Fgvszl— Ève,
—> —> —> —> —>+(Pi— pe)[u(ælt) —1(t)æ+ âF(wlt)l

+ [wn(t);— 2æ,cî(t)] [p,DQ.— p,D$ZJ=L(Ë|1).
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.

_ + ' ' _En portant cette expressmn de L (œil) dans l’equatnon (1 1) nous
obtenons une condition relative à la fonction Q<æ| t) valable en un
point quelconqueM de L. Cette condition, jointe à la condition (10)
relative àla frontière indéformable S du domaine D, doit permettre
la détermination de la surface de discontinuité à l’instant t, compte
tenu des conditions initiales qui exprimentqu’à un instantdéterminé t()

la surface de discontinuité a une forme et une position déterminée,
_ _ '> ->

_ _ ‘tandis que les fonctions Q. (xl 12) et Q, (a:
|
t) se redu1sent pour t: to a

. c + e o , |des fonct10ns du pomt a: qui sont parfaitement defin1es dans les
domaines D. (tu) et D,(t.,).

4. ÉTUDE nas MOUVEMENTS povn LESQUELS LA SURFACE DE mscommunà
EST INVARIANTE. Si la surface L est de forme stable, la variable t ne
figure pas explicitement dans l’équation qui la définit. On peut donc
intégrer à” chaque instant t les équations (10) et (1 1) par rapport aux
variables d’espace et en tenant compte dela définition des fonctionsû,
et 93 mettre ces conditions sous la forme

 

(20) Qi(âlt) =q1(æ3lt) + 2ml(t)æiæzz+ 2Œg(l)1‘;Œg— (:):z(l)ULIïÎ ’L:’ 
valable en tout point de l’ensemble frontière S et  .2 2
(201) Q1(âlt) =q2(æ3lt) "l— 2œl(t)ætæzæ+ 2œæ(£)%æ;;—w:;(t)a/’

—’9—Æ2-
_

2 ;»

(202) Qa(î'lt) =qs(æalt) + 2œ1(t)æ,æfl+ 2m2(:)$21;3_ œg(nî4ë_
valable en tout point de l’ensemble frontière L.

Nous définissons ainsi trois fonctions q4 (salt), q2 (æ3|t) et q;, (walt) qui
ont, remarquons—le en passant, une signification physique très simple.
Considérons en effet les lignes de courant qui sont situées à l’instant t
dans le plan de cote x3 et à partir du point dont la vitesse relative est
nulle traçons une section normale aux lignes de courant. On vérifie
sans peine que la quantité de fluide qui passe à travers cette section
entre les instant?» t et t + dt a pour valeur
(21) lPi(Qe—qi)+Pæqaldt-

Les fonctions Q, et 02 sont des fonctionsharmoniques respectivement
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définies dans les domaines D. et D,, et les équations (zo), (no.), (zo._.)
donnent les valeurs que prennent ces fonctions sur les frontières des
domaines D' et D,... Par suite, si nous négligeonsune fonction de $; et
de t sans importance puisque les dérivéespartielles en x.“ et x, figurent
seules dans les relations qui lient ces fonctions au champ des vitesses,
les fonctions dont il s’agit sont parfaitement définies à chaque instant
et en chacun des points intérieurs aux domaines D. et DS.

En désignant par G. (a:. , x,) et par Gg(æ| , an,) les fonctions de Green
des domaines D. et Ds, nous pouvons écrire la solution du problème
sous la f0rme
(22) Ql(x|t)=fiwl(t)ælw3+2œ2(t)ægw;;

! ., l ' -,*“ ;®s(£)[£i+æë—“fl G1(æi,æzlêiyäzldîêidË2]”‘ D.(av.lt)L

0G 0G
+£qi(æh .:c2, walt)-Êôsi—£âq,(æuæ,, x;,|t)Ë ds,;

(23) Q,(æ]t) : 2œ1(t)æ1æ3+2œ,(t)x2æ3— 9—’-2(L) [xï+ æä]
[ ..+ —œ;;(t) Gz(æu œ2l£_uëz)dgi d£:” ' mm…—.m

àGz
- t —d .+gfiqu(æal >âs2 s.

5. EXPRESSION ANALYTIQUE ou CHAMP HYDBODYNAMIQUE ET DÉTERMINATION DES

CONDITIONS AUX LIMITES. — Les expressions des fonctions Q. et 92 telles
que nous les avons données dans le paragraphe précédent en faisant
intervenir les fonctions de Green ont l’avantage de montrer de façon
immédiate la manière dont les diverses variables de temps et d’espace
figurent dans la solution du problème. Si nous ne connaissons pas
les domaines D. et D2 nous savons tout au moins que la variable de
temps ne figure pas dans l’expression des fonctions de Green G. et G,.
Il résulte de là que les fonctions Q. et 9, sont de la forme
(24) sa.(ïê|:) =zœ,(t)w,æ;,+ 2œ2(t)æ2æu

+ m;(t)Q…(xh æg) + q1(x3|t)Qn(x,,_rz)
+qziæslf)gla(xu 352)?

(25) QAÊ:|t)= 2œl(t)æix3+2œg(t)æzæï
+ ®3(t)921(æu 532) + qa(xal1)flez(æu xz)';
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Les fonctions Q”. . (w., avg), Q…(æ,, x2), Q.. 3(æ. , x._,), Q,. (w., wa),
Q,,(æ. , a:?) sont exprimées dans les formules (21), (22), (23) au moyen
des fonctions de Green G, (a: |E) et G2 (œ

]
E) des domaines D. et D2 .

En écrivant que ces fonctions ne dépendentpas de la variable % nous
obtenons

(? à .(26) 2œ1(t)æ1+2œ2(t)æg+—dî_lszm(æl,æg)+—àî_ZQ…(xhæg)—_—Uç
Ô -;(27) 2w:(t)xl+awæ(t)xe+ â(æ3|t)ngg(æl, æ2)=o.

3

Ces relations doivent être identiquement vérifiées par toutes les
valeurs de w., %, x3, et de t situées à l’intérieur d’un certain domaine
d’étendue finie. Une deuxième dérivation par rapport à æ3 conduit
aux conditions

 02 _ a:(28) Îâ<æglt)sz.g<æ1,æ2>+077g(æalt>sæ…<æuwz)=o;
a=(29)
ô£2

(æ3lt)Qzg(æ'1,æg)=o.
3

Les variables (w., æ«_.) d’une part, les variables (x,, t) d’autre part,
constituent deux groupes indépendants. Les fonctions (L,-(w., æ._)

satisfont aux conditions limites sur S  , 1. nu=_xiîæï,
(30)

2- Q12=1,
3. Q13=0;

et surL
(31) Qu='—æîîwëa
(32) Q]2=0’
(33) Q…=l.

Il est par suite impossible que l’on puisse écrire dans un domaine (a:)
d’étendue finie une relation de la forme

(34) 5212: C9137

où C a une valeur constante, car une telle relation ne saurait être véri—
fiée sur les frontières du domaine. La condition (28) entraîne donc
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nécessairement

(35) d‘2q1 — QLqî ——0
0.12%

_
dæä

'

D’où l’on déduit
ô ,(36)
'à“îl
: IN)»

0 .7 ,
(37) aî} : 2(t)

-et
(38) 2œï(t)æl+ 2œ2(t)æ2_l' q,t (t)912(æh æ2) + 7I2(t)Qm(-Th x2) = 0*

Les fonctions qui figurent dans la relation (38) se rapportent à deux
groupes de variables indépendantes : variable t (domaine de variation
to, t,), variable (ac) (domaine de variation D,+ Da). Il existe donc
nécessairement un certain nombre de relations linéaires entre des
fonctions de chaque groupe convenablement associées. Les conditions
aux limites relatives aux fonctions Q… et Q… montrent qu’il n’existe
aucune relation linéaire entre les fonctions du 2° groupe. On en déduit
la condition nécessaire

(39) wl(t)=we(t)=qù(t)=qä(t)=0-

Mais chacune des fonctions Q. et 92 n’est définie qu’à une fonction
de ( t) près. On peut donc, sans rien changer au résultatfinal, supposer
que les fonctions q2(t) et q3(t) sont nulles. L’expression définitive des
fonctions Q. et 92 s’écrit dans ces conditions

Ql(æh wall) : œu(£)Qu(æu %) + (l(t)5212(æu 332):
([’O) Qî(æ“Œ2It)=œ3(t)Qm(æu-Ï2ly

où 9… Q, 2 et Q… s’exprimentcomme on sait [formules (22) et (23)] au
moyen des fonctions de Green des domaines D4 et D2.

Sinous portons les expressions de Q . (au, .:r._. [
t) et de Qg(æ, , %, [t)

dans l’équation (19), qui exprime la continuité des pressions au
voisinage de la surface L, nous obtenons la relation

(4!) U(Mlt)=2hi(x)gi(t>,
l .



394 ,
. HENRI PONCIN.

où les fonctions/: sont des fonctions de ; définies en tout point de L
et où les functions g,— sont des fonctions du tempsdéfinies dans un inter-
valle d‘amplitude finie to, t. . Ces 18 fonctions sont explicitement
données dans le tableau suivant.

 
Expression

de
Valeur de i. la fonction g,. Expression de la fonction h,.

1. .. g(t) 1

2. .. œ’(t) Œl_Î)[p1V911—p2V921—l—2p1î'ô{ZH—292; Î)Q…4]'

3... 2q(l)ü)(l) Œ(P—lpLîi[V(gngn)—F;Ï55212]

"'... q’(t) '

2_(P;Eîîjvgiz
d _ _

5… £ p_1_‘_Pî[p,nu_…sz,,]

dq 91
—

6. . Æ P1— P2
Qi!

7--- Y1(t) æ,[M(L)]
8... Y,… æ2[M(L)]
9. . . Ya(t) Œ3[M(L)l

Les fonctions h,— ne sont définies par le tableau précédent que pour
les points de L section de la surface de discontinuité par le plan an,.
Une condition relative à ces fonctions ne peut donc fournir qu’un
résultat local, et il faut déduire de ces résultats locaux des conséquences .

valables dans tout le domaine d’existence des potentiels. Nous y par—
viendrons en utilisant la propriété des transformations par image
à travers une courbe analytique.

6. PRINClPE DU PROLONGEMENTANALYTIQUE DES POTENTIELSnvnnonvmmomæs
DANS nes DOMAINES ou ms CESSENT n’uom UNE SIGNIFICATION PHYSIQUE. ——

Considérons, dans le plan z, le champ vectorielu. (a:, , x,), u,(x. , x,)
associé à L par l’équation

L(æ,+ iu,, œ,+ iu2) :o.
A chaque point I(æ,, x,)‘duplan sont attachés deux vecteurs opposés
IP. , IP,, dont lescomposantes ont pour valeur(u. , u,) et (— u. , — u,).
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La rotation R(l lg) transforme les points P. , P, en deuxpoints M, M,,
qui sont dits images l’un de l’autre à travers L. Le champ vec-
toriel (u,, u,) satisfait aux conditions

J—.—> ._ D(u,,ufl_Dlvy _. 0, m —- l ,

que l’on obtient en écrivant que æ,+ iu, est fonction analytique
de x. + ia. . La transformation par images conserve les angles, mais
change leur sens d’orientation. De plus, la courbe L estinvariantepar
cette transformation. L’imaginaire conjuguée de z(M,) est donc une
fonction analytique de z(M. ). Nous désigneronscette fonction par la
notation {

3(M2)=Clz(M1ll-
En posant

29..«æ… x.) = —
[”—f

+'U.. <z)] — [% + U'… (z)].
figu(æu 532):——.[U1,(Z)+U'…(z)],

zgzi(æn $a) :_
[zÇ

+ U21(z)l _ [ZTC'
-l- UI24 W)];2

nous définissons trois fonctions U…(s), U…(5), U… (5) dont les con-
juguées sont U;,, U;,, U;, et qui sont des fonctions analytiques en Z, les
deux premièresdans le domaine D., la troisième dans le domaine D2
et les parties réelles de chacune d’elles prennent des valeurs nulles
sur un arc quelconque de L. Soient maintenant d et 8 deux régions
du plan 2 qui sont séparées l’une de l’autre par un arc de L et qui se
correspondent par image à travers cette courbe au sens précisé au
début du paragraphe. Si la fonction

: : H(u),

analytique en a pour les valeurs de u de module inférieur à l’unité,
représente la courbe L lorsque u se déplace sur l’axe réel, les points

sm‘n=Um:n(z) [”): =I,2]
représentés dans le plan complexe décrivent pour ce déplacement des

Journ. de Math., tome xvm. — Faso. IV, 1939. . 52
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portions L… L…, L… de l’axe des quantités imaginaires. Si les
points M…… et p.,… sont images l’un de l’autre à travers les segments
L…… nous pouvons écrire pour les valeurs considérées de u la relation

zm,n+ Çrn,n: 0-

Si nous donnons maintenant à u des valeurs complexes de module
inférieur à l’unité, M décrit dans le plan une certaine région d et les
points M……décrivent respectivement les régions associées d…… qui sont
contiguës aux segments L…. Les images p.… décrivent des régions 8…_,.

contiguës aux mêmes segments. Par exemple, les points M, p. et p.…

se correspondent par l’intermédiairedes relations
C=Hl(u)î Ç,,=U',,[H'(u)].

Nous obtenons ainsi une correspondance point par point entre les
, . :\ r_\ . . . ‘quatre regions d, o, d… et 0... Par élimination du parametre u entre

les relations précédentesnous obtenons
511=C11{511l5(C)ll7

qui définit {… à l’intérieur de d comme une fonction de Z.
Sur l’axe imaginaire les deux fonctions {… et U;, sont égales et il en

est de même des fonctions dérivées. Il résulte de là que la fonction Z,
.

constitue le prolongementanalytiquede la fonction U;,. Or, cette fonc-
tion n’était définie par le champ hydrodynamiquequ’à l’intérieur du
domaine D. . Les considérations qui précèdent vont nous permettre de
la définir dans une région 8 intérieure à D2. L’existence de ce prolon-
gement analytique sera fondamentale pour la suite. Il nous sera
d’ailleurs possibled’étendre le domaine 8 à l’intérieur duquel la fonc-
tion U…(z) se trouve ainsi prolongée lorsque z reste une fonction
analytique deZ et C… une fonction analytique de z. .. En particulier,
si L est une courbe algébrique, on ne sera arrêté dans l’extension de 8

que si cette région vient à contenir un foyer de L. Dans certains cas
la région *8, ainsi prolongée, recouvrira le domaine D2 tout entier.

Il est clair que des considérations en tout point analogues à celles
que nous venons. de faire relativement à la fonction U…(s) pourront
être faites relativement au prolongement de la fonction U, 2(:) à l’in-
térieur du domaine D2 et de la fonction U21 (:) à l’intérieur du
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domaine D.. Ces divers prolongementsanalytiques sont effectués par
l’intermédiairedes formules

Uin,n(Ç):_ Um.n[ Z(Ç)ly
Um.n(ël):_ Uin,n [ZI (Cl)]y

7. ÉTUDE DE LA TRANSFORMATION I(L). CONSEQUENCES RELATIVES aux
POTENTIELS HYDRODYNAMIQUES. — Ces résultats étant acquis, revenons
à la liaison qui existe entre les fonctions U…(z), U…(z) et U…(z)
et le champ hydrodynamique. A l’intérieur du domaine D. cette
liaison s’exprime par la relation

dU(56)
œ<z>[ÎJ—‘ d…—Av

+ à (C+Z EJE—)] +q(t)% =iw(M) +œ(t)z’.

A l’intérieur du domaine D2 elle s’exprime par

(57) “(‘)[%+â<C+Z%>l=ùv(M)+œ(t)zf
Traçons à l’intérieur de D, une coupure y qui joint les courbes

frontières L et S. Soient P., et P1 deux points qui ont même projection
sur le plan 2, mais qui sont situés de part d’autre de la coupure. A
l’instant t, il existe une ligne de vecteurs du champ \? passant par Po.
Il n’en existe qu’une. Après une circulation dans le sens direct de P0
à P. la fonction Q… reprend la valeur qu’elle avait en P.,, et si l’on va

_

de P., à P.en suivant un chemin quelconque tracé dans D., on revient
sur la ligne de courant initiale. A l’instant t… on a donc

(58) (:) (t…) [911(P1) _ 911(P0)] + q (tm) [912(P1)—Q12(P0)]: O'

Cette relation subsiste pour toutes les valeurs de t qui sont intérieures
à l’intervalle (to, t.) et pour toutes les valeurs de la variable qui
définit laposition du point P sur la coupure 7. Ces variables étant
indépendantes,une telle relation suppose que l’on trouve dans l’un des
deux cas suivants.

1" cas :
q(U=Cœ(t) [Cconst.],

[QiilP1) —Qu(Po)l + C [Q12(P1)_ 5212 (Po)l =0i
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2° cas :
QII(PI)— 911(P0)=0.—
Q.g(P1)—ng(Po)=o.

Examinons successivement les deux hypothèses.

M. CAS ou LES FONCTIONS (» (t) ET q(t) SONT LIÉES PAR UNE RELATION DE LA
FORME q(t): Cœ (t). — On peut admettre que la fonction q(t) est iden-
tiquement nulle. Ceci revient en effet à changer la définition de la
fonction 9 à partir du champ hydrodynamique,mais ne modifieni les
raisonnements ni les résultats. Dans ce cas toutes les lignes de courant
situées entre L et S restent invariables au cours du mouvement. On
retombe dans ces conditions sur un problème qui a été étudié en détail
dans une publication antérieure [H. PON0IN, Sur les cavitations de forme
permanente(Sewicedes recherches de l’Aéronautique,Publicationn° 18,
Gauthier-Villars et Blondel La Rougerie, 1933)]. Nous y renverrons
pour les formules qui permettent d’expliciter le mouvement.

'l2. CAS ou LES FONCTIONS Q.. ET 9… SONT UN1FORMES DANS LE

DOMAINE D.. — Les équations
QM(P1) _ Qu(Po) =U;
Q12(P1) "'“ S212(Po): 0

expriment l’uniformité des fonctions Q.. et Q.. à l’intérieur du
' domaine D.. La condition

——*' _
———> "—> >

(76) (|) (t)[gäl 911(P0)—g1‘3äQu(PÙ ] + q(t) [_grad Q12(P0) —gl'3d Q12(P1)J=0,

valable pour toutes les valeurs de t et toutes les positions du point P
sur la coupure 7, montre de la même façon que les dérivées du premier
ordre des fonctions Q.. et Q., sont uniformes dans le domaine D.. Par
suite une seule hypothèse est acceptable. C’est celle qui exprime
qu’après une circulation dans le domaine D. muni de la coupure y les
fonctions conjuguées Ô… et Ô... prennent en P. les valeurs qu’elles
avaient en P., augmentées des constantescycliquesréelles K. pour ÎÎ. .

et K, pour Ô... La constante K. peut être nulle, mais la constante}.
ne l’est certainement pas. Nous avons vu en effet que la fonction Q,,
pouvait être prolongée analytiquement à travers L et se trouvait ainsi
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définie dans une région d+‘o‘ renfermant L. Ceci nous permet de
définir les dérivées normales des fonctions Il, introduites au cours
du raisonnement. Les valeurs extrêmes de la fonction D., dans d et
dans 3 sont atteintes sur L. On a donc

0912__>
às._.

=(),

et par suite
082”__ >
032 =°’

Q12(P1) _ 5—212(P0)Ë0,

Kggo.

La constante cyclique Ka ne peut être nulle que si la fonctionÔ. , est
constante tout le long de L. Mais, dans ce cas, la fonction analy-
tique U…(z) est constante sur un arc de longueur finie, et par suite
elle est constante dans tout son domained’existence,ce qui ramène au
cas précédent.

8. CONSTRUCTION DE LA SURFACE DE RIEMANN ASSOCIÉE AU CHAMP HYDRODYNA-

moua ET DÉTERMINATION EFFECTIVE nas PROLONGEMENTS ANALYTIQUES DÉFINIS AU

PARAGRAPHE 6. —— Si les relations (46) et (47) font correspondre à chaque
valeur de z n valeurs de {, nous considérerons la surface de Riemann?.

constituée par n feuillets plans superposés se raccordant le long des
lignes qui joignent deux à deux les foyers de L.

La courbe S sera supposée tracée sur un des feuilletsde cette surface

que nous désignons par-%.. Le champ des vecteurs \7, sera défini à
l’intérieur du domaine situé sur un feuillet de Z et limité par les
courbes L et S.

Deux points M et y. seront dits associés si leurs projections sur le
plan simple sont images l’une de l’autre par rapport à L et si les points
eux-mêmes viennent en coïncidence lorsque leurs projections se
confondent.

Lorsque le point M décrit l’arc de la courbe L qui correspond au
segment (a, b) de l’axe réel du plan u, le point associé y.décrit le même
arc de courbe et les relations (43) permettent de trouver les valeurs
des fonctions U… U,, et U,. et des dérivées successivesau point M“
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de l’arc en question. On a, en effet,

 
  
   (79) Uu<Mo>=iä…=—âH<uo>H'<uo>,

_ J.du,." _.asz… dH’(8°) [ÎJ…=_'—Jîlfiïîl '

F

y- ' %Jo
_|.v'—1

PI J‘

  
5 // '

Régions du et d‘“ 
 

|
: l—k‘

P.________ —
_______P,

”__—x
Mn P'12

M v—
'o \ _ I° T |]

ÿ/f/ \\‘\‘ (“l) -_> (+1)

P; po
Regions d et 8 (u,)

Régions dzz ef d‘la

Or, on peut écrire d’autrepart,

asî sz dH(81) “"'—-
ôdS:1 =-;—[Hl(uo)(m)032

_
J.
2

+H(u..)<%%) ]
La considération des fonctions Q,, et Q… fournira deux relations
analogues. Ceci posé, un calcul très simple nous conduira aux

t:!— 
u=u0
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relations suivantes :

(82) vg,i=û]_H=<u>j—Hfi'++H'°<zz>dË——,+2H<u>H'<u)—dH——,(d—-Ë‘)]
(83)

vsz…=-%fl<%£)Ï
(84) V$2:_.= â]H°…) d_}}lll+

H”(uu)d—H—H,+2H(u)H'(u)—d——HH,(d—ï“) ],
(85) V(Q…

Q…)=‘%Î% Î—ÎŸ

Ces formules nous permettent de définir un élément de chacune des
fonctions U…(z), U.,(z) et U._“ (2). On a en effet

(87) UH<MO)=Æf——"‘ h.…) + î—ÿU…<MO>,

d
(88)[2Ï.Un] Mo

1 i
__ dH’ 2Ap 2 hn(u°)

(gl—ll»:
_]_H_,0_Ë9 Æ)_(ml— u:.u0 P1 \/h,.(uo) du ,n=u0 2 94 <dH ll=llo

'

Si nous posons
(89) ] d;

  
 

définie par (88), nous aurons de proche en proche la valeur des dérivées
successives de U… en utilisant la formule de récurrence

d” ' d d(go) [€,—U… ] =p ! As”: …): (‘,—{;) —[A‘.flr* (un))u: u., dll"

De la même façon nous obtiendrons
A(9') U12(Mo) :
—P—Phs(uo)s

' l' d A dH’ î(92)
[ÆUH :|Mo= [Z.—p—P. <-d_H->u "o hL(u0)] ,

ddfl ' d _(93) [î], Un
]…

=])! A‘i-i(”°): (îfi>u=uoduo
A(

2 “;
=
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et enfin,

(94) U21(M0)=A20“
d '

HI dH'5 __ T° : __ ...". __(9 )[d5 L-l
l“o 9‘ (dl—1 u=uo

l-l'0 Ap H’ , .

*l—l—f—2—[pg
hgfi(Àhg—l—HHj

+P—W—“Pë<fflfPa 91 \”“. dH

+ (H’dH _
HdH’)(dli’—dH)>"Î ?2dH! ":la,

d” du (! * ,(96)
lÆ7UH_—lnlu=P

! Al.“ ("o) =<d_H)u=u, d—uA '—.n' -

Supposons maintenant que le point décrive un chemin [partantde M,,
I + . ‘ .tangent en ce pomt au vecteur s, et about13sant a un pomt M. de la

région d situé sur le feuillet%. Le point associé p. décrira un chemin )\

partant de M0 tangent au vecteur ?, (M,) se projetant à l’intérieur du
domaine 8 et tracé sur le même feuillet de la surface de Riemann, tout
au moins si le point M. est suffisamment rapproché du point M,.
Inversement, et par suite de la propriété de réciprocité des images,
le point la décrira le chemin ! lorsque le point M décrira le chemin )…

Dans le plan de la variable u les deux chemins ! et )\ correspondent
à un même chemin (u,, u.) normal à l’axe réel au point d’abscisse u,
et intérieur au cercle de rayon unité.

A l’intérieur d’un cercle de centre M0 et de rayon suffisamment petit
contenant les chemins ! et À, nous pouvons calculer la valeur des
fonctions U en tenant compte de la définition que nous avons donnée
dans les domaines où elles n’ont pas de signification au point de vue
hydrodynamique. La convergence des développements de Taylor des
fonctions z, C et U…(z) est en effet assurée par les raisonnements
précédents. D’autre part, la relation

(97) G(u)=z+c=H(u)+H’(u)

définit u en fonction de z. Si l’on désigne par G…, la fonction inverse
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de G(u) on aura
(98) “: G(_f,[z + Ç(z)].

Dans les hypothèses faites la fonction G_. est holomorphe dans le
domaine du point M,, et prend en ce point une valeur réelle. D‘après
la définition des fonctions U et de la fonction [, les équations qui
suivent sont satisfaites à l’intérieur du cercle y
(99) PILÏII(Z)_p2U'll(z)+l-(P2—Pl)hs[G—«(Z+C(Z))]=O»
(100) P1U12(z)+i(P‘Z—Pî)hûlG—1(Z+C(Z))l=o:

P2[dU21+
z dÇ_î] P[dUH +zdÇ

Ç]2
 

_ dz z dz_ dz 2 dz 2
 (101)  d=2<p.— pg>dî hæ[G_l<z+uz)]+(pt— mad—î,

(.…» [‘îä”_l =_ägïflâflh.tc_l(z+c<znt
(…3) % [€

‘Ë _ Î __ &É] : î(—p’_pÎÆha[G—i(z +C(Z))]-

 
La suite du raisonnement est classique : si nous remplaçons dans ces
équations les fonctions qui y figurent par les développements de
Taylor dont nous avons précédemment établi l’existence, nous obtien-
drons des séries dont tous les coefficients sont nuls. Ceci posé,
prolongeons les chemins ! et 7\ à partir des points M. et p.. jusqu'aux
points M2 et u, associés dans la transformationI(L). Si nous pouvons
poursuivre le prolongement analytique le long de ce chemin sans
rencontrer de point singulier, nous arriveronsen M, avec des fonctions
qui sont analytiques en Z dans le domaine de ce point et qui satisfont
aux relations qué nous venons d’écrire. Il suffit pour le voir de définir
ces fonctions à partir des éléments qui correspondent à un point
intérieur au cercle y. S’il existe un cercle y, contenant les points M. et
M, et tel que les fonctionsconsidérées soientholomorphes àl’intérieur
de ce cercle, nous obtiendrons par substitution, dans les équations
(gg-103) des séries dont la somme est nulle dans la portion du plan
qui est commune aux deux cercles y et y. et par suite à l’intérieur de 7.
tout entier, donc au point M,. S’il n’existe pas de tel cercle nous
atteindrons M, au moyen d’une chaîne de cercles y,. dont les centres

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. IV, 1939. 53
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sont situés surla ligne qui joint M. à M, et dont les rayons sont bornés
inférieurement. Le raisonnement s’appliquera de proche en proche à
à tous les cercles de la chaîne jusqu’à ce que l’un d’eux renferme le
point M2.

En résumé, la déterminationdes fonctions U et du champ hydrody-
namique qui s’en déduit se décompose en deux parties distinctes :

1° Étude de la transformation [(L) définie au paragraphe 7.
2° Étude des intégrales du système différentiel obtenu dans ce

paragraphe.

La fonction U,. est d’autre part une fonction de Z uniformeet régu-
lière dans toute la portion du plan Z intérieure à L. Il en est de même

([Un
dz

cette région. Or, par l’étude de la fonction Z(z) et de son prolonge-
ment à travers L, nous pouvons déterminer les pointssinguliersde U2l
prolongée comme il a été dit au paragraphe 7 dans le plan Z. La con-
naissance de ces points singuliers permettra d’obtenir l’expression de
la fonction U… prolongée et par suite de déterminer sa valeur en tout
point intérieur à L, c’est—à—dire dans le domaine où elle est liée au
champ hydrodynamique.

Comme je le montre dans un autre mémoire (‘), les considérations
qui précèdent fournissent des résultats qui sont applicables à la déter—
mination des potentiels de stabilité pour les discontinuités dans la
densité et à l’étude des cavitations.

 de la dérivée dont l’existence est assurée en tous les points de 
(*) H. PONC|N, Sur les conditions de stabilité d’une discontinuité dans un

milieu continu (Application à la théorie des cavitations) (Acta Mathe-
matica, t. 71, p. 162, 1939.)


