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De'fi1rmation projective d’une configuration (T);

Pan Sanaa FINIROFF.

Introduction. — La définition de la déformation projective pour les
surfaces & été donnée par M. Fubini ('); M. Cartan (2) a étenducette
définition à une figure arbitraire et à un groupe arbitraire de trans—

formations; ces auteurs et bien d’autres géomètres ont étudié ainsi la
déformation des surfaces, des congruences et des complexes. C’est
M. Terracini qui, le premier, a envisagé le problème de la défor—
mation d’une figure, en imposant comme condition qu’une forme
différentielle convenablement choisie se conserve : c’est l’invariant
diflérentiel de deux éléments voisins de la figure; il a ainsi étudié (3)
la déformation d’une figure composée d’une surface et d’une con-
gruence dont les éléments homologues coïncident.

J’ai étudié moi—même (") la déformation au sens de Fubini—Cartan
d’un couple de congruences et d’une configuration (T) (“). Une confi—
guration (T) est l’ensemble de quatre congruences engendrées par les 

(‘) Applicabiliæproiettiva di due superficie (Rendicontidi Palermo, (. M,
1916, p. 155-162). Voir aussi FUBINl-ÔBCH, Geom. proiett. diÿ., 1926, Chap. VII.

(’) Sur le problème général de la déformation [C. R. du Congrès intern.
de Math. de Strasbourg, 1920; Ann. de Toulouse, 1921, p. 397-406; Ann. de
l’École Normale, (3), t. 37, 1920, p. 259—357].

(") Su alcuni elementi lineart proiettivi [Annali di Pisa, (2), t. 2, 1933,
p. 401—428].(‘) Déformation projective d’un couple de congruences (Comptes rendus,
t. 199, 1934, p. 177).

(‘) Transformations (T) de congruences de droites [Annali di Pisi, (2), t. 2,
1933, p. 59-88].

53.
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arêtes d’un quadrilatère gauche dont les sommets décrivent les nappes
focales de ces congruences.

Suivant la définition de M. Cartan, deuæ configurations sont projec-
tivement applicables d ’ordre n si, une correspondance biunivoque ayant
été établie entre leurs éléments, on peut trouverpour chaque couple d’élé-
ments homologues une homographie H amenant en coincidence ces
éléments et leurs éléments infiniment voisinsjusqu’à l’ordre n inclus.

Or, dans la Note déjà citée, j’ai montré que la déformation projec—
tive d’ordre 2 d’un couple de congruences nous conduit à une con—
gruence W (associée à elle-même) dont les focales sont réglées. C’est
une configuration (T) dégénérée dont les deux autres congruences
opposées dégénèrent en les génératrices rectilignesdes nappes focales.
Il nous reste donc à examiner la déformation projective dupremier ordre
d’une configuration (T) et c’est là le but du présent article.

Nous verrons que les seules configurations T de'formables sont des
quadruples conjugués. Une configuration (T) est un quadruple
conjugué si chaque couple de congruences opposées constitue un
couple stratifiable conjugué; leurs développables se correspondent et
les rayons de chaque congruence d’un couple portent les points de
oo' surfaces dont les plans tangents passent par les rayons homologues
de l’autre. Chaque congruence du quadruple est une congruence R de
Tzitzéica-Demoulin, c’est-à—dire une congruence dont les deux trans-
formées de Laplace sont W également. Mais si les seules configu-
rations T déformables sont formées de quadruples conjugués, il n’est
pas exact que, réciproquement, les quadruples conjugués soient tous
déformables. En effet, “dans un Mémoire récent [Sur les couples trans-
formables (Ann. roumàines de math., 2, 1935, p. 1-33)], M. Pantazzin
étudié les quadruples conjugués et a découvert une classe remar—
quable. Les nappes focales d’un quadruple de Pantazzi sont des
surfaces dont les asymptotiques appartiennent à des complexes
linéaires; chaque congruence du quadruple fait correspondre aux
lignes de Darboux d’une nappe focale les lignes de Segre de l’autre;
les quatre congruencesd’un quadruple établissent sur une quadrique,
qui est l’enveloppe commune des quadriques de Lie attachées aux
divers points des quatre nappes focales, une correspondance qui est à

la fois celle de Kœnigs-Moutardet de Darboux.
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Tous les quadruples conjugués, à l’exception des quadruples de

Pantaszi, sont déformables; un quadruplegénéral de la classe découverte
par M. Pantazzi est indéformable. D’une façon plus précise, chaque
quadrupleconjugué qui n’appartientpas à la classe de Pantazzi admet
une déformation continue et s’applique sur un quadruple de Pantazzi.
L’ensemble de ces quadruples déformés compose une sous-classe des
quadruples déformables de M. Pantazzi.

J’emploie la méthode des dérivées extérieures de M. Cartan.

’] . CONFIGURATIONS T. — Soit M, M2 M3 M,. un quadrilatère
gauche [M] qui décrit une configuration (T). Nous désigneronspar
une seule lettre grasse M,- l’ensemble des quatre coordonnées homo-
gènes d’un sommet M,— et nous l’appellerons, avec M. Cartan, point
analytique. La multiplication des quatre coordonnées par un facteur
arbitraire change le point analytique sans altérer lepointgéométrique;
c’est ce que l’on appelle normalisation du point M,-.

Chaque sommet M,— décrit une surface; les coordonnées de M,— sont
fonctions de deux variables indépendantes et leurs différentielles
déterminent des points analytiques dM,—qui vérifient les équations

… dM,=œ3M,+wïM,—i—m?M:+wî-‘Mi-

Les expressions (of sont les coordonnées de dM,— par rapport au
tétraèdre [M].

La dérivation extérieure de l’équation (1) nous donne
a.

(a) <mf)'=2[w?wäl-

Inversement, si les 16 formes de Plaff wf satisfont au système (2), les
équations (!) forment un système complètement intégrable et déter—
minent les déplacements projectifs du quadrilatère [M], déplace-
ments dépendant de deux variables indépendantes, mais le quadrila-
tère ne décrit pas en général une configuration (T), vu que les arêtes
ne touchent pas les surfaces (M,—), lieux des sommets M,. Pour que la
configuration [M] soit (T), il faut et su_fit que les déplacements infini—
mentpetitsdM,—soientsitués dans leplan M… M ,-M… , c’est—à-dire que wi”
soit égal à zéro. Les expressions en," vérifient donc, pour déterminer la



408
_

SERGE rmmorr.
configuration générale (T), les équations (2) et (3) qui suivent :

(3) coî=o, œ3=0, w},=lo, œî=o.
Le système (2), (3)n’est pas complet. La dérivation extérieure des

équations (3) nous fournit de nouvelles équations; pour le moment
nous n’étudierons pas ce système (2), (3); dans le Mémoire des
Annales de Pise déjà cité, j’ai montré que les configurations (T) ren—

fermant une congruence donnée dépendent en généralde deuæfonctions
arbitrairesd’un argument.

2. CONDITIONS D’APPLICABILITÉ DE DEUX CONFIGURATIONS (T). —— Soient
[M], [M] deux configurations (T) projectivement différentes, déter—
minées par les composantes respectives (of, (Bf qui vérifient les équa-
tions (2), (3).

Si la configuration [M] est applicable par une déformation projec—
tive du premier ordre sur la configuration [M], une certaine
homographie Il peut être associée à chaque couple d’élémentshomo-
logues M, Î, et fait coïncider ces éléments et les éléments infiniment
voisins jusqu’aux infiniment petits du premier ordre inclus.

Désignons par (M,Mk) la droite analytique M,—M,_., c’est-à—dire les
six mineurs de la matrice composée des coordonnéeshomogènes M,,
Mk. Si l’homographie H transforme [l\—fl] en [N], la condition d’appli—

, .cabilité de [M] sur [M] s’écrit sous la forme
(4) (NiNi+l)+d(N,-N…)+…

=()‘i+d7\li +° ' ) {(MiMi+l)+d(MiMz‘+i)—+—-- - i:

où k,-+ dX', +. . . est un facteur de proportionnalité, l’équation (4)
est vérifiée jusqu’aux infiniment petits du premier ordre inclus.

On a donc
(5) ] N1Ni+i= }\i(MiMi+l)7

[ d(NiNt+i)=lid(MiMi+i)—Fd7\i (MiMi+1)-

Or, les points géométriques N,» et M,- coïncident en vertu de la défini-
tion de l’applicabilité. Une normalisationconvenabledes sommets fi,—

fait coïncider les points analytiques N,- et M,— et la première équa-
tion (5) donne

)\i= I.
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En appliquant la règle de difÏérentiation des déterminants, on a

d(MiMi+l)=(dM;, Mi+1) +(Mi; dut—+1)-

Utilisant les formules (i) pour les difi‘érentielles dM,-, dM…, nous
calculons les difiérentiellesdN,—, car les composantes 555 sont invariants
par rapport à l’homographie11; si l’on remplace les sommets N,—par M;
et si l’on rapproche les termes qui ont les mêmes parenthèses (M,-Mk)
dans les deux membres de la seconde équation (5), on obtient

_i ;“ "i+| i+4 __ l .(611) (”i—" (”i.—l‘ œi+t _ wi+l _ dAi1
(6,,) °’Ëîî=®iiï wi”=®i” (i=l, 2, 3, 4)-

L’équation (ô,,) donne le facteurde proportionnalitédk, . Quant aux
équations (6,,) et (3), elles déterminent toutes les composantes «of dont
les indices i, le sont différents

… 5f=wî (ii/<>-

l)euæ configurations [M] et [M] sont projectivement applicables si,
choisissantconvenablement la normalisation des sommets M,—, les équa—
tions (7) sont vérifiées.

5. CONFIGURATIONS (T) DÉFORMABLES. — Désignons par (l,— les diffé—
rences
(8) Q,= 6:1_ mg.

Si les configurations [M] et [Ü] sont projectivement difi‘érentes,
les quatre expressions 9,- ne sont pas toutes nulles. Si l’on choisit la
normalisation des sommets M,, de sorte que le déterminant des
16 coordonnées M,- soit égal à l’unité, les quatre expressions mi, et
par suite œfi , vérifient les relations

on a donc
(9) Q,+Q,+Q,+Q,=o.

Les composantes «of vérifient les équations(z) [et les composantes«of ,
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les équations analogues]. En retranchant les équations d’un système
des équations de l’autre, on obtient, en vertu de (7),
(Na) (521)'=0;
(lol,) [Q,—Sh,wfi=n.

La configuration [M] est déformable, c’est—à-dire admet une confi-
guration déformée [Nl], applicable sur [M], mais projectivement
différente de [M], si l’on peut trouver des expressions Q,—, non toutes
égales à zéro, qui satisfont aux équations (9), (IO,,), (lol,).

Les équations (to,) montrent que chaque expression wf est propor—
tionnelle à la différence [Z,—fik; comme wi. est proportionnelle à la
même différence, les deux expressions (of et wi. sont linéairement
dépendantes, sauf si la différencefl,-— Qk est nulle.

Or, il est facile de voir que les équations wf : 0 et wi. : o déter-
minentrespectivementles développables de deux congruencesopposées
dont les arêtes de rebroussement sont situéessur les surfaces (M,—), (M,)
respectivement.

Si l’on porte dans les équations (I), par exemple, wî‘”: 0
ou œî+,: 0, on obtient

dMi= ü)î‘Mi + (D?” Mi+;;;
.... t+t '-'

,
(JIM… _ (n,—+, M… + w}:îMi+g.

Par suite, le rayon M,: M… touche sur la surface (M,—) la ligne œ‘f' = o,
le rayon M… M… sur(M…) la ligne œÿ+l: 0. Si les expressions œf‘, wi.

'

sont proportionnelles, les développables des congruencesopposées de
la configuration se correspondent directement (c’est-à-dire que les
arêtes de rebroussement des développables homologues sont situées
sur les nappes focales d’une même congruence de la configuration).
Or, suivant le beau théorème de M. Fubini [Annali di Math., (4),
t. i, 1924, p. 241—257], deux congruences opposées d’une configu—
ration (T) dont les développables se correspondent directement, forment
un couple stratzfiableconjugué. Il existe deux familles de surfaces dont
les plans tangents aux points de rencontre avec un rayon arbitraire
d’une congruence passent par le rayon homologue de l’autre et qui
sont conjuguées ou harmoniques à chaque congruence du couple. Une
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configuration (T) dont les deux couples de congruences opposées
sont stratifiablesconjuguées, est un quadruple conjugué.

Il en résulte qu’une configuration (T) déformable dont les quatre
formes Q,- sont dz_'flérentes entre elles est un quadruple conjugué.

Or, si trois différences, par exemple
(…,» ! sa. r—sz;=ç, sa,—Q,=tp, SL—SZ,=X,

sont connues, on obtient la quatrième par la formule
(…,) Q,—Q,=cp+x—uÿ.

Si les quatre expressions (),—sont égales entre elles, toutes les quatre
sont nulles et la déformationest banale. Si deux différencessont égales
à zéro, par exemple q: et 21), les deux autres étant égales à X et non
nulles, les quatre formes (92, w‘.’;, caf, ce; sont proportionnelles à x_. Or,
en vertu de (2)et (3), on a '

d(M.M,)=(œl + œÿ)(M1ML)—t— œÎ(M=M.)+ œî(MiM3);
d(M,M,)=(wâ + wâ)(MzMg)+ wâ(MiMg)+œ3(M,M,).

Donc, si X. est nulle, les rayons M, M,, et M2 M8 ne varient pas; si y_

varie, ils décrivent chacun une surface gauche et non pas une con—
gruence : la configuration dégénère.

Si une seule différence, par exemple <p, est nulle, les six formes w"
et wä, col, et (di, œî et ou; sont deux à deux proportionnelles; de la
sorte, six famillesde développables de con gruences opposées se corres-
pondent deux à deux. Or, il est facile de voir que la septième et la
huitième famille se correspondent également. Si les développables
des congruences opposées (M1 M,.) et (M,, M,) se correspondent, ces
congruences, en vertu du théorème de M. Fubini, forment un couple
stratifiable conjugué; toutes les deux sont R, donc W. Les asymp-
totiques des nappes focales (Ma) et (M,) se correspondent;à chaque
système conjugué de (M,) correspond un système conjugué de (M,).
Or, deux famillesde développables, une de chaque con gruence(M4 M2)
(M,, M,) se correspondent : donc les deux réseaux focaux des deux
congruences sur (M,) et sur (M,) se correspondent; les secondes
familles de développables se correspondent aussi et la configuration
est un quadruple conjugué.
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4. Qumaurms CONJUGUÉS. — Étudions maintenant un quadruple
conjuguéquelconque[M]. C’est une configuration(T) dont les déve—
loppables des congruences opposées se correspondent directement. Il
est déterminé par les composantes œf qui vérifient les équations (2)
et (3) et les équations
(12) mê=a,œî, œî_fi=a,œä, m!_=z,m,‘, œîf= 1,0)À, \,

qui exprimentque les développablesenjeu se correspondent; les quan-
tités et,— sont des facteurs de proportionnalité. Or, en dérivant exté-
rieurement les équations (3), on obtient, à l’aide des équations (z)
et (1 z),

a.[w.wä]+m[œîwâ]=œ
a, [ca? 012] + a,[œäm3]=o;
ax[®â®îl+d:=lwâw7l=0;
a,, [ca, of,—’] + a,[aâœä]=0.

On a donc
(at, at, —— a,oz,)[œîœâ][œîœÿ;]=0.

Or, si [wî wi ] est nul, les expressions wÎ , wî sont linéairementdépen-
dantes, et par suite, en vertu de (12), co; et wî aussi; si œ; est nulle,
coî_: l’est aussi et le point M2 reste immobile; si œ; est différent de zéro,
M2 décrit une courbeet la configuration dégénère. Si [œî œ;] est nul,
ce} et wÏ sont proportionnelles, la surface (M,) dégénère.

Si le quadruple ne dégénère pas, on a donc
(13) 01,01, —ac,oc,=o.

Or, si l’on multiplie chaque point analytique M,— par une fonction p,,

chaque composante «of (12 k) est multipliéepar &;
donc, par un choix

convenable des facteurs p,, on réduit trois des quantités cc,—à l’unité et,
en vertu de (13), le quatrième aussi se réduit à l’unité.

Les équations (z) prennent alors la forme
(la.) («of >'= 0. [w£“ wÉïâ] +[w$+3wÈîâl= 0:
(141,) (œÊ)’= o, [au:-_ 10€, ou,/‘]: 0.

Il est facile de voir que les équations (m,), (m,) coïncident avec
(14,,), (14,,) si l’on y suppose
(15) Q,: cœ2, c=const.
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Donc les équations (15) nous fournissent une solution du système

(9), (to,), (lol,) qui contient une constante arbitraire c. La défor—
mation projective qui lui correspond n’est pas banale, à moins que les
(expressions 0013 ne soient toutes nulles. Or il est facile de voir que,
si les quantités wi sont toutes nulles, la quadrique dont l’équation par
rapport au tétraèdre [M] est

16) a:‘,—’——æä+ xâ—æ-Ë..:-0)

ne varie pas quand le tétraèdre se déplace; en effet, les coordonnées
locales æ,- d’un point P sont déterminées par l’équation
17) P=x,M,+x,M=+x3M3—i—æ,M,.

Si P est fixe, et si le point analytique P ne varie pas, (IP est nul; si
l’on différentie (17), en remplaçant les différentielles de M,- par les
expressions (i) et si l’on ordonne par rapport aux M,, on obtient les
formules qui donnent les différentielles des coordonnées locales pour
un déplacement infinitésimaldu tétraèdre
(18) 8w,=æ,œ}+æ,wË+æ,,wÿ+æ,œfi.

Il est facile de voir que l’équation (16) admet les variations infini-
ment petites 8æ,— déterminées par (I 8) si les équations (3) et en outre (19)

(19) cui-= o, œf=œ‘,,

sont vérifiées.
Or, les plans tangents de la quadrique (16) aux pointsd’intersections

avec un rayon du quadruple passent par le rayon opposé, de sorte
qu’elle entre deux fois dans chaque famille de surfaces qui stratifient le
quadruple; chaque congruence du quadruple découpe sur elle des
réseaux qui sont à la fois de Kœnigs, Moutard et Darboux. Les équa-
tions (3), (19) caractérisentdonc les quadruplesde M. Pantazzi. Or, si
l’on a choisi 0 =— 1 dans les formules (15), les composantes $;? de la
configurationdéformée deviennentnulles, donc le quadruple s’applique
sur celuide Pantazzi.

Inversement, si un quadruple de Pantazzi est déformable, les qua-
druples déformés ont leurs composantes wi différentes de zéro.

Comme les quadruples de Pantazzi dépendent de deux fonctions
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arbitraires d’unargument, tandis que les autres ne dépendent que de
constantes arbitraires, il est évident que les quadruples de Pantaszi
sont, en général, indéformables.

5. DEFORMA'I‘ION DE LA SECONDE ESPÈCE. — M. Terracini a été conduit
à étudier les déformations de la seconde espèce, où l’homographie
associée à chaque couple de rayons homologues est remplacée par une
corrélation.

Il est facile d’étendre cette définition à la déformation des configu—
rations (T); elle nous conduit aux mêmes quadruples conjugués. Il
est évident que l’applicahilité de seconde espèce d’une configu-
ration [M] sur une autre [M] est équivalente à l’applicabilitéclassique
de [M] sur une configuration [M’] déduite par polaires réciproques
de [M ].

Considéronsla corrélationqui fait correspondre à chaquepoint [MQ ]
de [M’] le plan M… M… M… de [M] dont les coordonnées ponctuelles
et tangentielles sont respectivement égales.

En différentiant le déterminant
M] : (Mi+1Mi+zMi+3)

on obtient, en vertu de (i) et (3), les équations

(20) dM’,—=ZM&nî‘g
(21) 7:[—=——œf, 1rÊ=œk.

La condition d’applicabilitéprojective de [M], [M] de seconde
espèce, ou celle de [M’], [M] de la première, se traduit en vertu de (7)
par les équations

œÊ= 1rf,

ou bien, en vertu de (21) par les équations

(22) $,": œk.

Or, si l’on désigne par 9,- la somme
(23)

‘

9i=5£+wt
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la dérivation extérieure des équations (22), (23) nous conduit aux
mêmes équations (1 ou), (10,,).

On en déduit les mêmes conclusions : chaque configuration (T)
déformable de seconde espèce est un quadruple conjugué; chaque
quadruple qui admet une déformation de la première espèce en admet
une de la seconde et vice versa.

Il est à remarquer que les quadruples de M. Pantazzi sont les seuls
qui soient identiques à leurs réciproques, comme cela se déduit aussitôt
des formules (21).


