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REPRÊSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. IO\]  
Sur le problème de représentation conforme de Helmhbltz;

théorie des sillages et des proues;

PAR Jvues RRAVTCHENRO.

(Suite.)

CHAPITRE II.

Validité physique des solutions des problèmes du sillage
et de la proue.

15. OBJET DU empnas. LEMME pnÉumtmms. — Nous nous proposons
d’examiner les solutions indéterminées de M. Villat du point de vue
de deux conditions de validité physique de M. M. Brillouin. Nous
ferons d’abord connaître des classes étendues de fonctions arbi—
traires <I>(s) de M. Villat, qui conduisent à des solutions en tièrement
acceptables du problème du sillage. Puis nous étendrons au fluide
limité par deux parois planes les théorèmes de validité que M. Leray
a obtenus pour le problème de la proue en fluide illimité.

Dans la suite nous utiliserons fréquemment le lemme suivant, déjà
utilisé par M. Leray : « Considérons une fonction ®(s) satisfaisant à
l’ensemble des conditions (V) et une fonction réelle R(s, s,) des
variables réelles s et s., définie dans le domaine afisêB, 053.511,
où elle est continue; R(s, s.) est supposée décroissante par rapport
à s. . Dans ces conditions, la quantité I(s)

l(s):] R(s, s,)‘D(s,) ds,
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108 JULIEN KRAVTCHENKO.

est négative ». On a, en effet,

I(s)=[ [R(s, s,) — R(s, s,)]®(s,) ds,,

compte tenu de l’équation (l . 16); or,
__ <R(S, $,)

R<(Ë(îïîâî} pour SË307

la dernière inégalité résultant de (l . 18). L’élément difi‘érentiel de
l’intégrale [(s) est donc négatif ou nul : comme il ne peut être
constamment nul, en vertu des conditions (V) et des hypothèses faites
sur R(s, s,), l(s) est négative et non nulle. Bien entendu I(s) serait
positive si R(s, s,), envisagée comme fonction de s,, était croissante.

16. ALLURE DES LIGNES LIBRES. DEUXIÈME CONDITION DE VALIDITÉ DE

M. BRILLOUIN. — Considérons un sillage caractérisé par les constantes a,
b, I.];,, ‘l’2 et la fonction <I>(s), assujettie à vérifier les conditions (V).
On a le théorème suivant.

THÉORÈME 1. — L'ordonne'e y de chaque ligne de jet varie toujours
dans le même sens le long de chacune d ’elles depuis le point de déta—
chementjusqu’aupoint à l ’injini; elle est non décroissante le long de l\,
et non croissante le long de 7.2 .

D’après (l. 14) la dérivée—
d_f

vaut sin®(X, 0) ou sinQ(X, o) le long
des lignes libres; tout revient donc à établir que l’angle ®(X, 0) n’est
pas négatif sur X, , et n’est pas positif sur X,.

Or, l’équation (l . 15) peut s’écrire
‘lt

(2.1) Q(Z)=% o<…[:(‘.”——'logZ—%s,)+Ç<ä—ËlogZ+ä’s,)]ds,
0 - -

… "
(& _<a & . a )=%l[ ®(51) C‘l.filogZ 1r" +C l.filobZ+ fis,

—2Ç(Ê’—’logZ>] ds,

— —‘*’_‘M<°"lng)f®(s,)p
"" ,

(t,—,)

c.),Î—_logz>— p
—fi—

s,
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compte tenu de l’équation (1 . 16) et de la formule C Ill| T. M. Sur le

î—Î’ÊlogZ varie de m3

\ : . ° , ' - ,
_Üü

. '_
, o .

a zero, Il s ensu1t que zp <in log Z) est une quantite reelle posrt1ve.

segment (q, r) de l’axe réel, l’imaginaire pure

La fraction réelle
I

m. o- _ 91
P<ŒIODZ> P_si
 )

Il.

envisagéecomme fonction de s, , est décroissantedans l’intervalleo, n,
puisque p<%älogZ> est réel et compris entre 63 et — oo, alors

que p%‘s. décroît de + ce à c, quand :, croît de o à 11.

Dans ces conditions, le lemme du paragraphe 15 s’applique; la
fonction Q(Z) est réelle et non positive si Z est réel et positif. On
établirait tout pareillement que sur le segment (— 1, -— q), Q(Z) n’est
pas négative; enfin, la partie réelle de Q(Z) ne peut prendre
pour q < |

Z | < 1 les valeurs i Tt, valeurs maxima et minima de cette
fonction sur les frontières de C; cela démontre notre théorème (”). 

(“) Voici comment on pourrait obtenir la démonstration de ce théorème en
utilisant le domaine % et les formules (1.53) et (1.54). En retranchant du
second membre de (1.53) l’expression

_5v<ta_1…_a…_b> “ <b<t'>dt'” t-‘» [_ x/<n—t'2)<b—t')<t'—a)

  
nulle en vertu de (1.54) et dans laquelle t0 désigne l’abscisse de l’image du
point de bifurcation, nous avons, pour 1 < t < 1),   Q(t)_gV(tt—l)(t—a)(lf—t) “ ‘D(t’)(t’—to)dt’

_7r (t—to) _. \/(r—t”)(b——-t’)(t’—a)(t—t’f
L’élément différentiel de l’intégrale du second membre est positif, puisque le

radical qui y figure est positif et que, d’autre part, le produit
®(t’) (t’— to)

n’est pas négatif pour — rg t’ê1, puisque
®(t’) Ç_îo, pour t E […
‘D(t’)îo, pour z;t…

La démonstration du théorème s’achève dès lors comme dans le texte.
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Ainsi, lorsque l’on place les points de détachement aux extrémités
de l’obstacle (problème du sillage), l’obstacle et les lignes libres
forment une courbe dont l’intersection, avec toute parallèle avec Ox,
se réduit à un seul point. Les lignes 7\. et )\, ne recoupent donc pas
l’obstacle et ne se recoupent pas. Le domaine cl ne se recouvre donc
jamais; sa frontière est dépourvue de points doubles. Par suite, la
solution indéterminée du problème du sillage, déduite d’une fonc-
tion <D(s) vérifiant les conditions (V), satisfait toujours à la deuxième
condition de validité de M. Brillouin. Au contraire, la solution du
problème de la proue, posé relativement à l’obstacle caractérisé
par d>(s), peut n’être pas satisfaisante, puisque les arcs tels que Ü]
(voirfig. [) peuvent recouper les lignes libres; une discussion supplé-
mentaire est alors nécessaire.

On a déjà fait observer (cf. % 7) que les lignes libres ont une forme
particulièrement satisfaisante du point de vue physique lorsqu’elles
sont convexes vers le courant; il en est ainsi moyennant les conditions

Æ<o [‘ = :
dZ "“ (]<Z<l.

La discussion que nous venons de rappeler prouve d’ailleurs que
l’inégalité (1.2) de M. Brillouin n’est satisfaite que si la condition
ci—dessus est remplie; celle—ci apparaît donc comme une condition
nécessaire de validité. Nous allons préciser le signe de Q’(Z) pour Z
réel dans un certain nombre de cas particuliers; cette étude repose
sur les lemmes suivants.

LEMME I. — Quelle que soit la fonction <I)(s) vénfiant les condi—
tions (V), Q'(Z) est négative (“) pour Z réel, dans le voisinage des
points Z = 4; q.

En chacun de ces points, en effet, Q(Z) est analytique; la différen—
tiation est donc toujours légitime et l’on trouve

2 11

Q’(—q)=%/ Œ(s) [p <%s+œ,)+p<%.ÿ—oiî>—2e2—ld5,
0 - ' -

' (“) Comme il était, du reste, à prévoir, compte tenu du résultat que l’on
vient de démontrer.
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relation qui s’écrit, en tenant compte de VII,, T. M.,

., Tt

Q'(— q) = —
—_—î‘?'

(e,— e._.) (e._,f— e_,) __(D(s_)-ds.ul] p9—ls’—e
0

F 2

Or, la fraction -—;—l—— est réelle et croissante dans l’intervalle 0,11;
})

7-1
s — e,

d’après le lemme du paragraphe 15, l’intégrale du second membre
est positive. Par suite Q’(— q) < 0.

LEMME Il. — Toute courbe d ’e'quation ®(X, Y) = const., intérieure
au domaine d et issue d’un point du segment (— 1 , — q), ne peutaboutir
qu’à un point Z = e’“, sés; TL.

’

La fonction ®(X, Y) étant analytique le long de l’axe réel et
prolongeable par symétrie à travers cet axe, ne peut prendre sur OX
des valeurs isolées; chaque point de l’axe réel est donc l’origine d’une
courbe d’équation ®(X, Y) = const. et issue de ce point.

Ensuite, cette ligne est analytique régulière à l’intérieurde d (et par
suite de C); elle ne peut donc présenter de point d’arrêt dans d. Elle
ne peut aboutir à un point du segment (— I, — q); sinon, en prenant
le symétrique de cette courbe par rapport à OX, on obtiendrait un
domaine fermé, limité par une courbe simple le long de laquelle la
fonction harmonique ®(X, Y) serait constante, donc constante dans
tout le domaine. La courbe ®(X, Y) :: const., issue d’un point du
segment(— 1, ——q), ne peut atteindre un point du segment (q, 1),
puisque ®(X, Y) est positive sur l’un des segments et négative sur
l’autre. Cette courbe ne peut enfin aboutir à un point de ]Z]=q,
puisque ®(X, 0) n’est pas nul pour — 1 <X<—q; donc elle doit
nécessairement atteindre un point de l’arc sésîn de Z = e’°‘ le long
duquel @ (coss, sins) n’est pas négative.

LEMME Ill. — Deuœcourbes quelconques®(X, Y) = C. et ®(X, Y) = C2
issues de deux points distincts de (— I, — q) ne peuvent avoir de points
communsà l’intérieurde d.

En effet, Q(X, Y) étant uniforme et régulière dans d, cette éven-
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tualité ne pourrait se présenter que si les constantes C. et C._, étaient
égales; or, les raisonnements précédents prouvent que cela est
impossible.

Cela posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME ll. — Si l’arc m, de l’obstacle (ou m,) possède des points
d’infleæion, la ligne libre “A, correspondante (ou )\2) peut avoir n+1
points d'infleæion au plus.

®(8)
ds

et est continue pour oâsên sauf pour s=s,; par hypothèse, elle
s’annule donc n fois dans l’intervalle SoÊ3Ê n. Ceci posé, soit Z = X,,
l’affixe d’un point de l’intervalle — 1 < X1 <-— q où Q’(Z) = o;
Q(Z) étant analytique pour qî

|
Z

| < 1, ®(X, 0) n’est pas une valeur
de ®(X, Y) isolée dans le voisinage de Z=X,. Il part donc de ce
point au moins deux courbes d’équation ®(X, Y)=®(X., 0) qui
aboutissent, d’après les lemmes II et 111 aux points Z = e""* et Z = c’“;
s.,îs. < s', É T:.

Si s,;£s,, la valeur de ®(coss., sins.) est bien définie; on a
donc Œ(s.) = <I>(s', ), ce qui ne peut avoir lieu que si Œ'(s) s’ennuie au
moins une fois dans l’intervalle s., s',. Il peut donc y avoir au plus
n points d’affixes X,, X,, ..., X,,(— 1 < X,,<. . .< X, < — q) tels
que : I° Q’(X;, o) = 0; 2° les extrémités Z = e"", Z= e""i des courbes
®(X, Y)=®(X,, o), issues des points Z = X,, soient intérieures à
l’arc so<sgn.

Il reste à discuter le nombrede zéros de Q’(X, 0) pour X, < X < — q
dans l’hypothèse s1 =s0. Dans ce cas, on ne peut avoir s1 =s',;
sinon ®(X, Y) serait constant sur la frontière d’un domaine simple
et, par suite, constant dans d. Avec nos conventions, on a donc
s', > s, =s,. Or, d’après les lemmes I et II, toutes les courbes d’équa-
tion ®(X, Y)=®(X’, o) issues des points Z=X, X,<X’<—q
aboutissent nécessairement au point Z = Z, sans se recouper à l’inté-
rieur de d. Il en résulte, d’après la formule (A) du paragraphe 10,
qu’auxk croissants et, par conséquent, aux X décroissants, ne peuvent
correspondre que des valeurscroissantes de (% et, par suite, de ®(X’, o).
Il s’ensuit que la dérivée de ®(X, o)=Q(X, 0) ne change pas de

existe . . , . dPour Simplifier la demonstration,nous admettrons que
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signe sur l’intervalle considéré (“*) X, < X <— q; cela établit notre
théorème.

Ce théorème entraîne les conséquences suivantes :

COROLLAIRE I. — Chacune des lignes libres )… et X,, correspondantes
aux profils formés de deux arcs au. et 132 convexes vers le courant, ne
peut avoir plus d’unpoint d’infleæion.

Cela résulte du fait que %,’—D (s) est, dans ce cas, négativedans chacun
8

des intervalles 0 ; s 5 so, sé s g 11.

COROLLA1RE ll. — La condition nécessaire et suflisante pour que les
lignes libres )… et À, correspondant auæ profils visés par le précédent
corollaire, soient conveæesvers le courant s’écrit

d£!
<â> :ilg0.

D’après (1.36), cette condition est manifestement nécessaire; il
reste à faire voir qu’elle est suffisante. Le précédent corollaire montre
que l\. et la possèdent un point d’inflexion au plus. Dès lors, pour
que ces lignes en soient dépourvues, il suffit qu’elles soient convexes
vers le courant aux points de détachement P4 et R,; en efl’et, elles le
sont, d’après le lemme l, à l’infini.

Or, l’inégalité [Q’(Z)]z=iéo exprime justement le fait que les
détachements de 7… et de )… sont, soit en amont, soit en proue
[cf. (l.3ô)]. Dans ces deux cas, 7\. et 12 sont convexes en P. et P2,
puisque l’obstacle y est convexe.

Remarques. —— 1° Ce théorème constitue l'extension au cas dissymé-
trique d‘un résultat dû à M. Villat.

2° Dans le cas où ).… par exemple, présente un détachement en
proue, les résultats ci-dessus ne suffisent pas à assurer le non-recou—
pement de ’A. avec l’obstacle, supposé prolongéau delà de P, ; a priori,
la condition de validité de M. Leray n’est pas satisfaite et une étude
supplémentaire est nécessaire.

Dans certains cas, il est possible d’abaisser la borne supérieure que 
(*“) Ce fait est à rapprocherdu lemme I du présent paragraphe.
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le théorème précédent assigne au nombre des points d’inflexion d’une
ligne libre; c’est notamment le cas de l’obstacle dont la fonction
caractéristique fD(s) vérifie, outre les conditions (V), les conditions
suivantes : la dérivée <l>’(s) existe et est continue dans chacun des
intervalles o_âsâs0 et sésën; 3, et 8, désignant deux nombres tels
que séè.ên et oîë,ês,, (D’(s) est négative pour 0ê5î32 et 3,Ésîu,
positive pour 82gsgso et sés28.. Autrement dit, l’obstacle corres—
pondant sera formé de deux arcs concaves vers le courant, formant au
point de bifurcation un angle rentrant ou saillant et dont chacun est
prolongé d’un arc convexe; comme cas limite, chacun des quatre
arcs ci-dessus pourra être supposé réduit à un point, en sorte que
pour 3. =s,: 82 on obtient des obstacles convexes visés par le corol—
laire I. Ceci posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME [II. — Lorsqu’une solution du problème du sillage est
construite à partird’une fonction ®(s)vérifiant les conditions énumérées
ci—dessus, chacune des lignes libres correspondantes ne peut avoir plus
d’un poznt d’infleæion (alors que ce nombre maximum serait de deux
d ’après le précédent théorème).

En effet, le nombre maxima de points d’inflexion éventuel de 7…

serait de deux; soient XI et X,, (— 1 < X2 < X, <— (1) leurs images
sur d. D’après ce qu’on a vu, l’une des courbes ®(X, Y)= ®(X,, o)
aboutit nécessairementau point Z: Z0; sinon, il ne pourrait y avoir
qu’un point d’inflexiori sur 7…

La formule (A) du paragraphe 10 prouve que ®(X4 , o)î£I>(s0 + 0);
il en résulte, d’après nos hypothèses, ®(X,, 0) < <D(3,). Par suite, les
autres courbes d’équation ®(XU o): ®(X, Y), et l’on sait qu’il y en
a au moins une, atteindront le cercle|Z] = 1 en un point Z=e”" tel
que s. > 8,. Or, cela empêchera deux courbes d’équation

(‘)(X, Y) =0(X2, o)

d’atteindre l’arc s, < s < 7: de Z: e'°‘ en deux points Z = e’"'* et
Z=e“î tels que la dérivée <D’(s) s’annule dans l’intervalle s,êsîsî,.

Cette remarque établit notre théorème.

COROLLAIRE I. — La condition nécessaire et suflîsante pour que les
lignes libres X, et ?… qui correspondent aux fonctions fI>(s) visées par
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l’énoncé du théorème Il], soient convexes vers le courant, est que la
condition de M. Villat,

9' ( l‘“— 1) ê 0,

soit satisfaite.
La démonstration est identique à celle du corollaire II du théo-

rème Il.
COROLLMRE Il. — Si la fonction caractéristique tI>(s) pourvue d’une

dérivée continue dans chacun des intervalles o gs 5s0, sésî 7c, conduit
à un obstacle dont l’arc 55, (ou 652) est concave, la ligne libre,)… (ou 12)
n’a pas de point d’inflation.

Cela résulte des raisonnements mêmes employés pour établir le
théorème III.

Remarque. — Dans le cas que nous venons de considérer, la ligne 7\,

ne peut pas présenter en P, de détachement en proue. En effet,
X. serait osculatrice en P, à l’obstacle, donc concave vers le courant
dans le voisinage de ce point, et convexe à l’infini, d’après le lemme I.
Elle présenterait donc nécessairementun point d’inflexion, ce qui est
impossible. On peut arriver à cette conclusion en discutant la nature
du détachement à partir des formules (B) et (B’) du paragraphe 15.

17. ETUDE DE LA FONCTIONT(X, Y). PREMIÈRE CONDITION DE M. BRILLOUIN.
— Le sillage étant caractérisé, comme précédemment, par les éléments
arbitraires de M. Villat, nous nous proposons de l’étudier du point
de vue de la première condition de validité de M. Brillouin qui
s’écrit, d’après (1 . 2) et (l . 12),
(2.2) Tgo.

Nous avons vu (cf. @ 9) qu’il n’y a besoin de vérifier cette condition
que le long des images de l’obstacle et des parois. Le théorème 1

ci-dessous affirme que les vitesses sont toujours acceptables le long
de Z=qe“, oêsîz.

Tout revient alors à vérifier l’inégalité (2.2) le long du demi—
cercle supérieur Z = e"‘:, le théorème 111 fait connaître une condition
suffisante de validité.

Journ. de Math , tome XX. — Fasc. 2, 1941. 15
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THÉORÈME 1. —— La première condition de M. Brillouin est satisfaite le
long desparois du canal.

Faisons, en effet, Z = qe" dans la formule (2. 1). La fonctionQ(qe”)
se réduit à iT(qe”); il vient, en effet,

001
(l.)

,—-l0gZ= *!S+(Ù3,( 7Ï1Î

d’où  11

is ___‘t’1 ; “_fi ds.………fi2p<fi.…)fo…
…

«»
'

‘ P ; + :} —P7—T'31

Lafonction
I

œ’s+œ (”'sP 7r
:; Pfil
 

est réelle puisque p (% s + ce,) est réel dans l’intervalle o ; sg Tt; envi-
sagée comme fonction de s., elle est une fonction régulière et décrois—
sante de celle variable dans l’intervalle o gs, g 11. D’après le lemme du
paragraphe 15, l’intégrale qui figure au second membre de l’expres-
sion de T(qe“) est négative. Par ailleurs, la quantité p’(%s—l— (u,)
est positive pour 0 < : < 11, ce qui démontre notre théorème.

On peut préciser davantage, en étendant au cas dissymétrique
l’énoncé suivant de M. Jacob.

THÉORÈME Il. -— La dérivée %(qe“) ne s’annule qu’une fois dans
l’intervalle 0 < 3 < ‘a.

1° En effet, les fonctions harmoniques conjuguées ®(X, Y) et
T(X, Y) sont analytiques pour Z: qe“ (of. 9); elles vérifient donc,
le long de ce cercle, l’équation

de _ ; d'l‘(qe"—‘)(2-3) dîï —
5 T’

où n désigne la normale intérieure au domaine (1. Jointe à la rela—
tion ®(qe“) := o, (2 . 3) montreque, dans le voisinage du point Z = qe”,

' ‘ - . . . dT “ .

la fonction ®(X, Y) est pos1tnve ou négative selon que ——%—el est
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dT(qeis)

ds
pours= s en passant du négatif au positif, par exemple, ®(X, Y) sera
positive dans le voisinage de l’arc Z=qe‘*, s>e et négative dans
celui de l’arc Z=qe‘*, s<e; ceci entraîne l’existence d’une ligne,
au moins, d’équation®(X, Y) = o, issue de Z = qe“, autre que |

Z
|
= o

et intérieure au domaine d. De plus, une de ces lignes (on pourrait,
en précisant un peu le raisonnement, établir dès maintenant qu’elle
est unique) est orthogonale à |Z |

= _q', puisque, d’après (2. 3), il vient

de _% Z=qef3—
0

et que, d’autre part, ce zéro du premier membre est nécessairement
d’ordre I.

positive ou négative en ce point. D’après cela, si s’annule

2° Les lignes ®(X, Y)=o, dont on vient d’établir l’existence,
aboutissent nécessairement à un point Z = €“.

En effet, aucune d’elles ne peut atteindre le cercle |Z| = q; sinon,
la fonction harmonique ®(X, Y), régulière à l’intérieur du domaine
limité par cette ligne et |Z |

= q serait nulle sur ses frontières, donc
nulle partout dans d. Le même raisonnement prouve que deux lignes
en cause ne sauraient avoir de points communs dans d. Par ailleurs,
on a vu que la ligne ®(X, Y)= o issue de Z = qe"€ ne peut atteindre
un point de l’axe réel (cf. @ 16, lemme Il).

3° Ceci posé, on a, en tenant compte du lemme du paragraphe 16,
d@ dE)

QI(+g)=<%>z_q<o, QI(—q)=_<ä)z__q<o’
d’où, d’après ("2. 3),

dT(qe'—‘)
ds Ëo pour Z=_T_ q.

———dT(£;îeu) changede signe dans l’intervalle 0 < s< 11,

et cela un nombre impair de fois. Montrons qu’elle ne peut admettre
qu’un seul zéro, par exemple qu’elle ne peut changer de signe
pours=e,, s= 52, s=e,, a, < 52< s.,.

Ainsi, la dérivée
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d'1‘ (qi-°)En effet, dans ce cas,
ds serait positive pour e.<s<s;. et

négative pour e._. < s < &…

Considérons alors le domaine b, limité par l’arc Z = qe"“(e,âsëe,)
par les deux courbes d’équation ®(X, Y) = o, issues respectivement
de Z = qe’3' et Z = qe”*, contiguës à cet arc; enfin, l’arc de Z = 6"‘ aux
extrémités duquel aboutissent les courbes ®(X, Y) = o précédentes
— compte tenu de l’alinéa 2°.

D’après ce qui précède % > 0 pour Z = qe”, €. < 5 < e._,; ®(X,Y)
serait donc positive dans le voisinage de cet arc. Ceci exige que le
domaine !) atteigne l’arc de Z=e‘-", s>so, où ®(X, Y) prend des
valeurs positives ou nulles d>(s); sinon ®(X, Y) serait nul ou éven-
tuellement négatif sur les frontières de b et, par conséquent, nul ou,
éventuellement, négatif dans b, ce qui serait contraire à l’hypothèse.

Il suit de là que ®(X, Y); 0 sur les frontièresdu domaine limité par
Z: qe“, a._. <s< e,, le segment (— 1 , —— (J) de l’axe réel, l’arc

|
Z

|
= 1

et la ligne ®(X, Y)=o issue de Z: qe‘ï Or, le raisonnement de
l’alinéa 1° preuve que ®(X, Y) est négative dans le voisinage de
l’arc Z=qe”, s,<s<e3 appartenant à ce domaine. Cette contra—
diction établit le théorème que nous avions en vue.

Remarques. —— Ainsi, la fonction T = qe” n’a qu’un seul minimum,
s=e, le long de |Z| = q, image des parois p.… p.,. du canal; comme
T(q) =T(— q) = o, T(qe“) est constamment négative. Il y a plus.
La fonction ®(X, Y) change de signe lorsque le point Z= X + iY
traverse une ligne d’équation ®(X, Y) = o; les raisonnements
ci—dessusprouvent que la ligne ®(X, Y) = o, issue du point Z = qe“,
est unique et qu’elle aboutit nécessairement au point Z = Z… Cette
courbe partage donc le domaine d en deux domaines partiels b, et b._,;

®(X, Y)20 dans b4 attenant à l’image de )…; ®(X, Y)50 dans
l’autre.

Il reste à étudier et à discuter la condition (2.2) le long de l’image
de l’obstacle; on a, d’après la formule (l .20) de M. Villat, T(as>=î—âfÏ®<s0—d><s>1%ç[ä' <s—s.>] +:[ä-ÿ <s+s.>]ldsl+ "”;?" s….
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Transformons le second membre au moyen de la formule

l'=x
u. 7r T… 27? ‘-’" . r7:uÇ(u)=m—+—cot—+—E ? smw, 20), 2e). co, 1——q'“' -w,  

r=l
(cf. T. M. CVI._,); nous poserons, pour simplifier,

wi
u__%—s, (t,—Es…

il vient
2 @) 't s+s s—s“ü>1[C((t + u,) + {(a — u,)] =“—J_£s+ â[cotTl + cot—2—'

]:7;

….z_I‘=l
 [sim (s + s,) +sinr(s—s,)],

d’où, en tenant compte de l’équation (l . 16) et après quelques calculs
faciles,
(2_4) T(eis)=

5__“lsfjwd_çl7T coss1 —— coss

Trï‘=l
 _Üsinrsf ®(s,) cosrs, ds,.

0

Nous désignerons, suivant l’usage, par 1(s), la première intégrale
du second membre. On sait que la fonction 1(s) est égale — d’après
une formule bien connue de M. Villat (5°) — au logarithme de la vitesse
le long des obstacles, construits en fluide indéfini à partir de la même
fonction arbitraire Œ(s). (Ces obstacles en fluide indéfini dépendent
d’un seul paramètre.) Ceci posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME Ill. — La difl”e'rence T(e“ —f‘(s) est sûrement négative
lorsque le paramètre q (57) est inférieur à 0,5 17.

Posons, en effet,
<p(s, s,) =ÎÊEIÎ 2I_sin rs cos rs, .  

(“*) Cf. loc. cit., Aperçus théoriques, page 9.(“) Le paramètre q est relié aux éléments a, b de M. Villat par les for—
mules (1.6) et (1.8).
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On a, d’après (2.4),
T;

T(e“)=r(s)+f ‘D(s,) cp(s,s,)ds,.
0

Pour démontrer le théorème, il suffira d’établir, d’après le lemme
du paragraphe 15, que cp(s, s,), envisagée comme fonction de s,, est
décroissante dans l’intervalle (0, T:), quel que soit 3, oîsârc; cela
équivaut à vérifier l’égalité

713(2.5) < 0 pour
 HA

HA 8

S. HA

HA

ds

C’est à cette vérification qu’est consacrée la suite de la démons—
tration. Mettons <p(s, s.) sous la forme

TL” (l‘)/' _

@

q2l" _... s s : —-——_:Slfl" s+s +2—_—,*_Slfll' S“"S .2‘P(a 1) 21—q-‘ ( 1) 1—q-’ ( 1)

1 1

Nous transformerons le second membre à l’aide de l’identitéélémen—
taire (“*) :

q_“-”q
_ q’”sinu __

°°

(2.6) A(u)= [___sinru__—É(1——2qzflcosu+qlfl)__2 V,,(u
1p=1

.—l': 
("’”) Pour démontrer cette formule on peut procéder comme il suit. On &

I—_—?;=I+q2r+-..+qallr+....

A(u)=É——£—q—Ql51nru_229°/"51n1u
[l=l !=!

On en déduit

. 1 ._ ._Dans le second membre, remplaçons s1nru par sa valeur ;;.(e””—r””).
La fonction A(u) s’écrit alors

A(”)=—Ê Ëq1p——Ëq2p)": l ] =1
où l’on a posé

qu’—__ 62/IÎÏTË+ÏM et 72/1= e2/11‘11—1u_

Les séries qui figurent entre les parenthèses du second membre sont des
progressions géométriques convergentes; en effectuant les sommations par
rapportà r, en réduisant et en remplaçant les exponentielles par q, sin u et cosU,
on trouve la formule du texte.
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011

(2.7) v,… = q‘-’/' sin u
1 — 2q2P cos u + q""

Moyennant ces conventions, nous pourrons écrire

gç(s,sl)=[A(S—l—S1)+A(S—S1)],

en sorte que l’inégalité (“Z. 5) est équivalente à la suivante :

A' A' > .
;

Oâs êfi,
(s-—s.)— (s+s1)=o pout

\ 053,511.

Nous allons faire voir que l’inégalité (2.5) est sûrement vérifiée
lorsque la fonction A’(u) est décroissante dans l’intervalle 033511;
il suffit, évidemment, de se limiter au cas où s>s., puisque les
diverses expressions de la fonction ÊŸ%°Ï’—’ sont symétriques par
rapport à ses arguments.

’

Admettons, en effet, que A’(u) décroisse dans l’intervalle o gag TI,

la courbe L, représentative des variations de A’(u), est symétrique
par rapport à la droite u=7t et affecte, dans l’intervalle 0,211, la
forme indiquée sur la figure 7. Nous appellerons M, N, P les points
de L dont les abscisses sont respectivement égales à s, s — s. et s + s..

?. (I’—î ]

       -—-—-——-

2

a
——9

-—————-->

p_———————

- p
I
|
|

!

p ?n 12Q :: 5
Or, d’une part, l’argument (s — s,) étant positif, car 3 > $.,

. - , A 0 \,
le pomt N est s1tue sur l’arc BM de L. La d1flerence (27. — s — s.) des
abscisses des points D et P est, d’autre part, supérieure à (s—s,)

_ /"\ A .puisque s<1t. Les arcs BC et CD étant symétmques par rapport
à u = 11, il suit de là que l’ordonnée de N est supérieure à celle de P
lorsque s croît de zéro à Tt. (1. Q. F. D.

\ INous sommes ainsi ramenés & etudier les variations de A’(u).
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Or, il vient, d’après (2.6),
A”(u)=2 V}',(u),

1

avec, en vertu de (2- 7);
(! + qtp)2_ 8q“'+ 2q2/1(1 + (j‘/’) cosa” :_ 2p ’V,,(u) q smu (I_2qgl,cosu+qt/I)fu 

Nous poserons
h,,(u)= (l + (l‘”)°*- 8qw+ WW! + Q"") cosa-

Il est clair que le terme de rang p du développement de A”(u) est
du signe de -— h,,(u) pourvu que 0 < u < 11; il suffit donc, pour que
la dérivée A”(u) soit négative dans l’intervalle considéré, que toutes
les fonctions h,,(u)[p— 1 , 2, . . ., ce] soient positives.

Or, une discussion élémentaire montre que : 1° les h,,(u) sont des
fonctions décroissantes de cosa; le minimum de chacune d’elles est
atteint pour u: Tt; on a

 
h,,(n)=af,—— 2a}‘,—6a,‘î—2a,,+x,

formule où l’on a posé _ 2).av—9’:
2° h,,(1t) se présentent sous forme de polynomes symétriques en a,,

qui se réduisent à 1 pour a,,= o et dont la plus petite racine est égale
à 2 — \/3.

Il suit de là que tous les h,,(u) seront sûrement positifs, pourvu que

qâ\/uî= & —\/ä#0,517,
car a,, est une fonction décroissante de 1). Ce résultat démontre notre
théorème.

Communs. — Une condition suflisante pour que l’inégalité (2 . 2)
de M. Brillouin soit vérifiéepeut s‘écrire

' 5
,

_
r(s) < o.

«:(.s) désignant la fonction de M. Villat définie par
sins “®(s,)—®($)ds_

1r 0
coss,—coss(Cf. 2.4) r(s)=

Or, M. Villat a fait connaître de vastes classes de fonctions ®(s)
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vérifiant la deuxième inégalité (2.8). Chacune de ces fonctions
fournira donc en fluide limité par une ou deux parois planes des
obstacles le long desquels les vitesses seront acceptables pourvu que
le paramètre correspondant q ne dépasse pas 0,517; tel sera,
notamment, le cas des fonctions <I>(s) croissantes pour oêsâ Tt (carac-
térisant les profils concaves vers le courant); cet énoncé constitue
l’extension au cas du canal (ou d’une seule paroi) d’un théorème de.
M. Boggio (“).

A de telles fonctions Œ(s) correspondent des lignes )\4 et 7…_,

convexes vers le courant (pourvu que g soit assez petit) (cf. @ 7); ces
lignes ne se recoupent pas (cf. @ '16, théorème I). La solution du
problème indéterminéest alors entièrementacceptable; les inégalités
(2.8) constituent donc des conditions suffisantes de validité physique
pour les solutions construites à partir des éléments a, b, LP. et &!)2 et
des fonctions ®(s) vérifiant l’ensemble des conditions (V).

Remarque. —— Il est possible de préciser la signification géométrique
de la première condition (2.8) Les résultats du troisième chapitre,
en effet, permettent de relier q aux dimensions de l'obstacle d’une
part, et aux distances d,, de des points de détachementaux parois p., , 51.2

du canal d’autre part; on montre ainsi que, qualitativement, la pre-
mière inégalité (2.8) exprime que les parois du canal doivent être
suffisammentéloignées de l’obstacle. Nous renvoyons pour les préci—
sions quantitativesaux travaux de M. Oudart (°°).

18. PROBLÈME DE LA mous. OBSTACLES EN ACCOLADES DE M. Lann. —
Nous allons maintenant étendre au cas du canal (et, par suite, au cas
d’une seule paroi plane) un théorème de validité que M. Leray a fait
connaître pour le cas du fluide illimité. Contrairement à ce qui avait
lieu jusqu’ici, les catégories d’obstaclesqu’intéresse l’énoncé en cause 

(“‘-’) Dans le paragraphe suivant nous établirons cette proposition indépen-
damment de toute limitation du paragraphe q. On trouvera une autre démons-
tration, très simple, de cette propriété dans notre travail « Sur un théorème de
validité dans la théorie des sillages » qui paraîtra dans les Mémoires de l’Aca—
démie, t. 63, 1940.

(°°) C. R. Acad. Sc. t. 208, 1939, p. 721.
Jour-n. de Math., tome XX. — Fasc. 2, 1941. 16
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ne seront plus caractérisés par les éléments arbitraires de M. Villat,
mais par des propriétés intrinsèques. On commence par postuler à
priori l’existence d’une solution du problème de la proue corres-
pondant à un obstacle de forme donnée et de position connue par
rapport aux parois planes : on montre ensuite qu’une telle solution
est nécessairement acceptable (0 ' ).

M. Leray appelle accolade tout obstacle vérifiant les conditions
suivantes :

Son intersectionavec une parallèleaux parois de l’obstacle se réduit
à un point unique. La courbure c(l) de l’obstacle, considérée comme
une fonction de l’arc [ de celui—ci(comptéà partir du point d’ordonnée
minimum B) possède, relativement à lune dérivée c’(l) vérifiant une
condition E,,(l) le long de chacun des arcs BB et (ÎÔ— en lesquels un
point 0 partage, éventuellement, le profil — extrémités comprises.
Au point Ole profil peut présenter, éventuellement,un point anguleux
ou un point de rebroussement [cf. @ 10 et l’équation (l . 17)];
nous appellerons zna l’angle que font en 0 les demi-tangentes aux/‘\ /\\
arcs OC et BO.A . . , .L’arc OC de l’obstacle (c‘est—à—d1re l’arc 51tue tout entier dans la
bande comprise entre p.. et l’horizontale de 0; voir la figure 8) se./\ , , .compose d’un arc OL, non convexe vers le courant (c’est—a-d1re d’un
arc concavepouvant contenir,éventuellement, des portions rectilignes)

’ /\ A ' Aet d un arc C1 C convexe vers le courant; la courbure de C. C ne decr01t/\
pas en valeur absolue quand on parcourt C, C de C, vers C.A A

Pare111ement,l’arc OB de l’obstacle se compose d’un arc GB,, non
’ / \ /\

convexe vers le courant, et d un arc convexe B, B; la courbure de B. B
ne décroît pas en valeur absolue lorsqu’on décrit cet élémentde profil 

(*“) Remarquons à ce sujet que le théorème II du paragraphe 16 peut s’énoncer
comme suit : supposons qu’il existe une solution du problème du sillage posé
pour un obstacle convexe donné de forme et de position relativement auæ
parois d’un canal; alors, chacune des lignes libres ).1 et 12 correspondantes
ne peut avoirplus d’un seulpoint d’infleæion.
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. . A ’ \ /Î\‘de B. vers B. A la 11m1te, chacun des arcs B, B, B. OC… L, Çpeut être

supposé réduit à un point unique : ceci permet de considérer un arc

Fig. 8. 
l‘Ll  l"'z 

de cercle, un arc concave, un arc convexe, comme des cas particuliers
de l’obstacle en accolade. Remarquons enfin qu’un tel obstacle rentre

Fig. 8 bis.

Uéo
C);0J=—l   

dans la catégorie générale des profils visés par l’énoncé du théo—
rème II du paragraphe 16.

Cela étant, posons-nous, relativement à un tel obstacle, le problème
de la proue (énoncéau 5 7); supposons qu’on ait construitune solution
de ce problème [c’est—à-dire qu’on ait déterminé les éléments ala, %,
a, b et CD(s) associés à l’accolade] telle que les détachements soient
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en proue ou versl’aval(”)(ce dernier cas se présentant lorsque P. ou P,
sont confondus avec C et B) et que le point de bifurcation soit placé
au point anguleux O du profil (““)sicelui-cien possède un ou coïncide
avec un point de l’arc B, C' dans le cas contraire; nous construisons le
domaine d qui correspond à ces éléments et nous allons montrer que
toute solution de l’espèce considérée vérifie les deux conditions de
validité de M. Brillouin.

Les points de détachement P, et P2 sont à priori inconnus; maisA
nous allons montrer qu’ils sont nécessairement Situés sur les arcs B, B

et CTC respectivement lorsque ces arcs ne se réduisent pas à un point
unique (par exemple, dans le cas de l’obstacleconcave vers le courant).
Dans ce cas les points C et C, sont confondus; d’après notre énoncé
P, sera alors nécessairement confondu avec C. Sinon, en effet, l’un
des arcs m, et m, serait réduit à un arc concave vers le courant, alors
que le détachement correspondant serait nécessairement en proue
(puisque P. et P2 sont distincts de B et C). Or, ces deux faits sont
incompatibles, d’après le corollaire ll du théorème IV (cf. % 16) et
la remarque additionnelle. Cela étant, nous appellerons e"" et e"” les
images respectives des points C, et B. dans le plan Z; la fonction <I>(s)
est par suite croissante dans les intervalles 82gsîso, 505528. et
décroissante pour oîsï8._,, 8. Ê"Ë n. D’après les résultats (“") du para-
graphe 15, ®’(s} et ®”(s) existent (sauf pour s=s,,) puisque c et à
existent. Nous allons montrerque les lignes libres sont nécessairement
convexes vers le courant.

En effet, si le point P, coïncide avec C, la quantité correspon-
dante Q’(— 1) ne peut être positive, puisqu’en ce point la ligne X.
présente, par hypothèse, soit un détachement en aval, soit un
détachement en proue; dans le premier cas )… sera convexe dans le
voisinage de C en vertu d’un résultat du paragraphe 15; il en sera
de même dans le second cas puisque m, est convexe en C; en vertu du

(") Nous montrerons que de telles solutions existent.
(53) Cette hypothèse est sûrement remplie dans le cas particulier de la confi-

guration symétrique.
("‘) Et leurs réciproques qui seront établis au cours du Chapitre III.
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théorème III du paragraphe 16, X, est toujours convexe. La conclu-
sion subsiste si l’on suppose P4 placé en un point quelconque de OTC.

Cela acquis, considérons les fonctions harmoniques conjuguées
U(X, Y) et V(X, Y) définies par l’équation (1.35). Ces fonctions
existent pour |Z .

= 1, puisque ®’(s) existe (cf. @
15).

Nous appelleronsO l’ensemble ouvert des points de d en lesquelsV
est négatif; l’ensemble ouvert des points de O en lesquels U est
positif (ou négatif) sera désigné par O+ (ou O_). Les ensembles O,
O+, 0_ se décomposent respectivementen domaines D, D+ et D_ d’un
seul tenant; nous désigneronspar D’, D'+ et D'_ leurs frontières respec—
tives, supposées orientées dans le sens des rotations positives.

1° Nous allons montrer tout d’abord que dans le voisinage
de

]
Z j = q il existe des points appartenant à chacun des ensemblesO,.

O+ et O_. On remarquera que la démonstration s’applique à tout
Obstacle vérifiant les conditions (V).

En effet, d’après les équations de définition même, U(qe"‘)=o;
d’autre part, le long de Z: qe”, on a

. dT dT dsV(qe”):
W
: “Æ ÎÎ

,
‘

dTOr, le théoreme II du paragraphe 17 montre que Æ change de
. . ds . .

s1gne une f01s pour s=s,, alors qued—change de 51gne une f015

pour s=s1 (Z. = qe'“ étant l’image du point à l’infini, en amont, du
domaine 61); en définitive, le long de |Z[=q, V est positif pour
oîs__<_s, et eîsîn; V < 0 pour sésîe (”), donc dans le voisinage de
l’arc correspondant de |Zl=q. Il s’ensuit que l’ensemble 0 n’est
pas vide.

D’après ce qui précède, V(qe“) possède au moins un minimum
- - . ‘ d'V is

dans l’intervalle s. gs; &; 11 ex1ste donc un argument s: a. ou -—(dîe—)

s’annule en passant du négatif au positif. Comme U(qe“)=o, la 
(“) Dans le cas symétrique size; on adaptera aisément les raisonnements

à cette hypothèse. Nous admettons, pour fixer les idées, que a > $,; cette hypo—
thèse ne diminue en rien la généralité du raisonnement.
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relation
dU _ . dV

( e,_‘__

dn _—
(/ ds

q )

montre alors que U < 0 dans le voisinage de Z: qe“ pour s, — s > o
et suffisamment petit, et que U>o dans le voisinage de Z=qe“
pour s— a. > o et suffisamment petit; ces raisonnements établissent
l’existence de chacun des ensembles 0+ et O_, puisque V < 0 dans
le voisinage de q: e’ê' (°°).

2° Nous allons maintenant étudier les valeurs frontières de U
et de V.

On vérifie aisément que le point Z = q est un zéro double de la
fonction t(Z) — a. 

(°°) Lorsque l’une des parois, pt, pour fixer les idées, s'éloigne indéfiniment,
les raisonnements doivent être retouchés comme suit. En admettant la réciproque
du théorème du paragraphe là, nous supposerons que la condition d.,=oo
entraîne : lim

]
a

| =oo; il vient alors, d’après ce qu’on a vu : lims,=o; la fonc-

tion V(qe“): î,—T (qe"‘) ne change de signe qu’une fois dans l’intervalle 053573

Comme V(q): <—) <d_s) est nul, V(qe“) sera négatif dans le voisi-
ds , s=0 df :=0

nage de s=o; l’ensemble 0 existe encore dans le voisinage de Z=q. Les
formules (1.43) et (1.50) montrent, en effet, que dans le voisinage de Z = q, on a

2 2

<ë—[>
=A, [:_-th I

Z=qdt 737 ïî_—q)z + - - "
dSZ . , ,

Cela montre que
217

est holomorphepour Z: q et y possede un zero d ordre

trois; ou a
. _ œ‘f , dt __ 3U+zv_fifioçq)(aÿ)zzq(z q) +....

Il s’ensuit que s=o est un zéro de £ïä—Q;
un minimum dans l’intervalle 05355. Dès lors le raisonnement du texte suffit
pour établir l’existence des points de 0+ et de 0_ dans le voisinage de ce mini-
mum Z : qe“n

Si la paroi pq s’éloigne indéfiniment, on retombe sur le cas du fluide indéfini
traité par M. Leray.

V(qe"’) possède donc au moins
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D’après (1.10’) : [%] = 0 puisque p’(ro, + w,— %logZ) se
_ :=f/

réduit pour Z = (] à p’(w. ) = 0. On a donc

;‘{ _ÿ //

. [ — a of,—’ P 2
p m.

Il… ' n=_ :)
oa ' -7‘z=',(/J—q)- M'tl' (, _ Ï)’,, p

2

Des conclusions analogues valent pour Z=— q; ce point est, en
elÎet, un pôle d’ordre trois pour le numérateur du second membre
de (l . 10’) et un pôle d’ordre quatre pour le dénominateur;donc

2
1 d'—’Zt—l=—

-——>
Z+ 2—i—....)

<dlz,Z=—q( q)

D’après (i .4) on peut écrire dans le voisinage de Z = q

f=— %log(t —- a) + série entière en (Z — q),

d'où l’on tire, en utilisant les développements précédents,

(2—9) f=—îËlog(Z—q)+sérieentière en (Z—q).

Le comportement de f dans le voisinage de Z: — q est absolument
analogue.

[Notons en passant que cela montre que les points Z =:i:q sont
des zéros simples de % : U et V ne changent pas de signe dans les
portions de voisinage (intérieurs à d) de ces points.]

Le long du segment qêZîr (ou —— 1 gzg— q), U est positif (ou
négatif) puisque les lignes tournent leur convexité vers le courant.
Il s’ensuit(“’)qu’aucundomaineD n’atteint les points Z =+ 1 (ou — 1)
lorsque la quantité Q'(+ 1) [ou Q’(— I)] diffère de zéro.

a. En effet, si V(X, Y) était négatif dans le voisinage intérieur
à d de Z=—|—1 et du segment (q, 1), il résulterait de la relation
V(X, o) = o l’inégalité

dU dVâî(X7 0): Æ(Xy Y)<°y 
(“’) C’est un point important de la démonstration.
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valable le long de l’axe réel; U(X, 0) serait donc décroissantdans le
voisinage de X:+ 1. Or, ce fait est contredit par l’équation (1. 36);
la convexité de X, entraîne, en effet,Q’(+ 1) < 0; donc, d’après (1. 36),

limU(X, o) =+oo.
X—>1

Ainsi, la portion considérée du voisinage de Z=1 n’appartient à
aucun domaine D.

b. Il en résulte que si un domaine D atteignait le point Z: 1, il
existerait au moins un arc de courbe d’équation

V(X, Y):
aboutissant en ce point et étranger au segment réel (q, 1). Or, ce fait
est contredit parla formule(1 .36); elle montre que lorsque Q’(1)# o,

. d£2 . . , . .la fonction
d_f

possede en Z = 1 un pole d’ordre 1. D apres le theo—

rème de M. Magnier (“), une seule courbe d’équation V = 0 peut
alors atteindre ce point intérieurement à la couronne C; nous avons
vu que cette c0urbe se réduit au segment réel (q, 1), ce qui achève de
justifier notre assertion.

La première relation (1.35’) montre que U(e”) est positif pour
051582 et sésê’o‘. et négatif pour 82<s5s0, SésÉm Toutefois,
U peut être nul le long des arcs concaves puisque ceux-ci peuvent

dV(eis)
ds‘
 comporter des portions rectilignes. La dérivée existe,

puisque il)” existe.
Il reste à préciser le comportement de—

—'jd.
Qdans le voisinage de

  Z: Z0: 6130.

Daprès l’équation (1. 30),?—0s’y comporte comme

l— 20! I +i Z —— Z0
' ' "

puisque H(Z) est régulière et dérivable pour Z = Z0 ; (1.23) et (1.27) 
(°°) Cf. le renvoi (°°).
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permettent d’écrire alors le développement limité

2
(IQ __ 2—1

1
( .IO) ;ä'—-— [. Z'__Zo+....
Les formules (l . 4) et (1 . 10) montrent que Z = Z0 est un zéro d’ordre
deux def=f(Z); on a

@ <eydZ __LP1+ÆP2 dZ Z=Z0 _
Z_Zo— 7ï (fo—a)(b—lo)— (2.11) lim

°..l

’.?

où K désigne une constante réelle qui dépend de tl}, + %, so, a et b.
L’ensemble de ces résultats permet d’écrire le développement

limité
2d I$m + . . . .U—l—ÏV=

D’après un théorème de M. Magnier (°°), la disposition des courbes
U : const. et V = const. au point Z = Z, est identique à celle qu’y
présente le développement de U + z'V arrêté à son premier terme;
par suite, le point Z = Z0 est l’origine de deux courbes d’équa—
tion V=o qui s’y croisent à angle droit, séparées par une ligne
d’équation U = o.

Il existe donc des points de 0, 0+ et 0_ dans le voisinage de Z = Z,;
leur disposition est indiquée sur la figure 8 bis ("’).

En résumé est une fonction analytique de Z, régulière pourd£!
’ dj

që
!
Z

! < 1; elle possèdeau point Z = Zo un pôle double et, éventuelle-
ment, un pôle simple en chacun des deux points Z=i 1 lorsque 7..
et la y présentent des détachementsen aval.

3° Montrons que tout domaine D+ (ou D_} atteint l’arc sésêô‘.
(ou 8ésës,) du cercle Z = e”.

Raisonnons par l’absurde et supposons que la frontière D; d’un
domaine D+ soit étrangère à l’arc sésîä. de Z=e”. Comme, par 

(°°) C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 1275.
(7°) Observons que le pôle de U + iV au point Z : Z0 est simple dans le cas

où a: :o; le point 0 est alors un point de rebroussement du profil. Il serait
facile d’adapter nos raisonnements à cette hypothèse simplificatrice.

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 17
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ailleurs, l’ensemble 0 est vide dans le voisinage de Z=i 1 lorsque
Q’(:t1)#o, il en résulterait que O+ ne pourrait atteindre aucun point
de discontinuité de U + {V, U serait donc continu le long de DL. Or,
les portions de D'+ étrangères à Z = e'“' se composent : a. d’arcs inté-
rieurs à d (ou appartenant à Z = qe") le long desquels U = o; b. éven—
tuellement, des segments de l’axe réel et d’arcs de courbes intérieurs
à d le long desquels on aurait U > 0; V = o. Pour ces derniers
éléments de D'+ (donc l’arc ! est supposé orienté comme il a été dit),
on a, en désignant par n, la normale intérieure à D,, ,

dU dV /
_d_l’
: % £ 0:

puisque V 20 dans D+.
D’autre part, d’après (1.35’) et les résultats del’alinéa 2°: a. D; est

étranger à l’arc 3,5557t, le long duquel par hypothèse c(l) n’est pas
nul; b. U est nul en des points communs à D; et à l’arc 8ésîs,.

Enfin, le long des portions de Z = e”, communes à D; et à
l’arc oâsê32, U ne peut pas croître. En effet, les équations (l .35’)
permettent d’écrire

dU __ dc
Z'Î _ “ e

217

la dérivation de U étant légitime d’après l’alinéa 2°; or, le long de

l’image de fion a, par hypothèse,
de_ >c(l)<o, (”:o.

Il s’ensuit que si V(e“) était négatif aux points considérés de Z = e'°°‘,

on aurait, en ces points,
dU——So.dl

Ainsi, U serait non croissant mais continu le long de D'+ (sans
pouvoir être constant); ces propriétés sont contradictoires et cette
incompatibilitéétablit notre lemme.

COROLLAIRE. — Il existe un chemin [_ intérieur à O_ et joignant un
point de Z = qe" à un point de l’arc 825 sés, du cercle

{
Z

:

= 1.

En effet, d’après l'alinéa 1°, il existe des points de O_ appartenant
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à Z: qe"; or, d’après l’alinéa 3°, les domaines D_, dont ces points font
partie, atteignent l’arc 8. gsgs“.

4° L’ensemble O+ (ou O_) n’atteint ni le segment qîZîl
(ou — 15ZÉ—q), ni l’arc 055382 de Z=e'-‘ (ou 8,5557t).

Raisounons par l’absurde . Un domaine D+ ayant des points
communs soit avec l’arc 03582 de Z = €”, soit avec le seg—

ment qîZî 1 ne peut avoir de points(“) communs avecl’arc so < sé3,
puisqu’il en est séparé par le chemin l_ (voir le précédent corollaire).
Par suite, d’après l’alinéa 3°, D+ et l_ doivent atteindrenécessairement
le point Z : Z0 ; dans le voisinage de ce point, à l’intérieur du domaine
limité par L, Z = e“, (sîs,) et Z: qe", il y aurait des points de O+.
Or, cela est en contradiction avec l’allure de U,+iV telle qu’elle
résulte de l’alinéa 2°. L’extension du théorème de M. Leray au cas du
courant limité par une ou deux parois planes s’achève alors d’elle-
meme.

5° La première condition de M. Brillouin est vérifiée. D’après les
résultats du paragraphe 17, il suffit de vérifier l’inégalité T(X, Y>ÊO
le long de Z = e".

a. La fonction T(X, Y) n’atteint pas son maximum le long des
images des arcs concaves. On a, en effet, le long de 8ésês… par
exemple,

dT 610=— O.ËÎ,- ds=

T(X, Y) atteint donc son maximum sur les images des arcs convexes.
b. Le long de l’arc 0__<__5î82, par exemple, U(e")>o; d’après

l’alinéa 4°, V(e“)êo pour oïs_£_3,. Cela entraîne, en tenant compte
de la deuxième relation (1 . 35’),

dT(eis)Tâo pour 053582.

Il s’ensuit que le maximum de T(e”) est atteint pour Z = 1; or
T(1, o)=o. 

(”) Autres que Z : eisu_
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6° La deuxième condition de validité de M. Brillouin est satisfaite.
On a vu que U(X, o)> 0 pour (]ÉXÉI; d’après l’alinéa 4°, il en

résulte que V est positif dans le voisinage de ce segment intérieur à d;
donc, comme V(X, o) = o,

dV dU
d_m_d_X.

Ainsi, la courbure de la ligne libre 12 croît quand on se rapproche
du point de détachement. Si donc le détachementde 7… est en proue,
X, est extérieure au cercle osculateur en P2 à l’obstacle. Au contraireA
l’arc P,B est 1ntér1eur à ce cercle pu1sque sa courbure croît quand
on se déplace de P2 vers B.

Ainsi tout danger de recoupement est écarté.

Remarque. — Il y a lieu de noter que lorsque le détachement au
point P2 est en proue, l’obstacle étant en accolade, on a nécessai-
rement en ce point
(2.12) ci,>o,

le cas de l’égalité étant exclu [cf. la formule (1.37)]; d’après les
résultats du paragraphe 15, c'_, ne peut être négatif lorsque les
deux conditions de M. Brillouin sont vérifiées dans le voisinage
d’un détachement en proue. Cette remarque, due à M. Leray, nous
sera utile.

En effet, rappelons que moyennant les hypothèses faites sur la
régularité de l’obstacle et la nature du détachement en P.}, les fonc—
tions harmoniques U(X, Y) et V(X, Y) sont continues et dérivables
dans le voisinagedu point Z = 1 ; le long du cercle |Z |

= 1 elles seront
donc liées par la relation

, _U(»eül _ f.:(2.12) dl_'—CÈ)_]—_V(C )dl($),

qu’on obtient en éliminant la fonction T(e“) entre les deux équa-
tions(i .35’) et qui, dans le cas considéré — cas du détachement en
proue — est valable même pour s = o.
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Ceci posé, admettons que l’on ait, contrairement à l’énoncé,
, __ d . _02_[Ë(U + LV)]z=l_o.

La fonction V, nulle le long de l’axe réel, posséderaitau point Z = 1

un zéro double, ce qui nous permet-trait d’écrire, le long de Z = e“,

|
V(e"‘)

]
g const.s*.

Compte tenu de la relation (2.12’), cette inégalité entraînerait
]U(e“) — U(I) [Éconst.s*,

dl(s)
ds

résultats de M. Magnier (”), il existerait quatre courbes de Jordan
d’équation U=U(I) (et, par conséquent, V=o) aboutissant au
point Z = I, intérieures à la couronne C, et dont les tangentes inté-

31rÎ;
courbes précédentes peut d’ailleurs se réduire à deux. En tout état de
cause, la fonction V(X, Y) ne pourrait pas être d’un signe constant
dans la portion de voisinage de Z = 1 intérieure à d; or, ceci est en
contradiction avec l’inégalité

 puisque, rappelons-le, s’annule pour s = 0. Dès lors, d’après les

. . . TCr1eures au doma1ne_d aura1ent pour arguments
-2—

et le nombre de

Vêo pour YËO,

que nous avons établie au cours du présent paragraphe.

CHAPITRE III.
Problème de représentation conforme de Helmholtz.

Théorèmes d’existence.

19. PRELIMINAIRES. — Jusqu’ici nous avons étudié des sillages
dont les obstacles étaient caractérisés par les données arbitraires
de M. Villat : 1I"(l), l(s), a, b, 4… %, supposées reliées par l’équa- 

(") Cf. loc. cit- (°°)-
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tion (1.24). Maintenant nous allons nous placer au point de vue
opposé; nous chercherons à construire les éléments correspondant
à un obstacle donné, placé d’une manière connue par rapport aux
parois fixes p., et p.2. Ces recherches reposent sur quelques lemmes de
représentation conforme et des limitations aprz‘ori des paramètres;
les résultats sont dus à M. Leray (“"), à moins qu’ils ne soientinspirés
par lui. Nous commenceronspar exposer ces préliminaires indispen—
sables qui permettent d’étudier apriori les propriétés de la solution;
la théorie des équations fonctionnellesde MM. J. Schauder et J. Leray
nous permettra ensuite de conclure.

20. Un lemme sur la correspondance des frontières dans la repré—
sentation conforme. Rappelons tout d’abord quelques notions clas—
siques. Envisageons un arc de courbe réelle, plane, définie — pour
fixer les idées — relativement à un système d’axes rectangulairespar
les équations paramétriques :

a: : æ(h ),
)’ =y(h>,

dans lesquelles les symboles x(h) et y(h) désignent deux fonctions
réelles de l’argument réel h, continues dans l’intervalle

ho ; h 5 lu ;

un tel arc sera dit arc de Jordan.
Si les fonctionsx(h) ety(h) vérifient les conditions

x(ho) =æ(lu),
J’(ho) =J'(h1),

la courbe sera dite fermée. 
(”) Je n’ai pas cru devoir indiquer en leur lieu et place tous les emprunts que

j’ai faits aux travaux de M. Leray. Signalons, toutefois, que les paragraphes 20,
25 et 28 ne font qu’exposer, en les précisant et en les développant, les résultats
acquis par cet auteur (voir les chapitres III et IV de son Mémoire des Comm.
Math. Helvetici). Partout ailleurs, j’ai en à utiliser à maintes reprises le travail
précité ainsi que les suggestions que M. Leray m’a faites de vive voix.
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Si le système de deux équations a une seule inconnue

æ(lz): æ(h«;)
avec h < 112< la

y<h>=y<h«=> ° ’

n’admet d’autre solution que [:=/@, la courbe sera dépourvue de
points multiples. Toute courbe de Jordan 1" fermée, sans points
multiples, partage le plan en deux régions (théorème de Jordan); les
points de la région intérieure constitue le domaine simplement
connexe F (“) dont la courbe [" sera la frontière.

D’après un résultat de Schœnflies, tout point A d’une courbe
fermée [” de Jordan est accessible de l’intérieur de cette courbe; nous
entendonspar là que le point en causepeutêtrejoint à un point intérieur
du domaine par un arc de courbe de Jordan n’ayant en communavec1"
que le point A, par exemple, par une ligne polygonale; dans le cas
général celle-ci aura un nombre infini de côtés dans le voisinage de A
et sa longueur totale ne sera pas finie. Mais on montre que tout
point A de 1" peut être considéré comme point limite d’une suite de
points A… A2, . . ., A… . . ., de 1" qui sont accessibles de l’intérieur
de F par des arcs de courbes rectifiables de longueurs finies (par
exemple, des lignes polygonales de longueur finie).

Dans la suite nous aurons à utiliser la notion d’étendues extérieure
et intérieure du domaine F. Considérons dans le plan de P un
quadrillage constitué par deux systèmes de droites rectangulaires,
parallèles respectivement aux axes; appelons d la longueur maxima
des diagonales des rectangles de ce quadrillage, ad la somme des aires
de ceux des rectangles du quadrillage dont tous les points font partie
de F, E,, la somme des aires de ceux des rectangles de l’espèce
considérée qui contiennent les points de I‘. D’après cela, on a

O‘dÊ 2,1.

Cela étant, considérons une suite infinie de quadrillagestelle que les
diagonales maxima d,— correspondantes vérifient la condition

limdi= o.
i=œ 

(“*) Une telle définition du domaine est très restrictive. Pour plusieurs auteurs,
le mot domaine a une acceptation beaucoup plus large.
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On démontre que chacun des nombres °'m et Ed.. tend vers une limite
bien déterminée, indépendante du choix des quadrillages; nous
désignerons par a et 2 les nombres ainsi définis

a :: lim cd,,
i=ao

È=lim2d,;
i=uo

a est ce qu’on appelle étendue intérieure de F alors que 2 en est
l’étendue extérieure.

En général, on a
a < 2.

Si 5:21, le domaine est dit quarrable et sa frontière ]" est dite
d’étendue extérieure nulle; il en est, notamment, ainsi, lorsque 1" est
une courbe rectifiable.

Cela étant, attachonsau plan de I‘ la variable complexe : ;=æ+zÿ;
envisageons, d’autre part, dans le plan de la variable Z = X + iY le
cercle d’équation Z} = 1. On sait qu’on peut représenter confor—
mémenthur l’intérieur de

|
Z

!
= 1; on démontre de façon élémentaire

que cette correspondancejouit des pr0priétés suivantes :

 

1° toute fonction
:. : :(Z)

qui réalise l’une des correspondances en cause est analytique et holo-
morphe pour [Z |< 1;.

2° à un point intérieur à F correspond un point intérieur à [Z < 1 ,

et réciproquement; par suite, à un point de |Zi= 1 ne peut corres-
 

/—\
pondre qu’un ou plusieurs points de I"; d’après cela, au chemin MN,
joignant intérieurement à |Z]21 deux points MN de sa frontière (ce
qui veut dire que tout point de MN, autre que M et N, est étrangerA
à Z

|
= 1), il correspond un chemin mn (dont la longueur, dans le cas

général, ne sera pas finie) joignant intérieurement à F deux points m
et n de I"; A

3° si la longueur 1 du chemin mn est finie, elle sera donnée par la
formule

I— [ "‘“
17_. A az( J .

MN
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4° l’étendue intérieure 5 du domaine F sera donnée par l’intégrale
de Dirichlet

dz " ,

a=fl" ] îz] dX di,

étendue à tout le domaine ]Z ] < 1.

Il importe de bien faire préciser que les résultats des alinéas 3° et 4°
. r r ‘ ' ' . ' d:

subsmtent dans le cas le plus general, c’est-a—d1re lorsque la der1vee 5,7—J

n’existe pas pour tous ou quelques-unsdes points de
]
Z

]
= 1.

Il est évident que les résultats précédents valent tant pour le
cercle ]Z] = 1 que pour tout autre domaine que l’on sait représenter
sur

] Z] ; [, par exemple, le demi—plan supérieur, le rectangle, etc.
En utilisant les conclusions élémentairesqui précèdent, nous allons,

avec M. Leray, imiter les raisonnements de Grôtsch et de J. Wolff et
établir un lemme sur la correspondance des frontières dans la repré-
sentation conforme d’un domaine sur un demi—plan; cela nous
permettra, dans le paragraphe suivant, de retrouver, en les précisant,
plusieurs des résultats classiques acquis à ce jour dans cette voie. Il
est, du reste, à noterque les conclusionsdu présent paragraphe peuvent
être étendues aux frontières autres que des courbes de Jordan.

Considérons donc un domaine borné, simplement connexe I‘ situé
dans le plan de la variable 2. Nous appellerons z =f(t) la fonction
analytique qui réalise l’application conforme de l‘ sur le demi-plan
supérieur ‘îê (cf. 5 9). Soient t1 , t2, t3, t,, quatre points de l’axe réel duA
plan Z. On suppose que t1 < t._, < t:, < t,,; d’après cela les images on, or.,A
et oc3oc, des segments t,12 et lat, seront des portions de I" dépourvues

_ A _
/\ /'\

de pomts communs. Il en est de meme des images cx._,a.3 et oc.oc. des

segments (tata) et (t,, , + oo ; — oo , t.). Nous appelleronsA<a2a3, oc,oc,>(”)
la plus courte longueur des chemins tracés dans le plan 2 intérieu-

\ - ° \ - , .rement a P et 301gnant «gars a «,a... Cec1 pose, nous allons établir 
(75) Nous désignerons dans la suite ce nombre simplementparA lorsque aucune

ambiguïté ne sera à craindre.
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 2, 1941. 18
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l’inégalité suivante
(3.1) ' ii 2

Al 7:

O' 1

lol—'—' … 

qui sera valable moyennant la condition o_îrï et où le symbole rl
&

désngne le rapport anharmomque des pomts t,, t._,, z,, z, pris dans cet
ordre. On observera que r est positif, puisque l’on a  /,— [, /.2 — r.(3.1') [.:/r—(1’I3—l.’

En effet, représentons conformément le domaine ‘îä sur l’intérieur
d’un rectangle R du plan auxiliaire u=u,+iu,; on pourra, par
exemple, utiliser à cet effet les formules de transformation (1.5)
et (1.5’), à condition de substituer aux racines a, —1, + I, b du
polynome R(t) les quantités t., t2, t3 et t,,. Considérons un segment
rectiligne d’équation u. = et, intérieur à R et joignant les côtés AD
et BC; la relation ;: [t(u)] lui fait correspondre un chemin

, A A
intérieur à F, reliant les éléments «,a, et «,a, de sa frontière ]" et
dont la longueur, qui peut n’être pas finie, est égale à (cf. la figure4)

(03

f !

|f'[t(a + I’u2)]ldu2_

Je dis, toutefois, qu’il existe des valeurs de on pour lesquelles
l’intégrale ci-dessus a une valeur finie. En effet, d’après ce que nous
avons rappelé au début de ce paragraphe, l’intégrale

dans laquelle &, désigne un nombre positif arbitrairementpetit mais
non nul, est finie. On en tire, en utilisant l’inégalité de Schwartz,

—'—8i :

[1<Ee“>l’êiËf lf’[t(a+iua)]lzdua,
€:

l’intégrale du second membre, que nous désignerons par l.(e,, oi),
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étant encore finie lorsque &, difl'ère de zéro. D’après l’inégalité qui
précède, nous justifierons notre assertion dès que nous aurons

. - y _ Ï ,- ,_prouve que pour certaines valeurs de a
<— -2—

< et < _2
+ ce.) 1 1nte

grale I.(o, «) est supérieurement bornée. Or, l’élément d’aire de F
étant égal à

_|f’[t(u)J ]'2 du1 duc},
nous pouvons écr1re

.v(')l —51_ “$-lf I,(sg,u1)du,ga,

en désignant par e, un nombre positif arbitrairement petit mais
non nul et par :: l’étendue intérieure de F.

Faisons alors tendre &. et 52 vers zéro; il vient, en passant à la
limite et en utilisant un résultat rappelé au début de ce paragraphe,

1.01—] Il(o,u,)du1=a.
,,

…|-<

De cette formule il résulte que la mesure 6 de l’ensemble des points
,. T Y _del intervalle —

a < oc < ——
5 + (u,, u._._ 0 en lesquels

11(0, et) > A,

A désignantune constante positive quelconque, vérifie l’inégalité
O'< _.e: A

Il suit de là que la mesurede l’ensembledes points en lesquelsl, (o, en),

et par suite I(o, ou), n’est pas supérieurement borné, est nulle.
Ainsi, la borne inférieure de l’ensemble I(o, a) des longueurs

correspondant à -— %; on ; œ, —
à est finie et au plus égale à A, puisque

l’ensemble des segments considérés est inclus dans celui des chemins
. o . , o ‘ . A A
J01gnant 1nter1eurement a B les 1mages AD et BC de oc_.oc3 et a,.a,. Or,
l’inégalité de Schwartz, appliquée à l’intégrale I(o, a) ci-dessus,
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permet d’écrire
”(0 ‘7l _]1(0:0'a)

en tout point cx où 11 (0, a) a un sens.
Cette relation a encore lieu entre les bornes inférieures de deux

intégrales considérées; on a donc

\2<°Ë:! [borne iuférieune de l. (c, a)].

Appliquons alors le théorème de la moyenneàl’intégrale du second
membre (manifestement positive); en

_
utilisant l’expression de

l’élément d’aire de I‘, il vient .,
a),—__-

Borne infé1ieure l,(o, a)<
—f_

]f’[l( u )]]2 du, du,: %.|:

De deux dernières inégalités, on tire

(3.2) fig.—"q.

Cette inégalité, notons-le en passant, est indépendante de l’hypo-
thèse : oérîâ-

Il est bien évident ”que les raisonnements précédents s’appliquent/\ /\
_ . ,. _

encore aux éléments 01.05 et also:, de F’, à condition dmtervert1r
partout le rôle de w. et '%‘; on aurait donc l’inégalité

(3.2') 7.‘-’gi—-qa,

où X désigne la borne inférieure des longueurs des chemins joi-
\ ' r ' \

’

gnant a. «a a «,a. mter1eurementa F.
Cela posé, introduisons la fonction modulaire

\0|â

X _(X) _f ç___/i—xŒsin"<p
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dont l’argument y_ est donné par
”2 _ 62:

Z— (o ”A "A
“ 1

61—33 /“ ),

formule où les et correspondent à la fonction p(u; (u,, (93), dont les
périodes sont construites à l’aide de (l .6) en posant

R(t)=(t— t1)(t—t2)(t— I;;)(t— a,).

Les paramètres [ et r sont liés par la relation (ÇXXXII3
et CXXXVII T. M.)

x=I—I‘.
Or, des formules bien connues (of. CXIX1 et CXX T. M.), il résulte

Xl \/(x
7…

|_
b

— _. ,
[ X A V

où les fonctions X(y_) et X’(y_) sont données, sous réserve que
par les relations

<l,
  X

X<x>=£l<x>.
cn|*"<!X’(y,)=—â[4u(z)+ï(x)log ]

avec
I

7—(z) =!- ;10g(1—x) — E(x),

1
M7…) =— 510g210g(1— x) — n(x),

les fonctions s(y_) et n(y_ ) étant assujetties à vérifier respectivement
les inégalités

! .

lë(X)ISË|XI— ln(x)lëâlxl-
‘ \ . I .Lomme, par hypothese, r reste compris entre 0 et 5’ x sera compris

entre
%

et 1; or, les formules précédentes cessent d’être valables
pour y_ = 1. Pour tourner la difficulté, nous utiliserons les relations
fonctionnelles {cf. CXX,, T. M.) que vérifie X(X)

X (X)=X'(I—X),
X’()c)==X(l——w;
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d’où l’on tire
? _ X (! —— x)
L’
_ X'(l — 2)

De l’ensemble des résultats qui précédent, il résulte
1

-

n{t—;logx—s(n—x)‘
’l— (l——’ 1

' /_log 16À)ll— E’0g'ic—5Ü—Xll +%logalogy_+ 41;(1—y_) 
la relation étant valable pour y_ = 1 . Dès lors, une discussion élémen—
taire permet d’écrire l’inégalité

  

 

valable tant que y_ reste compris entre
—;

et 1 — c’est-à—dire tant que r
est compris entre 0 et à et d’où l’on déduira aisément l’inégalité (3.1)
en substituant à y_ sa valeur en fonction de r.

Notons également que, d’après (3 . 2),
°)

“…

fl
q1"'(3.3) ”A ...

[bien entendu, 7. ayant la signification précisée dans le texte à propos
de la formule (8..2)] Il s’ensuit que si : augmente indéfiniment,
7\ tend vers zéro

D’après ce qui précède, cela ne peut avoir lieu que si r est très
voisin de l’unité et, par suite 7_ est voisin de zéro; on a d’ailleurs
(CXXII… T. M.) dans ce cas

)\ est alors au moins de l’ordre de 1log
|
y |.7r \.

Il va de soi que les raisonnements précédents demeurent valables
si l’on substitue au domaine plan I‘ un domaine situé sur une sphère
de Riemann.
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").l. APPLICATION A L’ETUDE DES CORRESPONDANCESENTRE CERTAINS ÉLÉMENTS

FRONTIÈRES DANS LA REPRESENTATION CONFORME. — Les considérations pré—
cédentes permettent de retrouver, en le précisant, ce résultat bien
connu de M. C. Carathéodory : la correspondanceconforme entre un
domaine I‘ borné d’un seul tenant du plan : (limité par une courbe
de Jordan F’) d’une part, et le demi-plan supérieur ‘îê (du plan t)
d’autre part, est continue le long de 1". Pour préciser, appelons
: =f(t):R(t) +il(t) la fonction analytique qui permet d’effectuer
l’application conforme de F sur %; les frontières se correspondant,
les équations paramétriquesde F pourront s’écrire

æ=Rw, y=Hm
où t est supposé réel; d’après le théorème de M. Carathébdory, les
fonctions R(t) et I(t) sont continues pour : réel; le contour I" et
l’axe réel t se correspondent donc point par point.

Pour établir ce résultat, il suffit de se reporter aux inégalités (3.1)
et (3.1’); nous respectons, pour le moment, les notationsdu précédent
paragraphe.

Fixons, en effet, arbitrairement, ce qui est toujours possible, les
points t. , t8 et t, d’une part (”), et leurs images respectives et. , on, et oc,

d’autre part; au point &, correspondra alors un point a2(ta), au moins,
de F'. Faisons alors tendre t2 vers t,, par exemple; d’après les inéga-

_ ' . ‘ A A‘
11tes (3. 1) et (3. I’), A<oc,oz,, a,.oc..) tend vers zéro.

Or, le contour l" est, par hypothèse, une courbe de Jordan dépour-
vue de points doubles; donc, sur chaque arc de 1", il existe des points
accessibles de l’intérieurpar des lignes polygonales de longueurfinie. Il

, /"\ /‘ \ ' ’ ‘ A A
en resulte, oc2 oz3 et a,, oc, etant etrangers l’un a l’autre, que A(oc2 or,, et, a,)
ne peut tendre vers zéro sans que a, ne tende vers or.; la correspon- 

(76) Toutefois, les points t,, L,, t,, et t, doivent être choisis de manière que la
quantité r correspondante [cf. (3,1’)] soit comprise entre —l et 0. Ceci ne
restreint évidemment pas la généralité du raisonnement. Dans les applications,
en effet, nous ferons toujours tendre t., vers tl; d’après (3. I’) la valeur absolue
du rapport anharmonique!‘ sera suffisamment petite dès que la dill'érence t2— t.
est suffisamment petite. Notons aussi que le raisonnement du texte ne prouve
pas, tel que], que la correspondance :. =f(t) est bicontinue.
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dance entre frontières de F et de ‘5 a donc lieu point par point, ce qui
ne peut avoir lieu que si les fonctions æ=R(t) et y=l(z) sont
continues. (3. Q. F. D.

Le raisonnement précédent rattache l’énoncé de M. Carathéodory
à des propriétés géométriques intrinsèques de 1"; il permet de cons—
truire un module de continuité pour la correspondance z=f(t)

' _ _
/“\ A

pour t reel, toutes les f01s que la fonct10n A<a.oz,, a,, a,), ou une de ses
minorantes, aura été explicitée ("). Nous nous proposons maintenant
d’appliquerces généralités à quelques exemples (”).

Considéronsun arc de courbe de Jordan en étoile. D’après sa défini-
tion même, il existe un point ce tel que l’intersectionde toutedemi-droite
issue de ou avec cette courbe se réduit à un point unique. On peut tou-
jours supposer, sans restreindre la généralité (en effectuant au besoin
une transformationhomographique),que le point (» est à l’infini. Dans
ces conditions, toute parallèle à un axe fixe, que nous prendrons
pour l’axe Ox, Oy, lui étant perpendiculaire, rencontre l’arc consi-
déré en un seul point; tel serait, par exemple, le cas de la courbe sans
tangente de Weierstrass. Relativement au système d’axes rectangu—/‘\
laires qu’on vient de définir, l’équation de l’arc BC pourra s’écrire

æ=æ()'),

æ(y) étant une fonction définie et continue dans un certain intervalle.
La continuité étant uniforme, il existe une fonction n(3), positive,
décroissante de son argument et s’annulant avec lui, telle que

læ(J') — w(.V’)
[
ân(ô),

pourvu que ly —y’
l é 8.

Ceci posé, envisageons un domaine I‘, borné et d’un seul tenant 
(“”) Il y a lieu de noter que les raisonnements du texte peuvent rendre des

services dans des cas plus compliqués. Nous nous proposons de les appliquer à

l’étude de la théorie des bouts premiers (Primende) que l’on doit à M. Cara—
théodory.

(") Pour cette partie de mon travail, je dois de nombreuses indications utiles
à M. F. Roger.
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. ' 'dont la frontière se compose de l’arc B’C’ JOUlSS&Dt de la proprieteA .

précédente et d’un arc C’B’ complémentaire, appartenant à une

courbe de Jordan quelconque. Soient B et C deux points de Î3ÎÏ’ que
l’on peut choisir aussi voisins de B’ et C’ respectivement,mais distincts
de chacun d’eux; soient, d’autre part, M et M’ deux points quel-
conques de BC. Nous supposerons que le choix de points sB’, B, M,
M’, C, C’ a été fait de manière qu’ils soient rencontrés dans cet ordre
lorsqu’on décrit 1" dans le sens direct. ./_\Il résulte de la propriété caractéristiquede l’arc BC et du ch01x de

l’axe 030 que l’ordonnéey est monotone le long de Bîî, d’après cela,
les arcs Î3M et MîÏ. sont séparés par la bande horizontale dont les
bords sont constitués par des parallèles à Ox menées par M et M’.

. / ‘Cela montre que la plus courte distance AKBM, M’L) des arcsA A
BM et M’C est m1norée par la différence des ordonnées des points M
et M’, que nous désignerons respectivement par y,, et y…

/—\
Soit alors A un pomt quelconque de l’arc C’B’, complémentaire

de Ê’È’, mais autre que B’ et C’. Il résulte des hypothèses faites sur
le contour (sans points doubles) et le domaine F (borné) que le/'\ /\ ' _ , _nombre A(AB, M’C> est borne mfer1eurement alors que le nombre
iyM—yM,| est borné supérieurement; cela montre que le quotient

l)'M _ .)"M'
à

est borné intérieurement tout le long de ÊÈ Or, d’après la définition
même de la fonction A, il est clair que le nombre A(ÂM, MÎ3> est

égal au plus petit des nombres A<XË, M’ÎJ> et A(ËM, ME); ce qui
précède montre dont que l’on peut trouver une constante positive
finie et non nulle, donc la valeur dépend du contour I” et du Choix
des points A, B et C, telle que

A A(3.4) A(AM, M’C)êconst.|yM—yw|,
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 2, 1941. 19
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l’inégalité précédentesera valable le long de tout l’arc ÉË, extrémités
comprises ("’)

Ceci posé, considérons la fonction analytique : =](t) qui réalise
l’application conforme du domaine F précédemment défini sur le
demi—plan ‘G de manière qu’aux points A, B, C, correspondent
respectivement les points d’affixe, z: oo , t= —— 1 , := + 1 ; nous appel-
lerons t et t’(—i <t<t’< 1) les affixes des images de M’. Appli-
quons le lemme du précédent paragraphe en prenant pour on., oc._., ou,

et ac. les points M, M’, C et A (ce qui revient à poser t, =t, L_,=t',
t3= |, t,,=oo). On trouve d’abord [cf. la relation (3. 1’)]

t'—l'
1—t’

. , — 1SI l on suppose, par exemple, t£ E’ on aura

l"lâ9-ll'—lb
. , o ‘ l len sorte r sera inferieur a

—2—

tant que t'—-— tî Â
-

’ /\ _ _ , _D’un autre côté, l’arc BC peut maintenant etre defini au moyen
des équations paramétriques

:: : !“’ “ ’, '- _1gzsi,
J?:Zl‘[ç)'(i}J \

les fonctions æ[y(t)] et“ y(t), étant respectivement égales aux parties
réelles et imaginaires de la fonction complexe f(t) quand l’argu—
ment t de celle—ci est réel. Cela permet de mettre la minorante (3.4)
de A<Âl\Ï, Nî’ÎË) sous la forme

const. ]yM—yMr]: const. |y(t) —y(t’)],

en sorte que l’inégalité (3. !) peut être remplacée par la suivante

2\/r—a

I
CODSl. Logfi(3-5) ly(t)—y(t’)lë 17

\: /'\(“) Elle peut même être étendue à tout l’arc B’C', à l’exception de ses extré-
mités B’ et C’ .
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dans laquelle a désigne encore l’étendue intérieure de F et où
rappelons—le, la constante est un nombre positif borné, tant inférieu-
rement que supérieurement, dont la valeur dépend de l‘ et du choix des
points A, B, C. Il est aisé d’étendre l’inégalité (3.5) à la portion
de 13.6, image du segment â êtî1; il suffira d’appliquer le lemme du

paragraphe 20 aux arcs Ël\Î et lV/I7Â en supposant, cette fois, t> ;;
, . . , . , . ‘ 1

on ver1fiera alors a15ement que r sera inferieur a ; moyennant la con-
dition

00l“—t ll/\
-F—\l

Portons alors l’inégalité (3.5) dans celle que vérifie æ(y) le long/'\ . \
de BC, en vertu de la continuité de cet arc; on a, la fonct10n n(o)
étant croissante,
(3—5’) læ(y) — Œ()")

! =IŒMHJ ——T-[)f(l’)]l

2WÊE Sfllly(t)—J'(l'lllîn
ml—

1L0‘———°°\t—t'|const.
  

Or, on a vu que la fonction .::/(5), analytique dans %, se réduit
sur la frontière de son domaine de définition à x[y( t)] + zÿ(t) (c’est—
à—dire pour t réel). Les inégalités (3.5) et (3.5’) entraînent donc la
suivante
(3-6) |fW—fU'HÊWIJ’UU—4L'U'(l')ll+il…—M”)!  2 \/7È&

2VTÏO” (‘OflSl.

t ]
l 2

| ’ ?
COMS . 40"_ ,on-__”lt—t’! _ °lt—t'l   

valable dans le voisinageet sur tout l’arc 13è. C’estle résultat que nous
voulions établir; ainsi, pour les arcs de courbes en « étoile », le
module de continuité le long de l'arc de la fonction f(t) correspon-
dante se relie très simplement au module de continuité de l’arc de
courbe lui—même.
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En appliquant ce résultat à quelques cas particuliers, on retrouve,
par une voie que nous croyons nouvelle, une partie des remarquables
résultats dus à MM. Seidel (”“), Lavrentiefï (“'), Keldysch, War-
schawski (”), Ostrowski (“). Prenons à titre d’exemple le cas desA
arcs BC vérifiant relativementày une condition de Lipschitz ; la fonc—
tion v;(8) est alors de la forme

n(ô)::z\ô,
formule où A désigne une constante positive.

Rappelons l’interprétation géométrique de cette condition : elle
exprime que les quatre nombres dérivés de la fonction a: : a:(y) sont
bornés le long de l’arc BC. Pour de tels arcs, (3.6) fournit une iné-
galité du type

2VirÉ(x + A)|f(£) —f(l’) lé 
consL

 

I
'l°gu——zîl

dans laquelle le. symbole constante a le sens précédemment défini.
On sait que les arcs lipschitziens sont rectifiables; c’est par cette pro-
priété que notre résultat se rattache aux travaux de MM. Seidel
et Lavrentieff; ce dernier a obtenu d’ailleurs des inégalités plus pré-
cises (“). Mais les arcs rectifiables possèdent une tangente presque
partout. (Théorème de M. Lebesgue.)Cette propriété nous permettra,
et ce sera l’objet d’un autre travail, d’améliorer le résultatprécédentde 

(°°) Über die Rânder-Zaordnung bei konformerAbbilalung,r (Math. Ann.,
Band, 1015, 1931, p. 275-300).

(“) Sur la représentation conforme (C. R. Acad. Sc., 181», 1927, p. 1407-
1409); Sur l’existence de la dérivée limite (avec M. Bessonofî) (Bull. Math. de
France, Vol. 58, fasc. 1-u, p. 175-198). Voir surtout l’important Mémoire des
Annales de l’École normale supérieure, 1937, p. 1-35.

(") Über das Randverhalten der Ableitung der Abbildungsfunklz‘on bei
konformer Abbildung (Math. Zeitschrift, p. 321—426). '

(“) M. Ostrowski a consacré un Mémoire fondamental au sujet qui nous
occupe; mais il s’est placé au point de vue local; voir Acta Mathematica, Band,
6h, p. 83-104. Je lui dois personnellementplusieurs indications précieuses.

("‘) Voir son Mémoire des Annales de l’École Normale; cf. notamment p. 2.
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manière à retrouver les estimations mêmes de MM. Lavrentiefi'
et Keldysch. Notons, toutefois de suite, que les raisonnements de la
première partie du paragraphe suiVant s’étendent sans difficultés aux
arcs lipschitziens dont nous venons de parler à conditi0n de remplacer
le mot tangente par celui de directions limites de P. Du Bois
Reymond-Dini (“"’ ), et de retoucher la démonstrationd’un lemme <”).

22. CAS nas connues ou JORDAN A TANGENTES communs. FORMULE DE

M. U. CISOTTI. — En conservant les notationsdu précédent paragraphe,
nous supposerons maintenant que la courbe F’ possède une tangente
en chacun de ses points. Dans ce cas, les résultats du paragraphe21
peuvent être améliorés. Pour simplifier l’exposition et pour nous
limiter aux cas susceptibles d’application à l’hydrbdynamique, nous
supposerons que la tangente varie continûment le long du contour 1”.
Mais nous marquerons l’étape du raisonnement à partir de laquelle
cette hypothèse devient vraiment indispensable.

Orientons les tangentes à I” dans le sens des y croissants; nous
désignerons par ‘F(Z) son angle algébrique avec Oa: exprimé en fonc-
tion de l’abscisse curviligne l sur P’; la courbe ]" étant rectifiable,
d’après les hypothèses faites, [existe.

La fonction 1P'(l) sera, pour simplifier, supposée continue. Cela
/—‘\

posé, con51dérons un arc B’C’ de l" le long duquel 1F(l) vérifie les
inégalités suivantes :

(3'7) EÊ‘F(1)Êfi—E,

& étant un nombre positif, aussi petit qu’on le veut, mais fixe. Nous
nous proposons de construire un module de continuité pour la cor- 

(85) Voir, à ce sujet H. LEBESGUE, Leçons sur l’intégration et ’la recherche
des fonctions primitives, p. 67-73.(“) M. Roger m’a signalé que le module de continuité n(3) de la courbe de
Weiertrass,citée dans le texte, est de la forme : const. >< 8“, avec 0 < oc < 1; il en/\
résulte que, dans le voisinage d’un arc BC de cette courbe, la fonction f(t) cor-
respondante vérifie une condition [cf. (3.6)] du type

lf(l) —f(t') lé
const.

a'
E|Loglt—l'|
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respondance [(t) entre un arc BC (cf., pour les notations, le précédent/\
paragraphe) intérieur à B’C’, d‘une part, et le segment ——15t51
d’autre part, que la fonction : =f(t) établit entre ces éléments de
frontière de l" et de ‘îê; on trouvera

lf(Ü““f("}l< const. < <___—_— _ /<}l(t)—l(t’)f=
LO” 1

,. ( '=t=t=r),
"’ ]l—l’|   

où p désigne un nombre positif arbitrairement grand et où la cons-
tante est un nombre positif, borné dans les deux sens et qui dépend
de l’ame a du domaine, du contour, du chou de l’arc BL et de la
quantité & figurant dans l’inégalité (3.7), cette dernière quantité

- . /\‘dépendant d’ailleurs elle-meme du contour et de l’arc BL.
En effet, moyennant les inégalités (3.7), y[l(t)] est une fonction

croissante de t dans l’intervalle —15t5|; les résultats du para-
graphe 2l s’appliquent et l’on a, en tout point de @ (“),

lil/(til—J'llU’illâconsh “”“” ,

ILOU‘—° it—l’ll 

inégalité dans laquelle le symbole const. désigne un nombre inverse 
(“’) De la relation dy(t) =sin‘F[l(t)]dl(l),

on tire, en tenant compte de (3.7),:

ly(t) —y(t'>lësinE
!
l(t) — l(t’) !,

inégalité qui, jointe à celle du texte, fournit pour [(t) un module de continuité
dans tout l’intervalle — l_S_têl. Comme lI"(l) envisagée comme fonction de lest
continue, ‘F[l(t)], envisagée comme fonction de t, sera aussi continue. Or, [(t)
et lP'[l(t)] sont reliées par la formule de M. Cisotli (cf. la fin de ce paragraphe);
des raisonnements imités de ceux de M. Leray (cf. @@ 17-21 de son Mémoire des
Comment. Mat/z. Helv.) permettent alors d’en déduire que [(t) vérifie
pour -— 15t51 une condition de Hôlder d’indice aussi voisin de 1 que l’on veut.
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de celui qui figure au dénominateur de l’inégalité (3. 5) et qui reste
valable tant que la différence t’— t est suffisamment petite (").

Transportons les axes du plan : parallèlementà eux--mêmes deA
manière à amener l’origineen un point M(”)deB C. Nous appellerons
(comme plus haut) t2 l’affixe réel de son image dans le plan ‘îc‘>: on
& —1êt,îr. Considérons alors la fonction argz(t);l’intersection/\ _ _ A

de BC avec Ma: se rédu1sant à un pomt un1que, on pourra, grace aux
inégalités (3. 7), définir cette fonction de manière que

': — € pour t réel et tel que t?
—3

/ l Eâ gt(..7)
g 51 HA

HA

—r.+e » t‘:-

Il s’ensuit qu’au point M, argz(t) subit une discontinuité égale à 11./\
Les valeurs de argz(t) en tout point de l’arc CB de I" complémen—

taires de ÉC se déduiront par continuité des valeurs précédentes;
l’on suppose le demi-axe positif Ma: orienté de manière à pénétrer à

l’intérieurdu domaine I‘; la fonction argz(t), continuedansl‘et sur 1"
(c’est—à-dire dans ‘îä) sauf au point M, sera aussi uniforme, le voisinage
de z—_ o excepté. De plus, I" étant un contour simple, on a

(3.7”) |argz(t)|ê2nk,

lc étant un entier borné.
Efiectuons alors une transformation du plan z définie par

1

(3.8) 51:52, (nëz).

Le domaine I‘| , transformé de I‘ sera d’un seul tenant, puisque, d’une
part, I‘ est àconnexion simple et que, d’autre part, la correspondance
ponctuelle (3. 8) et sa réciproque, sont dépourVnes de points mul—
tiples. Le contour I"‘ qui limite 1‘ est le transformé de 1"; c’est, par
conséquent, une courbe de Jordan simple‘a tangente continue partout, 

(“) Dans la suite, il sera toujours sous-entenduque cette dernière condition
_

est remplie.
(°°) Les points B et C étant distincts de B’ et C’, le point M pourra coïncider

avec B ou C.
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le point M excepté. Nous appellerons y. et W, (y,) les éléments de F,A
anologues aux éléments y et 1ÀU'(y) de I‘. Soit B. C. l’arc transforméA ,/\
de BC; nous allons montrer que B, C. possède la propriété suivante :

LEMME. — Il eæiste un nombre positif ‘q, non nul, tel que l’intersection/\
_

, _

avec B, C. , des droztes d équatzon

.Ï : a:

se réduit à un seulpoint pourvu que (°°)
la 15 'n-

La démonstration se décompose en deux parties.

1° On peut trouver un nombre positif non nul ‘q, jouissant deA A
la propriété suivante : la portion PN de BC, comprise entre les
droitesy=in4 se transforme de manière que ‘F.(y,) soit compris
entre 0 et 11 le'long de fil, transformé de Î’M et aussi le long duA /\
transformé MN4 de MN.

Appelons, en effet, M’ et M', les points courants correspondant
sur F’ et F',, V(y) et V, (y,) les angles que font les tangentes à M’ et
à M', avec les rayons vecteurs p et p,, respectivement, issus de l’ori-
gine M, commune aux plans : et s,. La transformation (3.8) étant
conforme en tout point autre que M, on &

V()/) =V1()’i)

aux points correspondants de I" et I", .

Cela posé, V(y) est, par hypothèse, une fonction continue de son
argument, nulle à l’origine. Il existe donc un nombre positif non
nul …, tel que
(3-9) IV(y)lâ 

(°°) Si le point M coïncide avec le point B, par exemple, la propriété ne
subsiste que si

0 < a < 7).
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pourvu que
|.7 | Ë‘Ûr

D’autre part, on a, en combinant l’équation (3.8) avec les inéga-
lités (3. 7’), /\î Sargzé E —— i le long de MC,

n — — n n(3.10)
5 Tr s /\

— — 2argz,2— + — le long de BM.n — _ n n
_

L’ensemble des inégalités (3.9) et (3 . 10) permet d’écrire, en remar-
quant’que

W,(y,)=argz,iVflyù=argziiV(y) pour oêyêm,
_ .

W,(y,)=fl+ægZ,iV(_}/) pour —n,gygo
l’1négahté n>llfi(yù>o pour ——mgygm.

ce qui justifie notre assertion.

2° Les points de BC d’ordonnée supérieure à Y], en valeur absolue
auront pour transformés des points d’ordonnées supérieures, en
valeur absolue, à  

sin7‘s

En effet, introduisons dans le plan 2. les coordonnées polaires ? et 6;
pour un point quelconque de BC on a, en tenant compte des inéga—
lités (3 . 7’),

_ _|y|=p|sm0]ëpsme,
. A . .puisque, sur BC,

|
0

|
est compris entre a et Tt—E. Par a111eurs, le trans-

formé M', de M’ aura, d’après (3.8) et (3.10), une ordonnée y.,
telle que

l
l)’1 =|P|E sin— '

n   

Dès lors, en éliminant 9 entre les expressions de y et de y., il vient
, sin —

ly1l = y7‘ ."
singe

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 20
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sin—n La dérivée, par rapport à O, de
1

est égale à
- '

s‘in’—‘9

. [sm ( 1 -—
—>

0Il
@ '

n sin " 0

Cette expression étant manifestementpositive pour les valeurs consi—
dérées de 0, nous pouvons écrire

. 0 . 5
Sln— SH]—

‘  
sin"0 sin”a

ce qui établit notre lemme. [Notons que nous n’avons pas, utilisé
l’hypothèse de continuité de ‘l‘°(l).]

De là, il est aisé de conclure : il suffit de choisir pour n un nombre
plus petit àla fois que n. et m. En effet, d’après l’alinéa 1°, l’arc de Ëë
intérieur à la bande y=im et par suite à la bande y=i—n se
transformera en un arc de l"‘ le long duquel ‘F,(y.) sera positif;/\
d’après l’alinéa 2°, les portions restantes de BC auront pour trans-
formés des arcs de I",, extérieurs à la bande

y=in2
et, afortiori, à la bandey:$ 7].

Cela étant, considérons un point M; de I‘; d’ordonnée y. telle
que oâyén=, et soit A. le transformé de A. On peut supposer A.
étranger à la bande y=in. Le lemme précédent permet alors

/ \ /\ _ _d’affirmer que A<A. M, M‘ C,) est supérieur à la différence des ordon-
nées de M; et M; soit /\s /\

A (A1M, M'. Ci) êfi-
1

La fonction 5, = [z(t)]” effectue la représentation conforme du
domaine 1"' sur le demi-plan supérieur ‘îê de la variable ! de manière à

faire correspondre les points A,, B,, C, aux points t= so, —1, + 1;
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soient t et l’ les affixes (réels) des images de M et de M}; on a,
rappelons-le,

< < [<—l_t=t=i.

Il résulte donc de l’inégalité précédente, en utilisant le lemme du
paragraphe 21, en désignant par le symbole const. un nombre inverse
de celui qui figure au dénominateur de l’inégalité(3 . 5) [en l’espèce,
ce nombre dépend du contour ]" et de l’arc de I" contenant M et
compris entre les droitesy=i‘q; comme 1} est le même pour tousA
les pomts de BC, nous pouvons dire que la constante 01—dessus est une
fonction de :: supérieurement bornée dans l’intervalle — 1Étî1] et,
en posant encore t,.:œ, t‘ = t, t2: t', t3 = 1,

l)'1(”)
|
g 2Vnaconst. ,

|—
\:I

L
 

0°“
I

°|t—t’|
où c‘ désigne l’étendue intérieure du domaine [‘1 considéré.

Or,
’ 9(£')yi(t’ =p£(t’)sinT,

en désignant par p et 0 les coordonnées pola1res du pomt M’ de BL_
dont M; est le transformé; on déduit donc de l’inégalité précédente,
en y remplaçanty, par sa valeur 

\P(£') Sinn9(,f )'Ê [2t/naconst.]
m|:

 

]LO“—° it—t’i
D’après ce qu’on a vu,

sin 2"@ >O,
n   

. ?.
510"—n

 

on peut donc trouver une constante K qui dépendra de e et qui sera
bornée inférieurementde manière à pouvoir écrire

. 0 t’(3…) |…0(…gK Lilnsin"
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ce qui permet d’écrire l’inégalité précédente sous la forme

l.}’(llllË [zg/7Ïdconst.]" ,
Il

] E

K LOg_|t—t’ll
 

valable dans le voisinage suffisamment petit de chaque point de/\
l’arc BC, extrémités comprises, ‘a condit10n de désigner par c la
plus grande des aires des domaines I‘. (“' ).

Revenons alors au système des axes primitifs Oxy; cela s’écrire

(3-12) |y(t)—y(z’)[éM,Il
[ 1

K Log—'!‘ t’l 

inégalité dans laquelle le nombre const. dépend de t et K est un
nombre indépendant de t; la valeur de K est fonction de a seulement,
c’est—à—dire de l’arc Î3Î] En résumé :

L’inégalité (3.12) est valable dans le voisinage fini de tout
point, M(t), appartient à l’arc Î3È; ce voisinage est défini par

ly(t) —y(t’)lën(t),

l’ensemble des nombres positifs n(t) étant borné inférieurement
pour — 1 ; té 1 .

’

Un raisonnement classique, que l’emploi du lemme de Borel—
Lebesgue permet de simplifier, permet d’étendre cette propriété
locale à tout l’intervalle — 1 ; tî 1 . En effet, l’arc IÎÔ peut être partagé
en un nombre fini d’arcs partiels de manière que chaque point de Î3È
soit intérieur à l’un au moins des arcs partiels, et que l’inégalité (3. 12)
soit vérifiée le long de chacun d’eux. Toutefois, la constante qui figure
au numérateurde (3. 12) peut, d’après ce que nous avons vu, changer
d’un arc partiel à l’autre (le coefficient K, par contre, gardant la/\
même valeur le long de BC); comme ces constantes sont supér1eu- 

(“) Il est clair que le nombre a ainsi défini est supérieurementborné.
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rement bornées dans leur ensemble, il suffira de choisir celle dont la
valeur est maximum pour qu’une même inégalité (3. 12) soit valable
le long de chacun des arcs partiels considérés.Dès lors, une discussion
élémentaire permettrait d’assigner à la constante de la formule (3 . 12)
une valeur telle qu’une même inégalité (3. 12) demeure valable sur
deux arcs partiels consécutifs, puis sur trois, etc.; on peut donc
choisir la constante qui figure dans (3. 12) de manière que cette
inégalité soit valablequelles que soient les valeurs de t et de t’ de l’inter—

valle — 1 gzg 1 . _La constante de (3 . 12) dépendra donc, en dernièreA
analyse de F’ et du choix de l’arc BC seulement. En d’autres termes,
la fonction y(t) appartient dans tout cet intervalle à l’espace B,,(t) (92)

'2'

(of. @ “, Chap. I) le nombre positif n pouvant étre choisi aussi
grand qu’on le veut.. Notons qu’en combinant avec (3. 1 1) l’inégalité

dy(t)_..— ' > . = .dl(g)_smwll(tll=sms const,

déduite de (3.7), on montrera que [(t) appartient également à
l’espace B£(t) et l’on établirait que l(t) vérifie une inégalité du type

-

[2 \/1r—aconst.]"(3-13) ll(l)—l(l’)lê (Iâlâl), 
……

Ksins LogTtî‘,—,l—‘
  

(92) Il convient de faire remarquer une fois encore (cf. la fin du paragraphe 21)
que les raisonnements exposés jusqu’ici s’étendent au cas où les quatre nombres
dérivés de la fonction æ=æ(y) sont bornés le long de l’arc fi’ de I". On peut
donc s’affranchir de l’hypothèse de l’existence et de la continuité de la tangente
le long de BC (la démonstration du lemme du présent paragraphe doit«alors
être retouchée). L’ordonnéey(l) étant supposée monotonele long de l’arc B'C’,
il suffit de remplacer dans les raisonnements 1F(Z) par les fonctions 1F……(l),
lF…,,(l), égales respectivement aux angles algébriques des directions limites de
P. du Bois Reymond-Dini (orientées dans le sens des l croissants) au point
d’abscisse curviligne !. Il faut, par exemple, remplacer les inégalités (3.7) par
les suivantes, /\

&: gw..,.,,(l)gw…(1)gn — s le long de BC.

Au fond, ce n’est donc pas la continuité des nombres dérivés qui importe,
mais l’amplitude de leurs oscillations le long de l’arc considéré.
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dans laquelle le symbole const. a même signification que pour (3. 12).
Des considérations toutes pareilles s’appliquent aux arcs de I” le

long desquels æ(t) est une fonction monotone de t, il faut et il suffit
pour cela que l’on ait
(3.14) —É+s<‘lŸ(Z)<î—e.

Le long de tels arcs on pourra construire pour æ(t) un module de
continuité du type (3. 12); on déduira, par un raisonnement identique
au précédent, une inégalité du type (3. 13) pour l(t). Supposons alors
que l’on puisse décomposer le contour 1” (c’est-à—dire l’axe réel de t)
en un nombre fini ou infini 'd’arcs le long desquels l’un des sys-
tèmes (3.7) ou (3.14) soit vérifié, le morcellement étant réalisé de
telle sorte que chaque point de I” (c’est-à—dire de l’axe réel de t) soit
intérieurà l’un au moins des arcs considérés. L’inégalité (3. 13), étant
alors vérifiée le long de chacun des arcs partiels, sera valable pour
l’ensemble du contour (d’après le lemme de Borel-Lebesgue).

Les raisonnements précédents montrent en particulier qu’un tel
morcellement de la frontière, est toujours possible lorsque 1F’(l) existe
et est bornée (“). C’est l’hypothèse que nous ferons désormais; il vient
alors, en utilisant (3.13) et en désignant, pour simplifier l’écriture,

[z VËconst.l"par const. le facteur K sine

(3.15) [‘F[l(t)]—‘Ù[l(t’)]lîconst.|l(t)—l(t’)|Max[‘F’(l)l
const. MaxlW’(l)l: Il

1 3
L __Oglt—t’ll

/\ (—15151).

 

Cette inégalité fondamentale, valable le long de tout l’axe réel de t,
va nous permettre d’améliorer le module de continuité (3. 13) de [(t)
et de montrer que cette fonction possède le long de l’axe réel du plan 1

une dérivée finie et continue; c’est ce résultat que nous avions en vue. 
(””) En modifiant légèrement les raisonnements on pourrait étendre ces

conclusions au cas où 1P‘(Z) serait dépourvue de dérivée mais admettrait des
nombres dérivés bornés.
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En effet, effectuons la transformation 
qui fait correspondre au domaine “& l’intérieur du cercle unitaire du
plan Z=X+iY. Soient s et s’ les arguments des points Z=e”
et Z = e“', images des points d’affixes réels t et t’ de ‘Zä; on a, d’après
(3-15)(“),

vw…œwmw<fiïËfiïÿ
].c—s’l 

Log
 

puisque la fonction t(Z) est analytique pour t réel.
_

Le nombre positif n étant arbitrairement grand, les intégrales
du type (1.21) (cf. 5 “) déduites de 1F[l(s)] appartiennent à

l’espace Ê%_1(s), l’indice% — 1 étant positif.

En particulier, la fonction analytique de M. Villat,
1 + Ze—i5'(3.16) F(Z)=â/Ü {‘F[l(slH_sl}Î:fids/_tloga,

définie pour iZi51 et dont les parties réelle et imaginaire se
réduisent respectivement à 1F[l (s)] — s et à T(e“) pour Z = e“ avec

ds'
— s

(%Œ Næ=âf{Mææ+fl…Mhfl“ ° tang
, —— loga,  

(“) La constante qui figure dans cette inégalité est égale au produit de
la constante figurant dans (3.15) par le maximum de la fonction de deux
variables s et s’, '

100
I à

° ”($)-”WI

avec
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où a désigne une constante réelle positive, vérifie pour |Z|51 une
condition 13,, (Z).

—.,—1

Cela posé, la correspondance conforme entre le domaine I‘ et
le cercle |Z|=l, sera donnée par la formule bien connue de
M. U. Cisotti (“)

.dj =eiF(Z>,
dZ 

(”) Rappelons rapidement l’origine de cette formule. Étant donnés le
contour I‘ du plan z et le cercle |Z |

=1 du plan Z, supposons qu’on ait déter-
miné la fonction z(Z) qui réalise l’application conforme du premier de ces

2

 
  

domaines sur l’autre; si la
dérivéeB—Z existe pour Z = e“, nous aurons

dz dz i_ — ml.: —sdZ— dZ e{.[<n
}.

Il suit de là que la partie réelle de la fonction %logZ,—Ê se réduit à ; ‘F[l(s)] — s}
pour Z=e“; cela veut dire que

% logî—Ë est donnée par la formule (3.16) du

texte; l’égalité ainsi obtenue est équivalente à la formule de M. Cisotti.
Il faut remarquer que la fonction lI"1(s)=ll“[l(s)]—s est périodique de

période en. Choisissons, en effet, 1F[l(s)] de manière que‘
—nëW[l(o)]âm

Toutes les autres valeurs de n‘ se déduiront par continuité et nous aurons
'W[l($ + 21r)] =‘F[l(s)] + an.

Cette relatiou fonctionnelle entraîne la périodicité de 1P}(s) et, par suite,
la continuité de cette fonction pour s=o; les expressions (3.16) et (3.16’),
introduites dans le texte, auront donc un sens pour s: o. Il semble donc qu’il
y a avantage à substituer 1P}(s) à lF[l(s)] dans les formules de M. Cisotti.

Notons encore que l’équation
dl(s)

ds

[où T1(ei‘) est la fonctionnellede [(s) définie par (3. 16’)] déduite de la formule
de M. Cisotti, peut être considérée comme l’équation de définition de [(s) et
peut servir de pointde départ à l’étude du problème de représentation conforme
de Riemann dans le cas de contours I" pourvus d’une tangente continue; en
rapprochant les remarques qui précèdent avec les développements du para-
graphe 23, on constatera que les formules de M. Cisotti sont au problème de
Riemann ce que les formules de M. Villat sont au problème de Helmholtz.

: ae—T1‘C") 
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où la constanteréelle a est, a priori, inconnue et où F(Z) est la fonction
définie par (3.16). D’après ce qu’on a vu, l’expression de F(Z)
a un sens pour [Z]: 1. On peut donc faire Z=e” dans la relation
précédente; il vient, en prenant les modules des deux membres

dl(s)
ds

: a e—T,(ei-‘)’ 
égalité où l’on a posé

T1 (ei—°): T(e"‘) + loga.

Le coefficient de a du second membre appartient à l’espace En (3)
Tl—1.

dans tout l’intervalle o<s<2n, extrémités o et 211 comprises;
on peut donc majorer le paramètre a en fonction de la longueur
totale L (°°) de l" en écrivant

271

L = a! e—Tlle"l ds 2 a . const.,
0

l’intégrale du second membre étant inférieurement bornée par une
constante positive non nulle puisque son élément différentiel est

. . , l . . ,
continu en :. Il suit de la que da£:’ ex1ste et appartient egalement 
à l’espace En (s).

é—1

Cela permet d’énoncer le résultat suivant : étant donné un con—

tour 1" du plan z situé à distance finie et donné par son équation
intrinsèque

lF.—…‘F(l),

où 1l£"(l) désigne une fonction admettant une dérivée partout bornée,
la fonction 2 = z(Z), qui réalise l’application de l’intérieurF de l" sur
le cercle unitairedu planZ, possède une dérivée continue% pour

|
Z [21 ; 

(°°) Il importe de remarquer que la majoration du coefficient a de la formule
de M. Cisotti peut être faite dans des cas beaucoup plus généraux. On consultera,
à ce sujet, le mémoire de M. Leray et le paragraphe 25 de notre travail où cette
majoration est rendue indépendante de la construction du module de continuité
pour T(e”).

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 21
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ona  dz(e”') dz(e“"') const.
dZ

_
dZ ll/\ “

I
Log————ls—3'|  

inégalité dans laquelle la valeur de la constante ne dépend que du
contour I" (notamment par l’intermédiairede sa longueur, de la sur—

face a qu’elle délimite, de la grandeur [Max ‘F’(l)] et de n et où le
nombre n peut être pris aussi grand qu’on le veut.

Il nous a paru intéressant de retrouver ce résultat par une méthode
nouvelle. On généralise aisément; en supposantque 1F‘"’(l) existe et

appartient à l’espace E,,(l), on montrerait que % existe et appar-
tient à l’espace É,…(s), lorsque le nombre n est supérieur à l’unité.
On retombe ainsi, sous une forme moins large, mais plus précise,
sur un théorème de MM. Holzmann et Lavrentiefi" (*”).

Il nous reste à étendre le résultat précédent à un cas particulier
important engraison de ses applications en hydrodynamique. Respec-
tons les notatiOns anciennes et considérons un contour [" simple,
fermé, et pourvu d’une tangente en chacun de ses points; supposons
que la fonction 1I"(l) correspondantepossède les propriétés suivantesA
le long d’un arc B’C’ de I" :

. A .I° La fonction y(l) ne décroît pas le long de B’C'; cela se traduit
par les inégalités
(3.17) og‘lf(l)gvr.

Cette fois, 1F(l) peut atteindre les valeurs extrêmes de o et n; mais en
_ _ A ‘ /“\

un nombre fini de pomts de B’C’ seulement; d’apres cela, l’arc B’C’
ne peut pas comprendre de portions rectilignes horizontales.A

2° On peut trouver sur B’C’ deux points B et C, distincts de B'
et C’, d’abscisses l, et la respectivement (l,<l2) et tels que la
dérivée 1F’(l) existe et reste continue dans l’intervalle l,glgl… extré—
mités comprises; d’après cela 1F’(l4 + 0.) existe et est finie. 

(”) Recueil de la Soc. Math. de Moscou, 38, 1931, p. 51.
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3° La dérivée ‘F’(l) existe le long de l’arc @; elle est discontinuepourl=l.(”);ona ' "

(3.18) w'(I,—o)=œ,

4° 1F(l,—l—o)=‘F(l,—o).

Nous supposons, de plus, que la direction 0.1: a été choisie de manière
que toute demi-droite parallèle à Ox, issue d’un point quelconque

‘ r \ " r ' ,
de B’U, penetre dans ] interieur du contour I‘ .A /\

(Ainsi, les tangentes positives aux arcs, B’B et BC se raccordent en
leur point commun B; la disposition des deux arcs dans le voisinage
de ce point est identique à celle que présente la ligne libre et l’obstacle
dans le voisinage du point de détachement correspondant lorsque le
détachementn’est pas en proue; cf. le paragraphe 15.) A

Ch01s1ssonsalors, comme plus haut, un p01nt A sur l’arc C’B’ com-

plémentaire de @ et soit 2 : z(t) la fonction analytique qui réalise
l’application conforme de I‘ sur ‘6 de manière qu’aux points A, B, C
correspondent les points t= oc, t=— I, t=+ 1 de l’axe réel. La
fonction 1I"’(l) étant continue, les fonctions l(t) et 15|?[l(t)] vérifient
respectivement (d’après le théorème ci—dessus) les inégalités (3. 12)
et (3. 15) dans tout l’intervalle — 1 < t < t’< 1 et même en ses extré-
mités t=i 1 pourvu que 1F(\l,) et 1F(l,) soient distincts de o et de 11.

Nous nous proposons de compléter ce résultat en montrant
que, moyennant les hypothèses faites, il subsiste pour t=—— 1

si ‘F[l(— I)] = 1P'(l,)= 11 et est en défaut si 1F(l.)=o.
_ _ /\

Observons d'abordqu’en vertu de (3. 1 7) l’1ntersect10nde B'C’ avec
toute droite parallèle à l’axe des a: se réduit à un point unique; mais
la directiony=o est la seule à jouir de cette pr0priété dans le voi-
sinage du point B. En effet, d’après (3. 18) la courbure de l’arc @

. . . - ‘ . . A
y est 1nfin1e; 11 su1t de la que toute dr01te lssue de B coupe l’arc B’C’ 

(98) En fait, il est inutile d’étendre les hypothèses 2° et 3° à l’ensemble de
l’arc B’C’; il suffirait de les supposer vérifiées dans le voisinage du point B
seulement.
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en deux points distincts, à moins d’être confondue avec la tangente
en B à cet arc : il est donc impossible de trouver un système d’axes

relativement auquel l’arc lîô’ vérifie dans le voisinage de B les
conditions (3. 7).

Toutefois, les raisonnements du précédent paragraphepermettent
de construire pour y[l(t)] un module de continuité du type (3.5’),
valable pour l: — 1. Comme l’axe ÊÎÏ ne comprend, par hypothèse,
aucune portion rectiligne parallèle à 0.17, l’abscisse curviligne lest,
par suite, une fonction continue [()/> de y. Soit n(3) le module de

continuité de l(y) [?](8), enl’espèce, n’est pas lipschitzien, puisque
dl 1 /\'
d—y
:

siTŒ’ n’est pas borne par BC]; [L)/(t)], env1sageecomme fonction
‘ . . , " , tde t possede le module de cont1nu1te de 71

mns

1

lLOgl—l’l _
Cela posé, transportons les axes parallèlement à eux—mêmes de

manière à amener leur origine au point B. D’après les hypothèses
faites, la direction Ba: pénètre à l’intérieur de l"; on peut donc définir
la fonction argz(t) comme nous l’avons fait au début de ce paragraphe

nel—- 
et attribuer aux points de @ des arguments ®(t) positifs. Effectuons
alors la transformation (3.8); nous affecterons encore de l’indice 1 les
éléments relatifs au plan 5, et au domaine F, ainsi obtenus. Cette
transformationpermet de passer de (3 . 5’) à (3. 12) si /\

1° il existe un nombre positif 11 tel que l’intersection BC, avec la
droite d’équationy = on se réduit à un point unique lorsque

oSaên;

2° il existe un nombre positif K borné supérieurement, vérifiant
l’inégalité (3. 1 1).

Or, il est clair que cette deuxième condition n’est pas remplie
lorsque

‘F[l(—r)]=‘F(h)=G(—1)=o;

n étant plus grand que 2 et ®(t) étant continue pour — 1ît51, le
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rapport [cf. (3. 1 l)]
sin®(l)
. ®(t)sm”—

n’est pas borné pour t =—— |; cela justifie la‘première partie de notre
assertion.

Au contraire, le rapport précédent est évidemment borné pourA At=—I lorsque ‘F(L)=fl. Dans ce cas le transformé BC. de BC
aboutira au point B en faisant avec Ba: un angle égal à %; l’existence
et la continuité de 1I»“’(l) assurent alors la croissance de l’ordonnéey,
de fia dans un voisinage fini du point B. D’autre part, l’ordonnée y
d’un point M de Î3Î] peut être minorée en fonction de l—l,, où l
désigne l’abscisse curviligne de M (°°); il en sera donc de même de
l’ordonnée y. de sa transformée. Ces deux remarques entraînent
l’existence du nombre ?] défini ci—dessus et achèvent la démonstration
de notre théorème en ce qui concerne la fonction y[l(t)]; l’iné—

galité (3.12) est donc valable le long de tout l’arc lîë, extrémités
comprises. ,

Mais, en l’espèce, on ne peut pas passer de (3. 12) à (3. 13) dans le voisinage de t=— 1, carla dérivée
d t .

d{((t)) =sm‘F[l(t)] /\ ,

(°°) En effet, l’arc BC est dépourvu, par hypothèse, de portions rectilignes
parallèles à Bac; la mesure de l’ensemble des points de BC en lesquels lF(l) se
réduit à 0 ou à 1r est donc nulle. La fonction ‘F(l) étant continue, il suit delà,
qu’étant donné un nombre positif & abstraitement petit, on peut trouver deux
nombres &, et ô(l) positifs et non nuls_tels que la mesure de l’ensemble des
points de ËÏI sur lesquels

Siu ‘F(l) à 81

soit supérieure à 8(1) moyennant la condition l— ll>s; le nombre ô(l) est
évidemment une fonction croissante de son argument [. On peut alors écrire

[y=f sin‘F(l)dlî(l—A)ô(l) c. Q. F. n.‘
’ la .
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n’est pas inférieurement bornée dans ce voisinage. On emploie alors
un artifice pour déduire directement l’inégalité (3.15) de (3.12).A
En effet, le long de BC (extrémités comprises), on peut écrire

‘sinlvdw= 1F’(l) dy.

On en tire, en intégrant,
|cos‘P‘[l(t)l — cos‘F[l(t’)j

| ; \
Maximum ‘F’(l)

|
|y[l(l)] —y[l(t’)]|

avec
(— lêlêt'Sl)-

En remarquant que . ,"
|cos7‘r—cos‘Fl >}

]
1r —— ‘P" P

: 7r2
’

lorque ‘F est compris entre 0 et 11, l’inégalité précédente entraîne

l‘F[l(—— r)] — W[l<t>]l?êËMaxlW’<l>l1y[l<—x>]—y[l<t>ll

011 encore

i—.lù|Wll(—l)l—‘Fll(t)l lé ËVMaXl‘F’U) l
l)"ll(—l)l—yll(l)ll' (—Iêtêl)

En combinant le résultat précédent avec (3. 12), il vient, en conser-
vant les notations de (3. 12),

',) ;ng+l(aconst )“rÎl Max [
lP"(l)|

|W{l<—1>]—W[t<t>]lï _ '
, ‘" <—1£tê*>»

Il— 
inégalité qui, n étant arbitrairement grand, fournit pour la fonc—
tion 1I"[l(t)] un module de continuité, valable pour t=—i, qui est
bien du type (3. 15).

_

La formule de M. Cisotti a donc un sens le long de tout l’arc Êî],
a…) xiedt est extrémités comprises; il suit de là qu’au point B de cet arc

et vérifie encore une condition 13,, (t).
——1
#

Dans un travail ultérieur nous appliquerons les raisonnements
de ces deux paragraphes à l’examen de cas plus compliqués; faute
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de place, nous nous sommes borné à résumer les méthodes employées
et à énoncer les préliminaires indispensables aux applications hydro—
dynamiques.

25. PROBLÈME DE REPRESENTATIONCONFORME DE HELMHOLTZ.— Nous nous
proposons maintenant de résoudre le problème de représentation
conforme de Helmholtz; ce problème consiste à déterminerun mouve—
ment à la Helmholtz qui correspond à une configuration donnée des
éléments rigides : parois planes et obstacles. D’une manière précise,/'\
soit un arc de courbe BC situé dans le plan 2 =æ+ {y. La courbeA _dont l’arc BC fait partie est supposée av01r une tangente en chacun
de ses points (‘ °°); on la définit au moyen de son équation intrinsèque

w=w(l)y

qui relie l’abscisse curviligne l à l’angle ‘? que fait avec On: la demi—
tangente (orientée dans le sens des ! croissants) à l’obstacle. Nous
désignerons par ou et B les abscisses curvilignes des points B et C que
nous choisissons de manière que o<a<B et qu’aux l croissants
correspondent des ordonnées croissantes. On suppose que :A

I° L’intersection de BC avec les droites d’équation y= const. se

réduit à un point unique; toutefois, /BÈ pourra comprendre des por—
tions rectilignes parallèles aux parois; mais on suppose essentielle-
ment que l’obstacle ne se réduit pas à une lame placée parallèlement
à pu. et p...; cette condition se traduira par des inégalités

Oglp(z)gn pour «5156,

la fonction ‘P‘(l) ne pouvant se réduire identiquement à 0 ou à 11 dans
tout l’intervalle «gl; B. Nous supposerons de plus que ‘F(a);£n,
w(fi)#O(Cf-ê26)<…)- 

(…) Sous sa forme actuelle la théorie ne s’applique qu’aux obstacles lisses
dépourvus de points anguleux. Mais des extensions sont possibles au cas des
profils courbes, comportantdes points anguleux.

(“") Ces hypothèsesne sont pas essentielles pour la démonstration du théorème
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‘F(/)
dl./\

L’arc BC est placé à l’intérieur d’une bande parallèle à Ox dont les
bords supérieur et inférieur seront désignés respectivement par p.,
et y…_,; les distances de C à p.,, de B à {12 seront respectivement
appelées d. et dg; les longueurs a'‘ et (!2 sont données a priori; elles
peuvent être infinies. Il est clair que la donnée de la fonction ‘I’”(l) et
des quatre paramètres «, 3, d, et (12, définit complètement la confi-
guration des éléments rigides.

Ceci posé, les résultatsdu premier Chapitre permettentde formuler
le problème de Helmholtz comme suit :

d
2° La courbure existe et est continue pour «glgB (””).

Problème du sillage. — Déterminerdans le plan de la variable

f: cp + [Llo

(plan du potentiel complexe) un domaine F (cf. fig. 2) formé d’une
bande indéfinie, parallèle à Cap, entaillée le long de tout le demi-axe
réel positif, et définir dans F une fonction analytique z =æ:(f) de
manière que le domaine a du plan 2, que la fonction : =;(f) fait”
correspondre à F, ait les propriétés suivantes :

La frontière de a se compose des parois p.. et W de l’arc ÊC et de
deux lignes )… et M de forme inconnue a priori, joignant le point
à l’infini en aval (æ=+ oo) aux points C et B respectivement. Les
courbes ‘A. et )… possèdent en chacun de leurs points (extrémités B
et C comprises) une tangente continue.

La transformation2: z(f) fait correspondre entre eux les éléments
de frontière suivants :

D’abord, la paroi p. au bord .]; = 4… (El/. >o), inconnu apri0ri de la
bande F; la paroi p., au bord &];

=— % (la constante positive % est
inconnue a priori) de la bande F. La courbe constituée par l’ensemble 
d’existence : voir le travail de M. Leray; mais elles facilitent et simplifient
l’exposition; sans elles, toutes les conclusions du paragraphe 29 tornberaient
en défaut.

(“”) Ces hypothèsesne sont pas indispensables : voir les travaux que publiera
M. Oudart.
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des lignes X., l’arc ËÈ (ou encore l’obstacle) et )» aura pour image
l’ensemble des deux bords de la coupure pratiquée le long de Ocp.
L’origine f=o doit être l’image d’un point de l’obstacle que nous
appellerons O; d’après cela, les points C et B auront pour images
les points d’affixes cp, et <p2 (q:1 et cp2 étant des constantes réelles,
positives, a priori inconnues) situés, le premier sur le bord supérieur,
le second sur le bord inférieur de la coupure.

En outre, la transformation 3 =z(f) est assujettie à vérifier les
conditionssuivantes :

1° Le long de 7\, (ou de )…), c’est-à-dire le longdu segment (cp, , + ce)
[ou du segment (cp2, + oo )], la correspondancez = z(f) doit conserver
les longueurs. Cela se traduit par la condition

’ '

‘if—Idz_’
valable le long des lignes libres (ou de leurs images).

2° Aux points à l’infini de F où <p > 0, on doit avoir

' . . \ I
2 =f+ serre entiere en

7-

3° Aux points à l’infini de F où <p < 0, on doit avoir
, . … 1

z : kf+ serre entiere en Î’
où [: est une constante réelle, positive, et apri0ri inconnue.

Relativement à cet énoncé nous ferons observer que, dans le schéma
du sillage, les points de détachements des lignes libres sont arbitraire-—
ment placésaux extrémités de l’obstacle. Les exemples de mouvements
à la Helmholtz (notamment le cas de l’obstacle en accolade) nous
incitent à assouplir le schéma précédent et à nous poser le problème
suivant :

' A
Probleme de la proue. — Etant donné un obstacle BC de p051t10n

Jour-n. de Math., tome XX. — Fasc. 2, 1941. 22
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connue relativement aux parois p.,, … du canal, trouver un sillage
correspondant à un obstacle P,P;. qui, soit coïncide avec l’arc Êë,
soit constitue une portion de cet arc. Si le point P, (ou P,) coïncide
avec C (ou B), la ligne libre L (ou )\2) qui aboutit en ce point y
présente soit un détachement en proue, soit un détachement vers
l’aval (cf. @ 15). Si le point P, (ou P,) est intérieur à l’arc fiè, la
ligne )… (ou M) y présente un détachement en proue. Il y a lieu de
noter que ce problème ne se réduit pas à celui du sillage lorsqueA /\
l’arc PSP, coïncide avec l’obstacle BC; nous imposons ici aux lignes
libres des conditions de détachement (détachement vers l’aval) qui
n’interviennentpas dans l’énoncé du problème du sillage.

Nous allons maintenant mettre ici en équation chacun de ces pro—
blèmes. Pour abréger le langage, nous allons introduire l’espace
abstrait E(a, b, 3); par définition E(a, b, s) comprend toutes les fonc-
tions réelles de la variable réelle 3 qui : 1° sont continues dans l’inter—
valle aéréb; 2° admettent dans l’intervalle ab, extrémitéscomprises,
des dérivées continues. Nous appellerons norme d’une fonction f(s)
appartenant à cet espace, la grandeur

|f(s)|l= Maximum de |f(s)
|
+ Maximum de |f’(s) [,

les maximums du second membre étant relatifs à l’intervalle a, b.
D’après cette définition de E(a, b, 3), cet espace est linéaire,

normé, complet (“”).
En particulier, il résulte des hypothèses faites au début de ce para-

graphe que lF(l) appartient à l’espace E(a, B, 1).

Mise en équation du problème du sillage. — Considérons une confi-
guration donnée (dans le plan 2), définie par la fonction 1I"(l) et les
quatre paramètres et, B, d, et di… Donnons-nous, d’autre part, un 

(“’-‘) Voir au sujet de ces définitions le paragraphe 28.1! est essentiel de noter
que les éléments l(s) de E(o, 7r, 3) ne sont pas nécessairement des fonctions
croissantes de s; les solutions des problèmes du sillage et de la proue
constituent donc des éléments très particuliersde cet espace.
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élément [(s) de l’espace E(o, Tt, s) (“’") et les valeurs de deux para-
mètres a et b tels que a <— [, b > 1. Nous poserons

w… =‘F[l(s)].

Dans ces conditions (cf. gg 8 et 12) :

1° Les équations (1.6), (1.6’), (1.8), (1.8') définissent les demi-
périodes w. et wa, le paramètre q des fonctions elliptiques qui inter—
viendrontdans les formulesci-dessous,ainsi que les paramètresY et 34 .

2° L’équation (1.24), dans laquelle on substitue à ‘F(s) sa
valeur W[l(s)], définit une constante s.,; le domaine d correspondant
est, dès lors, entièrement déterminé. La seconde relation (1.8') fait
connaître le paramètre u…, et par suite 11…+w3=u0. Portons la
valeur ainsi trouvée de u0 dans (1.6”); on détermine ainsi le para-

mètre to, et, par conséquent, d’après (1.4’), le quotient
—Ë:’.1

De la façon même dont la valeur de to a été obtenue, il résulte
que [to iÉI; ainsi, les paramètres a, b, t0 vérifient les conditions (LA”).

3° Les équations (1.23), (1.27), (1.28) et (1.29), permettent
de construire à partir des éléments 1F[l(s)]= ‘F(s), S,, ou. et ou3 les
fonctions Q(Z)=®(X, Y) + iT(X, Y) et T(e“) dans le domaine (1

précédemment défini.

4° La différentielle df(Z) [cf. les formules (l. 10) et (1.10’)] est
maintenant connue, d’après l’alinéa 2, au facteur ala, + % près.
D’après l’alinéa 3, le second membre de l’équation (l . 33”) de M. Villat
est donc connu au même facteur près ; l’équation en cause définitdonc
une famille de fonctions L(s) croissantes, dépendant d’une constante
d’intégration additive et d’une constante multiplicative (ala,+%).
Parmi les fonctions de cette famille, une et une seule vérifie les con-
ditions L(o)=d, L(Tt)=fi,

qui permettent d’éliminer la constante additive et de déterminer le 
(…) Au paragraphe 28 nous établirons que, moyennant les hypothèses faites

sur la nature de l’obstacle, la fonction [(s) est nécessairement un élément
de E(o, %, 3); nous admettrons ce point pour le moment.
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facteur Klh + % au moyen de la relation (…)

(3'19) 5_“=f 'e_….-.,Idfls)l

déduite de (l .33”) et dans laquelle df(s) est supposée remplacée par
les expressions (l . 10) et (l . 10’).

Pour abréger, nous écrivons désormais

L(s)=vil(3)y ‘F(l), “: @: a; b];

en désignant par V l’ensemble des transformations fonctionnelles qui 
(…) C‘est au sujet de la condition analogue à (3.19), imposée dans le cas

du fluide indéfini à la constante multiplicative À, analogue à @+ % et apriori
inconnue, que M. Sekerj-Zenkowitch [cf. l’Introductionl nous semble avoir
commis une erreur de raisonnement.

Dans le cas du fluide indéfini, en elÎet, le problème du sillage (tel qu’il a été
énoncé dans le texte), peut se ramener à déterminer la fonction lF(s) =‘F[l(s)]
et la constante réelle )\ (inconnue apriort‘) vérifiant un système de la forme

(1) ‘F’(s)=ÂF[‘F'(s)],
(2) }: ®[‘F’(s)],

où les symboles F et (D désignent deux transformationsfonctionnelles convenables.
Cela étant, un processus. correct d’approximations successivesdoit consister en
ceci : après avoir désigné les approximations successives des inconnues
par ‘F’,, ‘F.,, ..., ‘F… et 7… l., .. ., )… . .. respectivement, 1° choisir ‘F',;
2° déterminer ?. ar la relation 21

L=®[‘F', ($)];

3° évaluer ‘F'._. au moyen de (I)
‘F'2(8) =®[‘Ë ($)]Fl‘F'. ($)]-

Dès lors, on aura les relations de récurrence

)\n—i= ®[1Fit—t(3)l:
‘F'n(s) = ‘D[‘F'n_i ($)]F[‘FÊ.-i ($)]-

Le processus ci—dessus revient, en définitive, à éliminer )\ entre les équa—
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permettent de construire la fonction L(s), précédemment définie, à
partir des éléments l(s), ‘F(l), oc, (3, a, b.

5° Les équations (1.6”) et (3 . 19), faisant connaître la somme et le
quotient de KlJ, et a]… permettent de déterminer ces deux derniers
paramètres. Par voie de conséquence, les domaines F et ‘îô et le
potentiel complexe f=f(Z, a, b, ala, %)sont aussi bien déterminés.

6° Enfin les distances D1 et D2 des points C et B (qui sont dans
notre cas confondus avec les points de détachement P1 et P?) sont 
tions (I) et (2) et à résoudre ensuite l’équation en 1F’(s)painsi obtenue par la
méthode des approximations successives.

Le procédé adopté par M. Sekerj-Zenkowitch est tout différent; regardant
dans (1) À comme un paramètre constant, il résout cette équation par approxi-
mations successives sans s’occuper de la condition (2); puis, une fois la solution
obtenue sous la forme

‘F’= lF’[(s, X)],
il calcule } en écrivant
(3) i=<b[\1fl(.g, i)].

Il est évident que les deux processus ne sont pas équivalents; du reste, pour
discuter l’équation (3) M. Sekerj—Zenkowitch se borne à y remplacer ‘If’(s, Â)
par les premiers termes de son développement suivant les puissances de À.

Ainsi, M. Sekerj-Zenkowitch ne nous paraît pas avoir résolu le problème que
nous avons appelé problême définidu sillage et dont nous avons donné l’énoncé
au cours de ce paragraphe; il a abordé l’étude d’une sorte de problème mixte;
du reste sa méthode de résolutionde l’équation (1) par approximationssuccessives
est très ingénieuse et paraît présenter de l’intérêt en soi.

Par ailleurs, il est certainement probable que les deux mécanismes d’approxi-
mations successives décrits dans cette Note donnent, pratiquement, des résultats
voisins pour de petites valeurs de 1. Cela ajoute du prix au travail de M. Sekerj-
Zenkowitch; les calculs, qu’il a poussés jusqu’aux applications numériques,
fourniraient, dans ces conditions, d’excellentes solutions approchées du problème
déterminé du sillage posé pour des contours tels qu’un arc de cercle, un arc
de parabole, un arc de cycloïde, etc.

Toutefois, nous croyons devoir ajouter qu’à notre avis, il est impossible
d’aborder l’étude du système (I), (2) de cette Note par la méthode des approxi-
mations successives; l’extrême complexité des fonctionnelles F et (D qui y
figurent est, en tout cas, de nature à décourager bien des chercheurs.
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données par les formules [cf. les équations (1 .33) et (l .33’)]

D,[1(.ç), \lf(1), oc, @, a, b]: ] qsin$2(X, o)df+ q…

_I1q

D2[l(s), w<z>, a, e, a, b]=—j sinsz(x, o)df+ q…_,.

En résumé, aux éléments WU), ac, (3, connus a priori, et aux
éléments arbitraires l(s), a, 1), nous avons attaché un régime à
la Helmholtz; les points de détachements sont placés aux extrémités
de l’obstacle; la configuration géométrique correspondante est définie
par les éléments 1F[l(s)], a, B, D., D2 ; elle coïncidera avec la configu-
ration donnée, caractérisée par les éléments 1F(l), oc, @, (a < [< B), a!‘
et (la, si la fonction [(s) et les paramètres a et !) vérifient l’équation
fonctionnelle
(3.20) l(s)=V[l(s), lF(l),oc, fi,a,bl
et le système de deux conditions aux limites

(3.21) l d1=D1[1(8),ÏF(1),a, Çya,b],
ld_,=DJl(s), WU), ac, @, a, b].

Il est donc clair que le problème du sillage, tel qu’il a été énoncé
au coursde ce paragraphe [la configuration du plan 2 étantcaractérisée
par les éléments ‘F(l); cx, @, d. et d._,] équivaut à la déterminationd’un
point l(s) de l’espace E(o, n, s) et de deux constantes a, b, a <— 1,
b > 1 vérifiant le systèmedes relations fonctionnelles (3.20) et (3.21).
La fonction [(s) réalise la correspondance entre l’obstacle et la demi-
circonférence [Z |

= 1 du domaine d.
Rappelons encore qu’en vertu des hypothèses faites ‘F(l) est un

élément de l’espace E(oc, @, I) qui vérifie les inégalités
o__€_‘F(l)51r, «5155.

Mise en équation du problème de la proue. —-— Considérons encore
dans le plan 2 une configuration des éléments rigides caractérisée par
les éléments 1P'(l), oc, @, d. et d,. Soient p. etp2 deux paramètres tels

que agpg__<_p,; B; nous appelleronsP. et P, les points de l'obstacle BC
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dont les abscisses curvilignes respectives sont p. et p,. Les distances
respectives a"' et (!'2 des points P, et P, aux parois p.. et y., seront
données par les formules

: .6

l d’,=d,+f sin‘F(l)d1,
, l'1(3.22)

Ps

) dî_,=a@+f sin‘F(l)dl.
. a

Donnons-nous alors un élément [(s) de l’espace E(o, T:, s) et deux
constantes réelles a et b telle que a <— 1, b > I. Les raisonnements
que nous venons de développer permettent de construire un mouve-
ment àla Helmholtz à partir des éléments 1l?‘(l), p,, p,, a, b et l(s)./’\ /\
L’obstacle correspondant sera identique à l’arc P2P, de BC si les élé-
ments arbitraires l(s), a et b vérifient l’équation (3.20) et les condi—

‘ tions (3.21), dans lesquelles les données d. et a’2 sont supposées
remplacées parles quantités d', et d , définies par les équations (3.22).A A
Dans ces conditions, les arcs P.C et BP, (en supposant que p, et p2
soient distincts de Q et de ou respectivement)doivent être nécessaire-
ment osculateurs aux lignes 1, et X,; on sait (cf. le @ 15) qu’il en est
ainsi lorsque L et ‘A, présentent des détachements en proue. Or, ces
conditions ne seront remplies que si les fonctionnelles P. et P2 définies
par les équations (C) et (C’) du paragraphe 15 sont nulles.

Si, au contraire, l’un des paramètres 1). (ou p,), se réduit à B(ou oc),
le détachement de )\4 (ou de 75) sera vers l’aval si la fonctionnelle P,
(011 P,) est négative.

Dans l’un comme dans l’autrecas, les nombres p, et p, sont assujettis
à vérifier des conditions aaa: limites. En se reportant alors à l’énoncé
du problème de la proue, on voit que, mathématiquement parlant,
on peut formuler ce problème comme suit : étant donné quatre
constantes réelles, positives, d,, d,, ou, B (a < (3) et un élément ‘F(l)
de l’espace E(oc, @, [) assujetti à vérifier les conditions

Oê‘lf(l)êfia aê/ëfi,

trouver quatre constantes réelles a, I), p, et p,, (telles que a<—1,
b> i) et un élément l(s) de l’espace E(o, Tt, s) qui vérifient l’un des
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quatre systèmes suivants :

‘l(s)=
V[l(s), lP‘(l)p«;,p,, a, b],

P,[[l(s), 1F(l)a,b]=o,
(3.23) P_[l(s), lF(l), a, b]=o,

d' =D1[l(s), lF(l),p_,p1, a, b],

[Cf.
=D.[[-l(9), ‘F(1)P2»Pn a. bl.

a<p-<p.<fi
l(s)= V [l(s), ‘F(l),aoc,p., a, b],

P1[[l(s),‘F(l),a, b]=o,
P2[[[(8), WU). a» bl< 0,

d'=D1 [l(s),‘l(l), a,p.,a, b],
d2=D2[[l(3)’ ‘F(l)r oc, PU “ bl

a{=Æ<Æ<Ô
gl(s)=v

l(8)7 1F(l)x P2) @: a; b];

(3—24)

P, [l([s‘), 1l",(l), a, b]_< 0,

P2[[l(s), lFU), a, b]=o,
d.=D1[l($): WU)):P2y @? “: bl,
diz=D2[l(3)r WU)?)P21 [33 a! b]!

“<P2<Pi=ô-
l(s)=V[l(s), ‘F(l), a, @, a, b],

P,[l(s), ‘F(l), a, b],50,
P2[l(3)y WU), “: bl<0?

d.: Di[l(s), lF(l), a, @, a, ].
d2=D2[l(3): ‘F(l), at 59 “! bl

«=pz<pl=fi—

(3.25)

(3.26)

Dans les équations qu’on vient d’écrire, nous avons explicité tous
les arguments des fonctionnelles P, et P,; nous rappelons, d’autre
part, que d', et d', désignentles fonctionnellesde l(s), 1F(l), a, b,p. et ]).2

définies par les équations (3 . 22).
Soit B, (ou C,) le point de BC où la valeur algébrique de l’angle

de la courbe‘ obstacle avec 0.2: atteint son minimum (ou maximum);A
si ce minimum (ou maximum) est attemt en plus1eurs pomts de BC,
on choisira pour B4 (ou C,) celui dont l’abscissecurviligne est minima
(maxima); nous appellerons a. et B, les abscisses curvilignes respec—
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tives de B, et C,. Au paragraphe28, nous montrerons que le problème
de la proue a une solution même si on s’impose les restrictions
suivantes :

(3.27) P2<Œ; Pl>61-

Pour pouvoir appliquer aux problèmes du sillage et de la proue
ainsi formulés la théorie des équations fonctionnelles de MM. Leray—
Schauder, il est nécessaire de montrer a priori qu’aux éléments
donnés ‘P'(l), oc, @, d, et dg, satisfaisantaux conditions énumérées au
début de ce paragraphe, ne peuvent correspondre que des élé—

ments l(s), a, b, tl), et %, etc., qui assurent un sens aux équations
du problème. Les paragraphes qui suivent ont pour but d’obtenir
certaines limitations des éléments inconnus qui garantissent la régula—
rité des formules en cause.

Remarque. — Il sera souvent plus commode de considérer à la place
de l(s) la fonction [(t) qui réalise la correspondance entre l’obstacle
d’une part, et le segment -—1Êtîr du domaine % d’autre part. Le
groupe d’inconnues l(s), a, b, nl», et % est équivalent au groupe [(t),
a: 17; ‘i’n ‘i"‘-“

24. LIMITATION DE q. — Les formules (1.6), (1.9), etc. perdent
toute signification lorsqu’on y fait a =— 1 ou b = I; le paramètre q
est alors égal à I. En effet, en reprenant les formules et les notations
utilisées au paragraphe 20 et en posant

t1=a, t2=_1,
t:;=1; tk=b7Il vient, d’après (3. 1"), .

__ (b—r><1+a)_
(b + 1) (1— a)

D’après cela, r est positif et compris entre 0 et 1 pour toute valeur
finie ou infinie de a et de b, pourvu que

a g —— 1 , b à 1 .

Dans ces conditions, le paramètre x, relié à r par la relation

x: 1 — r,
Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 23
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ne peut être égal à 1 que pour r=o; c’est—à-dire pour a=—1
ou b =! seulement. Or, au paragraphe 20, on a vu que

ïfl__x(l—X)
iœ1_ X(X) avec X…):

’Ë

/‘2
dcp

…, V1—xsin‘üp
(.), . .Cela montre que Îoî ne peut devenir nul et, par su1te, que le para-

mètre q, lié au précédent par la formule (1.8) ne peut devenir égal
à1quesia=—10ub=1. C.Q.F.D.

La réciproque est vraie : on a nécessairement a<—1 et b>1
lorsque q< 1. Par suite, trouver une borne inférieure pour

|
1 + a]

et b—1 revient à trouver une majorante pour q en fonction des
données géométriquesde la configuration des éléments rigides.

Nous supposerons donc le problème du sillage ou de la proue résolu
pour la configuration1F(l), ac, (3, d, etd,, supposée donnée; nous allons
nous servir des résultats du paragraphe 20. Ces résultats s’appliquent
à l’espèce, puisqu’en vertu de l’hypothèse oê‘F(l)în le domaine &
correspondant'sera d’un seul tenant.

L’inégalité (3.2) ne peut être utile que si l’aire a du domaine F
est finie. Aussi, nous commencerons par transformer conformément
le domaine a du fluide en mouvement en une portion d’une sphère
de Riemann que nous allons définir.

Menons par P, et P, (”’“) des parallèles à 03: (fig. 9); menons
également des parallèles à Oy par les points d’abscisses maxima
et minima de l’obstacle. On obtient ainsi un rectangle A,, B,,
C., D. auquel les arcs w. et a, ne peuvent être extérieurs, puisque,
par hypothèse, l’intersection d’une droite y: const. avec l’obstacle
se réduit à un point au plus. Nous appelons H,H2 l’axe vertical
de ce rectangle. Pour fixer les idées, nous supposons que l’on a
(Cf- â12)

d,gd..

Ceci posé, considérons la sphère E, tangente au plan z au point H. et 
(“’“) Lorsque P2 et P, ne coïncident pas avec les points B et C, il faudra

remplacer dans le texte P, et P, par B et C respectivement. ‘
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dont le diamètre D est égal à D,H, : H1 C. ; D est donc borné dans
les deux sens si les dimensions de l’obstacle sont finies et si d. n’est  

  
 

 
 

  Fig. 9.

r: 9 HI
l‘,” Ad E P _________7‘1‘

Al
!

lœ1
:(

81

d"; 0
\X‘

a % 5= et:d ————————————)‘2' 2

E'“: H

pas infinie. Soit P le point de E diamétralement opposé à H.; nous
obtiendrons une correspondance conforme entre a et une portion F
de l’aire de la sphère, en projetant stéréographiquement & sur 2.
Il est d’abord évident que

2 2

fid’S0' 1rD
2 — 2
 

ll/\
 .1

_

(3-27)

cela montre que le facteur à des formules (3. 2) et (3.2’) est borné
dans les deux sens si les longueurs D et a?. sont finies, c’est-à-dire
toutes les fois que l’obstacle n’est pas une longueur nulle et n’est pas
à une distance nulle ou infinie de l’une des parois. Cela étant, nous
poserons (cf. @@ 19 et 9)

t,:a, t2=——I, t3=1, t,,=b,A
cela revient à prendre pour agua l’image de l’obstacle sur 2 et pour
oËÎ, l’image de l’ensemble des deux parois pc, et w. Pour appli—
quer (3. 2) il ne reste qu’à minorer la borne A corre5pondante.

Soient A'” B',, C'‘ et D'' les images des points A, B, C, D sur 2; au
rectangle rectiligne A4 B‘ C. D. correspondra un rectangle curviligne
dont les côtés sont des arcs de cercle et qui contiendra dans son
intérieur l’image de l’obstacle. Il en résulte que la plus courte
distance A évaluée sur la sphère entre l’image de l’obstacle et celle
de l’ensemble des parois est minorée pour la plus courte distance
sphérique entre l’image-de p.. et de p.2 d’une part, et le périmètre du
rectangle A;B'1 C’,D'4 d’autre part. Or, cette plus courte distance est
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\minorée a son tour pour la plus courte distance rectiligne du péri-

mètre A1 B, C. D. aux plans Pp, et P y.? (dont les intersections avec 2
définissent les images de p.. et de p.?) dont nous allons construire une
borne inférieure.

A cet effet, considérons la section de 2 et de et par le plan PH, H2
(cf. la figure IO) sur lequel les distances rectilignes considérées se
projettent en vraie grandeur. Nous marquerons en E‘ et E._, les traces
respectives de AB et CD:, nous désignerons par G1 et G2 les inter-
sections des PE. et PE2 avec la parallèle à H.H2 menée par le
centre O. de Z. Le rectangle A1 B, C| D, étant intérieur, par construc-
tion, au cercle de centre H. et de rayon D du plan 2, les cotes des

' ' r ' I ' \ I I I I r Dpomts 1nter1eurs au per1rnetre A4 B. C1 D1 ne peuvent depasser;- Par
suite, l’aire limitée par ce périmètre se projette sur le plan de la
figure à l’intérieur de la portion de surface commune au grand cercle
et au quadrilatère E,E2G,G2; une simple inspection de la figure
montre alors

1° que les distances des points de A’, B’, C’, D’, au plan Pp, sont
d1_;:

2° que les distances de ces points au plan F#? sont minorées

01 G1 au moins égales à , soit

  Fig. IO.

p

I

0‘ e 62

,d

a dl E‘ 82 de »2

par GJ, 1 étant la projection de G2 sur PH2. Il est aisé de relier cet—te

dernière limitation à la première. On a, en appelant J la projection
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de E2 sur PH2,
F ]

2
 

d’où, en exprimant de deux façons différentes l’aire du triangle PE2 Hg,

G 1— Bd?
2 —

2\/DH—(di—t—d‘_,—+—E1Eg)2
  

On vérifie aisément que le second membre est une fonction crois-
sante de d,; on a donc

D dGJ ’

zv’D‘—’+ (2d,+ E,E,,)2HV
 

puisque dgd.. Or, de par le choix même de D, on peut écrire
2Dêzd,+ E1E2.

Il en résulte
D 1___,___—= >VD?+(2d,+ E1E2)‘= \/5

et finalement
G21 ài ‘

2 g/5

, . . . , . d, d,En defin1t1ve, A est m1nore par le plus petit des nombres ; et —5:,2

soit par —cÏ”—_- Dans ces conditions, l’inégalité (3. 2) devient, en tenant
2 \/5

compte de (3.27),
] (fi < to:;

1071: D‘-’ : ion1

ce qui s’écrit encore, d’après (1 .8),
1 (If

(3.28) gge—TÜ’,

le second membre étant inférieur à 1 .

Cette inégalité fondamentale entraîne les conséquences suivantes :

1° Toutes les fois que les distances a'4 , d, de l’obstacle aux parois p..
et 51.2 admettent une minorante positive, le paramètre q corres-
pondant admet une majorante positive inférieure à l’unité; par
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suite, le domaine d correspondant aura une épaisseur inférieurement
bornée(“” ).

2° Supposons qu’on ait construitun régime à la Helmholtz, corres—
pondant à une configuration donnée des éléments rigides; supposons
que l’on déforme cette configuration de manière que le paramètre q
correspondant tende vers 1; nous pouvons alors affirmer que ce fait
ne peut se produire que si la déformation est telle que la distance d.
tend vers zéro. Nous établirons la réciproque de ce théorème un peu
plus loin (cf. @ 26).

Remarque. — Il y a lieu de noter que la démonstration précédente
ne fait appel qu’à un minimum d’hypothèses concernant la nature
géométrique de la configuration; l’inégalité (3.28) repose au fond
sur deux faits : que le domaine du fluide en mouvement est d’un seul
tenant (”’“); que l’on peut enfermer l’obstacle dans un rectangle
A.B.C.D. intérieur au canalet dont les côtés A1 B1 et C, D, sont paral-
lèles aux parois de celui-ci. Enfin, convenablement modifiée, l’inéga-
lité (3 .28) peut être étendue aux cas des parois courbes.

Nous nous servirons aussi de l’inégalité (3.2) pour établir le
théorème suivant :

Soit un régime à la Helmholtz correspondant aux éléments intrin-
sèques lI"(l), a, B, d,, d,; si l’on fait varier les données de manière à
faire tendre le paramètre q correspondantvers zéro, la configuration
des éléments rigides se déformera de manière que les parois p…. et @
s’éloignent à l’infini.

Remarque. — Cet énoncé repose sur l’hypothèse de non—recou—
pement des lignes libres (sûrement satisfaite si l‘F[l(s)]

| < Tt). 
. d . . . . .(“”)

—ñ’
tend vers 1, lorsque al1 augmente mdefimment, les dimensmns de

l’obstacle restant finies.
(…) Dans l’état actuel de la question cette prémisse a été établie seulement

pour les obstacles pourvus d’une tangente assujettie à vérifier la condition
0 g‘F(l) g 7:.

Mais toute extension à une nouvelle catégorie d’obstacles de la propriété de
non—recoupementdes lignes libres, avec elles-mêmes et avec l’obstacle corres-
pondant, en traîne l’extensionàla même catégorie d’obstacles de l’inégalité (3. 28).
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En effet, choisissons pour 2 une sphère de rayon fini quelconque,
tangente au plan z, au point de bifurcation 0, par exemple; l’imageP
du domaine (il. est encore finie et d’un seul tenant; le lemme du para-
graphe 20 s’applique. Posons (cf. @ 19)

ti=a’ t2=_—l, t3:+l, tk=b-A /\
Les éléments et, ou, et aaa. de I" sont donc respectivement lesimages

de X, et ’A2 sur 2; ce sont des courbes partant des images des points
de détachement pour aboutir au pôle P de 2 où elles sont toutes deux
tangentes au méridien de )] parallèle aux parois.

Cela posé, (3.2) et (1.8) montrent que q, tendant vers zéro, la
plus courte distance A entre les images de X. et )\g (évaluée sur E à

l’intérieur de I‘) doit aussi tendre vers zéro. Or l’examen de la figure
révèle que, dans le cas de non—recoupement de X, et M, la borne A ne
s’annule que si les petits cercles de 2, images de p…, et p.2, se réduisent
au point P, auquel cas les parois p…. et {1—2

sont rejetées à l’infini.
0. Q. r. n.

La réciproque de ce théorème sera établie un peu plus loin
(0f. g 26).

25. LIMITATION ou QUOTIENT %- — LEMME. — Soit T(t) une fonc-
tion réelle quelconque, définie, pour fixer les idées, dans l’inter—
valle — lâtâl; soit m(t) une fonction réelle, analytique et régulière
dans le même intervalle (”’”).

On a l ’inégalite' suivante :

f e_Tu)|dm(t)l ! |T(t)||dm(t)l
(3.29) logl—+l—_>—_:‘____—_.

L Idm(t)l f_Îlldm(t)l
Associons, en effet, à chaque point t de l’intervalle— 1 ; t 5 1 , le point

æ(t>=T<t>,
y(t) = e—Tw, 

(“"-‘) Il serait aisé de se débarrasser de ces hypothèses de régularité sur m(t).
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de la courbe y= "” et plaçons en ce point la masse infinitési-
male |dm(t‘)l; les coordonnées E et n du centre de gravité G des
masses ainsi réparties seront données par les formules

T(t)
|
dm(…

&: _—1—_,f |dm(t)|

[+ e—Tl”]dm(t)i

f_Î|dm<t>l
Or,. la courbe y = "‘ tourne sa convexité vers l’axe des a:; il en

résulte que les coordonnéesx, y d’un point appartenant à une corde
dey= ““ et, par suite, celles E, ‘t) du centre de gravité G, vérifient
l‘inégalité y>e‘$ ou l’inégalité équivalente log_y>—æ. Il suffit,
dès lors, de remplacer dans la dernière € et ?] par leurs valeurs pour
retrouver (3 . 29).

'

1):

Remarque. — La démonstration ne suppose nullement la continuité
de T(t); la répartition des masses |dm(t)| peut donc être discontinue
le long dey: e—'”. Enfin, il n’est même pas nécessairede supposer la
fonction‘T(t)bornée.

Cela posé, supposons encore le problème du sillage résolu pour la
configuration‘F(l),«, B, d, et d, donnée (”°); les éléments l(z) (*”),
a, b, «l). et % correspondant à cette configuration sont alors connus.
Dans ces conditions, la correspondance entre le segment —15t51
d’une part et l’obstacle d'autre part sera donnée par la formule

_‘l’l+‘l’2 _ lt—t0ldl_ eT(b__…,_a) t (—râtêl),

que l’on obtient en combinant les équations (1.10) et (1.31). On 
(““) Si le problème posé était celui de la proue, il suffirait de remplacer dans

les raisonnements a et 5 par p, et pi. Cette remarque s‘applique encore au
paragraphe 25. -

(…) Voir la remarque finale du paragraphe 23.
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tire de là

+%I
7r|a

%dl:
b
 e—T(t)|t-—tol |tlal

b dt.
——a| (!»—?>

Comme (lé—1 et bè‘l, —lâtêl, on a

la] 1
!)

|t—a| >5’ b-t HV
LOI——

ces inégalitésayant un sens même pour [a i
= 1 et b = 1 . Il suit de là

que la longueur totale 3— a: de l’obstacle donné vérifie l’inégalité

6—a>i4fi+%
+1

=[m |alb
 e—TU> ]

t —— to |
dt. Cette inégalité permettra de majorer le facteur”; Î’ en fonction

d’une minorante positive, non nulle de l’intégrale du second membre.
Or, ona

+1f |t—toldt=l+tâ,
—1

d’où, puisque — Igzogx,
151+t352.

Dès lors, l’inégalité (3.29) permet d’écrire (en y posant
|dm(z)|=|t—t,|dt)

+1
1

+1

log[f e—T(u|t—toldt:lg—af T(t)|t—toldt,
_1 —1

d’où l’on tire +, , +1_; Tu)|t—1,|dzf e—T'lllt—toldtge '—[l .
1

Ainsi, l’intégrale du premier membre pourra être minorée par une
constante positive non nulle si l’on sait majorer le module de
l’expression

+1[ T(t)|t—t.,|dt,
—1

dont l’élément différentiel ne contient pas d’exponentielle; c’est là
l’avantage qu’offre l’emploi du lemme.

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 24
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Or, considérons la fonction analytique auxiliaire
[

(3.30) H(t)=f Q(t)(t—Io)dt
’n

définie dans le domaine ‘îê; d’après la définition même de Q(t) [cf. par
exemple (1 . 23)] les parties réelle et imaginaire de H(t) se réduisent
respectivement pour t réel à

(3.30')
LRII(I)=/‘®(I)(l—ln)dlz (! étant réel).

JH(t)=f T(t)(z—…dtS

Effectuons sur t la transformation
[ l

[:_—<(1+—>2 t1

qui substitue : I° au domaine % le demi—cercle unitaire supérieur ‘Zê.

du plan t, ; les segments

——OOËIÊ—-I et tâtîoo

auront pour image les segments

0îl1îl el "'“Iël1ê0

respectivement; la demi-circonférence t,: ef5(o; 8 g n) correspondra
au segment — 1îtî [; 2° à la fonction H(t) la fonction

H(t)=lL(t,)= âf_lQ…h)J [â<u+ :—1>—Cosôo]<l— (%,)du,

où l’on a posé
10 = — COS 80,

et où la fonction Q[t(t,)] est donnée par la formule (1.53) dans
laquelle il faudra remplacer t par sa valeur en fonction de t.. De ce
qui précède, il résulte que la fonction Q[t(t.)] est réelle le long des
segments

—1Êté—,b+\/b2_l et _a_\/a2_lgtigl’
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imaginaire pure le long des portions restantes du segment — 1 ; t. _5_

1,
nulle en les points communs de ces deux éléments de frontière
[cf. (1 . 13)]; la fonction Q[t(t, )] est donc prolongeable à travers
l’axe réel; elle peut donc être définie dans tout le cercle %. à l’intérieur
duquel elle est holomorphe, en sorte que la fonction IL (t,) est égale-
ment définie à l’intérieur de ce cercle, mais possédera au point t‘ = o
une singularité dont nous allons préciser la nature.

A cet effet, nous ferons observer qu’en retranchant du second
membre de (l . 53) la quantité __i_y’(t"—x)(t—a)(t—b) ““ fb(t’)dt'

Tr I+t _l V(l—t")(b—t')(t’—d)   
(dans laquelle le radical sous le signe d’intégration est pris avec
le signe + et où le radical placé en facteur doit être pris avec le
signe + pour de très grandes valeurs de t) qui est nulle en vertu
de (l . 54), l’expression de Q(t) prend la forme    Q(t)=_£V(tz—l)(t—a)(t—b) “ (D(t')(x+t’)dfl

“ (“*—") _1 (£—t’)V(I—t")(Ô—t’)(t'—a)
valable même pour a=—1 pourvu que b#|; au précédent para-
graphe, '_nous avons vu que cette condition était remplie moyennant
l’hypothèse d. # o que nous adopterons désormais pour toute la suite
du raisonnement. La fonction Q(t) étant régulière à l’infini, nous
avons, en posant  R(t)=V<fi—x)(t—b>(t—a>
et en remplaçant t par sa valeur en fonction de t1 (…),

' +1 / I !

Q(ti)=_.%f _‘I’(‘><I+t)dl 
  —1 \/H(t')

. _ _

lt f+1Œ(tl)(l+”>lû—fl)+
â(a+b)ldz'—2— _” 1

—1 _
VR<z')

+[gt2f+1®(t’)(l+t’)_â—t'+tl2+ä(a+b)(l_tl)'__%(a_b)2]dt,” ' “* WW)
+ t? [série entière en ti]. 

(“*) Ce développement suppose |a| et !) borné supérieurement; il serait aisé
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Portons ce développement limité dans l’expression de H,(t,);
on trouve, en désignant par des accents les dérivations effectuées
relativement à la variable t4 au point t.=o, en groupant convena-
blement les termes du second membre et en intégrant

(3.30”) H,(t,)= âQ(o) [à <t‘,—’+ à;>
— cosô0 <t1+ à)] — àQ’ro) <t,-— -tI—>

+
_; LQ'(o)cosc%— âg"(o) logt,+ll2(tl),

 

la fonction H2(t.) étant holomorphe dans tout le cercle lt,l<i.
. , d£2 d‘19 . . .Or, les quant1tes [Q(t.)],l=M (ËZÎ>,,=Û’ <d_tÏ—>t,=o sont imaginaires

pures; d’après leurs expressions mêmes, elles sont bornées en modules
si b;£1 et si la] et b sont bornés supérieurement. Il en résulte, en
tenant compte de la définition de ][1 (t.), que le long du cercle t, = e"'7

la partie réelle (RH,(t.)de H;,(t,) se réduit à

2 i—j 9Lt(ei5')](cosô'—cosô,)sinô’dô’+ —l—
[Q’(o)cosù—— âQ”(o)] 6

1 , . \— 2—£.£2(0)sm0.

da…, ( efô)
dô existe donc et reste inférieure en module àLa dérivée de

2 E ” TE+I2n+8|Q(o)l+ 2
 l9’(0) l?

lorsque 0585a; cette dérivée est, par suite, bornéc tant que b # 1 et
tant que |a| et b sont bornés; cela montre que, moyennant les hypo—
thèses faites sur a et b, la fonction LR Il,(ei5) vérifie une condition de 
de rendre le résultat final indépendantde cette hypothèse en effectuant sur t une
transformationdu type

kt — 1 — lt—l—l/\—t— 2 1 t1,
où k désigne une constante réelle, supérieure à 1 mais inférieure au plus petit
des paramètres |a| et b. Cette transformationn’altère pas l’image de l’obstacle
dans le plan t,; mais au point t,: o correspondra cette fois le point t = If; on
achèvera en reprenant les raisonnements du texte. Toutefois, dans ce cas, les
formules et les calculs deviendraient plus compliqués.
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Lipschitz dans tout l’intervalle oî8ën. Comme (RHa(t.) est une
fonction harmonique régulière dans tout le cercle |t,

]
<‘1, il en

résulte que la fonction conjuguée JH2(t,) vérifiera une condition de
Holder, d’exposant aussi voisin de l’unité qu’on le veut, pour

|
!, |51

(cf. le théorème de Fatou et de Priwaloff, @ 11). Ainsi H,(n) est une
fonction continue pour |t, |g1, nulle, d’après sa définition même
pour t,: e”°:, elle est donc bornée en valeur absolue-pour

|
t, [él (‘ '“).

D’un autre côté, l’expression (3.30’) de IL (t,) prouve que la fonc-
tion J[H,(t.)—IL(t,)J est bornée le long du demi—cercle t4=eiô,
oîäîn moyennant les hypothèses faites; cela montre que le long de
ce demi—cercle IL(L) est supérieurement bornée; il en est donc de
même de l’expression

«+l] T(t) (t——— to) dt. 0. Q. F. D.
——1

Nous avons déjà fait observer que les hypothèses |a|îconst. et
béconst. ne sont pas essentielles à la démonstration. Nous pouvons
donc énoncer :

' Supposons qu’il existe une solution du problème du sillage posé
relativement à la configuration caractérisée par les éléments‘F(l), ou, B,
d, et ds : lorsque la différence B—oc est supérieurement bornée et
lorsque l’une, au moins, des distances d1 et d2, pour fixerles
idées, d,, est bornée inférieurement par une constante positive non

‘ + . . , .nulle, la valeur correspondante du parametre
Ïlz—l—%

sera 1nfer1eure

à une quantité finie, dépendant d’ailleurs de ({3— on) et de (14.

Remarque. —- Il importe de noter que notre conclusion ne suppose
pas : I° que l(t) soit continue; 2° que les paramètres (b — I) et [a + 1

]

soient majorés; il faut que l’un d’eux seulement Soit minoré par un
‘l‘1+‘l’2
]a|.b

que sur le fait que les quantités 1l?'[l(t)] et B—a étaient supérieu-
rement bornées. Cette constatation met bien en lumière l’importance
et la généralité du raisonnement que nous venons d’employer et qui

 nombre positif non nul. Pour limiter , nous ne sommes appuyés 
(…) Moyennant, bien entendu, les hypothèses faites sur b eta.
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peut servir dans l’analyse de cas plus généraux [0f. g 22 et notamment
le renvoi (°°)].

26. CONSTRUCTION D’UN MODULE DE CONTINUITÉ vous LA FONCTION 1F[l(t)].
—— Supposons toujours le problème du sillage résolu; soient les
éléments l(t), a, b, alu et 2112 qui correspondent aux éléments ‘F(l),
a, @, d, et d, donnés a priori. D’après les hypothèses faites sur
l’obstacle, 1F[l(t)] vérifie les conditions

oê‘F[l(t)]în.

Ces inégalités entraînent, d’après le théorème 1 du paragraphe 16,
la conséquence fondamentale suivante : l’intersection de toute paral-
lèle à 0.1: avec l’ensemble obstacle-lignes libres se réduit à un point
unique (‘ ‘ “). Le domaine a du fluide en mouvement sera limité par un
contour sans points doubles.

Cela posé, considéronsdeux points, M et M’, de l’obstacle d’affixes
respectifs z=æ+iy et z'=x’+ iy'; soient t et t’ les affixes des
points du segment (— 1, + 1) qui leur correspondent dans le plan t.
Construisons alors la sphère de Riemann, 2, dont le diamètre sera
égal à la longueur B— a. du profil et tangente en M’ au plan 2. Comme
au paragraphe 24, nous appelleronsP le point de E opposé à M’ et P
la projection stéréographique relativement à P du domaine 61 du
fluide en mouvement. Le contour limitant & étant, on l’a vu,
dépourvu de points doubles, la frontière [" de 1‘ sera une courbe
fermée sans point double. L’usage que nous ferons de cette proposition
montrera le rôle capital de l’hypothèse l‘P[l]lÉfi qui nous a permis
de l’établir. Appliquons(aux domaines % et F, représentés confor-
mément l’un sur l’autre, le lemme du paragraphe 20, en admettant
que t < t' (c’est-à—dire y <y’) et en posant

t1=oo, t2=——I, t-_,=t, t,=l'.
_ . A A

Cela rev1ent à prendre respectivementpour arcs «,a, et a,,oc. de ]" 
(…) Toutefois l’obstacle peut contenir des segments de droites parallèles à Ox

pourvu que ces segments soient étrangers ‘a ses extrémités B et C.
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les images de l’arc P2M de l’obstacle d’une part, et l’image de/\ /\
l’ensemble formé par l’arc M’P1 de P2P., la ligne libre 7… et la
paroi p.,, d’autre part. De l’allure des lignes libres L et ’A? (“‘“), il
résulte que leurs images X', et X; sur E sont extérieuresà la portion
de ): comprise entre deux plans parallèles à p., et {L2 et passant l’un
par P et P,, l’autre par P et P… portion qui contient l’obstacle.

Une discussion analogue à celle du paragraphe24 montre alors que
o

, o
A .

la plus courte distance spher1que A(a2a3, a,.oz.) est mmorée par la
’— . . ,

quantité —lL2—’/l Comme dans notre cas l’aire a de I‘ est ma;oree

par ïÊ;—aÏ, (3. 1) et (3. 1’) permettent d’écrire

|y<fl>—y<t>lgîW—WTÏ“—l pour —15tÿ'5+1.
’°gÜÎÎ>  

inégalité qui fournit, pour l’ordonnéey(t), un module de continuité
tout le long de l’obstacle, points de détachement compris. Des hypo—
thèses faites sur l’obstacle il résulte (of. @ 22) que [[ y(t)], envisagée
comme une fonction de t, est continue pour —Iîtêl. Ce résultat
reste valable même pour al1: 0; il joue un rôle capital dans la suite
(cf. @ 29). En combinant de tels raisonnements avec ceux du
paragraphe 21, on établirait tout pareillement l’existence d’une
constante K telle que l’inégalitéA /\

A(a2a,,, abai)êKlæ(1)—æ(flll

soit vérifiée le long de tout arc de @ sur lequel æ(t) serait une
fonction monotone de son argument. (Toutefois, la limitation précé—
dente serait en défaut lorsque l’image d’un des points as ou or,. de 2 se
confond avec P. ou P,; voir les conclusions du paragraphe 22 concer-
nant les voisinages des points de détachement.) Il en résulterait
que æ(t) le long de tels arcs appartient bien à l’espace E’, (t).

5
Utilisons maintenant l’hypothèse de l’existence et de la continuité 
(…) Dont l’intersection avec les droites_y: const. se réduit à un point unique.
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de 1P”(l) le long de @, (““). De ce résultat, les méthodes du para-
graphe 22 permettent de déduire, dans l’ordre, les conséquences
suivantes: la fonction ‘F[l(t)] est continue et vérifie une condi-
tion E_(t) dans tout l’intervalle —1<t<1, extrémités comprises;
1F[I(t)] vérifie une condition E’(t), où n désigne un nombre positif
arbitrairement grand, dans tout l’intervalle — 1 < t< 1, extrémités
exclues; enfin, 1F[l(t)] vérifiera la condition E,,(t) dans tout l’inter-
valle — Igzgi extrémités comprises lorsque 1F[l(— 1)]9£ TI et
W[t<+r>]#o (“?>-

Ainsi, toutes les fonctions 1F[l(t)] correspondant à l’ensemble
des obstacles de l’espèce considérée doivent posséder le même module
de continuité B,,(t); ces fonctions sont donc également continues.
D’après le théorème d’Arzela (”“), les 1F[l(t)] forment une famille
compacte de fonctions; cela veutdire que, de toute suite infinie de ces
fonctions, on pourra extraire une suite partielle convergeant unifor-
mément, sur tout l’intervallecommun de définition, vers une fOnction
limite appartenant à l’espace E,,(t).

Il est essentiel de noter que cet énoncé ne repose pas sur l’hypothèse
que les éléments donnés al1 et d, soient inférieurementbornés par une -

constante positive non nulle.
Le résultat précédent entraîne la conséquence fondamentale sui-

vante. Etant donnée, dans le plan 2, une configuration caractérisée
par les éléments ‘F(l),—a, B, d. et d,, supposons qu’on ait déterminé les
éléments inconnus, [(t), a, b, (I}, et ul). correspondant;; si les dis—

d((t)tances d et ci,, ne sont pas nulles, je dis que la dérivée—— existe et
vérifie, dans l’intervalle — 1êt51 , une condition E,,(t).

En effet : 1° l’inégalité (3. 28), jointe aux relations (1.6) et (1.8),
montre que a’4 et d2 n’étant pas nuls, les paramètres g, la] et b sont 

(““) Au paragraphe 22 nous avons vu que ces hypothèses ne sont pas néces—
saires pour justifier les conclusionsdu texte; lorsque lI"’(Z) n’existepas, celles-ci
sont, en particulier, valables si a < 1F(l) < 1: — e, 5 étant positif (cf. 5 22) et si
les points P1 et P, coïncident respectivement avec C et B.

(…) Rappelons que (cf. 5 23) ces hypothèses ne sont pas indispensables pour
la démonstration des théorèmesd’existence.

. (…) On trouvera un exposé de laquestion dans la thèse de M. Montel.
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distincts de 1; le domaine (! du plan Z ne dégénère pas; la correspon—
dance t= t(Z) a un sens et est analytique pour q < |

Z
| ; 1 .

2° D’après le paragraphe “ la fonction analytique Q,,(Z) définie
dans d à l’aide des formules (1.23) et (1.27) vérifie dans la demi—
couronne et sur les frontières

|
Z

|
= 1 et lZ| = (; de celle—ci une condi-

tion É,,(Z); car la partie réelle ®,(X, Y) de Q,(Z) se réduit pour Z = e“
à ‘F[l(t[s])], or cette dernière vérifie une condition E,,(s), donc
aussi Jî’,,(t), d’indice arbitrairement grand. Il en résulte que la fonc—
tion Q,,(t): ®,(t) + iT0(t) appartient à l’espace E,,(t) dans tout son
domaine de définition %, le point à l’infini excepté.

3° Moyennant les formules (1.14), (l .28) et (1.29), la corres—
pondance entre les plans 2 et t s’écrit

“ha n (s,,+s)_ lal.b dt.œ, ]t—aHt—b|a —(s-—so)
7:

D’après l’alinéa 1°, les paramètres la |, b et qsont différentsde 1; les
facteurs

lt_t0l
 (3.31) [dz]:— 

 

t—to [al.b
a[%(s—s,,)J

|t—allt—bl

sont des fonctions analytiques régulières dans le voisinage et sur
l’intervalle —— 1 ; té 1, cela quel que soit t0 (‘ "’). Le facteur e—T°“’ appar—
tient, d’après l’alinéa 2°, à l’espace E,,(t) dans tout son domaine de
définition, le point à l’infini excepté. Enfin, le facteur

-’—ï—’Ë,—%
est

borné supérieurement (cf. le 5 25). Le rapprochement de ces
remarques justifie notre assertion (‘ "“).

Du résultat précédent découle la conséquence suivante : la fonction
inconnue [(t) possède une norme, au sens défini au paragraphe 25; 

(“”) Il résulte des raisonnements du paragraphe14 que ces conclusions restent
valables même lorsque la| et !) augmentent indéfiniment. Rappelons que to est
compris entre — 1 et + 1; les points t = t() et Z,: e“° se correspondent; le zéro
de t — to, considéré comme fonction de s, pour :::—s() est simple.

(…) Voir le paragraphe 29 où l’on étend ce théorèmeà certaincas où
[
a

]
et ()

tendent vers 1.

Journ. de Math., tome XX. —’ Fasc. 2, 1941. 25
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cette norme est bornée supérieurement en fonction des bornes
, . 1 . , . . .super1euresde (B — et), (T, â—»

la fonctmn ‘I"(l) ver1fiant les conditions
1 2

qui lui ont été imposées au paragraphe 25.

27. ÉTUDE ou COMPORTEMENT nas PARAMÈTRES a ET !) LORSQUE LES
DISTANCES d, ET d2 TENDENT vans ZERO ou DEVIENNENT INFINIES. — Supposons
encore le problème résolu; soient W(l), a, B, a'1 et a'2 les éléments
connus, l(t), a, b, <.]J, et % les éléments inconnus a priori, supposés
déterminés. Faisons varier les éléments connus de manière que les
conditions qui leur ont été imposées au paragraphe 25 soientvérifiées
au cours de cette transformation de la configuration. Nous allons
montrer d’abord que si le paramètre d, (ou d,) augmente indéfiniment,
le paramètre correspondant b (ou

{
a [) croît au delà de toute limite et

réciproquement.
La démonstration repose sur la construction d’une minorante du

‘«l’1+‘—l‘2
.|a|.b

chemin régulier C., joignant un point quelconque du segment
(| , + oo) de l’axe réel, mais autre que t: 1, i: b, z: oo, à un point
quelconque du segment (—œ, — l), autre que t=—œ, t=a, t=— 1,
tel que la longueur de la ligne C, soit finie; il en résulte que chacun
de ses points est à distance finie. Lorsque les paramètres d, et d2 ne
sont pas nuls, la correspondance ::: z(t) fera correspondre à C, un
chemin régulier C situé à distance finie dans le domaine a et reliant
un point de 7\. ou de p., à un point de )\2 ou de …. D’après cela, la
longueur L du chemin C est bornée inférieurement par la différence
des ordonnées des extrémités B et C de l’obstacle, différence qui, par
hypothèse, n’est pas nulle (c f. le @ 25). Tenant compte de (3.31), on
peut écrire

quotient et sur un lemme. Traçons dans le domaine ‘(‘5 un 
|a|.b
a]|t—

 (3.32) ’P’+% e-Tl'llt—tol lt“—
dt 2 [.

1r}a|.b C_ bll |_cons

La longueur du chemin d’intégration C. étant finie et le facteur

|a|.b
lt—allt—b.l
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étant supérieurement borné le long de C, ainsi que le module lt],
d’après la façon même dont G est défini, l’intégrale qui figure au
premiermembre est supérieurementbornée puisque d et d ne sont

‘P1+‘lë estla lb pas nuls (cf. le @ 26); il en résulte que le facteur positif
borné inférieurementpar une constante non nulle.

0. 0. F. n.
u . \ + 9 , , .

A1n51, le parametre
%—î—'

est borne en module, tant super1eurement

qu’inférieurement;mais il importe de noter que la deuxième limi—
tation n’est valable que si les distances (14 et d2 sont inférieurement
bornées.

Sous cette dernière hypothèse, on peut énoncer le lemme suivant :

LEMME. — La valeurde l’intégrale (…) b_ . b la](1.32)
11_f1 smQ(t)Ët_a(t—to)dt

augmente indéfinimentsi la configuration des éléments rigides dans le
plan 2 se déforme de manière que le paramètre b correspondant croit au
delà de toute limite.

La réciproque est vraie. Nous appellerons I2 la même intégrale
étendue à l’intervalle (a, — 1); un énoncé tout analogue s’applique
à l,. En efi‘et : 1° d’après (1.51) et (l. 16), on peut écrire      

’looZ s logZ sI h

QltZ —L/Œ(D(
9(217r+fi)0(2i_n 2—_>( )]—

21r2_ 0

s)

6(logZ
|

s >+6(
logZ

s)2i1r _r
2—7r (2i7r _

2—7_r

logZ so logZ

s_;>æ
, —_

6<2i71‘ +271) eI—<—2ir—Î2 — logZ so logZ So°(mfi;> 9(T…îî)d
formule où la fonction d>(s) se déduit de ‘F[l(s)] au moyen des
relations du paragraphe 12. Rappelonsque d’après les raisonnements
du paragraphe 16, l’élément différentiel de l’intégrale précédente, 

(…) Voir le paragraphe 12 pour l’étude du comportement de 11 pour t: I).
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divisé par i, n’est pas négatif dans l’intervalle —1<Z<—q, c ’est—
à—dire le long de son image 1 <t< !) dans le plan t.

2° Les distances d et d2 différant de zéro, le paramètre q est
différent de 1; la fonction analytique 0(v, q) correspondante est
donc régulière en v et en q (y compris pour _q = o). D’autre part, on
a vu au paragraphe’lfî que l’expression qui figure entre crochets au
second membre, divisée par i, ne s’annule que pour s: so; il suit de
là que son module peut être borné inférieurement en fonction
de |: ——sol en tout point intérieur à l’intervalle — 1 < Z <— q.

3° Par hypothèse (of. â25), 1F(l) ne se réduit pas identiquement à
zéro dans l’intervalle aélâB. Dès lors, la fonction lIl”[l(3)] étant
continue pour oêsên (of. @ 26), il existe un nombre positif & non
nul tel que la mesure de l’ensemble des points de l’intervalle oésên,
où |<I>(s)| est supérieur à a, est supérieure à une constante positive
convenable.

4° En combinant les résultats des alinéas 1°, 2° et 3°, on voit que la
fonction Q[t(Z)], nulle pour Z =—q, est bornée inférieurementen
tout point Z intérieurà l’intervalle — 1 < Z <— (1. Or, la correspon—
dance t=t(Z) est analytique et régulière dans cet intervalle si q
est distinct de 1 (cf. 5 14); par suite, à tout point intérieur à
l’intervalle — 1 < Z <— q, correspondra un point intérieur à
l’intervalle 1 < t< b; Q(t) peut donc être bornée inférieurement en
tout point intérieur à l’intervalle 1 < t <b.

5“ Par hypothèse, on a
l®($)lêfl;

le principe du maximum, appliqué à la fonction Q[t(Z)], permet
d’affirmer que Q(Z) est distincte de 11 en tout point Z intérieur à

l’intervalle — 1 < Z <—q.
6° En combinant les résultats des alinéas 4°Vet 5° on voit que le

module de sin Q(t) est inférieurement borné en tout point t du
segment 1, b distinct de ses extrémités b et 1.’ Il suit de là que la
valeur absolue de l’élément différentiel de l’intégrale I4 est minorée
en tout point intérieur de l’intervalle d’intégration 1< t<b; cela
montre que I, augmente indéfiniment avec la mesure (11 — 1) de cet
intervalle.
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La réciproqueest évidente; le facteur

sinQ(t)
b — t

de l’élément différentiel positif de 1. étant borné pour t= !) (cf. ël2),
l’intégrale L est supérieurementbornée si le paramètre !) reste fini.

Tout pareillement, on établirait que I, augmente indéfiniment
avec [a |, et réciproquement. c. Q. 1‘. D.

Remarque. — De la démonstration qui précède, il résulte que I,
sont différents de 1 .

Cela étant, il vient, d’après (1 .33), (1.33’) et (3.32)
                                     (3 33) =%+filal-b ‘”‘“"’

. _ ‘l“i+'*l‘22—4J2+ lal.b12= kPa—l'—_}’s_1.

Supposons que la configuration donnée dans le plan 2. se déforme
de manière que d. augmente indéfiniment, d2 restant fini mais
différent de zéro. La deuxième équation (3.33) montre alors que
chacun des termes positifs

\lfi+‘li% et
la———l-—bgl2

reste borné. Comme le quotient 
est à la fois majoré et minoré, il en résulte que

1° l’intégrale I2 correspondante demeure supérieurement bornée
au cours de la transformation envisagée; le lemme précédent montre
alors que le paramètre [a |

reste nécessairement fini;
2° la distance y, etl’intégrale L deviennentinfinies simultanément.

Par ailleurs, la première relation (3.33), dans laquelle les deux
termes du second membre sont positifs, prouve que si d, augmente
indéfiniment, l’un, au moins, des paramètres 21.1, ou y., c’est-à-dire t,}.

ou b, augmente indéfiniment. Or la] et tlJ2 étant bornés supérieu-
4u+41-rement et la | b étant limité dans les deux sens, il est clair qu’au 

cours de la transformation considérée <.l). et b doivent tendre vers
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l’infini simultanément, et cela de manière que le quotient % soit borné
tant supérieurementqu’inférieurement(“”).

Réciproquement, supposons que la configuration donnée dans le
plan : se déforme de manière que le paramètre b correspondant
augmente indéfiniment, la+1| restant limité dans les deux sens.
Dans ces conditions l’un, au moins, des

paramètpres ‘;l’4
ou % doit

1+Vz reste borné
| a]

croître au delà de toute limite, puisque le rapport .!)

dans les deux sens; dans tous les cas, les quotients ’il et gl@ restent() b
finis. Or, de deux inégalités [cf. (1 . 4”)] 

  

 

‘«P1 + ‘«lJ-2 a‘-lh + bKl*2const. < < const. et _ ,
|
“

|
b ‘l’1 + %

< [

on déduit, en multipliant membre par membre,

42 %
tb

—
lal < const.

“PCela montre, que -—

’ et
| a| étant bornés supérieurement, % est bornéb

supérieurement. Les formules (3.33) prouvent alors qu’au cours de
la transformation envisagée, la paroi p., s’éloigne indéfiniment alors
que la paroi p.,. reste à distance finie.

Ainsi, lorque la configuration donnée dans le plan se déforme de
manière que l’un des—paramètres correspondants d., 4“ ou !) tende
vers l’infini, d2 restant fini, les deux autres croissent au delà de toute
limite, et cela de façon que le quotientde deux paramètresquelconques
soit fini; les paramètres la] et KI), restent bornés au cours de la trans—
formation.

Tout pareillement, on établirait que si a', et d2 (ou b et la |, ou KI),

et %) augmentent indéfiniment, b, [a |, «la, et % correspondants
augmentent indéfiniment de manière que

l‘lJ1+‘l’2 a‘lh+b‘l‘2
lai-b “_+1+% <" < const.,

     
‘" Ces conclusions résultent aussi en artie de la discussion du) ’

système (1 . 4”).
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A la limite, on obtiendraun sillage correspondantà l’obstacle donné
placé en fluide indéfini. On observera que tous ces résultats sont en
complet accord avec les conclusions des paragraphes 14 et 24.

Il est bon de rappeler que la discussion qui précède repose essen-
tiellement sur l’hypothèsesuivante : la distance ci, (nous prendrons,
pour fixer les idées d4 gd,) ne devient pas nulle au cours des transfor—
mations du plan 2 que nous avons envisagées; dans ce cas (cf. @ 24)
les paramètres la + 1] et b — 1 sont bornés inférieurement et les
formules de transformation utilisées ne deviennent pas illusoires.
Nous nous proposons de compléternotre discussion en montrant que
si la configuration du plan 2 se déforme de manière que d. tende vers
zéro, le paramètre b correspondant tend vers 1; le théorème réciproque
a été déjà établi au paragraphe 24 [cf. (3.28)]. “En effet, d’après
(3.33), le terme  v —‘l"+‘l“21‘“ filal.b ‘

doit s’annuler avec d,. Or, raisonnons par l’absurbe et supposons
que b ne tende pas dans ces conditions vers 1; il résulterait des

’l'l’al % et de L, que nous avons effectuées au cours de

ce paragraphe (et qui seraient valables puisque b;£1) que y. ne
tendrait pas vers zéro; cette contradiction justifie notre assertion.

minorationsde 
28. THÉORÈMES D’EXISTENCE. —— Rappelonsbrièvement les principaux

résultats obtenus pas MM. Leray et Schauder dans le domaine des
équations fonctionnelles. Soit un espace abstrait E que nous suppo-
serons linéaire, normé, complet (au sens de M. Banach); soient a: un
élément de cet espace et F(æ) une transformation fonctionnelle
complètement continue(1 23) (vollstetig, au sens de M. F. Riesz)définie
sur E et opérant sur x. 

(”*) Nous croyons utile de préciser le sens des termes employés.
Un espace abstrait E est dit linéaire si, étant donnés deux éléments x et æ'

de E,

1° On peut définir la somme $ + x’, l’élément résultant ainsi obtenu appar-
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Ceci posé, envisageons l’équation fonctionnelle
(3 . 34)

_
a; = F (x)

à laquelle nous associerons la transformation
(3.35) y=æ—F(æ). 
tenant à E; l’opération d’addition est commutative. Cela entraîne l’existence de
l’élément zéro.

2° m et m’ désignant deux nombres réels, on peut définir les produits tels
que mac, m’æ’, etc.; les éléments ainsi introduits doivent appartenir à E. L’opé—
ration de multiplication ainsi définie est distributive; on doit donc avoir

(m+ m’)(æ+x’) =mæ+ m’æ+ mæ’+ m’æ’.

Un espace abstrait est dit normé si, à tout élément av de E, on peut attacher
un nombre positif ou nul, que nous désignerons par le symbole ]] x [| et que nous
appellerons « norme de x », tel que :

1° l’égalité H $ |} = o entraîne x = 0;
2° l’axiome du « triangle » H au + æ’ H ; [| x ][ + [| x’ |[ est vérifié;
3° on a, rn étant un nombre réel,

llmxll=lmlllwll-
Un espace abstrait est complet si l’égalité

lim ||æ,,—æ,,||=o”+”,/])”
entraîne l’existence d’un élément x tel que

lim |[æ—æ,,||=o.
p—>œ

Relativementà un espace linéaire, normé et complet, nous introduisons les
définitions suivantes :

Un ensemble C d’un espace abstrait E est dit compact lorsque toute suite
infinie d’éléments de C a au moins un élément limite qui appartient à E.

Une transformation fonctionnelle F(æ), définie dans l’espace E et opérant sur
l’élément a: de cet espace, est dite complètement continue si elle est continue
relativement à son argument et si elle transforme tout ensemble borné de E en
un ensemble compact de E. Lorsque E est constitué par l’ensemble des fonctions
possédant un même module de continuité, on peut attacher la norme |]x|| à tout
élément m de E en posant -

|lx||=Max.|x];
alors la transformation F(æ) sera, d‘après le théorème d’Arzela, complètement
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Soit alors D un domaine borné de l’espace E et supposons que la
frontière D’ de D ne contient aucune solution de (3.34); avec
MM. Leray et Schauder, nous appellerons indice total i des solutions
de l’équation (3.34) contenues dans D (”“), le degré topologique
d[æ — F(æ), D, o] au point zéro de la transformation(3 . 35) opérant
sur D. Cette définition est légitime puisque les hypothèses faites
entraînent l’existence du nombre d[æ—F(æ), D, o]. Admettons 
continué si elle est continue. Dans ce cas, en effet, la transformation F(æ)
transforme toute famille bornée (en norme) de fonctions de E en une famille
bornée (en vertu de la continuité) de fonctions possédant une égale conti-
nuité, c’est—à-dire compacte.

Cette remarque s’applique, en particulier, à la transformation V définie au
paragraphe 23.

(…) Faute de place nous ne pouvons développer ici la théorie du degré
topologique due à M. Brouwer (MathematzÏsc/te Annalen, t. 71, 1911) et
généralisée depuis par MM. Schauder et Leray; nous nous contenterons de
rappeler les propriétés fondamentales du degré qui font comprendre l’impor—
tance de cette notion.

Considérons d’abord, avec M. Brouwer, un ensemble ouvert en situé dans
l’espace à n dimensions En; nous supposerons (» borné et nous désignerons par
m’ sa frontière'. Soit alors F(x) une transformation continue (et non plus
complètement continue) opérant sur E,, et faisant correspondre à tout point x
de E,, un point x"appartenant au même espace; nous appellerons F(œ) et F(œ’)
les ensembles de E… images respectives des ensembles &) et m’ dans la corres-
pondance .r'=F(æ). M. Brouwer montre que dans ces conditions on peut
définir en chaque point x=a de F(m) étranger à F(œ’), un nombre entier,
positif ou négatif d[F, w, a] [la transformation x'=F(x) peut recouvrir le
point a un certain nombre de fois; en affectant chaque recouvrement d’un
signe, selon une loi que nous n’aurons pas à utiliser, le degré d[F, ce, a] se
définit, en gros, comme la différence entre les nombres de recouvrements
positifs et négatifs; dans la suite, nous n’aurons à considérer que le cas où
le degré d[F, 0), et] correspondant vaut il], que nous appellerons degré
topologique de la transformation au point x=a relativement à m et qui
possède trois propriétés suivantes :

1° Si d[F, ce, a] n’est pas nul, le point a fait partie de l’ensemble F(œ ).
2° Le degré d[F, w, a] reste constant lorsque le point a, la transformation

Flat) et l’ensemble (» varient continûment, pourvu que le point a demeure
constamment étranger à l’ensemble F(œ’) au cours de la déformation envisagée.

3° Si w =(… + œz sont deux ensembles ouverts, sans points communs intérieurs,
Jour-n. de Math., tome XX. — Faso. " 1911. 26“’
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alors que l’on puisse construire les transformations auxiliaires
(3-34') 7’=F(æ,/f)
(3.35') y=æ——F(æ,k) avec ()IfÊI,

dépendant d’un paramètre réel k et jouissant des propriétéssuivantes :

1° Pour chaque valeur de k(oîk51) la transformation (3.35’) est
complètement continue relativement à l’élément a: de D et uniformé-
ment continue relativement au paramètre lc; on peut donc définir
l'indice :'(/c): d[æ — F(æ, I:), D, 0] pour toute valeur de lc appartenant
à l’intervalle o g kg 1 .

2° Pour toute valeur de k, 0 ; k ; 1 , les solutions éventuellesde (3.34’)
(obtenue en remplaçant y par ce) sont bornées a priori; pendant la
déformation de l’équation qu’entraîne la variation de lc, aucune de 
dont les frontières seront notées w', et w'2, on a

d[F, w, a] =d[F, w… a] + d[F, …, a],

pourvu que a soit étranger à F(w}) et à F(œÏ_,).

Ceci posé, résoudre l’équation fonctionnelle

(a) w = F(æ)

revient, géométriquement, à chercher un point a: de E,, qui soit sa propre
image dans la correspondanceæ’= F(æ). Supposons qu’on ait réussi à montrer
a priori que le module de la solution éventuelle m=a de l’équation (a) est
borné; le point a appartient donc à un certain ensemble borné ca de E… Ce
résultat permet de définir le degré d[F, (.), a] de la transformation a"=F(æ)
en chaque point de w puisque F(a) sera alors étranger à F(œ’); et pour établir
l’existence d’une solution de (a) il suflira d’établir l’existence d’un point de a
de ou en lequel d[F,œ, a] diffère de zéro (cf. la première propriété du degré).
Pour mettre en évidence l’existence d’un tel point, on cherchera à faire varier
continûment la transformation F(x) de manière que les solutions éventuelles
de (a) restent intérieures au même ensemble œ, c’est-à-dire n’en atteignent pas
la frontière m’. D’après la deuxième propriété fondamentale du degré topolo—
gique, le nombre d[F, w, a:], où se désigne un point intérieur à co, reste invariant
au cours de cette déformation de (a). Supposons que par ce procédé on puisse
réduire (a) à une forme x=Fi(æ) suffisamment simple pour pouvoir établir
l’existence d’un point au de m en lequel d[F,, œ, ail diffère de zéro. Cela
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ces solutions ne franchit la frontière D’ ; dans ces conditions le
nombre :‘(/c) = d[æ —— F(æ, lc), D, 0] sera indépendantde k.

3° On a
F(æ,1)=F(æ).

4° On peut déterminer le nombre i(o) = d[x—— F(æ, 0), D, o] et,
par suite, l’indice total ide la transformation(334) dans le domaine D.
(Nous appellerons conditions L l’ensemble des conditions que nous
venons d’énumérer.)

Dans ces conditions, si i(o) est différent de zéro, i=i(1) est
différent de zéro; il résulte alors des propriétés fondamentales du
degré que l’équation (3.34) possède au moins une solution dans D.
Nous nous proposons d’appliquer ce critère d’existencede MM. Leray 
montre qu’il existe au moins un point de a de &) tel que

d[F, (L), a] =d[F1, O.), CL1],

c’est-à—dire que l’équation (a) admet au moins la solution a; = a. Pour effectuer
pratiquement la réduction utilisée de F(æ), on introduira dans cette transfor-
mation un paramètre réel k, appartenant à l’intervalle oêkêr, pour fixer les
idées. On écrira donc

æ'= F(:c, k)
avec

F(æ,1)=F(æ) et F(æ,o)=F1(x).
Il sera toujours supposé que la transformation F(æ, k) est uniformément

continue relativementà k; d’une façon précise, cela veut dire qu’à toute valeur k
telle que oâlr_S_1 et à tout nombre positif & correspond un nombre 7; tel que
l’inégalité

|
Ir — k’| < 13 entraîne

|F(æ,k)—F(Œ,k')l<ê,
pourvu que w appartienne à l’ensemble œ.

Lorsque F(x) désigne une transformation complètement continue (et non
plus simplement continue), MM. Leray et Schauder ont réussi à étendre la
définition et les propriétés de degré topologique aux transformations du
type (3.35) dans le cas où celles-ci opèrent sur les éléments w d’un espace
linéaire, normé, complet E (et non plus sur un élément de l’espace à n
dimensions En). Il suit de là que les critères d’existence, que nous venons de
rappeler, s’appliquent aux équations (3.35), à condition de substituer partout
au terme module celui de norme et au terme de degré celui d’indice, défini dans
le texte.
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et Schauder aux équations fonctionnelles du problème du sillage et
de la proue.

Envisageonsd’abord la transformation fonctionnelle
(3.36) L(s)=V[l(s),‘F(l‘),a,B,a,b],
où le ”symbole V désigne l’opération définie par le second membre
de (3. 20). De par la'définition même de V, il est clair qu’étant donné
un groupe de ses arguments, 1F(Z) [‘F(l) étant un élémentde E(a, @, l)]
01, @, a et b (—œâa< — 1 < 1 < bÉ+œ), la transformation (3.36)
fait correspondre à chaque point K.?) de l’espace E(o, r., 3) (cf. 525)
un élément L(s) du même espace (*“). Nous avons constaté par
ailleurs que la] et b étant distincts de 1 (cf. ê_S 12 et 14), l’élément
L(_s) ainsi obtenu dépend continûment de l(s), 1F(l), 01, B, a et b; il
s’ensuit que (3 . 36) est une transformationcontinue du typex’= F(æ).
De plus, il suffit de se reporter aux calculs mêmes (cf. 5 25) effectués
pour déterminer les paramètres q;. et % ‘a partir des éléments l(s),

4a+ 1F(l), a, B, a et b pour constater que le paramètre! ”’ et, par
L(s)
ds

quantités |l(s)fl, “‘F(l)fl, lac] et
[
Bl, les paramètres a et b correspon—

dants étant astreints à être différents de 1 (cf. gg 14, 25, 25, 26).
Il en résulte qu’à tout ensemble borné (*”) d’éléments l(s) de l’espace
E(o, 11,3), l'opération (3.36) fait correspondre un ensemble borné
situé dans le même espace; cet ensemble sera compact, puisque le
principe de Bolzano-Weierstrass s’applique à E(o, 11, 3); cela montre

all)

I

et iL(s)i sont majorés au moyen des . dsuite, les grandeurs
. 

(“—"’) Rappelons, en effet, que d’après la définition même de F, l’élémentL(s)
est obtenu à partir de l’équation (1.31) de M. Villat, où l’on remplace le premier membre par dL(s); si donc la] et b sont distincts de 1, et ‘F(l) et [(s)

ds
. , . . dL(s) .

sont des elements de E(oc, @, l) et lL(O, Tr, 3) respectivement, dç ex1ste et 
est continue; L(s) appartient donc biena E(o, Tr, s).

Précisons aussi que l(s) désigne maintenant un élément quelconque
de E(o, 71, s): l(s) n’est plus nécessairement une fonction croissante de 3

lorsque 0 g 3 g n.
(…) Nous entendons par là que les éléments de l’ensemble considéré ont des

normes bornées.
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que (3.36) est une transformation complètementcontinue, opérant dans
l’espace linéaire, normé, complet E(o, Tt, s), à laquelle s’applique la
théorie de l’indice total de MM. Leray et Schauder.

Moyennant les résultats qui précèdent, le lecteurvérifieraaisément
que les fonctionnelles définies par les seconds membres des équa—

tions (A) et (A’) du paragraphe 15 et des équations (3 . 21) et (3 . 22)
sont continues relativement à chacun de leursarguments toutes les
fois que (3 . 36) est continue; comme aux éléments ‘F(l) de E(oc, B, !)
et [(s) de E(o, 11, s) correspondent des valeurs bornées des fonction-
nelles en cause si 6 — 1 > 0 et a + 1 < 0, les transformationsqu’elles
définissent sont même complètement continues.

Cela posé, envisageons dans le plan z une configuration des éléments
rigides, définie par les éléments ‘F(l), «, @, d‘ et d'2 assujettis à vérifier
les conditions énumérées au paragraphe 25 (dans la suite nous
supposerons toujours que ces conditions sont remplies). Au para—
graphe 24 on a vu que les paramètres |a| et b, caractérisant un
mouvement à la Helmholtz (proue ou sillage) correspondantà cette
configuration, diffèrent de 1 lorsque aucune des distances a', ou d._,

n’est nulle (*“); dans ce cas, les hypothèses faites sur la courbe-
dl(s)

ds
(cf. @@ 25 et 26). Nous pouvons donc affirmer, a priori, qu’étant
donné une configuration définie par 1I"(l), oc, @, d, et d'2 (oc et @

bornés,
a', et al2 distincts de zéro) :

1° les inconnues
| ai et b correspondantes diffèrent de 1 :,

2° l’inconnue [(s) appartient à l’espace E(o, Tt, s); les normes des
solutions l(s) éventuelles sont bornées àpriori;

3° les relations fonctionnelles utilisées pour la mise en équation
sont complètement continues.

 obstacle entraînent l’existence et la continuité de la dérivée

Problème du sillage. — Introduisons, pour faciliter le langage,
l’espace abstrait E(o, T., s, a, I)) dont un élément ce sera formé par
l’ensemble de l’élément l(s) de E(o, n, s) et de deux constantes b_I—f

Iet -a+1  
(…) Au cours de ce paragraphe, cette hypothèse sera supposée remplie.
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Étant donné deux éléments
1 I 1m: [l(.s),-,}—:;m] et æ/=[ll(8); 7)’————I’Ë_—l+—ÎJ

de l’espace E(o, T:, s, a, b) et deux constantes réelles m et m’, nous
appellerons combinaison linéaire à coefficients m et m’ de x’ et x,
l’élément de E (0, n, s, a, b) défini par

m m’ m m'mæ+ m’a": [ml(s) + mil/(")’b——1+b’——I’ a+! + “[+I—l.
 

Nous appellerons norme d’un point de E(o, 1:, s, a, b) la grandeur
1

b_ 1|æl|=ill<s>ll+| _, +
 

I.… ,,

Il est clair, dès lors, que l’espace E(o, %, s, a, b) ainsi défini est
linéaire, normé et complet. Moyennant ces conventions, le problème
du sillage, tel qu’il a été énoncé au paragraphe25, peut se formuler
comme il suit : étant donné un élément 1F(l) et E(oc, B, I) et quatre
constantesa, @, a'4 et d2, établir l’existence d’un élémentde E(o,n,s,a,b)
vérifiant les relations (3. 20) et (3.21). Pour appliquer la théorie de
MM. Leray et Schauder, nous allons réduire ce système de trois
équations à une équation unique du type æ’=F(æ).

Soit alors v une grandeur absolument constante, ayant les dimen—
sions de la distance; les paramètres b et (2 étant des constantes numé-
riques sans dimensions, le système des équations (3.20) et (3.21)
peut s’écrire

‘

l(s)=V[l(s),‘F(l),a,fi,a,b], __1 __ I 1 I 1

(b—1)—(b—I)+Ç{ËZ_ D,[l(s),‘F(l),a,ô,a,b]l’ (3.37)

?

1 1 1 1 1

}(1+a)—(l+a)—;l 2 Ddl(s),‘F(l),a,fi,a,b]

Grâce à cet artifice d’écriture, les fonctionnelles qui figurent aux
seconds membres des relations précédentes feront correspondre à un
ensemble d’éléments l(s), a, b, un ensemble d’éléments de même
nature; nous pouvons, dès lors, considérerl’ensemble de ces transfor-
mations commeune transformation fonctionnelle unique opérant sur
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les éléments a: de l’espace E(o, u, s, a, b), en sorte qu’en désignant

. . I I ,
cette transformat10n par le symbole 97 x, ‘P (1), ;,1

,
2,Î}, «,

@]
les equa-

tions (3 . 27) se réduisent à l’équation unique
1 1(3.38) x=5[Œ,Œ(Z),Zi—î)azÿd,fi]

du type même envisagé par MM. Schauderet Leray.
Envisageons alors dans le plan z la configuration auxiliaire, définie

au moyen des éléments W*(l), d:, d;, et et 3,
/

\‘F*(I)=k‘F(I)-l—(x—k)

!T”»
2

(3.39)

)

dç=—k—,

*_d2d2_7{-,

dépendant d’un paramètre réel If tel que oâ/cîx; nous affecterons
d’un astérisque les éléments relatifs à cette configuration.

Il est clair que pour lc = 1, la configuration auxiliaire se réduit à la
configuration donnée; pour toute valeur de k(oîkêr), les éléments
1F*(l), d:, d; vérifient les conditionsdu paragraphe25 (‘ ”):, enfin, si k
tend vers zéro, l’obstacle se déforme de manière à se réduirepour lc: o
au segment rectiligne de longueur B—oc, placé en fluide indéfini
(al1 : d2=+ œ) perpendiculairement à la direction générale du
courant. Les paramètres d: et d; ne deviennent jamais nuls au cours
de la déformation envisagée des éléments rigides : par suite, les
paramètres |a*| et b* correspondants sont donc supérieurs à 1 et ne
peuvent être égaux à 1. Dans ces conditions, l’équation du problème
du sillage posé relativement à la configuration auxiliaire s’écrit,
d’après (3 . 38),
(3.40) x*=fl[æ*,‘F*(l),dî,dâ,a,F3],
le symbole % désignant une transformation de l’espace E (o, ‘n, s, a, b)
complètement continue relativement à a:*. 

(…) On vérifie aisément qu’on a, en particulier,
0ÊW*(Ï)ÊW,

pourvu que
oê‘F(l)îrc et oâ/râr.
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Elle est, de plus, uniformémentcontinue relativement au paramètre
k(oîkê1). D’après les équations (3.39) cela est évident tant que ]:
diffère de zéro. Si k tend vers zéro, d] et d; augmentent indéfiniment
[cf. (3.39)] et, par suite (cf. @ 27), les paramètres la*[ et b* corres—
pondants augmentent aussi indéfiniment; or (cf. @ 14) les fonction—
nelles qui figurent aux seconds membres de (3.37) sont continues

I I

«T:
‘“

«î;
tinues tant que les distances d: et d, sont différentes de zéro; d’un
autre côté, les raisonnements du @ 27 prouvent que les fonctionnelles
D: et D;, définies au @ “2.3, sont positives et sûrement différentes
de zéro lorsque d: #0 et d; #0; la transformation % est donc continuet_ « _ 1 \ ° _ ' 1 1pour al4 __afl2 __œ, c est—a-d1repour [:_—0, pu15que m et È le sont

pour b*=œ et la*|= se; les quantités sont, en effet, con-

pour les valeurs correspondantes de b et de a.
D’autre part, il résulte de ce qui précède [cf. les formules (3.39)

et le début de ce paragraphe], que les éléments l*(s), a* et b* qui
définissent la solution éventuelle a:" de (3.40) vérifient les inégalités

Hl*(s)||âconst., [a*+1|ëconst.>o, (b“—1)ëconst.>o.

Cela montre que la grandeur lx*||
I Illx’|l=lll*(slll

“Fm—l:— +
lÎ*——-li

est supérieurement bornée quel que soit lc, 05k51; le point a: de
E(o, Tt, s, a, b) qui vérifie l’équation (_3. 40) reste donc intérieur à une
certaine hypersphère m de cet espace. Dès lors, les résultats rappelés
au début de ce paragraphe nous permettent d’affirmer :

1° que la théorie de l’indice total s’applique à l’équation (3.40);
2° que l’indice total des solutions intérieures à (u de cette équation

est indépendant de k, 05k5 1;
3° pour Ic=t l’équation (3.40) se réduit à (3.38) relative à la

configuration donnée;
4° pour k = 0 l’équation (3. 40) est indépendante de l’élément [(s)

puisque la configuration correspondante se réduit, on l’a vu, à une
lame rectiligneplacée orthogonalementau courant d’épaisseur infinie.
On sait que pour un tel obstacle le problème du sillage admet une
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solution et une seule (””); cela montre que pour If = o l’indice total
des solutions de (3.40) est égal à 1; il en résulte que l'indice relatif
à [c: [, c’est-à—dire relatif à l’équation (3.38), est égal à 1. L’équa—
tion (3.38) a donc au moins une solution. 0. Q. r. 1).

Remarque. — Considérons une configuration des éléments rigides
symétrique relativement à l’axe du canal. Les raisonnements
précédents, légèrement retouchés, permettent d’énoncer le résultat suivant : il existe au moins un élément x=æ[l(s), Êa b—l—1]
de l’espace E(o, r., s, a, b) tel que

—a:b
qui vérifie les équations du problème du sillage posé par la configu-
ration en cause. En d’autres termes, aux éléments rigides symétriques
par rapport à l’axe du canal, on peut faire correspondre au moins un
régime à la Helmholtz possédant la même symétrie. Dans ce cas le
point de bifurcation est connu a priori, puisqu’il coïncide avec le
milieu 0 de l’obstacle; celui—ci peut d’ailleurs présenter en 0 un point
anguleux; l’image de 0 dans d sera le point Z = i. Nous choisirons O
pour origine des abscisses curvilignes l; les inconnues du problème
seront : 1° la fonction l(s), définie pour

—Ê
53511 et assujettie à vérifier

les conditions aux limites

l<g>=o, l(n):ô:a; :

2° le paramètre b > I. Une fois ces conventions adoptées, les raison-
nements qui précèdent s’appliqueront sans modification.

Problème de la proue. — Introduisons,encore poursimplifier l’expo—
sition, un second espace abstrait E (c, Tt, s, a, »b, p., pg) dont un
élément x sera constitué par l’ensemble de l’élément [(s) de E(o, TC, s)
et de quatre constantes b i 1

,
ZzÂI—_1’

p. etp2. Étantdonné deux éléments
4

11 1 , i, 1 , :x=L](s),Ëemvp1yp2] et Œ=ll(3):î —’P1:P2:l-‘’/I a+! 
(”'”) Cf. par exemple M. V1LLAT, Aperçus théoriques sur la résistance des

fluides ou U. CISOTTI, Idrameccam‘capiana.
Journ. de Math., tome XX. — Faso. 2, 1941. 27
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de l’espace E(o, 11, s, a, 0, p,, p,.) et deux constantes réelles m et m’,
nous appellerons combinaison linéaire à coefficients constants de a:
et w’, l’élément

.
, m m’ m m’ml 3 +m’l’ s .

mx+rn’æ’={
’) ()'I)—1+/)’—l’u+l+u’+l’ .

mp, + m’p',, mp2+ m’p’._,

 
Nous appellerons norme d’un point a: de E(o, n, s, a, b,p., p:_.) la

grandeur
I

ll-ïll—lll(—v)ll+lñl+
 

Iml+ lP1 !
+ lP2 |-

Il est clair que l’espace E (0, 'n, s, a, b, p, , p2) ainsi définiestlinéaire
normé, complet. Moyennant ces conventions, le problème de la proue
tel qu’il a été énoncé au paragraphe 25 peut se formuler comme il
suit : étant donné un élément 1I"(l) de E(oc, B, !) et quatre constantes oc,

B, (14 et d… établir l’existence d’un élément de E (0, 7:, s, a, b,p,,p;,)
vérifiant l’un des systèmes de relations fonctionnelles (3 . 23), (3. 24),
(3.25), (3 . 26) et les inégalités (”“)

l P2<1)1) ]'2<“17 ÇI<P1,3. .( 41)
l b—1>o, a+l<o.

Attachons alors à chaque nombre réel n le nombre n+, défini par les
relations suivantes :

n+=h, sin>o; n+=o, sinêo.
Nous allons montrer, à la suite de M. Leray, que la convention

précédente ainsi que l’artifice d’écriture utilisé lors de l’étude du pro-
blème du sillage nous permettent de substitueraux systèmes (3 . 23), 

(13°) Rappelons que les quantités «, et @, ont été introduites à la fin du para—
graphe 23; nous prions le lecteur de se rapporter à ce passage.

D’après la définition même de a, et B,, on peut avoir @, < oc, ; c’est notamment
le cas de l’obstacle convexe vers le courant où l’on a ou,: @, B,: oz. Il est dès
lors indispensable, pour donner un sens au problème, de compléter les inéga-
lités p._.<a,, Ç,<p1 par la condition p,<p,. En définitive, les inconnues p1
et p, du problème appartiennentau domaine, non borné, du plan (p,, p.,), limité
par les droites d’équations

p2=a,, P1=fiu P1=P2'
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(3 . 24), (3 . 25) et (3 . 26) précédents, le système unique

[(5)=Vll(3)a WU), “+ (17,2— °‘)+:B _ (@ ""Pl )+1 “: bl!

Œ%Æ=_ Pg[l(s), IF(1), a, z)],

(P1_Ç__)+___
(3.42) ,, —P1[l(s), M!), a, b],

I l 1 l 1

[1—1 _ b—1 Siî', _ D1[z<s),\F(l),a+(pt_,-a)+,e—(e—pq)+,a,b] ’

1 1 1 1 I_ __ ,
a+1_a+1 v ' D2[l(s), lI“(l),oc+( p'._,———a)“*,—@ (—Ç p')+,a,bb]i
  

   

dont les1nconnuesp'1 et p'._, sont astreintesà être intérieuresau domaine
non borné (3. 41).

En effet, supposons que la solution éventuelle

!
æ=æ[l(3)’b_—ÎÎ’ a+1’P"P_|

de (3.42) vérifie, outre (3.41), les inégalités

aSPQ- p: 25-
Alors, en posant

17,2=P21 P'1=PH
il vient

a+(P'2_d)+=P‘n 5“(@—Pi )+=P17
(“_P2)+=01 (Pi—fi)+=0-

Ces inégalités, jointes aux conditions (3. 41), montrent que la
solution considérée de (3 . 42) vérifie aussi le système (3 . 23).

Supposons maintenantque la solution éventuelle 
! ,a—l—l’pl’P2]æ=æ[l(…ç), b_

‘

de (3 . 42) vérifie, outre (3 . 41), les inégalités
page:, 19255-

Alors, en posant
P2= «: p'. =p“
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il vient
a+(pë—Œ)+=a=1)g, @—(fi—1}',)*:ph

(a_Plz)+êoy (Plq—fi)+=”-

Ces égalités, jointes aux conditions (3.41), montrent que l’élément
1x: [l(s), b—l1’ a—+1’ a,p',] vérifie le système (3.24).

Le cas p'| êa, p'._,êB sera étudié d'une manière toute analogue; il
correspond au système (3 . 25).

Enfin supposons que la solution de (3.42) vérifie les inégalités
I'l‘Ê“) Plêô'

Alors, en posant
[727 “! I’ll—@,

il vient
a+(pf_,—a)*‘=a=p… @_(5_pl)+=B=PH

(« — pt.>+z (p'. — @>+zn.

Ces relations, jointes aux conditions (3 . 4 i), montrent que l’élément

æ=æ[l(s), -b—ll
,

a_—l-Î’ «,
@]

vérifie le système (3. 26).
De plus, grâce à l’introduction du paramètre d’homogénéité v, les

fonctionnellesqui figurent aux seconds membres des relations (3.42)
feront correspondre à un ensemble d’éléments l(s), a, b, a ——p._.,

p. —
{3 un ensemble d’éléments de même nature; nous pouvons donc

considérer l’ensemble de ces transformations comme une transfor—
mation fonctionnelle unique, opérant sur les éléments x de l’espace
abstrait E(o, ‘n, s, a, b, p, , pa), en sorte qu’en désignant cette trans-
formation parle symbole 97 [$, 1F(l),

5—1, à , oc,
B]

, les équations (3 . 42)
se réduisent encore à l’équation unique

(3.42') æ=5[æ, W). à, d- a. c]

du type a: = F(æ) déjà considéré.
Posons-nous alors le problème de la proue pour la configuration

auxiliaire du plan z, dépendantdu paramètre k(oîkêr) et définie au
moyen des équations (3.39); ce problème revient a chercher un
point æ*[l*(s), a*, b*, pf, [);] de E (0, 7:, s, a, b,p., p,) vérifiant les
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inégalités (”*) (3 . 41) et le système de relations fonctionnelles

l’(8) =V[Z*(S), 11f"(!), a + (Pî — d)+, @
— (@ —Pî)+, a’: b“]»

(“__—vp“?—= — P.[l*(s), 11"’U)» 613 If].
(Pi—ô)+_ « * * *

(3.43) —î———Pe[l(sx‘F (l), a. b].
'

1 1_ _l_$ _ _
!,

b‘——1
“ b*—1 + vld.* D.[t*(s), l1f*(t),a+(p;_a)+,p_ (p_p;)+, a*, b*J)

l
?

  
'

1 1

‘
‘_ dt;

“
D.[t*<s>. WW), « + <pf.— a)+. @

— (@ —pï>+, a*. b*1
’    

équivalent à l’équation unique

(3.44) æ*=:î[æ*, ‘F‘(Z), dî, d£, oc, ($].

Les raisonnements faits à proposdu problème du sillage s’appliquent
encore à la fonctionnelle % de (3.44); on établit ainsi (*”) que cette
fonctionnelle est complètement continue relativement à son argu-
mentcæ et uniformément continue relativement à lc dans l’inter—
valle oîkê1; la théorie de l’indice total s’applique donc à l’équa-
tion (3.44).

Cela posé, nous allons montrer que les solutions éventuelles
de (3.44) ne peuvent atteindre les bornes que leur assignent les
inégalités (3 . 41).

1° Les paramètres a* et b* vérifient les inégalités a*<— 1, b*> 1

de par leur nature même; on a vu d’autre part que les quantités b*— 1

et |a*+ 1
|
sont bornées inférieurement tant que les distances d: et d;

sont différentes de zéro, c’est-à-dire pour 0 g kg 1. 
(…) Le lecteur s’assurera aisément que la fonction ‘F*(l), définie par (3.49),

atteint son maximum pour l=[31 et son minimum pour l=a,; ’les inéga—
lités (3.41) sont donc indépendantesde I:.

(…) Les points essentiels de cette discussion, la minoration a priori des para-
mètres |a*+1] et b*—1, s’acquièrent comme pour le problème du sillage.
Les raisonnements préliminaires aux théorèmes d’existence établissent alors la
continuité complète des fonctionnelles qui figurent aux seconds membres des
équations (3.43).
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2°” On ne peut avoirpî=p} Sinon, en effet, on aurait
« +(1)3- a)+= @

— (@ —p£)+
avec

PS—°‘êo et Ô-Pëê°;
système de conditions qui admet la solution unique pj=pÇ. Dans ce
cas la longueur de l’obstacle serait nulle; les constantes &l/‘f et «la" déter-
minées par l’équation (3. 19), dans laquelle on aurait remplacé « et B
par p; et p‘,‘ respectivement, seraient égales toutes deux à zéro. Lesdl(s)

. . ds
tion l(s), et par Sllll.€ 1F*[l(s)], est donc constante [c]. au para—
graphe 25 la définition (3.20) de la transformation V] dans tout
l’intervalle (o, Tt); d’après (1.24) on aurait

:o, la fonc— équations (1.10), (1 . 10’) et (1.31) montrent que

sâ=W*[l(s)], pour ogsg7r.

Moyennant cette relation les fonctionnellesP,[l*(s), 1lJ'*(l), a*, b*]
et P.[l*(s), ‘l"*(l), a*, -b*] [cf. les équations (A), (A’), (C), et (C’)
du paragraphe15] se réduisent respectivement à

i * * *20) s m . s——' —°nî——Ç 433 Sln—0)
7r 7r T: 2

un" m‘ s* s‘' ( —'s$+œ, ——°nî—nî cos—°,
Tt 7r 2

—

 
??

expressions où la fonCtion C est supposée avoir été construite à partir
des périodes au): et 2w;.

On constate alors que l’une, au moins, de ces quantités est négative
quel que soit .::, oâs3în (””); l’une, au moins, des égalités (3.43”)
ou (3.43'”) est impossible. 0. Q. F. D. 

(…) Posons, en effet,
30

77:
= ’

et étudions le signe de la fonction f(a): r,, oc — Ç(_aw,) dans l’intervalleo g a g 1.
Il vient

f’(oz) =… + ou, p(aœ,);

comme p(aw,) décroît de +ooà e1 lorsque ac croît de 0 à :, le minimumde f’(a)
dans l’intervalle considéré est atteint pour a = 1 ; en tenant compte de la
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3° On ne peut avoir —

p;: oc, ou p: = 51 .

Si l’on avait pï_,‘= ca,, par exemple, le minimum de 1I"[l(s)] serait
atteint pour s = 0; on aurait

l*(0) : Œ1 .

L’intégrale qui figure au second membre de la formule (A) du para-
graphe 15 ne serait pas alors positive.

D’un autre côté, pT—pÎ_Ï est une quantité inférieurement bornée
(! (voir l’alinéa précédent); il en est dès lors de même de

 

l’(s) .

ds ‘
puisque

la longueur de l’obstacle n’est pas nulle et que, dès lors, le para-
mètre ql_;—l%_ est inférieurement borné (of. @ 27); l*(s) est donc un

élément de E (o, n, s) qui ne se réduit pas à une constante;
comme 1F*(l) ne se réduit pas identiquement à 11 (of. @ 25),
n —W*[l(s)] est supérieur à e (& étant un nombre positif assez petit)
sur un ensemblede l’intervalle (0, TE) dont la mesure ?] est positive et
non nulle; d’après (1.24), s; sera distinct de T:. Il s’ensuit, en tenant 
formule connue (of. XXX1 T. M.), on a

x
, ._ _ ! _4_q°"_ .

1

Il s’ensuit que f’(1) est positif; f’(oc) est donc positive pour oâozîr; le
maximum de f(oc) dans l’intervalle ogagr, atteint pour a =], est égal à zéro;
f(oz) croît donc de -—oo à 0 lorsque on varie de o à 1. Ce résultatjustifie les con-
clusions du texte toutes les fois que so dilÏère de o et de 1r.l Pour traiter ces cas
extrêmes, il suffit de noter que pour so=o ou E les expressions du texte se
réduisent respectivement à — 1 et à 0 (ou à 0 et — 1); notre résultat est donc
tout à fait général.

_

A la vérité, nous avons admis encore que les paramètres la] et 0 étaient finis
(cf. 5 14); pour se débarrasser de cette restriction, il suffisait de raisonner sur
les expressions (1.51’), (1.51”) des fonctionnelles SZ’(1) et Q’(——1), valables
pour la }

=oo, !) =oo: mais la discussion précédente aurait été un peu plus com-
pliquée.
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compte de l’alinéa précédent, que la quantité
* * " *20) s m . s

-———’ —° 'f1Î—Ç -—' sÏ,) sm —‘-’
T. TC 7: ,

_ 2

est négative et non nulle.
En combinantles deux résultats de cet alinéa on voit que la quantité

P._.[1*(.ç), 1P“‘(l), a*, b*]

[cf. l’équation (C) du paragraphe 15] est égale à la somme de deux
quantités négatives; l’équation (3 . 43'”) ne peut alors pas être vérifiée.
Un raisonnement tout identique prouverait que pî# (3. .

0. Q. r. 0.
Cela étant, observonsque la configuration définie par les éléments

,‘F*(l), dî, dg, pî, p* (cf. @ 15) qui vérifient les inégalités (3.41),
satisfait aux conditions du 5 25; dès lors, les raisonnements déve—
loppés à propos du problème du sillage s’appliquent et montrent que
les normes ||l*(s)|| des solutions éventuelles l*(s) de (3.44) sont
bornées dans leur ensemble. Il s’ensuit que les valeurs prises par les
fonctionnelles P,-[l*(s), 1P”‘(l), p‘,‘, pg], (i=1, 2) sont aussi bornées
dans leur ensemble; il en sera donc de même des valeurs de p‘,’, p.‘,‘

[cf. les équations (3. 42”), (3. 42’”) et les inégalités (3.41), lesquelles
sont satisfaites apriori d’après les alinéas “2 et 3].

Ces résultats montrent que la racine éventuelle de l’équation (3. 44)

’a*+-1
—u t * l l i &—‘L“= [! (s)’l)*_——Î’_ PvP—:]

est un élément de l’espace E(o, 71, s, a, b,p,,p2) qui vérifie une iné-
galité du type

fll(.9)||+—- +!pîl+}pf_,|<œnst.] 1

(b*—— l) + W
Par suite, la solution x* en cause est un point intérieurà une hyper-

sphère (» de rayon borné, située dans l’espace E (0, 1:, s, a, b, p,,p2)
(x* est donc étranger à la frontière m’ de (» quel que soit lc, oêkê1).
Cela montre que l’indice total des solutions de (3.34) relativement
a m, indice dont nous avons établi plus haut l’existence, est indé-
pendant de lc; nous allons le déterminer en faisant k = 0 dans l’équa—
tion considérée.

_

Or, d’après ce que l’on a vu pour le problème du sillage, les para—
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mètres |a| et b qui sont solutions de (3.44) pour k=o ne peuvent
être qu’infinis, puisque dans ce cas d‘:= d;= 00 [cf. (3.39)]. D’un autre
côté, la fonction 1F"(Z) se réduit alors à

% [cf. (3.39)]; elle est donc
indépendantede l pour I: = 0; il en est donc de même pour la première
des transformations (3 . 43) (‘ 3").

Dans ces conditions, l’équation (3.44) se réduit à l’ensemble de
deux équationsseulement, (3 . 43”) et (3 . 43’”); pour k = o, les valeurs
des fonctionnelles qui figurent au second membre de ces relations se

réduisent à — \_/_2 (*”), en sorte que le système (3.43) peut s’écrire,
2

lorsque k = o, _

% + (a —pâ)+=o,

(/ä
2

— V

(3.45)
—v +(pî—fi)“"=o.

En définitive, il suffit, pour déterminer l’indice total des solutions
de (3.44) relativement à <», d’évaluer cet indice pour l’équa-
tion æ=F(æ) équivalente à l’ensemble de deux équations (3.45).
Or, de par sa définition même, l’indice en cause est égal au degré
topologique au point x = o de la transformation x'= a: — F(æ) (voir
le début de ce paragraphe) équivalente à l’ensemble des transfor-
mations

@
2P'—.:=- V +(d —Pa)+,

(3-45’)
I 2p.=—vÎ+(p«—B)+, 

(…) En se reportant à la définition de l’opération V[l(s), 1FU), a, b, a, @]
[cf. (3.20)], le lecteur constatera que [(s) intervient dans V par l’intermédiaire
de la fonctionnelle lF[l(s)] seulement.

(…) En effet, pourk=o, lF‘*[l(s)]=
%

pour ogsg 7r; donc so: %, d’après (1.24).
D’un autre côté, on a vu que pour la ]

= [) =oo, les fonctionnelles SZ’( I)
et Q’(— 1) se réduisent aux expressions (! .52’) et (1 .52”), égales toutes les deux
à — 1 pour l3l”[l(s)]: g et s; = %;

il suffit de porter ces valeurs de 33, de Q’(——1 )

et Q’(i) dans les relations (C) et (C’) du paragraphe 13 pour justifier les
résultats du texte.

Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 2, 1941. 28
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opérant à l’intérieur du domaine E (”‘“)
P2<au Bl<Ph P2<Pn

dans l’espace à deux dimensions (p., p,). Considérons le domaine F
de cet espace défini par les inégalités

d—P2>Uy 1u—ô>o.
D’après la définition même du symbole m‘“, les quantités (a—p,)+
et (p, — B)* sont positives à l'intérieur de F, nulles à l’extérieur et
sur ses frontières. Or, F est nécessairement intérieur à E, puisque
«<a… Q.< 3, «< @; il en résulte que la transformation (3.45’),
qui est biunivoque, fait correspondreà E le domaine défini par

—v’%<ph ——vç<pg.

Le point1). =p2= 0 est donc recouvert une fois et une seule, v étant
positif, de par sa définition même; par suite, le degré tcpologique
de (3.45’) en ce point est égal à 1 (au signe près) (*“). Ainsi, l’indice
total des solutions [intérieures à <» et vérifiant (3.41)] de l’équa-
tion (3.44) est égal à 1 en valeur absolue; le problème de la proue,
tel que nous l’avons énoncé, possède donc au moins une solution.

0. Q. 17. 0.

Remarque. — Il est intéressant de noter, avec M. Leray, que dans
certains cas particuliers les raisonnements développés à propos du
problème du sillage, manifestement plus simples que ceux qui pré-
cèdent, suffisent à établir le théorème d’existence pour le problème
de la proue.

1. Casoù a, = ou. — Dans ce cas les deux premièresconditions (3 . lu)
admettent la solution unique p, = a. : oc; l'inconnue p, est donc
déterminée à priori. Considérons alors dans le plan 2 la configuration 

(…) Le lecteur est prié de faire la figure.
(…) D’une manière précise ce degré vaut — 1; le signe —— tient à ce que la

transformation (3.45’), égale au produit d’une translation par une symétrie, fait
intervenir une symétrie.
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des éléments rigides définis par les éléments
(346) II,](!): OZ, Ph din d2i @iÊPiÊÜ

[On se reportera à (3 . 22) pourla définition de d‘, ._| Le théorème d’exis—
tence que nous avons établi permet d’associer à chaque valeur de
1), (B, gp. 53) au moins un élémentæ=x(p,) de l’espace E(o,1t, s, a, b)
qui vérifie les équations du problème du sillage posé par la configu—
ration (3.46). Or, les éléments (3.46) sont des fonctions continues
du paramètre p.; chaque élément æ(p,) correspondant dépendra
donc continûment de p, (””). Il s’ensuit que la fonctionnelle
P.[l(s), ‘F(l), a, b], correspondant à l’élément choisi æ(p,) et que
nous écrivons, pour abréger, P.[æ(p.)], sera continue relativement
à son argumentp..

.

Observons, par ailleurs, que l’hypothèse a = a. entraîne (cf. @ 15),
(3-47) Pzlæ(pi)]<o,

pour Bépé @. Pour les mêmes raisons, il vient
(3.48) P1læ(Ôt)lê 0—

Ceci posé, supposons que la solution x=x(B) du problème du
sillage posé pour la configuration 1FU), a, @, d., (!2 vérifie la condi—
t10n( )

Pal$(B)]âO-

Cette inégalité, jointe à (3.47), prouve que x: œ(p) est solution du
problème de la proue posé pour la configuration 1F(l), oc, B, d,, d.}. 

("‘”) Cela résulte des propriétés générales des équations fonctionnelles du
type que nous considérons. Nous admettrons ce point essentiel du raisonnement.
D’un autre côté, rappelons, que d’après le théorème d’existence démontré
ci-dessus, à chaque groupe d’éléments (3.46) correspond au moins un élé—
ment x(p,) qui résout le problème correspondant du sillage; mais rien ne
prouve que cet élément soit unique et l’inconnue æ(p,) peut être à détermina—
tions multiples; mais chacune de ces déterminations est une fonctionnelle
continue de son argument p,, et c’est une telle détermination que nous envi—
sageons dans le texte.

(‘—"°) Nous supposons que x(@) est l’élément qui se déduit par continuité de
la branche envisagée de la solution x(p,) en y faisant p,= @.
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Supposons, au contraire, que l’on ait
P, [x(B)] > o.

Jointe à (3.48), cette inégalité établit, en utilisant la propriété de
continuité de la fonctionnelle P,[æ(p,)] dans l’intervalle BépéB,
l’existence d’au moins un élément x(p.) tel que

P,[æ(p,)] :o.
L’élément œ=æ(p,) vérifie donc le système (3.42); il constitue
encore une solution du problème de la proue posé pour la configu—
ration donnée.

En résumé, le problème en cause admet toujours une solution,
au moins, lorsque cx.=a (ou B=B,). Observons, enfin, que le
problème de la proue posé pour l’obstacle du type considéré, se
réduit au problème du sillage posé pour le même obstacle lorsqu’on a,
à la fois,

oz=oz,, @:B,.

Il. Cas symétrique. — Considérons le cas d'une configuration
symétrique par rapport à l’axe du canal. Nous appellerons B, (ou a,)
l’abscisse curviligne du point C, (ou B,) de la moitié supérieure
(ou inférieure) de l’obstacle en lequel 1P'(l) atteint sa valeur maxima
(ou minima) ("‘“); il est clair que C, ou B, sont symétriques relati-
vement à l’axe du canal. Nous nous proposons de montrer, en utilisant
uniquement le théorème d’existence pour le problème du sillage, que
le problème de la proue posé pour une telle configuration possède au
moins une solution possédant le même axe de symétrie que les éléments
rigides et assujettie, en outre, à vérifier la condition suivante : le

. . /"\point de détachement P. devra être ch0151 sur l’arc (J, C de l’obstacle;
P, sera placé symétriquement par rapport à l’axe du canal. 

(”°) Nous voudrions éviter les confusions entre les quantités ou, 61 d’une part
et les quantités ex,, @, d’autre part. Dans le cas de l’obstacle symétrique convexe
placé symétriquementpar rapport à l’axe du canal, on a a,:fi, Ç,=oc et a,=,3,=
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En effet, soient P, un point d’abscisse p1 de l’arc C,C(Qépéfi)

et P, le point d’abscisse p,, symétrique de P4 relativement à l’axe
(aîp,îoc,); il est clair que

Ih+pg__1+ô
2

—
2
 ’

en sorte que la configuration symétrique formée de P:l’î et des
parois p.. et p., dépend d’un seul paramètre, p, par exemple. Le
théorème d’existence du problème symétrique du sillage permet
d’affirmer l’existence d’au moins une solution æ=æ(p,) (“”) de ce
problème posé pour cette configurationet admettant le même élément
de symétrie, l’élément x = æ(p.) étant une fonctionnelle continue de
son argument p,. On vérifiera aisément, d’autre part, que la fonc-
tionnelle P,[æ(B,)] est négative ("”). Dès lors, le raisonnement se

poursuit comme pour l’exemple précédemment traité; si P, [x( B)] g 0
vérifie le système (3.42) et, par suite, constitue une solution du pro-
blème de la proue posé pour la configuration symétrique donnée;
si P, [œ(B)] > 0, il existe au moins un élément a:: x(p,)({3ép,< @)

tel que
Pi [Œ(Pi)]: 0;

l’élément æ=æ(p.) vérifie donc le système (3.42) et constitue
encore une solutiondu problème de la proue posé pour la configuration
donnée. En tout état de cause, le problème symétrique de la proue
admet donc au moins une solution symétrique. (3. Q. F. D. 

(…) Rappelons que x(p,) est un élément de l’espace E(o, 1r, s, a, 19) tel
que a = b.

(…) Il suffira de faire remarquer que, dans le cas envisagé, on a

‘F[l(s)] +‘F[l(fi—s)]=n.
Cette relation permet de réduire l’intervalle d’intégration (0, T:) à l’inter—

valle <o, %) dans les formules (A) et (A’) du paragraphe 13; l’hypothèse

W[l<a>]=W(fi.>>Wtt<s>i pour ESSË‘TL'2_ _

permet alors de conclure.



224 JULIEN KRAVTCHENKO.

Remarque. — Le cas de l’obstacle en présence d’une seule paroi,
p.,, pour fixer les idées, s’obtient, évidemment,comme cas particulier
des théorèmes précédents; il suffit de faire d2= oo dans les équations
des problèmes du sillage et de la proue. L’inconnue |a| correspon-
dant à cette configuration est infinie (cf. gg 14 et 27); pour cette
valeur de a les fonctionnelles utilisées ne subissent aucune disconti—
nuité. Mais l’inconnue (1 étant déterminée (: priori, le nombre des
équations diminue d’une unité; par ailleurs les raisonnementset les
conclusions subsistent intégralement.

29. CAS où d. TEND vans ZERO. —— Nous nous proposons maintenant
d’étudier le comportement des solutions du problème du sillage,
dont nous venons d’établir l’existence, lorsque l’une des parois,
p.. par exemple, se rapproche indéfiniment de l’obstacle (”'”) alors
que p., demeure à une distance non nulle de celui—ci. Il est à peu près
évident, a priori, que les difficultés analytiques ne sont pas essentiel-
lement changées si l’on suppose la deuxième paroi rejetée à l’infini;
nous ferons cette hypothèse qui nous permettra de simplifier sensi-
blement l’exposition

Considéronsdonc l’élément

e=e[l(s), o, à],
qui vérifie les équations du problème du sillage posé pour la configu—
ration

‘F([), a: B, du d‘z=°°

(nous savons, d’après le théorème du paragraphe 28, Qu’un tel élément
existe); le régime de Helmholtz correspondant est alors entièrement
défini à l’aide des formules (1.23), (1.24), (1 .43), (1.44), (1.50).
Ceci posé, déformonscette configuration de manière à laisser l’obstacle
fixe [c’est-à—dire en laissant fixes les éléments ‘F(l), oc, @] et en faisant
tendre d, vers zéro; nous avons constaté (of. @ 27) que l’élément

e=e[t<s>. 0. ,, L :] correspondant dépend continûment de d. tant 
(…) Nous supposons essentiellement que l’obstacle vérifie les hypothèses que

nous lui avons imposées au paragraphe 23.
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que al1 # o et que le paramètre (b —— 1) tend vers zéro en même temps
que a'| . Or, les formules (l . 43) montrentque, dans ce cas, œ, augmente
indéfiniment alors que

’%’
reste fini; le paramètre q [cf. (1 .8)] tend

donc vers 1. Il s’ensuit que, pour d,=o, la demi—couronne d du
plan Z se réduit au demi—cerclesupérieur ]Z i

= 1; les fonctions ellip-
tiques p, C, 0, grâce auxquelles on réalise l’application conforme du
domaine a du fluide en mouvement sur d, dégénèrent, alors que leurs
arguments, qui contiennent m, en facteur [cf. par exemple (1.23)],
deviennent infinis; les fonctions 0(v, q) correspondantes ne sont pas
définies, comme on sait, pour q=r. Enfin, au paragraphe 26,

, . . . . , dlon n’a etabh l’ex1slence et la cont1nu1te de Ti”) que moyennant
l’hypothèse b7£1. Ainsi, les formules de M. Villat perdent, telles
quelles, toute signification pour d, = 0; nous sommes donc contraints
de renoncer à nous servir du plan Z et du domainedet à n’utiliser que
le plan t et le domaine ‘î5. A l’élément l(_s) nous substituons l’élé—
ment l(t) qui réalise la correspondance entre l’obstacle et le seg—

ment —1îtêr de ‘î5. A l’élément e=e[l(t), o,
b_—’Î]

nous substi—

tuons l’élément e[l(t), 0, É] de l’espace E(—1, 1, !, co, 6) qui
variera continûment avec d, tant que a', #0. Mais il y a plus;
au paragraphe 26, nous avons prouvé que la fonction l(t), en admet—
tant qu’elle admette une limite pour d1 = 0, est continue par rapport
à son argument t et que la fonction ‘F(t) =W[l(t)] correspondante
vérifie une condition E,,(t), n étant un nombre positif arbitrairement
grand, même si d,=o; cela justifie le passage à la variable t.
Tels quels, les raisonnements employés au paragraphe 28 ne nous
permettent pas d’affirmer l’existence d’une solution correspondant
à a'‘ :o. Mais nous pouvons conclure affirmativementen employant
la méthode des images. La distance al4 étant nulle, complétons la
figure en effectuant la symétrie relativement à y…, et posons—nous le
problème du sillage pour l’obstacle symétrique obtenu par la réunion/\
de BC et de l’arc symétrique CB. placé dans un courant de largeur
infinie parallèle à p... Ce problème possède au moins une solution
symétrique par rapport à u.; la portion de cette droite située en
amont de C constitue une ligne de courant pour le régime considéré;
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le point de bifurcation correspondant est alors confondu avec le
point C. Il en résulte que le problème du sillage posé pour l’obstacle
donné fixé à la paroi p…, par son extrémité supérieure C possède au
moins une solution. Il existe donc au moins un élément [(t) de
l’espace E(o, :, ;) relatif à la configuration d. = o; la fonction
correspondante ‘F(t) : 1F[l(t)], que nous représenterons désormais
par le symbole lim‘F(t), vérifie une condition L”,,(t), n étant un nombre
positif arbitrairement grand, dans tout l’intervalle —— 1 ; té | . Ces faits
sont à la base des discussionsqui suivent et nous permettrontd’établir
que la fonction ‘l"(t) converge continûment vers la fonction lim‘F(t)
lorsque d. tend vers zéro.

Étude du paramètre to pour de petites valeurs de b — 1. — Le
point t: to étant l’image de Z0: e“° (cf. @ 9), l’équation de définition
de t(, s’obtiendra en éliminant Z = e"‘ entre les équations (1.24)
et (1.5o’); on trouve ainsi les relations (“‘“)“ ‘F(t)dz ° dz

3— : : -———————,( 49)
£1 \/(l—t’)(b—t) Tc‘/—’1V(l_t2)(b—t)

qu’on peut mettre sous la forme équivalente
'“ [Tt—‘F(t)].1 dl

fifi v<I—:2><b—t>— _1 W—fl)<b—t)
De ces équations nous allons déduire la conséquence fondamentale

suivante : si la configuration, dans le plan 2, se déforme de manière
que d, tende vers zéro (c’est-à—dire si le paramètre !) correspondant
tend vers 1) le paramètre t0 tend vers 1 et réciproquement.

On a d’abord

(3.49’) dt.

 ’ dt 2\/2. __ h 10(3 50) [ _—(1—t2)(lb—lt)= 1581
gc [1+2â%ll+’/2 o

\/2—2__+\/1+t+

en utilisantune formuled’approximationbien connue (ef. par exemple,
G. Halphen, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 271) et en dési—
gnant par +. . . des fonctions qui s’annulent avec (> —— 1. D’un autre 

(…) Cette relation résulte aussi immédiatement de l’équation (1.56), en y
remplaçant ®(t) par ‘F(t).



REPRESENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. 227
côté, on peut écrire“ —‘F(t) .

'“ dt
3- —fl—__=_—d= .— —— I( 51)

_. \/(1— z?) (b—t) t [T MIN/; \/(1—t2)(b—-t)+
en posant

+1 ‘F(1) ——‘F(t) dt
—1 \/(1—t2)(b—5)

L’intégrale I, ainsi définie, reste bornée mêmepour !) = 1 , puisque la
fonction 1F(t) vérifie, on l’a vu, une condition E,,(t) pour bêl.
(Notons que nous n’avons pas encore établi que I est une fonction
nelle de d,, continue pour d.=o.) En_utilisant (3.50) et (3.51)
l’équation de définition (3 . 49’) de to peut se mettre sous la forme

1:

 2\/5(3.52) —_argch[1+2l_———°—]+n
210g————…_

\/ b— ’/
b\/2+\/l-—l—to

=[1r—‘F()l -——_Iargch[1+b—_——AI]+V2IOg2l+I—l—…,N \
. . . 1—tqui permet de discuter aisément le comportement du quotient b _ °

lorsque [) —— 1 tend vers zéro. Deux cas sont à considérer :

lF(I)#fl: et ‘F(1)=7r.

Cas où 1F(1) # TE. —— Dans ce cas, le facteur [TE
— 1F(1)] n’étant pas

nul, le second membre de (3. 52) croît indéfiniment lorsque (6 —1)
tend vers zéro; 1 étant fini, le premier membre doit augmenter au
delà de toute limite; cela exige que

1—1011m =oob:—-1b_l
 

En utilisant le développement limité
arg cha:: logan + log2 — I

4062
+. . .,

valable pour de grandes valeurs de a:, nous pourrons, dès lors, mettre
l’éequation (3. 52) sous la forme

(3.53) log(1—to)+2log—z—2l/Î—_—
\/2+\/1+t0_‘F(llo)l ! _51F(1)

71:
°!)—

Journ. de Math., tome xx. _ Fasc. 2, 1941. 29

\/2log2+log8+ÎI+""  
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Le second membre de cette formule augmente indéfiniment comme

Ëfï—”
log(b—1); cela exige que (1 —t.,)tende vers zéro, de manière

que la quantité
1 —— [0

(I) — l) "

demeure bornée; (I —t.,) est donc d’un ordre infinitésimal inférieur
àcelui de (2—1.

Cas où 1F(1)= ‘n. — Dans ce cas, la formule (3 . 52) se réduit à  _! 2\/2 ('t—2
3.54 ar ch[n+2l °]+2lon.———=—I+….

Le second membre reste fini pour b=i; cela exige que le quo-
1—10tient b 1

soit borné tant supérieurementqu’inférieurement, puisque 
l’intégrale ] est bornée tant inférieurementque supérieurement (““),
les infiniment petits 1 — to et b —1 sont donc de même ordre. /\

Remarque. — Au heu d’envisager le cas d’un obstacle fixe BC, on
aurait pu supposer ÊÎË variable en fonction de al. (mais astreint à
vérifier, pour chaque valeur de d. , les conditions du paragraphe 25).
Le paramètre t0 correspondant à chaque valeur de d4 serait encore
défini par l’équation (3.52), mais dans laquelle 1P'(i) désignerait une
certaine fonction de d.. Si cette fonction est telle que

lbi_r_n[‘F(i) — T:] log(b —— 1) =oo,

l’équation (3.52) prend la forme (3.53). Si, au contraire, la limite
de [Tt —W(i)] log(b — I) est finie pour b = 1, (3. 52) est équivalent à

(3—55) —l—:Æ-“Ich{[x———w(l)]lo«r
I

+’—/—2-Iî-—l—,7: —r . ( 2/)—1—2   
qui se réduit à (3. 54) lorsque [Tt — 1F(i)]10g(b— I) a une limite nulle. 

("’) D’après les hypothèses faites, ‘F(t) étant continue, diffère de 17: d’une
quantité non nulle sur un ensemble de mesure non nulle.



REPRÉSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. 229
On peut préciser la manière dont 1F‘(i) doit dépendre de d, pour

qu’une telle circonstance se produise; nous écrirons 1IJ°(I,d.) à la
place de ‘I"( 1 ) pour rendre évidente cette dépendance.

D’après (3. 28) nous avons
1 (1%logg=tirë—

107!‘ D9' .  
On en tire  i7c< 1017:“D'2

? =
d‘;‘

Or, d’après T. M. CXXII| ., on peut écrire _ £Ë=l°g%+X0f(Xo)y
ou

_b—1Xo_b+l
et où f(x.,) désigne une fonction holomorphe pour X0 = o.

En combinant ces deux derniers résultats, on est conduit à
l’inégalité

! 107‘:°D2
logb__l ;

dÎï’
+l0g32+X0lf(X0(ly  

dont on tire
1 107:“D2<b—1 : dï
  [n—‘F(1.dù]log [n—W(I,d.)]+.…,

où le symbole +. .. désigne encore des fonctionsqui s'annulent(b— 1 ).
Cela montre que l’on a sûrement

lim[n—‘F(1,d,)]log ‘
(I,:0 b —— I

 :o,
moyennant la condition

lim L1r__—‘F_Ê(Ïu_dfll :: oa,=o
4

La fonction l(t) étant continue, quel que soit d, , les résultats précé-
dents entraînent la conséquence suivante : lorsque la paroi u. se
rapproche indéfiniment de l’obstacle, le point de bifurcation z=o
(dont l’image dans le plan : a pour affixe to) tend vers une position
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limite, confondueavec l’extrémité supérieure C de l’obstacle. La réci-
proque est vraie.

Raisonnons, en effet par l’absurde. Si lim t07£ I, l’intégrale dua,=o
second membre de (3.49) conserverait un sens lorsque b tend vers 1.
Il s’ensuivraitque l’intégrale

j‘“ lF(t)dt
_, \x'(1—t)(b—t)(l+t)

qui figure au premier membre de cette formule, resterait bornée
lorsque b convergerait vers 1; or, ce fait est incompatible avec l’hypo-
thèse 1P'(I);é o et celle de la continuité de W(t); donc lim to: 1.d,=o

c. 0. F. D.
La fonction l(t) étant continue quel que soit d,, le résultat annoncé

est établi.

  
 . I ———t .Étude du parametre
) ° pour de pente: valeurs de d, . Nous avons,

.

d,
en substituant ‘P'(t) à <I>(t) dans la formule (1 . 55),

' *‘ 1F(t’)aü’
Q [ =—-l—/ '_ _ [’ .—()

7:V<tl "(l' "._, V‘(1—t'2)(b—t’)(t—z’)__ lo dt!. ,_ ,_ _+l\/(t_ l)() !)ll V(—_r—t’î)(b—t’)(t—t’)

Faisons alors t= !’ dans la relation (3.49), multiplions-en les deux
membres par

  
:“ \/(t2—1)(b—_t_)
7r 1——t

et ajoutons le résultat membre à membre avec l’expression de Q(t)
obtenue ci—dessus; il vient, après quelques transformations immé-
diates,

(3.56) QU):—  +’ ‘F(t’) (I—t’)dt’\/_T(b t[_ V('r"—""ï_—_t'°)(b t )(I—t')
+i\/(————_tZ—I)(b—t)fÏ “(__—__—

(I—t’)dtl
1—t’°) (b—t’)(t—t’)

1

TE  
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l’égalité précédente ayant un sens même pour b=1 pourvu que le
point t soit étranger au segment réel (— I, + 1); c’est là que réside
l’utilité de la transformation que nous venons d’effectuer.

Il suit de là que Q(t), et par suite T(t), reste bornée dans tout le
domaine b, excepté dans le voisinage du segment (— 1 , 1); il en est ainsi,
en particulier, le long de la courbe C,, considérée au paragraphe 27,
qui joint dans ‘t?) un point intérieur au segment (—œ, I) à un point
intérieur au segment (1), +00 ).

Nous avons déjà fait observer que la longueur de l’image de C. dans
le plan du mouvement était minorée par la quantitéyc—yB différence
des ordonnées, finie et non nulle, des extrémités B et C de l’obstacle.
Comme d’après (4 .55) et l’équation de définition de to (”“)

d t — t
“ai: Aït—È ’

il en résulte
dt.

 

t—t
yc——ynâlAl_/le““” gi:%

 

La fonction T(t) étant supérieurement bornée sur C, , les hypothèses
faites sur C. montrent que l’on peut trouver une constante positiveK,
non nulle et bornée supérieurement, telle que l’on ait en chaque point
de C, , extrémités comprises,

t — toe—T(l) gK
  

Il suit de la, en appelant L la longueur du chemin C. (L étant
finie, par hypothèse)

)’C“)’BÊlA
l
KL,

inégalité qui fournit pour |A| une minorante non nulle; il faut
remarquer que ce résultat ne suppose pas que la distance d, soit
minorée. D’un autre côté, les raisonnements du paragraphe 25
prouvent que le paramètre |A| est borné supérieurement quelle
que soit d. .

' 
(“*") Cf. le renvoi (“). Les calculs de ce renvoi montrent que

%=—Aw—am.



232 JULIEN KRAVTCHENKO.

Cela posé, les relations (1.33) et (1.55) permettent d’écrire, en
remplaçant 4“ par sa valeur — A(b —— t,)1r,

al1 __
”

. t-—t0
b_to.—.IAI[TË+[ Sln52(t)…dl].

D’après (3.56) l’intégrale qui figure au second membre est bornée
supérieurement quel que soit b, pourvu que b soit fini; comme elle est
positive et comme, par ailleurs,

| A] est majoré et minoré, le second
membreest fini quelle que soit d, ; les infiniment petitsd. et b — to sont
donc équivalents. C’est ce résultat que nous avions en vue.

 
Allure de la ligne libre étranglée entre l’obstacle et la paroi. — Effec-

tuons dans les plans 2 et t des homothéties ayant pour centres res-
pectifs le point C d’ordonnée z,. et son image t=1, et de rapports

1- [respectifs b_—Î et
b_——to

Nous poserons

t—1 z—zc
b—1’ “ b—t,’  ti“:

Nous admettrons, comme ci—dessus, que l’obstacle se déforme
lorsque d. varie. Deux cas limites sont alors à considérer.

1° Cas où
lim[n—W(1,d,)]log ’
d,=0 b _ 

D’après (3. 53) l’homothétique t… du point t., se réduirait alors
à t, =— ce pour b = 1 . La fonction ‘F(t)étant continue, 1P'(t,) converge
uniformément vers 1F(1) dans tout l’intervalle — oo 5:51, lorsque t.,

tend vers 1 . L’image du point i: b a l’affixe constant t: 1 .

Dans le plan z,, la distance du point C à l’image de p.. reste finie,
en vertu des résultats du précédent alinéa.

La correspondance l(t) étant continue, l’homothétiqne du point de
bifurcation s’éloigne indéfiniment lorsque t0 tend vers 1 ; ‘F(t,) tendant
vers ‘I‘°(1), l’image de l’obstacledans le plan z. converge vers un demi-
plan d’extrémitéC faisant avec y…. un angle égal à‘F(1). En définitive,
on obtientdans le plan 2. la configuration représentéesur la figure -1 1;
il serait facile de construire le mouvement avec sillage correspondant;
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l’étude de la ligne libre correspondante ferait connaître le compor-
tement de )\4 dans le voisinage de C.

2° Cas où
lim[1r—‘F(r, d,)] log ‘
d,:0 b _ !

 :O.

D’après (3.54) l’homothétiqne t… de t0 est à distancefinie pour 6= 1 :

cette formule fournit la distance CO, puisqu’elle permet de calculer
la valeur de t… :

t _ t0—l01_ '
b—to
 

Comme lim‘F(r)=n présentement, 1F(t.) converge uniformément
vers 11 dans tout l’intervalle — ooâtê1. Quant au plan z,, une
discussion analogue à la précédente montre que l’image de l’obstacle
se réduit à la limite au demi-plan parallèle à y.. et arrêté au point C;  Fig. 11. Fig. 11 bis.

Image de p. Image de pt,
Plan ::, ,,,—:Ç’ÏÉÏÎ------- Plan :: | __ .._-_-;_—_-_Ç_‘.‘.‘.‘ZJ:‘.‘::;:

...."' ’,! c '.:—
._' / 50 ::

,1' Image de' 6 à“ _____ '_,.—" Ibbsfac/e
6@99\Ô

’.'------
\@o

l’image du point de bifurcation et celle de la paroi seront situées à
des distances finies. La configuration correspondante est représentée
sur la figure 1 1 bis.

Étude de la fonction limite Q(t). — Envisageons maintenant une
suite dénombrablede configurationsGO: 1 , 2, . . . , œ)caractérisées
par les éléments ‘F(l), OL, Qet d.,— dont les trois premiers, ne dépendant
pas de i, définissent un obstacle fixe; nous admettrons que les
distances d…- forment une suite décroissante telle que

limdli= 0-t:»
A chaque configuration (],—(i;£ œ) correspond, d’après le théorème
d’existence du paragraphe 28, au moins un sillage, c’est-à-dire au
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bl— 1

fonction 1F[l,-(t)]et une fonction il,-(t). On a vu que les fonctions W[l,(t}]
appartenant toutes à l’espace E,,(t), étaient également continues;
d’après le théorème d’Arzela l’ensemble ‘F[l,—(t)] sera compact. De la
suite infinie 1F[l,—(t)] (l': l, 2, . . ., oo), nous pouvons donc extraire
une suite partielle ‘F[l,(t)] ([ = 1, 2, . . ., oo ) convergeant uniformé—
ment sur tout l’intervalle — IÉtÉI vers une fonction limite 1I"[l(t)]
de l’espace E,,(t) (…). Ces résultats permettent d’étudier le compar-
timent des fonctions Q,(t) correspondantes. Chacune d’elles, en effet,
est définie dans le demi-plan supérieur ï»,— par les conditions frontières
suivantes :

 moins un élément æ= xLl,—(t), o, ] et, par suite, au moins une

6,(t)=W[l,—(t)]—rz pour —lgtgto,, 0,—(t)=W[l,(t)] pour to,—gigi,
9;(t)=o pour [),-Stéœ, T,(t)=o pour —œ5tS—l et lgtgbi,

où t,,- désigne l’affixe de l’image du point de bifurcation dans le plan ‘ï5,-.

Il suit de là que la suite (I,—(t) convergeravers une fonction limite Q(t)
qui résout le problème mixte de Dirichlet suivant :

9,—(t)=‘F[l(t)] pour —Iêlîl, @(t)=o pour rgtgoo,
T(t)=o pour —œêtS—1,

la convergence est uniforme dans tout le demi-plan supérieur, le
voisinage du point ti=r excepté. C’est ce qui résulte, en effet, de
l’expression (3. 56) de Q(t) qui fait correspondre à toute suite con—

vergente de fonction 1I"[l,—(t)] une suite convergentede fonctions[Z,-(t);
des artifices analogues à ceux utilisés au paragraphe 10 permettent
de transformer (3.56) de manière que l’expression correspondante
de (],-(t) ait un sens pour — 1ît< 1. En langage hydrodynamique,
cela veut dire qu’il existe un sillage limite correspondant au cas de
l’obstacle fixé à la paroi par son extrémité supérieure; les vitesses
tendent uniformémentvers leurs valeurs limites dans tout le domaine
du fluide en mouvement, exception faite du voisinage du point t = 1 . 

(…) Cela n’implique nullement que l’ensemble 1lE"l_li(t)l ne possède qu’un
seul élément limite ‘F[l(t).

(à suivre)


