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APPLICATION DU CALCUL EXPERIMENTAL RHÉOÉLECTRIQUE. 363  
Application du calcul expérimental rleéoélectrique

& la solution de quelques problèmes d’élasticité;

PAR Josapu PÉRÈS ET LUCIEN MALAVARD.

Avant—propos.

Nous rendons compte, dans le présent travail, de diverses réalisa—
tions concernant la solution, par analogies électriques, de problèmes
d’Élasticité. Les études correspondantes furent poursuivies, malgré
d’autres occupations, pendant l’hiver et le printemps 1939—1940 ':

l’essai dont il est rendu compte au paragrapheVIII (B) a été terminé
le dimanche 9juin 1940.

D’autres réalisations étaient en préparation et nous pensions
attendre leur achèvement pour une publication d’ensemble. Mais le
travail expérimental s’est trouvé interrompu pendant quelques mois,
de sorte que nous ne présentons aujourd’hui qu’un premier Mémoire,
quittes à revenir sur le sujet pour envisager divers prolongements de
l’étude et de nouvelles applications.

Introduction .

En installant, à l’Institut de Mécanique de la Faculté des Scienèes
de Paris, un Laboratoire d’Analogies électriques, nous avions eu
d'abord en vue l’application du Calcul expérimental analogique à des
questions d’Hydro- et d’Aérodynamique. Deux fascicules précédents
des Publications Scientifiques et Techniques du Ministère de l’Air (')
(n°5 57 et 153) concernent l’étude, par la méthode électrique, des 

(‘) L. MALAVARD, Application des analogies électriques à la solution de
quelques problèmes de l’Hydrodynamique (fase. 57, 1934) et Étude de
quelques problèmes techniques relevant de la théorie de l’aile; application a
leur solution de l‘analogie rhe'oe'lectrique (fase. 153, 1939).

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 4, 194r. 46
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problèmes de l’aile portante. On trouvera, dans la Bibliographie qui
termine le second de ces volumes (pages 173-174), l’indication de
divers travaux sur les applications de l’expérimentation analogique
en Mécanique des Fluides.

D’autres applications, dans des domaines très différents de la
Physique mathématique, sont possibles, et ont été effectivement
envisagées. Nous avons brièvement rendu compte, dans un travail
de 1938 ('), de quelques réalisations obtenues dans notre Laboratoire
et relatives à des questions d’Élasticitéet d’Électrotechnique.

Des recherches sont actuellement en cours pour l’étude systéma—
tique des applications du Calcul expérimental analogique aux pro-
blèmes de l’équilibre élastique. Il n’est pas question d’en donner ici
une vue d’ensemble : nous nous limitons à quelques questions, dont la
solution se ramène toujoursa‘ la détermination d’un potentiel harmo-
nique dont on peut faire dépendre le calcul des tensions et celui des

déformati.ons
Divers modes d’expérimentation analogique sont alors possibles et

ont été utilisés. Il n’est pas inutile, pour donner au Lecteur une idée
de l’état actuel de la question, de résumer ici tout d’abord les travaux
antérieurs (°).

Les principaux concernent l’expérimentation par la méthode de la
membrane élastique ou ses variantes. En 1903, L. Prandtl (”) signale
que la fonction de tension <p qui intervient dans l’étude de la torsion
d'un barreau cylindrique, fonction qui satisfait l’équation aux déri-
vées partielles

2 2
(I) :))—;; + (à)—};”;

: const., 
(‘) La méthode d’analogies rhéograp/ziques (Bulletin de la Société Fran-

çaise des Electriciens, n° 92, août 1938). Cf. aussi L. MALAVARD, Les analogies
électriquescomme méthode auxiliaire de la photoélastictté (C. R. Acad. Sc. ,

4Janvier 1938).( ) Ce sera l’occasion de préciser et compléter les indications données dans
une Conférence au 5e Congrès de Mécanique appliquée : cf. J.- PÉRÈS, Les
méthodes d’analogie en Mécanique appliquée (pages 9-19 des Proceedt‘ngof
the 5 th Congress of appliedMechanics), Cambridge, Mass., septembre 1938).

(“) L. PMNDTL, Zur torsion vonprismatischen Stäben (Physikal. Zeitsch—ritf,
t. 11-, 1903, p. 758).
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peut être identifiée avec la fonction qui définit les flèches d’une
membrane élastique tendue uniformément sur un cadre représentant
la section droite du barreau et soumise à une pression uniforme; la
réalisation est aisée et des mesures sur la membrane donnent une
connaissance complète de la fonction de tension et des efforts.

L’idée de Prandtl fut mise en œuvre, pour la première fois, par
Hugo Anthes (') et se retrouve àla base des travaux très importants
de Griffith et Taylor (“) qui, dans leurs réalisations, remplacent la
membrane par un film d’eau de savon. Quand membrane ou film
subissent la même pression sur leurs deux faces, les flèches, dans le
cas de flexions petites, définissent une fonction harmoniqueet il suffit
d’imposer les flèches au pourtour, en tendant la membrane sur un
cadre convenable, pour résoudre expérimentalementun problème de
Dirichlet. La méthode de la membrane ou du film s’appliquera donc,
non seulement aux problèmes de torsion, mais aux autres questions
d’élasticité (flexion, somme des Contraintes principales dans un état
élastique plan) qui se réduisent, en dernière analyse, à des problèmes
de Dirichlet. Griffith et Taylor ont envisagé en détail les questions
de flexion et de torsion, en reliant d’ailleurs à leur méthode d’inté-
ressants déve10ppements théoriques. On pourra aussi se reporter, à
ces sujets, aux travaux ultérieurs de Cushmann (3 ), de Quest ("), de 

(1) H. ANTHES, Ver‘suchmethoden zur Ermittlung der Spannungsver-
teilung, etc. (Dinglers PolytechnischenJournal, 1906).

(°) A. A. GRIFFITH et G. I. TAYLOR, The use of soapfilms in solving torsions
problems (Tech. Rep. Aer. Research Committee, 1917-1918, vol. 3, p. 920;
R. et M. n° 331»); The application of soap films to the determination of the
torsion and flexion of holloy shafts (ld., p. 938; B. et M. n° 392); The pro-
blem offleæure and its solution by the soap film method (ld., p. 950; R. et
M. n° 399). A. A. Gmrr1’rn, The determination of the torst‘onal stiji'ness and
strength of cylindrical bars of any shape (ld., p. 910; R. et M. n° 335); The
use of soap film in solvingstress problems (1er Congrès de Mécaniqueappli—
quée, Delft 1924, p. 39).

(") CUSHMANN, Shearing stresses in torsion and bending by membrane
analogy (Trans. amer. Soc. mec/z. Engineers, t. 5h, 1932.(‘) H. QUEST,Eine eæperimentelleLôsung des Torsions-problems(Ingenieur
Archiv, t. la, 1933, p. 520).
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Reichenbacher('); nous signalerons aussi le Mémoire de Piccard et
Bacs (°), qui substituent à la membrane la surface de séparation de
deux liquides non miscibles et les essais pour la représentation, dans
les analogies en question, des effets de plasticité (“); enfin la déter-
mination de la somme des contraintes dans un état élastique plan a
été envisagée par Weibel ("), Mac Givern et Supper ("’), etc.

L’analogie électrique amène également à la solution de problèmes
'

de Dirichlet, la fonction harmonique cherchée étant identifiée au
potentiel électrique dans un conducteur : il suffit de régler l’alimen-
tation de façon à avoir à la frontière du conducteur(lequel est le plus
souvent représenté par un bassin électrique) des valeurs assignées du
potentiel; des modèles électriques permettront donc de traiter les
problèmes d’équilibre élastique envisagés plus haut : ce sont des
réalisations de cet ordre que présentent les travaux de Stone (°),
Biezeno et Koch (’), (lranz (“), Meyer et Tank (°), ainsi que nos 

(‘) H. RBICHBNBÀCHER, Selbstdttige Ausmessung von Safen/zautmodellen
(Ingenieur Archiv, t. 7, 1936, p. 257).

(") A. PICCARD et L. BAES, Mode eæpe'rimenlal nouveau relatif . . . a la solu—
tion du problème de la torsion (C. R. du 2° Congrès de Mécaniqueappliquée,
Zurich 1936, p. 195).

(3) Cf. à ce sujet A. NAD“, Zeits. ang; Math. Mech., t. 3, 1923, p. 442, et
E. TREFFTZ, Zeits. ang. Math. Mech., t. 5, 1925. p. 64.

(‘) E. WEIBEL, Studies in Photoelastic Stress Determination (Trans.
americ. Soc. Mech. Eng., !. 56, 1934, p. 637).

(") J. G. MAC GIVERN et H. L. SUPPER, A membrane analog}! suppleting
photo-elasticity (laura. Franklin Inst., t. 217, 1934, p. 491); Il. L. Surrnn,
Photoélasticimétrie et apsidométrie (fase. 106 des Publications80. et Techn.
du Ministère de l’Air).

(“’) STONE, The general torsion problem. Solution by electric analogy
(3° Congrès de Mécanique appliquée, t. 2, 1930, p. 167).

(7) BIEZENO et KOCH, Über einige Beispiele zur elek. Spannungsbestimmung
(Ingenieur Archiv, t. la, 1933, p. 384).

_

(8) H. CRANZ, Experimentelle Lôsung von Torsionsaufgaben (Ingenieur
Archiv, t. la, 1933, p. 506).

__

(°) H. MEYER et F. TANK, Über ein verbessertes elek. Ver/ahren zur
Auswertung des Gleichung Acp=o und seine Anvvena‘ung bei photoelast.
Untersuchungen (Helvetica Physica Acta, t. 8, 1935).
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publications citées plus haut (‘). Ces divers travaux ont été indépen—
dants les uns des autres et il y a des différences assez notables dans
les techniques suivies.

Nous nous bornerons à quelques remarques très générales. Dans la
résolution, par analogies électriques, de problèmes de Dirichlet, on
ne peut remplir en général de façon complète les conditions imposées
à la frontière : le réglage ne peut en effet porter que sur les potentiels
des électrodes d’alimentation, lesquelles sont en nombre fini, alors
que les valeurs assignées du potentiel à la frontière représentent une
fonction d’une variable. Cette difficulté n’existe pas dans le cas de
réalisations par membrane ou film de savon, la donnée des potentiels
à la frontière déterminant parfaitement la forme du cadre qui sou—

tiendra film ou membrane.
_

Dans leurs expériences, Biezeno et Koch, aussi bien que Cranz,
utilisent un champ analogique (plaque conductrice ou bassin) dont
l’étendue dépassele domaine dans lequel ils’agit de définirle potentiel
harmonique : les électrodes d’alimentation peuvent ainsi être placées
un peu en dehors de la zone utile du champ. Meyer et Tank limitent
leur bassin électriquepar une frontière isolante enduite d’un vernis un
peu conducteur, ce qui permet de répartir le courant d’alimentation,
amené en divers points de la frontière par des électrodes ponctuelles.
Nous avons préféré nous en tenir au montage qui avait été satisfaisant
pour le « Calculateur d’ailes » (2), et nous limitons toujours le champ
étudié dans le bassin électrique par des électrodes relativement larges
séparées par des intervalles isolants assez étroits : la loi donnée des
potentiels au contour est ainsi remplacée par une loi approchée de
variation par paliers, dont chacun correspond à une électrode. Les
réalisations ainsi obtenues nous paraissent les plus aisées; elles sont 

(‘) Cf. p. 363 et 364, note (‘).
(’) Les montages du Calculateur d’ailes, dont les premières réalisatibns sont

de 1932 : L. MALAVARD, Sur un problème concernant l’aile d’envergure finie
(C'. R. Acad. Sc., 2 nov. 1932) réalisent des données à la frontière du champ
qui comprennent celfes de Dirichlet comme cas très particulier. Cf. aussi les
remarques de L. Malavard dans l’article : Réalisation expérimentale de l’ana-
logic de M. J. Larras concernant le probléme analytique du clapotis (Ann.
Ponts et Chaussées, fase. ill—, 1936).
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très satisfaisantes pourvu que l’on choisisse convenablement les
dimensions des électrodes et que l’on prenne des électrodes assez
nombreuses, ce qui est possiblesans aboutir à des réglages pénibles
quand les circuits d’alimentation sont convenablement étudiés (on
utilise, sans modifications, les circuits du calculateur d’ailes). Enfin
on verra dans la suite que les réalisations en question permettent,par
la mesure des intensités de courant arrivant au bassin par les diverses
électrodes, d’atteindre directement, et avec une précision pratique—
ment très suffisante, la dérivée normale du potentiel obtenu, c’est—
à-dire, dans les questions d’élasticité, les efforts à la frontière.

Ces diverses questions, dont l’intérêt pratique est notable, sont
envisagées en détail dans la suite. Mais, de plus, nous abordons la
résolution pratique des problèmes de l’élasticité en nous plaçant à
un point de vue nouveau et qui nous a semblé mériter quelques
développements. Les réalisations dont il a été question jusqu’ici,
aussi bien par l’analogie électrique que par l’analogie de la mem—
brane, concernent toujours des potentiels dont les dérivées détermi-
neront les tensions élastiques. Or il est toujours délicat de passer
d’une fonction qui n’est point analytiquement explicitée, mais qui
est seulement définie par des mesures, à ses dérivées : le procédé gra-
phique, par mesure de l’espacement des lignes de niveau, donne une
précision très modérée; on peut, il est vrai, chercher à employer des
procédés plus directs (‘ ), mais sans éviter l’objection de principe que
les erreurs faites dans la réalisation d’une fonction entraînent une
plus grande incertitude dans la détermination de ses dérivées. Cette
objection est assez grave car ce sont les efforts élastiques, donc les
dérivées, qui sont les éléments en général les plus intéressants au
point de vue technique et les difficultés dans leur détermination
précise se manifestent dans les zones les plus intéressantes du champ,
celles (congés par exemple) où les efforts sont les plus grands. Nous
avons donc cherché à obtenir directement, par expérimentation
analogique, les dérivées en question, le potentiel électrique dans le 

(’) On en verra des exemples dans la suite, et il convient de rappeler, du
même point de vue, les élégants procédés optiques utilisés pour la mesure des
pentes de la membrane ou du film, dans les analogies correspondantes.
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bassin s’identifiant donc, non plus avec une fonction de tension <p,

mais avec l’une de ses dérivées, cpl, par exemple.
Les dérivées en question n’ont plus des valeurs connues à la fron-

tière du champ, de sorte que leur réalisation analogique ne peut plus
se faire parlesmontages permettant la solution pratique de problèmes
de Dirichlet, mais pose des problèmes notablement plus compliqués.
Il faut, pour aboutir, toute la souplesse de la méthode d’analogie
rhéoélectrique, laquelle prend dans ces questions un avantage très
net sur les autres méthodes analogiques. Les réalisations obtenues
permettent d’ailleurs d’envisager des extensions assez notables du
champ d’application du calcul expérimental électrique, extensions
auxquelles il a été fait allusion plus haut et que nous espérons avoir
l’occasion d’exposer ultérieurement. Quelques—uns des résultats qui
suivent ont été résumés dans trois notes des Comptes rendus (26 août,
9 septembre, 7 octobre 1940).

L’analogie électrique peut également être utilisée dans des pro-
blèmes concernant des équations plus générales que celles de
Laplace (‘). Nous laissons de côté ces extensions dans le présent
Mémoire.

1. — Principes généraux de la méthode.

Il s’agit d’obtenir, comme potentiel d’une répartition de courants
dans le bassin électrique, une fonction harmonique cp(æ, y), définie
dans une aire (a) par des données àla frontière de (a). Les principes
suivis dans nos réalisations sont en général les suivants.

L’aire (&) sera représentée par une région du bassin limitée par :

— des parois conductrices (électrodes d’alimentation) dans les
portions de la frontière pour lesquelles le potentiel :? est constant;

— des parois isolantes dans les portions pour lesquelles la dérivée
Ëî
dn

_ \

— enfin des parois portant des électrodes distinctes e séparées par
normale est nulle; 

(’) C’est ainsi que la torsion des arbres de révolution peut être étudiée dans
un bassin électrique de profondeur variable (Cf. Taux et Bwrz (Z. V. D. I.,
1934-1935), SALBT (Assoc. tech. Mar. Aer., 1936-1938).



370“ JOSEPH PÉRÈS ET LUCIEN MALAVARD.
\d’étroits intervalles isolants, lorsque l’on a a remplir des conditions

plus complexes, telles que, par exemple :

1° Loi donnée des valeurs de cp sur une portion de la frontière
(données de Dirichlet);

' r d I2° L01 donnee des valeurs de
67%

(donnees de Neumann);

3° Loi donnée des valeurs d’une combinaison cp — k %, k pouvant
être fonction du point considéré sur la paroi (c’est le cas du « Calcu—
lateur d’ailes », cas sur lequel nous n’aurons pas à revenir ici).

Chaque électrode e est alimentée par un potentiomètre p qui
permet de régler le courant qu’elle débite ou son potentiel. Il est en
général commode d’intercaler une résistance R entre l’électrode et la
prise mobile de son potentiomètre d’alimentation; soit alors, pour
des conditions données de réglage,

(p le potentiel de l’électrode e,

5 le potentiel de l’extrémité de B qui est à la prise du potentiomètre,

soit enfin
A‘? = 5 — %

l’intensité de courant débitée par l’électrode (prise positive quand le
courant entre dans le bassin) est

(1)
_

,-:
ÊR'i.

Mais, en désignant par a la résistivité du liquide qui remplit le bassin
et par Il la hauteur de ce liquide, on a, d’après les formules générales
de l’analogie, l’expression
(2) [=E'(Îic

pour l’intensité de courant débitée à travers un élément a de frontière
(la normale n étant, d’après la convention précédente sur le signe
de i, prise extérieure).

La comparaison des relations (I) et (2) permet d’écrire, pour
chaque électrode e,

Acp _ hs dcp… î —
Ê<Æz>…’
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& étant la largeur de cette électrode, y compris la moitié de chacun

. . . d ,
des intervalles isolants qui la bordent, ((,—î) etant une valeur

, . , d . __ , ,
moyenne de la der1vee normale d_î pour l’intervalle con51dere.

Nous utiliserons dans la suite la relation (3) pour atteindre la

dérivée normale % à la frontière du champ, la valeur (%>mw. qui y
intervient étant attribuée au point milieu de l’électrode.

Dans les applications numériques que nous ferons de cette
formule (3), les résistances R seront toujours mesurées en ohms, la
résistivité en ohms-centimètres, la profondeur h en centimètres.
Il convient de remarquer que, pour l’évaluation des autres termes de

\

d ' A ' I
’

la formule : &, CP, r1en n’empeche de prendre une unité de longueurdn
différente, s’il est plus commode. L’échelle des potentiels est d’ailleurs
arbitraire, une modification de cette échelle revenant à modifier cp

par un facteur constant, dont il est toujours aisé de retrouver la
valeur.

Après ces explications, il est facile de comprendre comment
s’effectuera pratiquement, sur la frontière ou sur une partie de
celle-ci, l’établissementde données de Dirichlet 1° ou de Neumann 2°.

La loi donnée pour les valeurs au contour du potentiel ou de sa

dérivée normale permet de fixer la valeur de 30 ou celle de ? quiIl
correspond au point milieu de chaque électrode : c’est cette valeur
que l’on attribuera à l’électrode, soit comme potentiel, soit

d . .comme (a,—(P)
- D1stmguons les deux cas."‘ muy.

Dans le cas 1° le réglage se fera en agissant sur les potentiomètresp
de façon à amener les potentiels cp des électrodes'aux valeurs ainsi
fixées.

d , . . , , .Dans le cas 2°, le 3% calcule au milieu de l’électrode est pus,
d , . . .comme on l’a vu, comme (a,—î)

- Pour une re51stance R ch0151e, la
_ moy.

relation (3) fait alors connaître le Arp que l’on ajustera à sa valeur au
moyen du potentiomètre de réglage.

Les résistances B sont apriori superfluesdans le cas 1°. Mais il faut
Journ. de Math., tome XX. — Faso. 4, x941. 47
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cependant les prévoir dans le montage si l’on veut déterminer les
d .valeurs au contour de
d—î

au moyen des relations (3).
Nous n’insisterons pas sur les détails pratiques de réalisation pour

lesquels nous renverrons le lecteur aux travaux de L. Malavard,
cités au début.

Rappelons seulement que la mesure des potentiels se fait par
méthode de zéro sur l’échelle d’un pont potentiomètriquep’. Dans le
cas des données de Dirichlet, le réglage porte sur des valeurs du
potentiel et le pont p’ est branché directement aux bornes du circuit
d’ensemble. Dans le cas des données de Neumann le réglage porte
sur des différences de potentiel : il est alors commode de prévoir pour
le pont p’ une alimentation indépendante et les mesures des diffé-
rences de potentiel se feront par opposition [cf. page 155 du second
Mémoire cité note (*)]. La figure suivante 5 donne l’exemple de ces
deux types de montage.

Indiquons aussi que, pour un montage donné, il y a intérêt à
choisir convenablement les valeurs des résistances des potentiomètres
d’alimentation, de façon à diminuer autant que possible l’interdé—
pendance des réglages et à réduire au minimum les tâtonnements
qu’ils impliquent.

II. — Discussion de quelques exemples très simples.

Avant d’aborder les applications à l’Élasticité, nous envisagerons
ici divers modèles analogiques de champs très simples (champ uni—
forme et champ hyperbolique). Les essais correspondants sont bien
antérieurs aux autres; ils avaient un caractère préliminaire et ne
concernaient que des réalisations assez sommaires. Ils ne rendent
donc pas compte de la précision actuelle de l’expérimentation rhéo-
électrique. Nous pensons qu’il est cependant intéressant d’en faire
état dans le présent travail, d’une part pour mettre en évidence, dans
des cas élémentaires, divers aSpects de la méthode, d’autre part, et
surtout, pour fixer en gros les idées, en ce qui concerne l’effet des
électrodes de contour.

D’après les considérations du paragraphe précédent, il est clair
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que la réalisation analogique d’un champ harmonique <p(æ,y), par
électrodes de contour e, est en général approximative :

— dans le cas de données aux limites de Dirichlet, le circuit
d’alimentation de chaque électrode est réglé de‘façon à amener cette
électrode au potentiel que devrait avoir son milieu; on remplace
ainsi la loi donnée (et en général continue) des potentiels à la frontière
par une loi approchée représentée par une courbe en escalier;

— dans le cas de données aux limites de Neumann, l’intensité de
‘courant arrivant au bassin par chaque électrode est ajustée a une

dcp . .
valeur moyenne correspondant au

«Tn
du milieu.

Tenant compte des nombreuses confrontations faites entre le calcul
et l’expérimentation analogique, nous donnerons, dans un autre
travail, une discussion détaillée des petites perturbations apportées
dans le champ par les électrodes de contour et nous préciserons
quelques conditions d’un choix optimum de ces électrodes. Les
exemples qui suivent suffisent à en justifier pratiquement l’emploi.

A. Cas d’un champ unzforme. — On obtient immédiatement un
tel champ dans un bassin électrique rectangulaire ABCD dont deux
bords opposés AB et CD sont conducteurs et constituent les élec—
trodes d’alimentation, portées à des potentiels que nous prendrons
par convention o et 100, tandis que les bords BC et DA sont isolants.

La réalisation est rigoureuse, elle est la plus simple possible et il
semble que l’examen du cas en question soit ainsi épuisé.

Il est pourtant tout indiqué d’expérimenter d’autres réalisations
du même champ, réalisations naturellement plus complexes et qui
sont par suite sans intérêt pratique, mais sur lesquelles apparaît très
clairement l’effet d’électrodes séparées constituant une frontière.

On peut, par exemple, remplacer la barrière isolante du bord BC
par un ensemble d’électrodes (exemplefig. 2 et 3). Pour conserver le
champ uniforme dans le bassin électrique ainsi modifié, on aura à
faire un réglage concernant les électrodes du segment BC, réglage
qui peut porter soit sur les potentiels de ces électrodes, soit sur les
intensités de courant qu’elles débitent. D’une part, en effet, la loi
linéaire des potentiels cp sur BC est connue et l’on peut donc fixer
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immédiatement la valeur du potentiel qui convient à une électrode :

c’est le réglage par données de Dirichlet sur BC, lequel s’effectue,
conformément aux principes du paragraphe 1, par le montage que
schématise la figure 1. D’autre part, la dérivée normale % est nulle

Fig. !. 
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sur BC, de sorte que l’intensité de courant à travers chaque électrode
doit être nulle : c’est le réglage par données de Neumann, particu-
lièrement simple dans le cas en question, puisqu’il s’obtient en
laissant les diverses électrodes de BC sans liaison avec le circuit
extérieur.

Des considérations analogues s’appliqueront à des champs plus
compliqués et l’on constate que, quel que soit le mode de réglage
adopté, et sans qu’il soit besoin d’utiliser des modèles très soignés,
on retrouve dans le bassin, à l’échelle de la réalisation, la forme des
lignes de niveau cp =const. ainsi que la graduation correcte de ces
lignes. L’effet des électrodes ne se manifestequ’au voisinageimmédiat
de la paroi correspondante, dans une région assez peu étendue pour
qu’il soit possible, en général, d’y rétablir exactement le graphique
des courbes <p : const.

On s’en rendra compte sur les figures 2 et 3, qui sont relatives au
champ uniforme, pour deux modèles différents par la disposition
des électrodes. Les points obtenus par l’expérimentationanalogique
pour les valeurs de <p considérées définissent parfaitement les droites
équipotentielles théoriques correspondantes, sauf au voisinage immé-
diat de BC : dans cette région les équipotentielles expérimentales
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(celles du moins dont le potentiel n’est pas égal à celui d’une élec—
trode) s’incurvent pour venir se terminer sur un intervalle isolant.   Fig. 2.

p 100 C,°
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75  55 %:
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25  
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Chaque essai comportait d’ailleurs d’autres vérifications. On a vu
plus haut que, d’après la nature du champ à obtenir dans le bassin,

Fig. 3.
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on était amené, pour chaque électrode de BC, à deux conditions
distinctes, la première concernant la valeur du potentiel de cette
électrode, la seconde l’intensité de courant débitée (qui doit être
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nulle). Or une seule des conditions posées suffit à déterminer le
réglage : les vérifications que nous avons en vue concernent l’autre
condition. _

Elles ont été satisfaisantes,compte tenu de ce que, comme il a déjà
été dit, les modèles expérimentés étaient très rapidement établis.

Après le réglage par potentiels (données de Diricblet sur BC;
montage de la figure 1), on devrait constater que, pour chaque
résistance B, la différence de potentiel Acp=ë—q> est nulle. Ces
différences ont été trouvé effectivement petites et correspondaient en
moyenne à des gradients du potentiel cp de l’ordre de 1 à 2 pour 100
du gradient du champ uniforme.

Lorsque, au contraire (second mode de réglage), les électrodes
de BC sont sans liaison avec le circuit extérieur, elles prennent des
potentiels qui sont bien très sensiblement ceux dela loi linéaire :

dans le cas des électrodes dont la disposition est indiquée figure 3, on
a trouvé ainsi les valeurs

12,8 25,1 37,2 49,7 62,65 75:6 87,7

au lieu de

12,5 25 37,5 50 62,5 75 87,5

avec de petits écarts provenant d’imperfections du modèle.

B. Cas du champ “hyperbolique. —— Nous avons examiné de même
la réalisation du champ cp =(æ“—y°) dans un bassin rectan-
gulaire ABCD. Les longueurs AB et AD étaient entre elles comme 3
et 2. On convenait de prendre les axes 0.2: et Oy suivant AB et AD
respectivement. .. d ‘

.
Dans ces conditions

d—ï
est nul sur AB et AD et ces bords du bass…

étaient pris isolants. L’essai a été fait en achevant la détermination
du potentiel à obtenir, comme plus haut :

a. Soit par des données de Diricblet sur CB et CD;
1). Soit par des données de Neumann sur CB et CD.

Dans l’un et l’autre cas les vérifications concernaient les lignes
potentielles et leur graduation ainsi que les conditions non utilisées
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sur CB et CD (valeurs de % dans le cas 0, valeurs de <p dans le cas b).

La disposition des électrodes est indiquée sur la figure 4 : 7 élec—
trodes entières et 2 demi-électrodes sur CB, 11 électrodes entières
et 2 demi—électrodessur CD.

a. Données de Dirichlet. — En prenant 2 et 3 comme longueurs des
côtés du rectangle, la fonction cherchée <p prend les valeurs : o en A,
gen B, 5 en C, — 4 en D. L’intervalle (—4, 9) a été ramené à l’inter—

'valle (25, 75) du pont de mesure, dont la graduation va comme à
l‘ordinaire de o à 100, afin de réserver une marge suffisante pour la
mesure des potentiels ?. Les potentiels à établir aux diverses élec-
trodes sont alors immédiats : 25 pour la demi—électrodequi se termine
en D, 59,6 pour les deux demi-électrodes qui se réunissent en C,
75 pour la demi—électrode en B, etc.; le potentiel de la courbe de
niveau rectiligne du champ (y=x) est dans ces conditions de 40,4.

La figure 4 donne le tracé de quelques lignes équipotentielles, ainsi
Fig. 4.

D c
4».2s

«? …m a, 3 (\

4»-75
B

que les hyperboles théoriques; elle montre la précision de réalisation
du champ.

     
A

@Voici, d‘autre part, les vérifications portant sur les valeurs de dn
aux côtés CB et CD.

Avec l’échelle de potentiels adoptée, on a

cp:
î—â

($$—y?) + const.,

a: et y étant évalués avec l’unité de longueur spécifiée plus haut et
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telle que C8: 2 et CD = 3; on a donc pour
É—î

les valeurs théoriques

300 t 200Î e _Î
sur CB et CD. D’après les formules générales de l’analogie, les
densités de courant correspondantes sont constantes et ont les valeurs

. 3 l I , , . . . , . .respectives —9°--Ï et — 2——9°-—Ï, a etant la res1st1v1te du liqu1de du
15 a 15 a

bassin, h sa hauteur. L’intensité de courant totale sur BC ou sur CD '

600 hest dès lors iÎ'Ë et, pour chaque électrode du côté CB,
,

— - , . 6 /occupant 1/8(, de ce côte, l’mten51te z est °° —’, pour chaque8><13’a
()n a donc finalement, pour 600 /_L

12 >< 13 a
, Hit 600chaque electrode de CB, Ago= Î“W

deCD,A,= _><_X_
la était évalué d’après le volume d’eau introduit dans le bassin,

a mesuré à l’aide d’une cellule Philipps à électrodes de platine,
préalablementétalonnée, que l’on plongeait dans le bassin au moment
de la mesure. Les précautions étaient prises pour tenir compte des
variations de température au cours de l’expérience, lorsqu’il était
impossiblede les éviter complètement.

Pour a=2490 ohms.cms, h=3,33 cms et R=1000 ohms, les
valeurs théoriques de A<p déduites des relations précédentes étaient :

électrode de CD on a de même

et, pour chaque électrode

Aq>: 7,71 pour chaque électrode de CB,
A<p: 5,14 pour chaque électrode de CD.

LCS valeurs mesurées ont été :

SurDC ,

5,60 5,14 5,11 5,26 5,15 5,21 5,16 5,31 5,02 4,95 5,20 5,30

Sur BC
7,80 7,75 7,60 7,50 7,65 7,70 7,45 7,70

les électrodes étant prises, sur chacun des côtés, dans l’ordre où_on
les rencontre en allant vers l’angle C.
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Les différences entre valeurs mesurées et valeurs calculées pro—

viennent en grande partie des imperfections dans la réalisation du
modèle qui, comme nous l’avons dit, était assez sommaire.

b. Données de Neumann. — On vient de voir que:;——îdoit prendre,
sur CB et sur CD, des valeurs constantes, lesquelles, abstraction.faite
du signe, sont entre elles comme 3 et 2. Compte tenu des dimensions
des électrodes, il en suit que l’on doit retrouver le même rapport
entre les intensités de courant débitées par les diverses électrodes CB
et celles de CD. Chaque électrode étant enfin alimentée, comme il a
été dit, par un potentiomètre p et une résistance R, aux bornes de
laquelle on aura une chute de potentiel Acp, le réglage analogique
s’effectuera sur les Ap, lesquels (si les diverses résistances‘ B sont
ajustées à la même valeur) doivent prendre, pour les diverses élec—
trodes de CB et de CD, des valeurs qui sont entre elles encore dans le
rapport de 3 à z. '

. Quand on a choisi l’échelle des potentiels (par exemple,commeplus
haut, telle que le potentiel à réaliser soit a;

: ÎÊ-(æa—y2)+const.,
la valeur de Acp pour les électrodes de CB ainsi que la valeur pour les
électrodes de CD sont parfaitement déterminées. Mais on peut, aussi
choisir a priori les valeurs de A<p pour CB et pour CD (dans le
rapport de 3 à 2 dans l’exemple cité) et en conclure a posteriori
l’échelle.

Cette seconde façon de procéder a été utilisée dans un essai dont
nous dirons quelques mots.

Le montage ( fig. 5) comportait l’alimentation indépendante d’un
pont 1)” de réglage et de mesure des différences de potentiel. Les
potentiomètresp d’alimentationdes diversesélectrodes étaient montés
en parallèles, ainsi que le pont p’ de mesure des potentiels, sur le
secondaire d’un transformateur, un autre transformateur alimentaitindépendamment le pontp”.

Le réglage a été fait en amenant les A<p aux valeurs
Acp : 9,45 pour les électrodes de BC,
Aqa: 6,30 pour les électrodes de CD,

valeurs adoptées pour des raisons de commodité qui sont sans intérêt
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 4, 1941. 48
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ici. On a constaté alors que, dans l’échelle adoptée, les potentiels
des diverses électrodes étaient les suivants :

SurDC
76,20 76,20 76,35 76,60 77,00 77,55 78,20 78,90 79,70 80,80 81,90 83,10

Sur BC
88,35 88,35 88,15 87,90 87,50 86,90 86,30 85,50

enfin, pour les deux demi—électrodes qui se réunissent en C 84,45.
Fig. 5. 

ÈllL 
    

        

 
     M

Ô.………Ï‘P
., .

é.e::::… lâ—
p' p"

A B %

L’intervalle maximum (76,20—88,35)correspond à l’intervalle (25-75)
de l’échelle de potentiels dans l’essai précédent par données de
Dirichlet. Une réduction immédiate donnait donc, à partir des
valeurs calculées pour ce dernier cas, les valeurs théoriquessuivantes
des potentiels des électrodes :

Sur DC
76,20 76,26 76,43 76,72 77,13 77,66 78,30 79,06 79,94 80,93 82,04 83,27

Sur BD
88,35 88,30 88,11 87,83 87,42 86,90 86,35 85,50 et 8[;,60 en C,

valeurs en accord avec les valeurs observées données plus haut.
La. vérification a été enfin complétée en ce qui concerne le rapport

de réduction d’une échelle à l’autre. Pour une électrode du grand
côté, par exemple, on a [formule (3)]

Aq)__C_ÏC££L 3_,Î_dn 0.12
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d’où en prenant

  
ç=k(æ‘-‘—-yfi+const., %%=—-2IÇy=—4k,

on tire, au signe près,
,. _ a A?‘ _ fi Î

Dans le cas traité on avait

At?: 6, 30, R = 5000 ohms, a = 2464 ohms/cms,
d’où

__ 2464 6.30 __k _ 3,33’5000 _ 0’932°

L’écart de potentiel 50 = 75 — 25 du modèle précédent correspondait
5 . . . ,.

à une valeur de k de % et devait donc, dans l’essa1 en question, etre
réduit à 0,932 >< 13 = 12,12, au lieu de 12,15 mesuré.

III. — La torsion d’un barreau cylindrique (généralités).

La plupart des essais dont il sera rendu compte dans la suite
concernent la solution rhéoélectrique de problèmes de pure torsion.
Il y a, sur ce sujet, de nombreuses études théoriques qui permettent
des comparaisonsentre le calcul direct et la méthode de calcul analo-
gique, en appréciant la précision de cette dernière sous les formes
très diverses qu’elle peut revêtir.

Nous rappellerons d’abord, dans le présent paragraphe, les for-
mules fondamentales, dues à Saint-Venant, de la torsion d’un corps
cylindrique. Nous supposons la longueur du corps suivant l’axe Oz,
les axes 0.2: et Oy étant donc dans un plan de section droite.

Les composantes de tension sont nulles, sauf ft… et T,; qui s’ex—
priment au moyen d’une fonction de tension cp(æ, y),

à(4)
_

— 9° . "P

et la condition que les efforts extérieurs sur la surface latérale du
barreau sont nuls entraîne immédiatement que <p garde une valeur
constante sur la frontière de la section droite. Quand cette frontière
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est formée par plusieurs courbes distinctes, <p prend des valeurs
constantes, en général différentes, sur ces diverses courbes.

Abstraction faite d’un mouvement rigide d’ensemble, on trouve
pour les composantes du déplacement élastique suivant Ox et Oy les
valeurs
(5) u=—Ôyz, v=9æ:

(6 étant une constante qui représente évidemment l’angle de torsion
du barreau pour l’unité de longueur). La composante suivant Oz,
soit w, est définie par les relations

ôw_rdcp dcv_ rdcp“” az-cæ+0% @—_ëaîv
—— 0æ,

G étant le module de rigidité à la torsion.
La condition d’intégrabilité des équations (6) donne

(7) A2CP=——2G9,

équation aux dérivées partielles pour la fonction de tension <p. Nous
écrirons aussi cette équation
(71) A2<P=Fy

en posant
(8) F=—2GÔ.

En résumé la fonction de tension <p, qui n’est évidemment définie
qu’à une constante additive près, doit vérifier (7’) dans l’aire de la
section droite et doit prendre des valeurs constantes sur les divers
contours qui limitent cette section droite.

Pour étudier sa détermination, il convient d’ailleurs de distinguer
suivant que l’aire de section droite est limitée par un seul contour
(connexion simple) ou par plusieurs contours (connexion multiple).

Dans le premier cas, en prenant, comme il est usuel, et comme
nous le ferons en général dans la suite,
(9) <P=0

sur le contour frontière unique, il est clair que la fonction cp est bien
déterminée.
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Dans le second_cas, on pourra de même convenir de prendre <p = 0
sur l’un des contours frontières, mais les valeurs constantes de <p sur
les autres contours n’ont aucune raison d’être nulles et il semblerait
même à première vue qu’elles puissent être prises arbitrairement. On
sait qu’il n ’en est rien :comme il est bien connu théoriquement et
comme il apparaîtra intuitivement d’après l’analogie électrique, ces
valeurs sont déterminées, donc aussi la fonction @, par la condition
que le déplacement w, défini par l’intégration des (6), soit mono-
drome.

Pour terminer ces généralités, remarquons enfin que les efforts
unitaires dans une section droite du barreau sont
(10) X=<p',, Y=_%, Z=o.
Il est immédiat qu’ils équivalent à un couple dont le moment par
rapport à Oz est
(11) Dlt=—fl(xq&+)’o3.)dxdy.

Le second membre contient évidemment en facteur F = — 2G0 et :m
est donc proportionnelà l’angle de torsion 0.

Nous aurons l’occasion, dans la suite, d’indiquer diverses transfor—
mations de la formule (1 1). Contentons—nous, pour le moment, de
rappeler qu’en prenant

f=3f+f>
le second membre s’écrit

! I I ! d
—fl<hw+fm-)dædy=—f£çds+flAf.çdædy,

d’où, dans le cas d’une aire simplement connexe et en prenant cp nulle
au contour
(12) Jl‘t=2fl<p(æ, y)dædy.

IV. — Détermination, par analogie électrique,
de la fonction de tension.

Pour l’application de l’analogie électrique au problème de la
torsion, il est tout indiqué de remplacer la recherche de la fonc—
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tion <p(æ,y) par celle d’une fonction harmonique (l>(æ,y) qui s’en
déduit en en retranchant une solution particulière de (7’), à(æ'—‘+ÿ)
ou Eat“ ar exem le

2 P P -

Limitons-nous d’abord au cas où l’aire de section droite du barreau
. -, , . u , ,

cons1dere est amplementconnexe et prenons, pour fixer les idees,

(13) (D("'73')=CP(13Ï)— Ë(æî“l—LÎ'2)J

<I> pourra être identifié au potentiel électrique défini, dans un bassin
qui reproduit la forme de section droite, par des données de Dirichlet,

(14) (D =const.— Ë(æî+)'î‘)

au contour. On est donc amené à_des réalisations de type déjà envi-
sagé : le bord du bassin est muni d’électrodes dont les potentiels
doivent être réglés aux valeurs convenables.

Pour le, calcul de ces valeurs, on utilisera (14), où l’on peut
prendre arbitrairement la valeur de F et celle de la constante au
second membre. Il revient au même, et il est en général plus
commode, de fixer aprion‘ les valeurs (1), et (I), du potentiel attribuées
aux points du contour pour lesquels le rayon vecteur r= \/arf‘—l—y2
prend sa valeur minimum r, et sa valeur maximum r2. La constante F
a alors l’expression
(15) F = _ [, ‘”

ri —1'
(D)_'l

2
||-

lv

.
l\«

(

(

Le passage à une autre valeur de F peut toujours s’effectuer en modi-
fiant proportionnellement les valeurs de (I) ou de cp et n’amène donc
aucune difficulté. '

Les potentiels des électrodes de contour étant calculés et le réglage
correspondant des circuits d’alimentation étant effectué, on pourra
tracer les lignes équipotentielles (I) : const., d’où, par intersection
avec les cercles r2: const., on déduira (construction de Maxwell) les
lignes de niveau cp constant, lignes de niveau de la surface dite surface
de Prandtl. -

Pratiquement, la question essentielle est celle de la détermination
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du cisaillement "L‘ de composantes

_dç_d® Fy ô<p_ ()‘D Fx(16) T"— @
_

@ + —2_, ôæ— dan _2

on introduit souvent, au lieu de ”L‘, un coefficient sans dimensions
?(17) A—F—la

! étant une longueur de référence choisie dans le champ. Il est clair
que la détermination de ”. et de [: dépend de celle du gradient de cp

(ou de (I)) que l’on aura graphiquement, comme il est bien connu,
d’après le tracé des courbes cp (ou (I)).

Mais ce sont les valeurs de 'L' et de [c au contour qui sont en général
les plus intéressantes. Les quelques essais discutés au paragraphe Il
nous permettent de conclure que, dans le mode expérimental adopté,
les valeurs en question seront obtenues directement par mesure des
intensités de courant débité par les électrodes de contour : même
pour un modèle rapidement établi, la précision atteinte vaut large—
ment celle du graphique et elle peut aisément être supérieure.

Au contour, où ? est nul, le cisaillement (€,… 13.5) est en effet
tangentiel et sa grandeur est donc

dd) F dr
% Érâ/Î'___.

. d® [ a - .On remplacera [cf. paragraphe I, formule (a)] % par
E fi, : etant

l’intensité de courant débité par une électrode e; remplaçant enfin i
AQ , ' . ' ' \ Ipar Î, R etant la res1stance bee a l’electrode et ACI) la chute de

potentiel correspondante,on aura la formule définitive

(18) A-=_î__ÿ_'____ÿ_ÿ,
valeur à attribuer au point milieu de l’électrode. Dans le dernier
membre de (18), l’évaluation du premier terme ne dépend que de la
définition géométrique du champ, c’est seulement dans le second
terme qu’interviennent les résultats des mesures faites sur le modèle
électrique. ‘
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Reste à indiquer la détermination du couple JÏ‘L. La formule (11)
du paragraphe III s’écrit

311 =—— âFI0 —fl(æ‘Dæ+y®3.) dx dy

avec
L,: (æ2+y‘l)dædy,

d’où, par une transformation analogue à celle qui a donné (12),
_ d£D(19) on: -—

—l*lo— 2fr‘-’ d—ds.

Remplaçant enfin l’intégrale par une somme E, étendue aux diverses
. . , dq> .

electrodesdu contour et subst1tuant a % sa valeur [cf. plus haut (1 S)],
on a la formule

311_ I,, a I'. ——r‘;’ A(D(2°) ï—“;+78sq),——‘m—I)Ê”Rll»IJ

,
'

. . onpour la determ1nat10n de ?
sans dimension caractéristique du couple en divisant les deux
membres de (20) par la quatrième puissance d’une longueur prise
dans le champ. Remarquons aussi que l’on pourra simplifier le calcul
de la somme 23 du second membre en choisissant les résistances R
proportionnellesaux quantités r“.

— On pourra introduire une grandeur

EXEMPLE. — Torsion d’un barreau rectangulaire. —— Pour illustrer
les considérations précédentes rendons compte d’un essai concernant
le cas d’un barreau rectangulaire, cas pour lequel @ est connu théori—
quement, ce qui permettra des comparaisons.

Les axes du rectangle PQRS, de côtés za, zb, étant pris pour axes
de coordonnées Ox et Oy, il est clair que la fonction fI> harmonique
et égale à — %(æ’+y’) au contour sera paire aussi bien par rapport

à ce que par rapport à y; % est nul sur les axes et l’on peut réduire la

réalisation au quart du champ en utilisant un bassin rectangu—
laire OAPB, dont les bords OA et OB sont isolants, les bords AP
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et BP étant munis d’électrodes que l’on amènera, par le procédé
usuel, aux potentiels assignés. 

  
  

|
|

. .......1
R 2â ls

l

  
L’expérience a été faite dans le bassin de dimensions(144 >< 96“"“),

â- La loi des potentiels' A t a
son: pour un rapport des cotes du rectangle ?)

.
des électrodes était définie en prenant 25 et 75 comme potentiels des
points B et P, d’où [relation (15)],

F=———,

en choisissant l’unité de longueur dans le champ telle que a=3
etb=2.

La figure 7 donne les courbes fl) constant avec la graduation
Fig. 8.   Fig. 7.

E P
/ /,/ // / & 70

30 // ,{ ,/// /// / 65
___f /, // "'l // - °35 // ",,"

//// //

325_,/’//// /l
55

' !f/ |
35,59 "’

0 ml … 0 _n A0 »: 3i v … 3{ 0 A

adoptée pour les potentiels; on a corrigé les courbes expérimentales
dans la région très voisine des électrodes et pour laquelle l’effet de ces

49low-n. de Math., tome XX. — Fasc. 4, 1941.
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électrodesétait sensible. Les lignes de niveau de la surface de Prandtl
(cp=const.) obtenues à partir des précédentes sont reproduites
figure 8.

Passons à la détermination des efforts de cisaillement au contour du
rectangle. En un point de ce contour l’effort de cisaillement est

dd) FI) , ,

1' _ % + Î pour le cote PB,

d<D Fa , ,?: ËlÎ +
—2—-

pour le cote PA,

d’où, en introduisant le coefficient sans dimension,

k : Flb
(ab, petit côté du rectangle)

on a respectivement(a = 3, b = 2),
1 d® [

_—2—P;Æ' 5
pOUPPB,

ld® 3

A—Îäl—t+z pOUI‘PA

et, compte tenu des valeurs de e et de F, il vient enfin_! iîËÀ—5— 100 h R
pour PB’

fi_3 9 UMD
A—_Â_ÊÎl-R POUPPA

Fig.9.
1.00

    pX8

Les figures 9 et 10 donnent, respectivement pour les bords PB
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et PA, les courbes théoriques des valeurs de lc ainsi que les points
obtenus par expérimentationanalogique; on a distingué (points noirs

Fig. 10.
1.00

k

Q75 
A V P

et petits cercles) les résultats de deux essais effectués dans des condi—
tions assez différentes. On voit que l’accord est plus que suffisant pour
les besoins pratiques.

V. — Remarques sur le cas d'une section à plusieurs contours.

Nous avons déjà indiqué que la détermination de la fonction de
tension cp ne peut être achevée, dans le cas d’une aire de section
droite multiplement connexe, sans faire intervenir la monodromie
nécessaire du déplacement w. Il est commode, pour examiner la
question, d’introduire encore, à la place de cp, la fonction harmo—
nique (I> donnée par
(13) (I): —Ë(x’£+y*).
Le déplacement w s’exprime alors par les formules, qui se déduisent
des (6),
(6’) ‘)LV—l‘Æ) d_W-__IÔŒdœ—Gdy’ ây— 6072
et, en désignant par ‘F(æ, y) la fonction conjuguée de (1), on a

(21) w=-—i1F,
G
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de sorte que la monodromie de w revient à celle de ‘P‘ qui est, à un
facteur près, la fonction de courant dans le bassin électrique.

La détermination de (I), potentiel dans le bassin électrique, apparaît
dès lors très clairement.

Prenons, pour fixer les idées, le cas d’une section droite comprise
entre une courbe extérieure (Ce) et deux courbes intérieures (C,), (C2)
(cf. fig. 11). Soit obtenu un potentiel Œ(æ,)) vérifiant sur chacun

Fig. 11.

/ÎÇN
@

 

des contours (C.,), (C. ), (C2) la condition aux limites posée

(14) ®=const.— —,1Î(æ3+3'2),
4

avec des valeurs de la constante arbitraires (et pouvant naturellement
différer d’un contour-à l’autre); on obtiendra d’autres potentiels
analogues en lui ajoutant X,Œ,+X,®… où (I). est le potentiel nul
sur (Ce) et (C2), mais égal à 1 sur (C.), (I), prenant de même les
valeurs respectives o, o, 1 sur (C,), (C.), (C,) : la constante de la
relation (14) est alors modifiée de 7“ sur (C.) et de la sur (C2).

Or la réalisation analogique de CD, ou de (Il2 est immédiate : (I), par
exemple correspond à une répartition de courant arrivant au bassin
par le contour de (C,), au potentiel unité, et en sortant par les fron-
tières (C2) et (Ce), au potentiel zéro. Il est clair dès lors que les
diverses fonctions (D(æ, y) vérifiant (14), et qui dépendent des arbi-
traires )… et X,, peuvent être distinguées par les valeurs des intensités-
de courant amenées au bassin par l’ensemble des électrodes du
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contour (Cl ) et par l’ensemble des électrodes du contour (C2). Mais
la monodromie de ‘F, fonction de courant dans le bassin, implique
que ces intensités de courant à travers C, et _C2 soient nulles (donc
aussi l’intensité analogue à travers C,.) : la fonction <D(æ,y) du
problème de torsion est donc parfaitement déterminée.

Le montage électrique ne présente pas de difficulté, en suivant la
méthode donnée par L. Malavard dans la seconde des publications
citées note (') :

— Alimentation par des transformateurs indépendants, et conve-
nablement choisis en ce qui concerne leurs caractéristiques, des
électrodes respectives de (Ce), de (C,), de (C2), de façon à remplir
automatiquementla condition des intensités nulles;

— Le réglage ne peut [à cause de la constantequi figure dans (14)
et dont la valeur, pour un contour, ne peut être fixée apriori] porter
que sur les différences de potentiels entre les diverses électrodes
de (C.), celles de (C,), celles de (C,); on utilisera le montage de
mesure par opposition indiqué au paragraphe 1.

Des simplifications pourront se produire dans des cas particuliers,
notamment en choisissant convenablement la position de l’origine 0
des axes. Un changement d’origine modifie la fonction (1) sans
intervenir essentiellement dans les résultats définitifs concernant
la déformation envisagée. Il est naturel de choisir 0 de façon à
simplifier le plus possible les conditions à la frontière : quand, par
exemple, un arc de frontière est circulaire, on pourra prendre 0 au
centre de l’arc correspondant, qui sera constitué alors par une seule
électrode dans la réalisation de la fonction.

Cette remarque s’applique, que l’aire de section droite du barreau
soit simplement ou multiplement connexe. Voici un exemple,
concernant la seconde hypothèse : celui d’un barreau dont la section
est limitée par deux circonférences excentriques (C) et (C.) (fig. 12).

Nous prendrons l’origine des axes au centre de (C). Ce cercle doit
alors prendre un potentiel constant et l’intensité de courant corres-
pondante doit être nulle : il constituera donc une frontière conduc—
trice du bassin sans liaison électrique avec le circuit extérieur.
L’artifice de l’alimentation indépendante est donc inutile : on aura
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un seul circuit pour alimenter les électrodes du pourtour de (C,)
dont on réglera les potentiels aux valeurs convenables, la frontière
isolée (C) ayant un effet de présence.

Fig. 12.

/O\ 
 

Une dernière remarque générale avant de passer à un autre sujet.
Les réalisations proposées dans ce paragraphe et dans le précédent
sont relatives à la fonction (1). On pourra envisager de même, sans
plus de difficulté, des montages concernant la fonction conjuguée ‘l'.
Nous n’y insisterons pas car nous aurons l’occasion de revenir
ultérieurementsur la comparaisonde modèles donnant deux fonctions
conjuguées.

VI. —— Détermination directe des efforts
par expérimentation analogique : cas du barreau rectangulaire.

Il est tout naturel, comme nous l’avons indiqué dans l'Introduc—
tion, de chercher à obtenir, dans le bassin électrique, les champs
représentatifs des dérivées de la fonction de tension @, afin d’avoir
directement les efforts. La question est particulièrement simple dans
le cas particulier, que nous envisagerons d’abord, du barreau de
section rectangulaire; nous passerons ensuite (@ VII), à un cas plus
général.

Désignons par u la dérivée %, qui est harmonique

u : (D./@ + Ëæ: %,

on peut envisager, en même temps que u, la fonction conjuguée v

, F , ‘
v :_ (D‘,.+ Ej' :_ <9,.+ l‘)’,
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dont les valeurs détermineront immédiatement celles de cp}. Soit
encore PQRS le rectangle de section. Il est immédiat que, sur les
côtés horizontaux de ce rectangle, u est nul, tandis que, sur les côtés
verticaux, on a v = Fy. D’autre part, des considérations évidentesde
symétrie permettent de réduire la réalisation à 1/4 du champ, soit au
rectangle OAPB de la figure 6.

Comme il est bien connu, deux modes de représentation analogique
sont alors possibles.

Le premier concernera une répartition de courant donnant pour
potentiel électrique la fonction «) et qui sera déterminée par les
données aux limites suivantes :

'

0 est nul sur le bord OA du bassin, lequel est donc formé par une
électrode; _

v est égal à Fy sur le bord AP, donc muni d’électrodes dont on
réglera les potentiels;

d .

d—Z
est nul aux deux autres bords, lesquels seront isolants (‘ ).

Le second est obtenu en prenant u pour le potentiel électrique à
obtenir dans le bassin, par les conditions suivantes :

du
% est nul sur le bord OA, lequel est donc isolant;
u est nul sur OB et sur BP, qui porteront donc des électrodes au

potentiel zéro;
Enfin v, dont l’accroissement entre deux points du bassin donne

une mesure de l’intensité de courant entre ces deux points, doit être,
sur PA, proportionnel à y : on remplira cette condition en munis—
sant PA de petites électrodes identiques, dont on réglera l’alimen—
tation de façon que chacune débite la même intensité de courant.

Les essais que nous présenterons concernent uniquement le
premier mode d’analogie; il n’y a pas lieu d’insister sur les détails de
l’expérimentation et nous nous contenterons d’exposer les résultats. 

(1) Cela assure que u prend sur les bords en question une valeur constante,
qu’il est toujours loisible de supposer nulle.
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. , a 3La figure 13 donne, pour l’un des cas traites (Z = à) 9 les courbes v

constant relevées dans le bassin : de la valeur de v en un point du
Fig. 13.  

0.5    0 A

champ on déduit immédiatementla dérivée cp}, donc la contrainte fr“.
On aura  

 

(22) r…:apî,.=Fy—v,

d’où
, . _ |T.rzl _ )’ "(23) k— Fb_Î_F—b’

qui, Fb ayant la valeur 50 dans l’essai en question (50 est la variation
du potentiel sur le côté AP) s’écrit

, _Z_î.(23) k_ib 50
 

La formule (23’) a été utilisée pour le calcul du coefficient de
contrainte k sur le côté PB et sur l’axe OB. Les figures 14A et B
reproduisent les courbes de variation de le obtenus par notre modèle
analogique; les points marqués donnent les résultats du calcul à
partir de la solution théorique. On voit que la concordance est tout
à fait remarquable.

Sur OA et sur AP la contrainte 1_rz est nulle et c’est à partir de ”C).;
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qu’il faut définir [:

| __lk=lT.‘—w lll.(

FI) FI)

Il est intéressant de noter que la réalisation envisagée, bien qu’elle
concerne v, permet également d’atteindre ce coefficient.

Fig. 14 A.
1.00 

‘———4\\Q75 \\
0.50 \
0.25 \
000

.-
BO ! 2 .X 3p

   
        

Chaqueélectrodee du bord AP du bassin débite un courant [= A—Rv,

Fig. 14 B.

100

075 //////
    

     0.00
1 20 ° y

B
 

en appelant Av la chute du potentiel suivant la résistance B qui
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 4, 1941. 50
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aboutit à l’électrode. La relation précédente (3) s’écrit ici
dr __ a A(’
dn _

he [{ ’

elle détermine numériquement pour chaque électrode
(lt) ()t’ ,, ()Il— :: —— _ — 0 . .: — ,(lit ().1‘ ' " -’ ()y 

d’où u par une intégration le long de AP.
Un procédé analogue pourra être utilisé sur le bord OA du bassin,

pourvu que l’on découpe l’électrode (au potentiel ()) qui occupe ce
bord en petites électrodes distinctes @ dont chacune est alimentée par
l’intermédiaire d’une résistance R. On a alors comme plus haut

dv a Ac‘
r/Î=hs Î’ 

mais
(IV __ ()_«‘ _ ,, _ du
dn _ ())' _ (P"'i_

d…z:’

d’où encore 302
= u par une intégration le long de OA.

Les figures 15 et 16 donnent, respectivement pour OA et pour AP,
Fig. 15.

1,00 
0.75 
0.50 \
Qos \

0,00 \\J
A0 1 2 30

 
 

 
      

les courbes calculées de variation de lc, les points marqués corres-
pondant aux valeurs obtenues par l’essai au bassin. -

Sur OA l’accord est excellent. Il est un peu moins bon sur AP.
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L’explicationen est simple. Nous utilisons toujours des électrodes e

ayant la même largeur. Or il se trouve que, lorsqu’on approche de
l’angle P, le courant débité augmente très rapidement, et que, de ce
fait, la représentation au bassin du phénomène thé0rique devient
moins satisfaisante. On aurait pu améliorer la précision en prévoyant
des électrodes plus nombreuses et plus étroites au voisinage du
point P. Nous n’avons pas jugé utile de le faire : la figure 15 définit
de façon très précise la contrainte lc en A et en effectuant sur AP
l’intégration de <p}, à partir du point A, on ne voit apparaître les
écarts qu’au voisinage immédiat du point P, région peu intéressante
parce que les contraintes y sont faibles. C’est ainsi qu’a été préparée
la figure 16.

'

Fig. 1 6.
1.00 A0 1 2p

Remarque. — Les points marqués en noir ou blanc sur la figure 16
correspondent à deux essais pour des dispositions différentes des
électrodes.

[indiquons enfin que le calcul du couple de torsi0n peut s’effectuer,
dans de très bonnes conditions de précision, en utilisant seulementles valeurs de v sur le côté PB.

Repartons en effet de l’expression de ce couple que nous écrirons

on =flcp Afdædy,
en prenant

‘) 9f=æ———a-
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fonction qui donne bien Af= 2. En transformant par la formule
de Green, il vient

Jlî=flfAcpdædy +f<cpî+£ —fäâ>ds,
l’intégrale double étant étendue a la totalité de la surface du
rectangle PQRS et l’intégrale curviligne à son contour. Compte tenu
de ce que cp est nul sur tout le contour et que f est nul sur les
côtés QR et SP, compte tenu enfin des symétries, il vient

“
Dll=— &] (a*—æ'—’)

{ V l)“=b d£.
()

Le calcul appliqué à un exemple traité a donné
Dll . .l—' : 3,12 au heu du théorique 3,132.

ïFab“
2

Réalisation directe des dérivées secondes :;_',Ï., et :,9_ÇÎ,. — Il est assez
indiqué de rapprocher des précédentes les réalisations qui portent
sur cpfL, et sur :pÇ,, lesquelles sont particulièrement simples.

On a vu plus haut que cp',, était nul sur les côtés horizontaux du
rectangle cp',. nul sur les côtés verticaux; gel., et cp,', sont donc reSpecti-
vement nuls sur les mêmes côtés. Or leur somme vaut F dans tout
le champ.'

On obtiendra donc dans le bassin cpl, assimilé au potentiel élec—

trique, en alimentant ce bassin par des électrodes placées suivant les
bords dont deux, suivant PQ et R8, sont au potentiel zéro, les deux
autres, suivant QR et SP, au potentiel F. La même réalisation
donnera <pÿ, par simple changement de l’échelle des potentiels.
Notons que les sommets du rectangle sont des tourbillons dont on
aura une réalisation correcte en arrêtant les électrodes à une faible
distance des extrémités et intercalant entre elles de petits quarts de
cylindre isolants. On pourra d’ailleurs, comme dans les cas précé-
dents, réduire le modèle à 1/4 du champ : rectangle OAPB, OA
et OB étant isolants, AP et PB portant deux électrodes.

.

Les cas traités ont été les suivants :

a aZ=I, —=1,5,
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et l’on a pris, dans chaque cas, une échelle de potentiels de 0
à 100 (F=100). La figure 17 donne, à titre d’exemple, les lignes

Fig. 1 7.

100

    () ' ,,\N ,x»: \ A")

équipotentielles relevées dans le premier de ces cas; les chiffres
inscrits donnent les valeurs de cp_','_…,, mais il suffit de les retrancher
de 100 pour avoir les valeurs correspondantes de cp}',.

Le passage aux dérivées premières cpfr et <p}, donc aux valeurs des
efforts, s’effectue par intégration : soit, par exemple, à calculer cpf, sur
la droitey : y, du bassin, on a

CP.’L‘=[
<?Ïêe(æ,yo)dæ,

0

d’où, pour le coefficient correspondant lc,

r,_._ I .r
”

k——Z_m[ <pæg(x,yo)dx.

La précision obtenue est sensiblement du même ordre que celle
donnée plus haut par la réalisation directe de v. On l’appréciera par



400 JOSEPH PÉRÈS ET LUCIEN MALAVARD.

le tableau suivant, dans lequel nom donnons, en divers points du
conteur OAPB et pour

%

3 . .= ? les valeurs de le amsx obtenues et les

valeurs calculées à partir de la théorie, en un certain nombre de
points des axes et des côtés.

k
{théor

0.25

Côté BP (y = 2).
l. 1,5. ‘2. 2,5.

1— 1— 1—
‘ , {'0,797 0,72, 0,609 0,410

0,798 0,728 0,610 0,316

Côté AP (dz-:S).
. 0,5. 1. 1,5.

0,728 0,697 0,600 0,414
0,727 0,696 0,600 0,408

Axe BO (a: = 0).
1,5. l. 0,5.

48 0,608 0,392 0,192
0 846 0,608 0,392 0,191

2,5. ?. 1.

0,728 0,508 0,342 0,131

'7 0,505 0,341 0,131

Fig. 18 A.
>< & 

0.50

% 
0.75

\\\\\\
ë:âf4 

k

 1.00        
Enfin les figures 18A et 188 donnent, d’après les résultats du
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modèle électrique, la courbe de variation du coefficient lc relatifà :…
Fig. 18 B.

\\r\N °“'911 ":XX X X b  \ \\\\\\\ 
      \ y

Q
100

k
0,75 0.50 0.25 0.00

ou F… dans le dernier cas traité (% = z) et sur chacune des droites

)'=o, %, %,
ê4—b

(figure 18A)

et '

a 0. 3aæ=o, Îl’ ;; Î (figure 18B).

VII. — Détermination directe des efforts
cas d'un barreau dont la section droite est un polygone

dont tous les angles sont droits.

On a pu juger, d’après ce qui précède, la précision des réalisations
portant sur les dérivées premières ou secondes de la fonction <p dans
le cas particulier d’une section rectangulaire.

Il apparaît immédiatement que l’on doit pouvoir envisager des
réalisations du même type dans les cas où la section est limitée par un
polygone dont tous les angles sont droits. C’est le cas, pratiquement
très notable, de bien des formes de fers laminés, abstraction faite des
congés aux angles. Mais l’extension que nous avons en vue présente
cependant certaines difficultés, que nous éclaircirons avant de rendre
compte des essais effectués.

Nous choisissons les axes Ox et Oy de façon que les côtés de la
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section soient les uns parallèles à Ox, les autres parallèles à Oy. ll
est utile de faire d’abord quelques remarques très simples sur les
polygones envisagés.

Un polygone dont tous les angles sont droits (angles saillants
3 L

, ' Avalant
%

ou angles rentrants valant %) a ev1demment le meme nombre
de côtés parallèles à Ox que de côtés parallèles à Oy. Soit n ce
nombre.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant :

LEMME. — Lorsque le polygone enferme une aire simplement connexe,
le nombre des angles saillants est

3 = n + 2,

le nombre des angles rentrants est

I' = Il — 2.

La vérification est immédiatepar récurrence. Prolongeons en elÏet
dans l’intérieur du polygone et jusqu’à sa frontière l’un des côtés
parallèles à Ox et aboutissant à un angle rentrant (ligne tracée en
pointillé sur la figure 19). Le polygone se trouve décomposé en deux

Fig. 19. 
      

 

polygones dont les côtés parallèles à 0.1: sont en nombre n' et n” et,
puisqu’un côté est commun, on a

1+n=n'+n”,
n' et n” sont d’ailleurs inférieurs à n.
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Admettons alors que
s’=n'+2, r’=n’-—2,
s”: n”+ 2, r”: n”— 2.

Il est évident d’autre part que
s’+s”=s+3, r’+r”=r—1,

et les relations précédentes donnent alors

n’+n”+4=s+3 ou n+5=s+3,
c’est—à-dire

. ll+2=S;
on a de même n’+n”—4=r—r,
d’où

n — 3 = r — [

etenfin
n—2=r.

La propriété étant évidente dans le cas du rectangle se trouve ainsi
établie en général.

_

Le raisonnement précédent suppose, il est vrai, que le côté pro-
longé n’aboutit pas à un angle du polygone. Mais on peut toujours
modifier légèrement les longueurs des côtés sans changer s, r, n de
façon qu’il en soit ainsi, ce qui évite d’avoir à discuter le cas parti-
culier signalé.

Revenons alors au problème de la torsion. La fonction de tension cp

vérifie
A:; (p = F

et est nulle au contour. Ses dérivées CP; et cp} sont harmoniques et,
comme on l’a vu au paragraphe 6, '

u = % V=- <P3—+ Fy

sont conjuguées. On a d’ailleurs, au contour,
%,: 0 sur les côtés parallèles à Ox,
q: .: 0 sur les côtés parallèles à Oy,

d’où, pour le couple des fonctions conjuguées u et v, les conditions
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 4, 1941. 51
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suivantes
(24) u = 0 sur les côtés parallèles à Om,

" : Fy sur les côtés parallèles à Oy.

La recherche de a; est exactement équivalente à celle du couple de
fonctions harmoniques conjuguées u et v avec les données aux
limites (24). u et «) étant supposées connues, on passe en effet à c; par
l’intégrale
(25) cp:f[uti.r+(Fy—V)(I_)/l,

qui est bien, comme on le vérifie immédiatement, une intégrale de
différentielle totale exacte donnant une solution de

A:,cp =F.
Si, de plus, on prend en un point du contour l’origine d’intégration,
la fonction ça sera identiquement nulle en tout point du contour
puisque, sur ce contour, l’élément de l’intégrale (25) est nul.

Dans l’application de l’expérimentation analogique, l’une quel—
conque. des deux fonctions conjuguées u et «‘ pourra être prise comme
potentiel électrique à réaliser dans le bassin, l’autre s’identifiant, à un
facteur près, à la fonction de courant correspondante. Admettons,
pour fixer les idées, que ce soit c que l’on veuille obtenir comme
potentiel électrique-dans le bassin (‘).

La première des conditions (24) entraîne immédiatement que, sur
un côté parallèle à Ox du polygone qui limite la section, on ait

du _ âv _ dv
553
:

bÜ
:

d_n 0’

de sorte que ce côté devra être représenté dans le bassin par une paroi
isolante. Il semblerait dès lors, à première vue, que le montage
utilisé dans le cas du rectangle puisse encore être employé : on
limiterait dans le bassin l’aire de section par des parois dont les unes,
représentant les côtés parallèlesà 0.1;du polygone de section, seraient
isolantes, les autres; représentant les côtés parallèles à Oy, étant 

(“) Il n’y a pas de difficulté à envisager de même l’autre cas.
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munies d’électrodes; on alimenterait ces électrodes de façon à satisf—

faire la loi des potentiels v: Fy [seconde condition (24)]. ‘

Le modèle ainsi obtenu ne donne cependant pas, ’sauf dans le cas
déjà traité du rectangle, la solution ckerche'e convenant au problème de
la torsion. Il importe de bien comprendre pourquoi.

Il est clair tout d’abord que, dans le procédé indiqué, on ne remplit
pas complètement les conditions aux limites (24). La seconde de ces
conditions est bien satisfaite, mais la première, u: 0 sur les côtés
parallèles à Ox, a été remplacée par % = 0, soit % =o, ce qui
entraîne seulement u = const. On peut bien prendre zéro pour valeur
de la constante sur l’un des côtés en question; sur les autres, cette
constante prendra des valeurs

u,, u., ..., u,,_,

(que l’on pourra mesuœr sur le modèle électrique puisque u est pro—-

'portionnel à la fonction de courant) qui n’ont, a priori, aucune
raison d’être nulles.

Il est donc en principe douteux que la réalisation envisagée
convienne au problème de la torsion. Et cette réalisation est effecti—
vement en défaut dès que le polygone de section présente au moins un
angle rentrant, c’est—à—dire dans tout autre cas que celui du rectangle,
pour la raison fort simple qu’elle ne représente pas les singularités
nécessaires de u et v en un angle rentrant.

Précisons ce dernier point. Il est facile d’étudier la singularité de
la fonction de tensions <p(x, y) au voisinage d’un angle de la frontière :

on reviendra d’abord à la fonction harmonique ®(æ, y) telle que

F
<?=‘D + z(æ"+y‘l),

définie, comme on l’a vu, par des données aux limites de Dirichlet,et
l’on fera disparaitre l’angle par une représentation conforme conVe-
nâble. Dans le cas d’un angle saillant, supposé placé à l’origine des
coordonnées,on utilisera la représentation conforme

Z:z°,
faisant passer du plan complexe z=æ+iy au plan complexe



406 JOSEPH PÉRÈS |«:1‘ LUCIEN MALAVARD.

Z=X+iY. Dans le cas d’un angle rentrant, ilfaudra utiliser la
représentation

.!
lZ=zfi

Il est bien superflu de développer ici l’analyse, qui est très simple.
Contentons—nousd’en indiquer les résultats.

La fonction <p reste toujours finie et continue au voisinage d’un
angle, et il en est de même de ses dérivées premières, s’il s’agit d’un
angle rentrant. Par contre, les dérivées premières ne restent pas
bornées au voisinage d’un angle saillant : on vérifie sans peine que la
fonction analytique u + iv présente un terme infini de forme

où m est une constante réelle. Prenons des coordonnées polaires r et 0
. .

,
_

, ‘ 815(Z =re‘°) et supposons, pour fixer les 1dees, que 0 var1e de 0 a ?
dans l’angle rentrant, les termes infinis de u et vseront respectivement

. 9m sm ,— m cos —

5 3
l ’ _.
? 1,.. ;I..

Dans la réalisation électrique précédente il n’y a aucune trace de
cette singularité : elle ne peut donc s’appliquer au problème de la
torsion.

Avant d’aborder la solution correcte de ce problème, nous ferons
quelques remarques sur le cas déjà traité de la section rectangulaire.
La difficulté signalée plus haut ne se présente pas dans ce cas, la
fonction u définie par le modèle électrique considéré, prise nulle sur
un côté du rectangle, prenant également la valeur u.—_ 0 sur le côté
opposé. Cela résulte immédiatement des considérations de symétrie
qui nous ont permis, au paragraphe VI, de réduire la réalisation à un
quart du rectangle. On retrouve d’ailleurs le même fait comme
conséquence particulière d’une relation entre les constantes u.,
ua, . . ., u,,_, dont nous aurons besoin pour la suite.

Cette relation résulte immédiatement du fait que l’intégrale

f(u dæ — vdy)
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prise sur le contour du champ est nulle. Compte tenu des conditions
remplies par u et v, il vient

ll—l
(26) Et…": 0,

l

1,- étant la longueur du côté sur lequel u est égal à u,, prise avec un
signe convenable suivant le sens de parcours. Dans le cas du
rectangle, il reste seulement

uJ,=o, d’où u.=o.
Reprenons le cas d’une section présentant des angles rentrants. La

détermination du couple (a, v) répondant au problème de la torsion
pourra se faire par superposition des champs suivants :

1° Le couple obtenu par le modèle électrique envisagé plus haut,
couple que nous désignerons maintenant par (u’ , v’) Rappelons que
l’on a, au conto“ur

dv'— = 0 sur les côtés parallèles à Ox,dn
v’ : Fy sur les côtés parallèles à O)’.

Sur les côtés parallèles à 0:13, numérotés o, 1, 2, . . ., n—— 1, u’ prend
des valeurs constantes

u',,=o, u',, u'._,, . . .,- u;,_,.

2° Pour chaque angle saillant (ils sont en nombre n — 2 d’après le
lemme préliminaire) un couple (u…, v…) donnant, au sommet de
l’angle, la singularité spécifiée

. 8
Sln

%
COS

3-pour u‘“,  ”,_ 1 pour V'
:; :;I‘ I‘

et avec les données au contour suivantes,
dv…È _

v… = 0 sur les côtés parallèles à Oy.

0 'sur les côtés parallèles à Oæ,
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u… prend des valeurs constantes, que nous désignerons par
fil-— il m ;)

u0 _o, u(1, u._,, . . ., u(”_“

sur les côtés parallèles à 0.2: (').
Chacune de ces dernières solutions peut être multipliée par une

constante m‘” et la solution du problème de torsion sera donnée par
le couple

n—2 n——‘.'

! ‘
'i— … / “ ' ru = n + m u , v : (‘ + m'“t° “,

i i
l !

pourvu que les constantes m‘“ soient choisies de façon que
n_o

(2 ) u.—u' + 1 rn'i'u‘Ü—o our k—r 2 n—17 L-— /;
_ k— P —- ; "'-> 7
l

1

ce qui ne fait que n—2 équations distinctes parce que la relation (26)
reste valable pour les fonctions envisagées. -

On voit que l’on a autant d’équations distinctes que d’inconnues.
Que ces équations aient une solution bien déterminéeest évident, car
dans le cas contraire le rang du système serait inférieur à n —— 2 et il
existerait des nombres m‘“ non tous nuls tels que

IL—:‘ It—‘.‘

Ü:
E

m‘i'u‘i', F:
E m'“v'“

. i z

1 l

donnent deux fonctions conjuguées, l’une ü nulle sur les côtés paral—
lèles à Ox, l’autre & nulle sur les côtés parallèles à Oy. L’intégrale

Eÿ=f(fidx—ôdy)

définirait alors une fonction harmoniqueconstante à la frontière de la
section, dont: dans cette section, ce qui est incompatible avec les
singularités de E et €) aux angles rentrants. 

(’) Ces valeurs, de même que les précédentes u’,, u’2, ..., u’,._,, ne sont pas
apriori fixées et résultent de la détermination analytique du couple de fonc—
tions conjuguées onde la réalisation analogique.



APPLICATION DU CALCUL liXPÊRIMENTAL RHÊOÉLECTRIQUE. 409
Nous termineronspar quelques remarques générales sur les modèles

analogiques correspondant à l’analyse précédente. On peut d’abord
envisager séparément la réalisation de 9’ (déjà donnée) et celle de
chacune des v…. Pour obtenir l’une d’elles, on matérialisera la singu-
larité à l’angle rentrant correspondant par une électrode d’amenée
de courant, de forme

0r: const. cos-‘ — (électrode d’angle)
3

et de dimensions assez petites. Les côtés du bassin parallèles à Ox
sont toujours isolants, les côtés parallèles à Oy portent des électrodes
au potentiel zéro. Pour éviter le contact direct entre l’électrode de
paroi et l’électrode d’angle, on intercale entre elles un arc isolant
reproduisant la forme d’une ligne de courant (cf./[g. 20) (‘).

Fig. 20.
y

conducteur—

isolant

«\\

\\\\\

\\

 l\
\\\\\

Il est préférable d’obtenir directement au bassin le potentiel 0 qui
répond au problème de torsion posé. Le montage sera le suivant :

— Les côtés parallèles à Ox sont isolants;
-— Les côtés parallèles à Oy sont munis d’électrodes sur lesquelles

on aura à établir la loi de potentiels «): Fy;
— Chaque angle saillant est muni d’une électrode d’angle (elles

sont donc en nombre n-2) de la forme précédente.

On aura à régler les potentiels de ces électrodes de façon à assurer

(‘-) Les principes à suivre pour matérialiser ainsi les singularités ont été
donnés par L. MAI.AVARD, C. R. Acad. Sc., t. 206, 1938, p. 39.
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que la fonction u, conjuguée du potentiel «» dans le bassin, prenne la
même valeur constante sur chacun des côtés parallèles à Ox : ce sont
les conditions (27), dont n — 2 seulement sont distinctes. Ces condi—
tions concernent en fait les intensités de courant entrant dans le
bassin par les divers groupes d’électrodes.

Soit, pour préciser ce point, BC un côté parallèle à Oy et soient AB
et CD les côtés adjacents parallèles à 050. Plusieurs cas sont à
distinguer suivant que les angles B et C sont saillants ou rentrants.

1° Les angles B et C sont tous deux saillants. L’égalité des valeurs
de u sur AB et sur CD sera assurée si l’intensité totale de courant
débité par les électrodes de BC est nulle; c’est une conséquence
immédiate du fait que tt définit la fonction de courant dans le bassin
électrique;

2° Si l’un des angles B ou C, B pour fixer les idées, est rentrant,
la question est un peu plus complexe. La fonction u augmente indéfi-
niment lorsque l’on tend vers le point B sur CB, l’intensité de courant
débitée par BC est donc infinie (dans une réalisation parfaite). Mais
l’égalité de u sur AB et CD entraîne que l’on doit avoir une intensité
globale de courant nulle à travers un contour suivant CB jusqu’en B’
très voisin de B, puis évitant la singularité B pour rejoindre le
bord AB : c’est donc l’ensemble des électrodes de BC et de l’électrode
d’angle B qui doit donner une intensité totale nulle;

3° Si enfin les deux angles B et C sont rentrants, on raisonnera de
même pour aboutir à la conclusion que l’intensité de courant globale
des électrodes de BC et des électrodes d’angle B et C doit être nulle.

Ces conditions d’intensités nulles sont remplies automatiquement
en utilisant l’artifice des alimentations indépendantes, employé par
L. Malavard dans d’autres questions et déjà signalé au début du
paragraphe V.

Chaque groupe d’électrodes d’un côté tel que BC, y compris les
électrodes d’angle quand il en existe, reçoit le courant d’un transfor—
mateur particulier, un dernier transformateur alimentant le pont de
mesure des différences de potentiel.

Le réglage ne concerneplus dès lors que la loi des potentielsv=Fy.
Il apparaît a priori assez complexe, le rôle des électrodes d’angle
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n’apparaissant pas très clairement, de prime abord. D’après les
essais réalisés il est commode d’effectuer ce réglage de la façon”
suivante : pour chacun des circuits indépendants, on règle les
différences de potentiel des électrodes de façon que ces différences
correspondent à la loi v= Fy. Il reste alors, entre les divers circuits,
des différences d’origine des échelles que l’on réduit en agissant sur
les potentiels (inconnus a priori) des électrodes d’angle. On atteint
ainsi, par des tâtonnements qui ne sont pas faits au hasard, le réglage
complet.

Les indications précédentes seront complétées et précisées, au
paragraphesuivant, à propos des exemples particuliers envisagés.

VIII. — Applications diverses.

A. Cas du fer cornière à ailes illimitées. — Nous commencerons par
l’étude de ce cas, bien qu’il ne rentre pas exactement dans l’analyse
précédente. Mais, d’une part, la réalisation analogique correspon—
dante est relativement simple parce qu’il n’est pas nécessaire, comme
on le verra, d’utiliser plusieurs alimentations indépendantes et,
d’autre part, le cas en question a été traité théoriquement, de façon
détaillée, par Trefi’tz, de sorte qu’il nous fournira de nouvelles com—
paraisons entre le calcul et l’expérimentation rhéoélectrique. Nous
n’aurons pas à revenir ici sur l’analyse de Trthz, pour laquelle nous
renverrons à son Mémoire ('), la solution analogique en étant tout à
fait indépendante.

Le fer cornière à ailes illimitées a une section droite limitée par les
deux angles droits 560)! et .:::4 C.)/. (fig. 21) et qui s’étend à l’infini
dans les directions av et y. Il est clair que, comme au paragraphe
précédent, la recherche de la fonction de tension cp(æ, y) peut être
remplacéepar celle du couple de fonctions harmoniques conjuguées u
et v, définies toujours par les relations

” =<PÏ… V=— cp_',.+ F_)', 
(‘) Ueber die Torsion prismalz‘scher Stäbe von polygonalen Quer‘schnitt(Math. Ann., t. 82, 1921, p. 97-112).

Journ. de zllath., tome XX. — Fasc. 4, 1941. 52
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avec les conditions (24)

(24) u:=o surOæ et sur 01.131,

V=Fy surOy et sur 01%.

Mais, dans le cas de la section s’étendant à l’infini, ces conditions sont
Fig. 21.

y y. 
seulement nécessaires et ne suffisent plus à assurer que la fonction q:

définie à partir de u et v par la relation

(25)
, o=f[udæ+(Fy—v}dy],

avec l’origine de l’intégration prise sur le contour, en 0 par exemple,
soit nulle sur tout ce contour : :p sera bien nulle sur les côtés de
l’angle æ0y, mais on peut seulement affirmer qu’elle est constante
sur les côtés de l’angle ac. O.y. . On sera certain que cp est également
nulle sur a:. O,y, sil’on ajoute aux (24) une condition supplémen—
taire telle que la suivante :

L’intégrale (25), prise entre deux points, l’un sur l’axe Ox et
l’autre sur l’axe 0. w. est nulle.

Les points choisis importent peu, il sera commode de prendre
l’intégrale sur un segment parallèle à Oy(æ=æo). Il reste alors
seulement

0[ [F.y—(V)x=æo]dy=o’

b étant la distance entre Oæ et O.æ, .

Il est intuitif d’autre part, d’après la réalisation analogique qui
sera donnée ultérieurement, que «) tend vers une limite v_ lorsque x
augmente indéfiniment. La condition précédente, où l’on fait
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tendre .::., vers l’infini, prend donc la forme, que nous utiliserons

1 .(28) Vx=£1‘l).

Décrivons, après ce préliminaire, la réalisation analogique en'n0us
limitantencore au cas où c’est (» que l’on veut obtenir comme potentiel
électrique dans le bassin.

L’alimentation du bassin est assurée par des électrodes portées par
les bords Oy et C.)/, et par une électrode d’angle en 04 (cf. fig. 22).
Chacune des électrodes est reliée à la prise mobile d’un potentiomètre
de réglage (le schéma électrique, très immédiat, n’est pas reproduit     

  
 

Fig. 22.
210" X

8

° bassin
%

«zo

Ê' ""

é lectriqu e

o 32 "  
sur la figure). Les bords Ox et 0,33. sont isolants. Enfin on limite le
bassin en cm:. et y_y1 en donnant aux ailes Oææ,O. et Oyy,O,
une longueur assez grande pour qu’elles puissent être considérées
comme pratiquement infinies. Il est bon de vérifier que la nature,
isolante ou conductrice, de ces dernières parois est sans effet sur les
phénomènes dans la partie centrale du champ.

Le réglage à faire concerne :

a. Les potentiels des électrodes des bords Oy et C.)/., à amener
aux valeurs définies par la loi 0: Fy;

b. Le potentiel de l’électrode d’angle qu’il faut choisir de façon à
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remplir la condition (28)
c‘»: ! FI).

'),

Pratiquement on réglera à cette valeur le potentiel du point milieu
de sur..

Il convient d’insister sur la différence entre ce réglage et celui qui,
conformément à l’analyse du paragraphe VII, sera utilisé plus loin pour
traiter le problème de la torsion d’un fer cornière à ailes limitées.

Dans l’un et l’autre cas, les bords Ox et O.…v. du bassin sont
isolants, ce qui assure seulement que tt soit constant sur chacun
d’eux. Il faut encore que la valeur de u soit la même sur 056 et
sur 0,36. , ce qui, dans le cas de la cornière limitée, donne la condition
à remplir d’intensité globale nulle débitée par les électrodes de la
frontière ans,. Dans le modèle concernant le fer illimité, il n’y a pas
de courant débité dans une section telle que xx… de sorte qu’il est
certain a priori que a a la même valeur sur Ox et sur 0, cv.; mais on
a la condition supplémentaire (28), dont on a vu plus haut l’origine.

Pour un fer à ailes illimitées aussi bien que pour un fer à ailes
limitées, on peut considérer que le champ (u, «) correspondant au
problème de la torsion résulte, par combinaison linéaire

u : u’+ nm “, v :: «" + uw",

de deux champs, l’un (n’, c") sans singularité, l’autre (u…, ("”) avec
la singularité à l’angle rentrant, et caractériséspar les conditions aux

. . . . , du’ (’Il…
A

,
limites 1nd1quees au paragraphe VII (% et ”5 nuls sur les cotes

parallèles à Ox, v’=Fy et v…=o sur les côtés parallèles à Oy>.
Mais la valeur convenable de la constante m sera déterminée, dans le
cas du fer limité par la condition d’intensité nulle sur ææ., tandis
que, dans le cas du fer illimité, elle est déterminée par la relation (28).

Le modèle expérimenté était conforme au croquis de la figure 22,
sur laquelle les cotes inscrites désignent des millimètres.

Comme l’indique la figure 22, le côté Oy portait 21 électrodes,
les 19 électrodes centrales identiques et d’équidistance 30"”“, les
électrodes d’extrémité réduites à leur moitié. La première élec—
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trade, en 0, était portée au potentiel zéro et la dernière, en y, au
potentiel 100 (bornes de l’échelle potentiomètrique du pont de
mesure), ce qui correspond à

IOO_I=ÎSÎ)“'6’

les longueurs étant évaluées en millimètres. Les électrodes centrales
devaient par suite être réglées aux potentiels

5, to, 15, ..., go, 95.

Sur le côté O,y. s’encastraient 14 électrodes de disposition
analogue aux précédentes; deux électrodes en vis—à-vis, sur Oy et
sur C.)/, correspondant donc au même potentiel, étaient reliées à
un même potentiomètred’alimentation et se réglaient simultanément.

Les réglages nécessaires (potentiels des électrodes de frontière aux
. . , . Fb . .valeurs md1quees plus haut, potentiel —— : Æ =17,5 au m1heu

2 12

de xx.) s’effectuaient très rapidement en agissant sur les alimen—
tations des électrodes de frontière et de l’électrode d’angle. Les
lignes équipotentielles obtenues dans le bassin sont représentées
figure 23.

Par interpolation sur le graphique obtenu on lit, en un point
quelconque_duchamp P, la valeur de v, d’où la contrainte

Txz= Fy — V;

d’après la symétrie du champ, on obtiendra T,.z par la même formule
appliquée au point symétrique de P par rapport à la bissectrice
de xOy, de sorte que la figure 23 définit entièrement les efforts de
torsion dans le fer considéré. Dans le cas d’un fer dont les ailes
n’auraient pas la même largeur, il faudrait un second essai au bassin
électrique, effectué en changeant le rôle des côtés Ox, O,x, et Oy,
0.y, , pour déterminer les r,.3.

Les potentiels v sur les côtés Ox et O,x4 ont été relevés et les
courbes correspondantes de la contrainte (qui se réduit à F….) sont
données figures 24 et 25 (courbes l) : on a porté en ordonnée le
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coefficient sans dimensions
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k=2(1—%) surO,æ1.

Dans le cas, envisagé ici, d’un fer symétrique, les mêmes courbes
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représentent la variation de   :_ 2

‘ T.” |k _ Fb
Fig. 24.
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le long de Oy et de O.y,. Dans le cas d’un fer dissymétrique, on
notera, comme au paragraphe VI, que la mesure des intensités de
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courant débité par les diverses électrodes donne pour chaque élec—
trode, une valeur moyenne de cpfL,., d’où cpf,., et enfin k', par intégration
graphique. Mais la précision ainsi obtenue, bien que suffisante en
général, est moindre que celle que donneraient les relevés de potentiels
dans le second essai indiqué plus haut.

Chacune des figures 24 et 25 donne deux courbes numérotées l
et II. Les courbes 1 représentent, comme il vient d’être dit, les
résultats obtenus au bassin pour le fer à ailes illimitées; les courbes II
sont relatives au cas du fer à ailes limitées qui sera envisagé plus
loin.

_

Les courbes [ obtenues ainsi sont en excellent accord avec les
mêmes courbes calculées par les formules de Trefftz. Sur Oæ la diffé-
rence des valeurs de lc obtenues par l’une ou l’autre méthode n’est
sensible qu’au voisinage du maximum et atteint à peine quelques
millièmes en valeur relative. Sur 01 x, l’écart devient du même ordre
quand on se rapproche de la singularité O.. Dans l’un et l’autre cas,
les valeurs expérimentales sont un peu au-dessous des valeurs
théoriques.

La réalisation expérimentaleavait été très soignée et, au cours des
expériences, il avait été vérifié que les modifications suivantes étaient
sans influence : a, la paroi isolante avec. est remplacéepar une électrode
sans liaison avec le circuit général et dont le potentiel est amené, par
réglage au potentiel “,,, soit ici 17,5; b, la paroi isolante yy, est
remplacée par une électrode au potentiel 100. On pouvait dès lors
compter que les ailes du modèle électrique avaient une longueur
suffisante pour une bonne représentation du fer à ailes illimitées.

Les vérifications obtenues montrent que, même dans le cas de
modèles compliqués, la méthode d’analogies électriques est suscep—
tible d’une précision fort satisfaisante.

B. Fer cornière à ailes limitées. — La réalisation effectuée dans ce
cas, à titre d’exemple, est exactement conforme à l’analyse du para—
graphe Vll sur laquelle nous n’avons pas à revenir. Le modèle élec-
trique et le schéma d’ensemble du montage sont donnés figure 26.

Le fer avait pour section 05m:1 O.y,y avec les cotes 05e: 420,
Oy : 600, 210 de largeur de chaque aile (cotes en millimètres pour



APPLICATION DU CALCUL l-ÏXPÉRIMl—ZNTAL RHÉOÉLECTRIQUE. 419

le bassin électrique utilisé). Les électrodes, sur Oy, sur O,y1 et
sur mac,, sont indiquées sur la figure.

Fig. 26.

%

basän

électrique
  0 X!

L’alimentation indépendante des divers groupes d’électrodes était
assurée par un transformateur T dont le primaire (impédance
de 500“) s’adaptaitdirectement à l’amplificateurdu générateurbasse—
fréquence. T comportait plusieurs secondaires : s,, s2, s,, alimentant
respectivement les groupes d’électrodes de Oy, de C.)/, (avec l’élec-
trode d’angle), enfin de xx. ; :, débitant sur le pont potentiomètrique
de mesures (1000'”). Comme l’indique le schéma, le réglage des
potentiels sur Oy s’etÏectuait au moyen de potentiomètresp distincts,
un pour chaque électrode; par contre, pour les groupes d’électrodes
de O,y. et æx,, on utilisait seulement un potentiomètre p pour
l’ensemble et des résistances permettaient d’achever le réglage.

Signalons enfin les condensateurs c montés en parallèle à la sortie
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. l, 1911. 53
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des divers secondaires, et qui ont permis d’équilibrer les phases des
divers circuits.

Le réglage se faisait par tâtonnements successifs, en mettant
d’abord en court—circuit les électrodes de xx. et faisant un premier
ajustement des potentiels sur Oy et C.)/,, agissant d’autre part sur
l’alimentation de l’électrode d’angle pour amener à 17,5 le potentiel
des électrodes réunies sur ææ,. Puis on parachevait le réglage pour
tous les groupes d’électrodes et il ne restait plus qu’à réaliser la
coïncidence des zéros des trois circuits s,, s._,, 33 en agissant sur la
résistance qui commandait l’électrode d’angle.

L’échelle (o, 100) du pont de mesure p’ était ajustée par convention
aux bornes du secondaire s,, la résistance r, en série avec le pont,
étant prévue à cet effet.

Les résultats sont donnés figure 27 en ce qui concerne les lignes de
niveau v, lesquelles définissent entièrement, comme il a été expliqué
plus haut à propos du fer à ailes illimitées, le champ des contraintes
élastiques ”cu. Nous donnons de plus, courbes 11 des figures 24 et 25,
la variation du coefficient de contrainte ]: sur Ox et sur 0. x..

C. Remarques complémentaires. — Dans le cas d’une section, de
forme d’ailleurs quelconque, présentant l’axe de symétrie Oy, la
fonction de tension 30

sera paire par rapport à a:; sa dérivée u: cp'x est
donc impaire par rapport à a: et la fonction 9: Fy —

ça}. est paire.
Lorsque la section admet 032 comme axe de symétrie, c’est «) qui est
impaire en y et nulle sur Ox, tandis que u est paire.

Les symétries permettent donc de réduire la réalisation analogique
à la moitié du champ, s’il existe un axe de symétrie, et à un quart du
champ, s’il existe deux tels axes. C’est ce que l’on a déjà vu dans le
cas du rectangle. Il est intéressant de remarquer également que,
grâce aux symétries, un modèle analogique établi pour le fer cornière
peut être utilisé, avec des modifications insignifiantes, pour l’étude
de la torsion de barreaux ayant d’autre formes de section :

a. Section en U avec un axe de symétrie,
l). Section en + avec deux axes,
0. Section en T avec un axe,
d. Section en :: avec deux axes.
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C’est ce qui apparaît clairement sur les figures 28 qui donnent,

fig. 27. 
80

70

60

50 

40  
   

pour chacune des formes de section spécifiées, un schéma du modèle
analogique : sans qu’il soit besoin d’insister, il suit, de ce qui précède,
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qu’un segment frontière du bassin et appartenant à un axe de
symétrie Oy (ou parallèle à Oy) devra être isolant, tandis qu’un

Fig. 28.

ETF 
segment frontière appartenant a un axe parallèle à Oa:(_y=yû)
devra être représenté par une électrode portée au potentiel Fy.,. Sur
les autres frontières du bassin, les données aux limites résultent de
l’étude générale du paragraphe précédent. Les essais correspondants
ne présentent aucune difficulté dès que les principes en ont été posés.

Nous envisagerons ultérieurement l’étude de l’influence des congés
aux angles rentrants, étude qui amène à d’autres types de modèles
analogiques.

IX. — L'étude analogique de la flexion.

Les diverses réalisations analogiques qui viennentd’être envisagées
à propos de la torsion ne sont pas, bien entendu, limités dans leur
application à ce problème et on les retrouvera dans beaucoup d’autres
questions. Nous terminerons le présent Mémoiréen donnant quelques
indications sur leur emploi dans l’étude de la flex—ion d’un barreau
cylindrique encastré à une de ses extrémités et soumis à l’autre eætré-
mité à une charge P agissant suivant un axe principal de la section
dre i te .
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Nous supposons, comme dans le cas de la torsion, que les axes Ox

et Oy ont été pris dans un plan de section droite, Ox définissant
l’axe principal suivant lequel, dans la section terminale, agit la
charge P. On sait que les composantes de tension se réduisent à la
tension frs: et aux cisaillements ”… et fr,.5. P.;; a la même expression
que dans le cas de la flexion simple
\
(29) r===— i » 
1 étant le moment d’inertie de l’aire de section droite par rapport
à Oy, : la distance à l’extrémité libre. Les cisaillements 't_… et T_,.5

sont indépendants de : et s’expriment au moyen d’une fonction de
tension :p(æ, y). On peut prendre (‘) ‘

(30) T_,{.:= cp3—Î +.f()), T).:=— ç_'…

la fonction <p étant solution de l’équation aux dérivées partielles

P ' d

et prenant des valeurs assignées, qui dépendent du choix de f(y),
sur le contour de section droite; v est le coefficient de Poisson.

Il est clair qu’en retranchant de q: une autre solution <p0 de l’équa—
tion (3 1) (par exemple l’une des solutions évidentes qui ne dépendent
que de y) on passera à une fonction harmonique (I) définie par des
données de Dirichlet et-qui admet donc une détermination analogique
du type considéré au paragraphe IV. On pourra aussi, comme au
paragraphe VI et suivants, obtenir des réalisations concernant les
dérivées premières ou secondes.

Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas où la section droite est
un rectangle de dimensions 2a parallèlement à Ox et 26 parallè-
lement à O_y (mêmes notations que plus haut). La fonction fpeut

l’a2étre prise egale a 21 9 le dernier terme de (31) disparaît et <; est  
(‘) Cf. S. TlMOSIIENKO, Théorie de l’Élastz‘cité, p. 310.
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nulle au contour. On pourra envisager des modèles dans lesquels le
potentiel électrique s’identifie avec :

Pa. ®(æ,y)=cp<æ,y)— 1j’_——, 6—,y(y —b*)

Le bassin électrique représentant, dans ce cas comme dans tous les
suivants, le quart du champ (rectangle OAPB), il faudra prendre OA
et PB munis d’électrodes au potentiel zéro, OB isolant, AP avec des
r \ r ‘ ‘ ' V |)_ _ _, 2 2electrodes a regler smvant la 101 de potentiels 1+v 61y(y — b )

b. L’une des deux fonctions conjuguées
v P

1+v 61
_ ' __ ' _ r___u _®I_cpæ, v_—(D_,._— (31—/))—<Pf…

u est nul sur PB et par raison de symétrie, sur BO et sur OA, «) prend
v l’ . du __()cles valeurs Î—ÎÎËÏ (5y2— !)2 ) sur AP et—— _d) y est donc égal

, V
a l - :

1
_ v —I

- Si c’est u que l’on veut realiser comme potentiel élec-+
trique dans le bassin, il faudra que PB, BO, OA soient conducteurs,
au potentiel o, et AP avec des électrodes qui devront débiter un

v-+-»— [cf formule(2)]. Pour réaliser v, PB, BO, OA
seront isolants et les électrodesde AP amenées aux potentiels indiqués
plus haut.

 vcourant
1 +

C. <P;—:.

En raisonnant comme dans le cas de la torsion, on voit immédia—
tement que OB sera isolant, OA et PA conducteurs et au potentiel o,

. Pbenfin BP conducteur et au potent1el—’—-——
1 + 1) I

d, (Pä-z.

Ce cas se relie immédiatement au précédent, d’après (31); les seules
modifications à faire au montage sont les suivantes : BP est au
potentiel 0 et AP porte des électrodes à régler suivant la loi de

. « v Pypotentiels
1 + ” 'T' 
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Il serait évidemment fastidieux de donner ici des exemples de tous
les cas. Nous choisissons donc non pas le plus simple (qui est c), mais

. . A
, - ‘ - a [

cel… qui nous parait le plus demonstrat1f, a sav01r d. Pour 5 =
5

et

des potentiels variant linéairement, sur AP, de o à 100, ce qui
implique

v — 100 d'où P — 2000
au3

1 + v 1
_ ’ _

3 ’   / -"b
en prenant v = 0,25 et compte tenu de la valeur de I<I= ‘Ê ),
on obtient dans le bassin les lignes potentielles reproduites
figure 29. Sur une droite y=y,, on aura <p'x par quadrature du
potentiel v(æ,y) = cpl, obtenu dans le bassin :

(32) cp}=f v(æ,yo)dæ;
0

sur une droite 27 = x,, on aura de même

2 Py‘3
1+v 21
  y

(33) f,9',= —/ V(æ…}')d)l+K(æ,,),
()

la constante K, qui dépend de x,, étant définie par la condition que <p

s’annule au contour, d’où

. v PIX—’ 1
b

(34) K(æo)_— ÊÎ +z[ (b—y)v(æ…y)cb,

les contraintesde cisaillement en résultent immédiatement.
Elles sont particulièrement intéressantes sur l’axe OB. Pour

les définir, on a tracé (fig. 29) les courbes de variation de v et
de v(2 —y), on a pris dans les calculs a = 1 et b = 2. L’aire de cette
dernière courbe, mesurée au planimètre, intervient dans la valeur
de K. La constante K étant connue, la formule (33) donne cp',., d’où le
cisaillement, qui se réduit ici à sa composante fr“. On a ainsi obtenu,
comme rapport entre le cisaillement correct et celui que donne la
formule élémentaire 3—P—

8 ab
valeurs exactes 0,856 et l, 396.

>»
les valeurs 0,857 en 0 et 1,393 en B,
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_ 2 a donne, pour le meme

Fig. 29.
30 
25 /\
.. / \

/./
     
 

  
 
 

 

 
A P

rapport 0,983 en 0 et 1,033 en B, valeurs qui s’accordent exactement
avec celles que donne la théorie.


