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Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
F(Œ, )'J :; P: £]; Z) 37 t) = 0:

intégrables par la méthode de Darbouæ;
\ (Suite ).

. [’A]! E. VESSIOT.

INTRODUCTION ET RÉSUMÉ.

Ce travail fait suite au Mémoire qui a paru récemment, sous le
même titre, dans ce Journal (') et dans lequel j’ai déterminé les
faisceaux de transformations infinitésimales associés aux équations
(l) F(»T;y:5;]hq, l',S, ’)=OJ
dont chacun des deux systèmesde caractéristiques(supposésdistincts),
a deux invariants au moins du premier ou du second ordre. J ’applique 

(1) E. VESStOT, Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
F(—”: )”.— Z, P, q, ", 5, t) = o, intégrablespar la méthode de Darbouæ (Journal
de Mathématiquespures et appliquées, 9° série, t. 18, 1939, p. 1 ).

Journ. de Math., tome XXI. —- Faso. 1, 1952. 1
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les résultats et les méthodes de ce Mémoire, ainsi que je l’avais
annoncé, à la recherche de celles de ces équations qui s’intègrent
explicitement.

Elles se répartissent en classes, toutes les équations d’une même
classe se déduisant de l’une quelconque d’entre elles par les diverses
transformations de contact de l’espace (a:, y, 5). Je donne pour cha-
cune de ces classes C un représentant type T, et, pour chacune de
ces. équations types T, ses invariants et son intégrale générale.

Conformément au fait fondamental que mes recherchesont mis en
évidence, c’est la théorie des groupes continus finis qui domine la
question. Chaque type T est fourni par l’une des structures des
groupes à deux ou trois paramètres; mais certaines de ces structures
donnent plusieurs types distincts.

’

Comme je l’avais démontré ('), pour qu’une équation (1), dont
chaque système de caractéristiques a deux invariants au moins du
premier ou du second ordre, ait une intégrale générale explicite, il
faut et il suffit que chaque système ait un invariant au moins du
premier ordre. Cela équivaut à dire qu’elle est réductible par une
transformation de contact à la forme

’

(2) S=f(w,)', :,pyq),
ou, en d’autres termes, que dans la classe C dont elle fait partie,
figure une équation. (2). J’ai donc pu choisir, pour les types T, des
équations de cette forme. '

On sait que Goursat a étudié autrefois ('-’) les équations (2) dont
chaque système de caractéristiques & un invariant du second ordre
et trouvé que ce sont celles qui se ramènent, par des transformations
de la forme ' ' '

(3) Œ’='£_(æ), )":YAU'); s’=C(—% 39 5):

soit à des équations de Laplace (intégrables par la méthode de
Laplace), soit à certaines formes canoniques G, déterminées par lui. 

(‘) Loc. cit., n°5 16, 17, 31, 34.
(2) E. Gounsn, Recherches sur quelques équations aux dérivées partielles

du second ordre (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,
t. 1, 1899, p. 31-78 et 439-464).
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Ces équations G de Goursat, ayant deux invariants du premier ou
du second ordre pour chaque système de caractéristiques, et étant de
la forme (2), doivent, d’après ce que je viens de'dire, se retrouver
dans les classes C; mais le principe de classificationde Goursat, relatif ‘

aux transformations (3), étant moins extensif que le nôtre, relatif aux
transformations de contact, certaines classes C peuvent, a priori,
contenir plus d’une équation G. J’indique à quel type T peut effecti—
vement se ramenerchaque équation G, et je donne une transformation
(ponctuelle ou de contact) qui opère cette réduction.

Les types T sont au nombre de douze; l’un d’eux dépend d’une
constante arbitraire, et un autre de fonctions arbitraires d’un argu—
ment. Trois, dont celui—ci, sont des équations de Laplace.

Il y a onze équations G. Deux d’entre elles, qui dépendent d’une
fonction arbitraire de deux arguments, se ramènent, par des transfor-
mations de contact à des types T ne dépendant d’aucun arbitraire,
et dont l’un estune équation de Laplace. Les neuf autres sont irréduc—
tibles entre elles vis—à-vis des transformations (2) : trois sont d’emblée
identiques à des types T; les transformations qui ramènent les
six autres à des types T sont des transformations ponctuelles très
simples. ‘

Le fait que les équations G appartiennent à des classes C explique
que Goursat ait pu les intégrer. Mais il n’y est arrivé, pour plusieurs,
que par des artifices cachés et des calculs difficiles qui ne sont pas
toujoursdonnés complètement.

Les intégrales générales que je donne pour les divers types T
découlent d’une méthode unique, sûre et régulière ('), fondée sur
l’emploides équationsfinies des groupes paramétriquesde la structure
dont chaque classe provient. La forme en est entièrement explicite
et garde, même dans les cas difficiles, un caractère d’élégance.

Voici, pour terminer cet aperçu, un tableau des types T, avec
quelques indicationssur leur origine ("’). 

(‘) Cette méthode d’intégration a été donnée dans la première partie du
Mémoire, loc. cit., n°8 15 et 31.

(“Z) Ces résultats ont été publiés dans une communication à l’Académie des
Sciences de Paris (0. R. Acad. Sc., t. 205, 1937, p. 779).
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a. Tnors INVARIANTS roue CHAQUE SYSTÈME. —— Un seul type,
(A) s :_— u.

b. TROIS INVARIANTSpour UN SYSTÈME, DEUX nova L’AUTRE. — Les types
(1… correspondent à ce cas sont associés à des faisceaux de la forme () () , à ()

()f+'t‘()_Wàf +(rocpa(u)L,, (—i£+voq;a(0)Ma, d—£‘£, (I‘—I:,
(_a=1,9.),

où L., L? , M,, M2 sont des transformations infinitésimales de base
     

d’un couple de groupes paramétriques de l’une ou l’autre des deux
structures de groupes à deux paramètres (' ).

1° Structure abélienne. — Un type unique,

I’J,+), ,(Bi) _s=

équation de Laplace dont les invariants h. et lc (au sens et avec les
notations de Darboux) sont nuls.

Les équations VIII de Goursat (’) s’y ramènent par des transfor-
mations de contact.

2° Structure non abélienne. —— Un type unique,
(Bu) 8 = (/ «:“,

équation de Moutard, qui ne difière pas de l’éequation X de Goursat,
et à laquelle les équationsVI de Goursat se ramènent par des transfor-
mations de contact. 

(') Voir la première partie du Mémoire, loc. cit., n0 30. Il s’agit ici de réduire
le nombre des arbitraires, et de calculer des types d’équations associés aux
faisceaux ainsi obtenus.

('—’) Les équations Gout été numérotées par Goursat avec des chiffres romains,
par lesquels nous les désignons ici. Ses équations VI et VIII sont celles qui
dépendent d’une fonction arbitraire de deux arguments. Il y a donc, en fait,
une infinité d’équations de la forme V1 et de la forme VIII.
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c. DEUX lNVA_RIASTS POUR CHAQUE SYSTÈME. — Les types qui corres-
pondent à ce cas sont associés à des faisceaux de la forme

()] ()f ()f d/ * ,,
äl—t+uocpa(u)La, ä‘—,+‘oklla(V)Ma— ôl—I0, Î7u

(oz—1,2,o), 
   

où L… La; L:; ,
!

M1; M.»,- M, sont des transformations infinitésimales 
de base d’un couple de groupes paramétriquesde l’une quelconque
des cinq structures” de groupes à trois paramètres (').

1° Structuresimple du groupeprojecttfà une variable. — Trois types,
(Cf) s+2fi=o,
équation de Liouville. En posant z’= :: + log2, y’=—y, on obtient
l’équation IX de Goursat
(Cf) .g=efi/p*—1.

Le changement de variable ce = e“, z = :’— .L" ramène à de type
l’équation VII de Goursat.
(Cl) S— 5h;

Le changement de variables z: i:’, æ=—x’ ramène à ce type
l’équation Ill-de Goursat. ‘

2° Structure à dérivé de degré 2, dépendant d’une constante
arbitraire ("’ ),

(W., W,) =(m —1)W,, (W,, W,) =W… (VV27 Wu)=0' ’

Trois types : d'abord le type général,
1—-m(Cri) ' S=_0(P)O(Q) ("1%") 1)?,-

»\“ 
(‘) Voir la première partie du Mémoire, loc. cit., n° 23. lei encore, il s’agit

de réduire autant que possible les arbitraires que comporte cette forme de
faisceaux et de calculer des types pour les divers cas de réduction obtenus.

(2) Le mot « degré » désigne ici le nombre de paramètres du groupe en question, 
qui est, d’après les formules de structure écrites, W,, W,, .
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où la fonction 0(w) est définie par l’équation
(V + (m — 1)0 : (w __ 031—m_

Un changement de fonction, de la forme := [zz-’, y ramène
l’équation IV de Goursat. Chaque valeur de m donne une classe
différente : pour m=2, on obtient l’équation II de Goursat en
posant æ’= iæ, y’= t'y, :-’=— 2.

On a ensuite deux types spéciaux : pour m = o,
8 l 1(Cf!) [71:5—x+5—y’  

et, pour m = 1,

ma s=;$7wmww,
où la fonction 0(w) est définie par

log(1 + @) =w + B.

L’équation Ci”, est une équation de Moutard, et il suffit de poser

s’: log(z … Jf) —- log(_: +)f)

pour la ramener à l’équation XI de Goursat.
D’autre part, l’équation V de Goursat se ramène à C3, par le chan-

gement de fonction z’= ig (ac +y) — z.

3° Structure spéciale à dérivé de degré 2,

(W,, W2)=Wa—W2, (W… W.):W;—.,, (Wg, VV3)* :o.

Type unique :

(GM s=%WN°M%

la fonction 6(W) est ici définie par l’équation

6 : (W + 0) log(w+ 0).

Ce type résulte de C:, par un passage à la limite, qui fait passer de la
structure précédente à celle-ci. Il suffit de faire tendre m vers zéro.
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L’équation C… se confond, du reste, avec un cas singulier de
l’équation IV de Goursat, signalé par lui incidemment.

4° Structure à dérivé de degré 1 ,

(VV… VV2)“:U, (VV… VV3):; o, (\\—2, \V:;)*:\V,.

Type unique :

2

a: +)* (C…)
_

3+ \/IÎ‘7="-

C’est, au changement près du signe + en signe — (qui est sans
importance), l’équation I de Goursat.

5° Structure abélienne. — Une infinité de classes, représentées par
un type général dépendant de fonctions arbitraires, (Cv) s+ap+bq+c;=o,
avec

1 0’ l 0'

=—Q—äO):£, b=,——ô;;E: c=ab,
E :: déterminant lqoadgaq/a :, G : déterminant {',bzçlçfz [, (oc :: 1, 2, 3),

<p… ça.}, ?, étant trois fonctions arbitraires de .fo et KP,, %, d… trois
fonctions arbitraires de y.

C’est le type des équations de Laplace dont les invariants k,, k,
. (dans le sens et avec les notations de l)arboux) sont nuls.

VI. —— Recherche des équations E, ayant deux invariants au moins,
du premier ou du second ordre, pour chaque‘système de caracté—
ristiques, qui sont intégrables explicitement. Types fournis par les
groupes à deux paramètres.

55. Dans ce paragraphe et dans les suivants, nous allons former
et intégrer les diverseséquations, types T, auxquelleson peut ramener,
par des transformations de contact, les équations E ayant deux inva—
riants au moins du premier ou du second ordre pour chaque système
de caractéristiques, qui-sont intégrablesexplicitement.
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Le plus simplede ces types T, qui convient au cas de trois invariants

de chaque système, sera, d’après les n°5 52, 55, 54, l’équation
(A)

‘ s:o.
Pour les deux autres hypothèses, trois invariants pour l’un des

systèmes seulement, et deux invariants pour chaque système, nous
avons donné, au n° 50 et au n° 25 respectivement, la forme générale
des faisceaux <I> associés à de telles équations. Ce sera le point de
départ de notre étude.

Nous avons vu, par ailleurs, aux nos 16, 17, 51, 54, que pour
qu’une équation E satisfasse à la question, il faut et il suffit qu’elle ait
deux invariantsau moins du premier ou du second ordre pour chaque
système et qu’il y ait, dans la classe à laquelle elle appartient, une
équation de la forme
(EO) s=—f(æ:)'r 511), ‘])°

Il sera donc naturel de chercher, pour les types T, des équations de
cette forme.

Ils feront, dès lors, partie des équations E0 qui ont un invariant du
second ordre de chaque système. “On sait que Goursat a montré
autrefois (') que celles-ci peuvent se ramener, par des transformations _

ponctuelles, soit au type linéaire de Laplace, soit à un certain nombre
d’éequations types G, qu’il a données, et ce qui précède explique que
Goursat ait réussi, de plus, à intégrer ses diverses équations G.

Le problème que nous traitons ainsi diffère cependant de celui de
Goursat, car nous ne considérons deux types T comme distincts que
s’ils représentent deux classes différentes, c’eSt-à—dire si l’on ne peut
pas passer’de l’un à l’autre par une transformation de contact. Mais
nous aurons à examiner auquel de nos types T appartient chacune
des équations G de Goursat. On verra que celles qui ne dépendent
pas de fonctions arbitraires font partie de classes différentes,
et qu’elles sont identiques ou se ramènent, par des transformations
ponctuelles très simples, aux types T de ces classes. 

(') Loc. cit., p; 2, note (2).
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56. Nous nous occuperons d’abord du cas où l’un des sous—faisceaux

singuliers a trois invariants et l’autre deux. Nous avons trouvé dans
ce cas, pour les faisceaux associés? qui sont zntégrables (n°5 29, 50),
la forme canonique

, _ dj dj . _ ()fÂ|_. (‘);; +ll|d—u;—l—UO@1(U)LZ, À;;…Æ ( )1::1, 2,_dj' djXg—
ä‘: + Votl}œ(V)M:, X,;=—

d-—V'0

où l’on doit prendre, pour L., L et M,, M2 des transformations de
base d’un couple L”, DR de groupes paramétriques d’une quelconque
des structures des groupes à deux paramètres.

On peut en faire disparaître tout signe de fonction arbitraire.
En effet, le rapport cp._, : <p, n’est pas une constante, car si l’on avait
qJ._,= ccp,, X4 aurait 'un troisième invariant, distinct de v et vo, à savoir
un invariant de L. + cL2. On pourra donc prendre u’= 2,02 : cp, comme
variable nouvelle à la place de u. Cela donnera, au lieu de X,, une
transformation de la forme

‘

à 0£ + …<p…d_£ + uoço(u)(ln+ …)

(en laissant tomber l’accent de u’ ). On pourra ensuite poser

u},=uocpo(u), u’,=uocp’o(u)+ulcp(u)ço(u),

ce qui donnera, pour fd". (en laissant tomber les accents), la base

…Ôf 0f* ’

__Ôf
X1_d—u+u.d—%-+uo(L,—t—uLz), X,:_-d—u—

En opérant de même sur 972, on aura le type annoncé

df Ôf ()f
(1)

Xi_ du “_
duo

+ ”0( L1+ “L2)’ :‘3 dal,
() d

2:— d{ + "0(M1+ VM2)’ ‘ d£).
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1912. 2
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56 bis. Les deux types de structure, pour les groupes à deux para-
mètres, sont représentés par les deux groupes

() à , ,(1) ()_£’ d——£;
z,:zl+u., 52=;2+a2,

(Il) '

%, :Z—{;
z’=cqz+a._,,

dont les formules de structure (') sont respectivement, —

(1 bis ) C1=a1+b1, Cz: Clg +llg,
(11 bis) €, :a1b1 c._,::a1bî+ ag.

On en tire, pour les groupes 13 et 311,  ( )
(fil L:: dî£’ Liza—d£;

2
(am) M.—:dd_£î, M2:ÂZ;

(3)
w..) L=“ÉÎxf—+f‘—f L—«%

Pour trouver une équation E associée à (i), nous avons à considérer
le dérivé de (1) qui est (°)

dj dj
_

dj
(4) 0—1?

“°(L‘ uL2)’
duo’ du1’

ôf '
, . àf_

d—v’
M,+cM._,,

()…), -

et à en chercher une intégrale complète. Pour avoir une équation de
la forme 5: a(æ,y, z,p, q), nous devons prendre comme variables
indépendantesun invariant du premier ordre de chaque sous-fa150eau
singulier. Il est naturel de prendre ici a:: u, y = €). Nous cherchons 

(ï) Equations (45) du n° 31.
(2)4 Nous séparons par un «, point et virgule » les transformations distinguées

"f îf_.,
()U1 ()Vo
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donc une intégrale complète qui comprenne ces deux fonctions, elle
sera fournie par le sous-faisceau de (4) qui les admet pour invariants,
c’est-à-dire '

, Ôf. Ôf âf(5) M1+(M2,
()l—(0’ Ê9 53;-

Ce Serait, dans les deux cas,

(6) :L‘=u, y:v, z:vW1—w2,

à] ôf , - - -et,
07“

: X3,
d—vo
: X,, etant transformations pr1nc1pales, on aura

(7) P=X1ZJ P=XgS, O':qu=\2P
Cela donne, dans le premier cas,

(8) - p=uo(V——u), q=cvh a=u…

c’est-à—dire l’équation (du type de Laplace) 
 

__ 0 P __ .(9) p_s(g—x) ou Îy<y—w>_o’
et, dans le deuxième cas,

(10) p=uo(vwl—wg—u), q=wh a:uow,,

c’est-à—dire l’équation
__ 0 .p __(Il) pq_s(z—æ)

, ou â}<s—æ>_o°
57. Appliquons la méthode d’intégration du n° 51. Nous avons,

dans le premier cas, à intégrer les deux faisceaux 347. et ÿ2,  df df & Qf df(12) % +un(}W1 +u1Dî& + uuodÎ_z, (TL—;;,

&] ) df , df_ _gz(13)
bv +‘°d_wî -’_ W°àwg’ ()Vo'

qu’on réduit àla forme canonique en y réduisant d’abord leurs dérivés  ôf ôf ôf. ôf ôf“"” &? mf“æ;v a…: &?
(52) "—f "f +V ”f- 91.  

dv” dua
'

a“@’ dvo
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On peut garder u et v, respectivement, comme variables indépen-
()fCl()f ()f()f

dantes en leur associant un invariant de —— v——’ .”+()(1_. [()—(—11 + ()fl_.
(1espect1vement), soient a—_ uw. — (L_. et b“—: vw, —— n _…

Il vient ainsi
. of a!” o_f_ 0./(12 [us) d—u+u‘d_a +uÎ{…Û,1 —+—((duo (,—ul,

 
dont l’intégrale générale est, 5 (u) étant une fonction arbitraire,
(là) a=î(u), W.='£,’. uo=£”, u. =Z’”. %: u£’— "i;

et
()f ‘ ()f ()__f_ ()_/'(13 [us) ()Î) +’ ()l +’"()(T‘. ’ Ê’

dont l’intégrale générale est, n(v) étant une fonction arbitraire,
(15) ’):n("), fl'.= n’. n.=n”. fl'-.»î("fl’— ' 7.-

L’intégrale générale de :‘F est alors, d’après la formule(47) du n° 511,
où les Q, sont les seconds membres de 1 bis,

(16) fl',:‘.E'(ü)—l—-‘f/(V), cv2:ug’(u)+vn’(w—3(u)—n(v);

et l’on a, par suite, d’après (6), pour l’intégrale générale de (9),
(17) ::(y—x)£’(œ)+ä(m)+m’_r).

57 bis. Opérons de même dans le deuxième cas. Nous aurons
à intégrer les deux faisceaux %. et 572,

 …” g—/+h(—î£+u[m%£+(u.+n)î{], «li—{Ü

(19) —()‘[+Vo [W’()Àfl{_+
vu, Î£)], %;

et considérerons, à cet efi‘et, encore leurs dérivés

(%> %, % +% %
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En raisonnant comme ci-dessus, nous serons conduit à introduire, respectivement, les variables auxiliaires a: W’ + u et b: …), _ W:»—
1

On obtient ainsi, àla place de (18),
‘ . dj 1 ()f ‘ dj dj dj(181113) Æ+Œ ()—a+uo“'1âç—C+lllæzv Ît1,

dont la réduction s’achèverait en posant
[ r r / -) ,

WI'=.Î’ u.,=—uowl, u,:(ztñ—u1)w…
!

ce qui donne, pour intégrale,
-

._ 1 . ?,(20) a=ë(u)r Æ=EI7 W2=E—,—u.

On a, de même, pour (19),

.àf dj dj dj
1 bis * ——-w——+vw— —(9 ) + 10!) ° 1()11',’ ()6’0’():)

dont la réduction s’achèverait en prenant v’0 = V…}… d’où l’intégrale
(21) b=n(V), «v1=n’, %=Vn’—n-

L’intégrale générale de (1 1) est ainsi, comme conséquence de celle
de 5 ,

1' v ’—' "
(22) w.=.—,‘7, “‘g=_nîfl+%—u,
la suivante

— a:(23) :: ü)l_.Âü +fL'.
“@

($)

58. Nous modifierons légèrement les types (9) et (11) trouvés.
Pour le premier, en changeanta; en — a:, nous aurons le type (‘ ), B .: ” .(|) 9 .1:+y 
\ (‘) On vérifie facilement que les invariants k et h1 de Darboux, pour cette
équation de Laplace, sont nuls. La forme (17) de l’intégralegénérale est d’accord
avec la théorie de Darboux pOur les équations de Laplace.
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Pour le second, en posant
(24) L—1

__ z’-——-.Z‘-€ ,

on le ramène d’abord à
sie:.'= qi;

et en changeants’ en -—z’, on aura le type

(B“) s: qe‘3,

qui appartient à la catégorie des équationsde Moutard.
Ce dernier type est (au changement près de x en y et y en x)

le type X de Goursat. Goursat a donné deux autres types,
pour le cas que nous considérons ici (trois invariants pour un des
systèmes de caractéristiques et deux invariants pour l’autre), à savoir
les types

5 5VI — z— +F<a:, —>=o,( ) P q q

et
(VIII) p—sy+F(æ,s)=o,

la fonction F étant, dans les deux cas, une fonction arbitraire de ses
deux arguments. Mais, quelle que soit cette fonction, ces équations
appartiennent, la première à la classe de B,[ et la seconde à la classe
de B . Nous le montrerons en réduisant aux formes canoniques que
nous avons trouvées [équations (18), (19) et équations (12), (13)
respectivement], les faisceaux associés à ces deux types.

59. Les
sous—faisceaux

singuliersdu faisceau 97 associé à une
équation
(25) 3=°(x1y151P79)1

c’est—à—dire du faisceau
(?

Xf=—+pâ—{+räg+aäâ(26)
«» af 0_f af __fg ?_Jff_,_ _fYf: dy +qàz +a‘ Îp+ t’ôq dr dt’



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 15

sont , , ,w' W(27) (Ji) Â1=Xf+ÏGÎI‘ X::=(—)’—_P

- , a a
'

(28) (zu) X2=Yf+.\ad—{, X‘=d—{'

On vérifie, en effet, immédiatement, que, ces faisceaux (27), (28)
satisfont aux relations de structure (X…—_1 , X2j): o (i,j: 1, 2).

Si l’on applique les opérations Xf et Yf aux deux membres de
l’équation VIII, on trouve
(29) r+Ff,,(æ,s)—[y—FL(æ,s)]Xs=o, Ys=o.

Ceci prouve que “% admet les invariants u, u05 u, (dont les deux
premiers sont de premier ordre) donnés par les formules (')
(30) u=æ, p—yu.,+F(æ, l10)=0, u1f_-Xuo.

D’autre part, Ya étant nul, fi. admet les invariants
(31) «) =y, vo: t.

Si nous prenons ces invariants comme variables, nous obtenons,
pour base de ? ,

__ ôf ôf dj dj __ ôfX1_d—u+ll1äîo+[VÊIO—F(u,”o)]äg+lloæj X3—Z)—u—1,

__ dj dj àf . àf&—æ+üfiwæ’ &=Æ'
Pour ramener X._, à sa forme canonique, il faut prendre pour

. . _ . . W W .variable, a la place de .,, un invariant de (—)‘5 + q
ÎF

, soxt

(32) W2=WI—5, 
(1) D‘après le n° 4, on déduit des invariants du premier ordre u et au l’inva-

riant du second ordre up:. Xiao: Xut == Xuo- 'On a, d’après (29): pour
l’expression de ui,

W=Ü+ËWŒMŒWŒU%MÜ
formule où u0 devra être remplacé par la fonction de :c, y, 17 tirée de (30).
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et, si nous posons encore

(33) ‘ m=m
nous aurons la forme   . # ôf % ôf -_w334) X‘=d + ““Tuuo

+ ”°0w% +F(u, uo)—, X3_ (—)u1,

_ôf ! ôf _ 0/(35) X2— a; +Vo <ÛW+VVô—_Wg,) Xt-—— (Tv,—,,

qui est du type obtenu au n° 29. Elle met en évidence la structure 1

pour les groupes B et JR, et ceci suffit‘& prouver que l’éequation VIII
de Goursat appartient à notre classe B .

Nous allons cependant poursuivre la réduction de 37, suivant la
méthode du n° 50, de manière à arriver à une transformation de
contact faisant passer de (VIII ) à (B,).

Nous devons chercher pour cela un invariant spécial, du premier
ordre, de 55. Les dérivés :’î', et 5',’ de EF, sont

, _ df
_ô_1f+

0] _ "f- af@) Œ—æ+uàw +Fæ: Œ—Œ' Œ’
"" , . —. .. _ ()f ’ à] ()f<…) &” & Æ=‘“î)ÎQ+F”°ÂE’ fi'

Nous avons à considérer la transformationprincipale de fF',,

Qf= ü)1æ1+ &)2tï2,

qui est définie par la condition (Q, Œ,,)E o (mod $î','). Or, celle—ci
s’écrit QFÇ,_='o, ce qui prouve que

(36) u'=FÇ,°(u, lle)

pourra être pris pour l’invariant spécial cherché. La transfor—
mation (34) sera alors divisée par X ul=F,'Ç,,+u F,',3, et donnera
ainsi, en remplaçant u, par

“1(3 ) u' : ,————,,7 ‘ FInu.,+ ”| ,,3
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la transformation de la base nouvelle

(38) \—()l+ I
<uOÆ-+F—d—f—>()u’ F,'Ç,,o ÔW1 ()Wo  () ()

où l’on a, sous le bénéfice de (36),
, (( F"—; FF"(39) al(u’, no):#; f/2(u’, (tel:—?”?"

uno PIN/0

On devra ensuite remplacer w, et w2 par deux invariants de la
transformation infinitésimale qui figure dans (38) en facteur de u',,
à savoir, par exemple (0 étant une constante arbitrairement choisie),.
(40) w', :: n‘;+f a. du… n"._,:

«u.—&]
u._, (lu…

La base de F, prend ainsi la forme .

. ,_af ,af ., \0f , of ,_af(41) l\,_ôÎ—rl—u,Îto ç.(_u,uo)fiî+gg(u,uo)Ê, .\;:__dl—L,l,

les fonctions ap., % étant, sous le bénéfice de (36),
1u "° da I‘ "° du/ I 0 l , 2(42) <Pi(“;llo)=7”— +f —du… r92(u,u0)::—w_+f —,du…l …,0 " du’ [‘ …,“ (_ du

et l’on conclut de ces formules, par un calcul facile,
àcp,__ 1 ôq>2_ u’(43) _ ,

a—…—r—°
'— Uduo F…,,—

Nous supposerons ici, pour simplifier les formules, que F(u, U,)
s’annule pour u: u,, ce que l’on obtiendra en faisant, dans VIII,
le changement de variable préliminaire E = z +fF(æ, o)dæ.

On conclut alors, de (43) et (42) ( ' ),
"° du(M) <Px= (_FÎÏ)’ r92:u’cpl.

" (: 
(‘) Les parenthèses de (FZ…) indiquent que u est remplacé dans F}'j,,o par la

fonction de u' et uo définie par (36).
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1912. _ 3
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Le calcul se termine dès lors en posant u'0= cp, (n’, ao), c’est—à—dire
II “III_ " duo ,, u, "" I‘m… ,(45) u' ., u,: T‘" F” , (Hu,

,. (T_Hllo), 1 un" ,. ( ””0)

ce qui donne, pour EF, la base

 
 , df ,, ôf f

_
ôf _ "f(46) X,:

du: +“1à‘,,fü +':l<ô(“J +U'dvÎ_,>’ X”_
()_l—t"’

_ af ôf _fd , (_)j(A7) X2_ 07 + % (dtv',+VV()—,cv'-_) \: 0‘_'"

Le faisceau associé à l’équation VIII a été ainsi transformé dans le
faisceau associé à l’équation
(48) p'=‘s'<y—æ');

et l’on a, d’après (6) et (8), les formules
(49) æ'= "'.— )’ = "» =—'= …". —

W'—.n ["'—“— “3 ( V — N')» (I': “"…

qui, rapprochées des formules(30), (31), (32), (33), (36), (39), (40)
et (45) définissent une transformation de contact faisant passer de
l’une des équations à l’autre.

110. On donne au résultat une forme un peu plus simple en
prenant, dans les intégrations des formules (40) et (45), au lieu de la
variable u… la variable u qui lui est liée par l’éequation (36), et en
désignant par w(æ, :c’) la fonction définie par
(50) .æ'=Fg,(æ, n).

La transformation de contact obtenue est ainsi définie par le système
d’équations suivant :

p—œy+F(afi,œ)=o, s’=z—f[œy—F(æ,œ)]dæ,
dx " ’

l.__ /_ != __Il -— (æ y)f——_Fän(æ,œ)’ q (] jœdæ,

étant entendu que æ’ joue le rôle de paramètre constant dans les inté-
grations effectuées par rapport à a:. Vérifions que ces formules satis-
font bien à la question : nous verrons que cela est vrai en laissant aux

(51)
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intégrales le caractère d’intégrales indéfinies, et sans avoir besoin de
faire sur F(x, :) l’hypothèse F(œ, o) = o.

Diflérentions, en effet, totalement la secondedes équations (51), en
tenant compte des autres. Il vient, eu égard à (50),

de’: dz -—p dx —— d.v’f(_)’ — F'…) % dx —— dyfm dx
&)=dz —p da: +(r/’— q)dy —(_)' — .r’)dæ’f%dæ

=”5“—Pdx+(q'—?) dy +(x’ ——)')d£fiÎ—.(:)2

D’où
dz’—p’dæ’— q’dy: dz ——p dxr q dy.

On a donc bien affaire à une transformation de contact.
Considérant,d’autre part, a:’ ety comme variables indépendantes et

dérivant la première et la troisième des équations (51) par rapport
()Cl) ôæ ax 060I l?!s=w+('}/_Fm).tîæd_y_ "'(Îj/_rd_y’

dx [ dacul=— —"—+ ’— / Ÿ_—_uç Fu)?
(œ ) )

l‘ufl d)

D’où, comme conséquence des formules de transformation; l’identité

,, <y — æ'> % — F:.)_, . ’: .’— =————Üm,s ()(æ…æ) M(s y_æ,>; M (m’—y) 
où M est une fonction de r, w, x’ ety. L’équation (51) devient donc,
par la transformation de contact considérée, le résultat de l’élimina-
tion de m’ entre s= co(æ, æ’) et la première des équations (51), qui
définit :c’, c’est—à—dire précisément l’équation VIII,

p——sy+F(æ, s)=o.

41. Occupons-nous maintenant de l’équation VI de Goursat.
Calcul et raisonnements étant analogues à ceux que nous venons de
développer pour l’équation VIII, nous les abrégerons. Les inva-
riants de fia sont ici, u, u… u,, définis par
(52) u=æ, p——zuo+F(æ', l10)=0, u,=Xm;
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et ceux de 5% sont

(53) ' V=)’: Po=—,-

En posant

(54) - cv,=q, cw=vq——z

nous avons, pour le faisceau % associé à l’équation, la base    X,= —fâ+m—+uo ‘V1ôf—l—“2 ôf>+ F("y ”ol ()], \:.= d—f
(55) d" () a d" a…

’ ôf ) ‘ af _l_ ; ‘ a]
>

,. _ '()—f
?

Â2__. — +‘o (“ 1
.ÔCT‘1

: ”H
d‘v2'

’ 1\"_
01107

ce qui met en évidence les groupesL3et :m relatifs‘a l’équation (1 1),
et prouve, par là même, que V1 est réductible à (1 I), et par consé-
quent à B… c’est-à-dire encore à l’éequation X de Goursat, par des
transformations de contact appropriées.

En raisorinant comme aux n°3 50 et 40, on est conduit à la transfor—
mation définie comme il suit. Soit co(æ, æ') l’intégrale générale de
l’équation

…
()m

(56) …: à; }— FZ… —- col”… + F ::o,

æ’ étant la constante d’intégration; et a(x, æ’), b(æ, æ’) deux autres
fonctions définies par les équations

da(57) d—æ-+—o)a_o, ôî__.I’a.
Nous considérerons la transformation ‘Zä définie par les équations (58) }) —zœ+F(æ, w)_—o, :’=a: +1),

\ ôloga/_ ,,l / I___(59) p__(N—æ)
&

, , q._aq.

En différentiant totalement la seconde des équations (58), et tenant
compte des autres, on trouve

b—æ’
()__c_t/]

,,db(! -—p"dæ=a(dz ——pdx)+[-dî —-—a—dw———,
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La transformation ‘îê sera donc une transformation de contact si la
fonction de cv et x',

0 log,ra ()!)
(6°) ‘ U<æ=æ)=(b—x)Î—aîd

est identiquementnulle. Or, on a, en tenant compte de (57),

G,. sera donc nulle si

(62) H(æ, x')=b;æf..1-cclfg,

est elle—même nulle. Or on a, d’après (57),

,(63) fig.: a(Fg,, % + F:… _ … 1‘«‘g,+ F),

: ce qui s’annule identiquement d’après (56).
La transformation ‘îâ sera donc de contact si H(æ, x’) et G(æ, :v’)

sont nulles pour une valeur particulière quelconque mo de x. Si nous
désignons par a,(æ’), b,(æ’) les valeurs (laisséesarbitraires jusqu’ici),
auxquelles a et I) se réduisent pour 39:51)… et par f(x') la valeur à
laquelle se réduit FL,(æ, tu) pour x=cc0 [valeur qui est connue dès
que la fonction w(æ, m’) est choisie], nous aurons à satisfaire aux
deux conditions

/
au(64) bo—æ’—l—aof=o, (bo—æ')a——b'o=o,

0

qui se réduisent à

(65) I+aof”=0, bo—æ’+aoj=0;

et se resolvent sans difficulté.

-42. Véritions que la transformation de contact ‘Zä, ainsi définie,
change l'équation VI en (1 1). Considérons, a cèt effet, a:' et y
comme des variables indépendantes, et dérivons, par rapport à y, la
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première des équations (58) et la première des équations (59). Il
viendra, compte tenu de (59), & ( ()—l- : …

' d'” +F’ +l" ()(”_ à”‘— | ‘— —Z——— ‘ — —=(_]
_

] dx “’ ’” ().ij ()3'
)'

' ’ ’ ()?lova ()»-
.s"— ,pq ,+(æ’—;’)—,° —i1 :o;: —— a: ()1' dæ dy

, . , . . . )/- . . ,
d ou, par l’ehm1nat10n de %. une 1dent1te de la forme

,_ ["'/' _ _ ,
& :I_ŒI_M(S (I”),

où M est une fonction de r,p, ;, x, z’, x'. Ce qui fournit la vérification
cherchée, puisque l’élimination de (» entre (58) et s— qœ: 0 donne
l’équation V1.

V1]. — Types intégrables fournis par les groupes à trois paramètres.
!" Structure simple du groupe projectif à une variable.

45. Passons à la recherche des types d’équations E, intégrables
explicitement pour lesquelles chacun des systèmes de caractéristiques
& deux invariants. D’après le n° 25, nous aurons à trouver les équa-
tions E associées à des faisceaux 37 de la forme

d' )
<1><:L> xi=£+uocpa(u)L… x=,;—uf (a:1,2,3>,

(?

<2><33> X:=Z+f+w%<u)M… x,.=Î{; <a=x,a,3>,

(L., L2, L,), (M,, M,, M3) étant deux groupesÊetâ‘û,en W,, W,, W;,,
simplement transitifs et réciproques, qui seront un couple de groupes
paramétriques de l’une des cinq structures de groupes à trois
paramètres.
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Les cinq types de structure à considérer seront (‘)
(I) ‘ («v… %) : W,, (W,, (V3) : cv… (cv… m,) = 2 (V.},

(Il) (rv1,w2)=o, (cv1,cv3)=crl, (m,, cv‘;,)—__-ccvg,

(111) («v… ‘V2) = 0, (W… cv;;) :un, (cv._,, W;;) =cv1+w2,
(IV) («v1,w2)=o, («m, W;;) =(), (cv2, «m) :un,
(V) (cv', W2)=°a (W1,W3)=O, (w._,, W;;)=o.

44. Considérons le premier. Il a pour représentant le groupe
projectif à une variable
(1) , a.w + azW =——————;a;,w+1

pour lequel les équations de structure (1 1) du n° 14 sont:

(3) C __ a1b1 + ae,}:
(_ _ a1b2+ (L_>

c _ a:ibl+ b:c___—_, 0——— :;———_—'l a;;b-;+I . a;;b2+l
,

a:;bg—l—I

Les équations finies des groupes E’ et JR sont donc

(4) (f) W’ __ a1çv1 + 612 ‘v3’ (V' __ a'l W2+ a? , )/ __ ailW1 + ‘V:î ,
' a;,wg+ 1

2 a;;W2+ 1
“ a;;cv2+1

, _ bnvl+ b;,cvz , __ b2W1 + w._, , b.W;;—l— b,(5) (311) cv,—__, ).,_————, s).,=——;bgwr_+ 1
' b2w3+ [ ' b…æ,+l

et leurs transformations infinitésimales de base seront :     
__ ) Ôf ()f _ ()f Ôf _, ()f

‘ ‘ ()f
(6) (L”) Ll—“10W1 +w2 ÔW2, L2_W3

ÔW1
+ ()C_V2, Ll—WIÎW_, _ “…Ÿ(Îvl'

(O! = 1,233);

__ ôf ‘ df __ , Ôf ‘ Ûf ,, _ Ûf ()f
(7) (an) M1—CV1äaî+ ‘V:; ()(V3’ NI2——-W1

ôW2
"—

‘V;;fl-QÊ’ l\!;;— W2Î)çîl + ÎVÇ
\

' (O(=I, 2) 3)‘

On remarque que l’on passe de L” à 011 en permutant wii et w… Cela
permute L| et M… L2 et M3, L3 et M2; et pour passer de (4) à (5), et
inversement, on permutera a, et b… a2 et b3, a3 et ba. 

(') Voir par exemple, S. LIE et FR. ENGEL, Theorie der Transf. Gruppen,
t. 3, p. 716.
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Si l’on effectue, dans les transformations ((i), le changement de

variables (4), les transformations (L,-) obtenues sont données par les
formules

a(L,)=((Î1—l—aga3)lJq—a1aglJ,2—l—a;XL,“
,

(8) a(L2)= —2a,a;, L',+ aïLî_,—aÿ-ÇLÇV (a:a,— Cthl;;l,
a(L;,)= 2a._, L‘,— aîjLî_,—+— L’a, .

où les L} sont les L, écrits avec les lettres accentuées w}, au lieu des
lettres w,—.

On en conclut la possibilité de ramener cp…(u) La, (et = 1, 2, 3), par
un changement de variables (4), où les a.- seront des fonctions de u
convenablement choisies, à la forme cp. (a) L,, ou qm_,(u) L2, suivant que
:p? + 4 q92<p3 sera non nul, ou nul.

Ce changement de variables changera, dans (I), le terme gl entt
()f dau 0w'p ()f(9) äa-* du da, 553
  (a,,8=1,2,3).

Or, d’après des équations fondamentales de la théorie des groupes(‘),
' à“), à . . . , o !les express1ons

7373 5% sont des combinaisons lmea1res et homogenes
i |

'

des L2, à coefficients fonctions des a,-. Donc les expressions (9) seront
de la forme

() ,

£+ŒMWH« («=hæ3h

de sorte que, en remplaçant u0 par une autre variable, de la
forme mu.,+m,, dans le cas cpÎ—l—4tp2cpaÿéo, et muo+m2 dans le
cas <p'f + 4 cp2q>3= 0, on aura ramené (I) à la forme  (IO) X1=%£ +m2(u)Lg+Ï7l3(ll)L:l+uolau X;;:(;î{gi

pour'le cas <pÎ—l— 4 q;gp,#o; et à la forme
à ()(il) X'=ô_{a +m,(u)L1+m_1(u)L3—l—uoLg, :;=—(ï£»

dans le cas goÏ+ 4 cp2cp3= o. 
(i) S. LIE et Fr. ENGEL, ‘Theorie der Transf. Gruppen, t. ].
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En opérant de même sur le sous-faisceau (2) de 5, on est conduit à
décomposer le cas de la structure [ en trois cas distincts, que nous
devrons traiter séparément.

45. Le cas le plus simple est celui où l’on aura

‘Xl=ô—{+ m,(u)Ll+ m(a) L;;+ un]…
(@

?
X_= ——{+n,(v)M+n.(v)M_ —1— vo \]

Le dérivé 5 ’ de5 est alors

l\l;; ;
Ôf ”d£“f ..“l ’21 M1 “l"lgi‘Ig, Lg,

(.)—H:, ()V0
0“()—f + "11141 + m:xL:u %du

Pour le réduire à sa forme canonique (')
0f. ôf ôf _d_f _â_f 0/. '0./ of
35 “"' à? dy +qqdz’ âp’ Œ’ %Î,’ «)Îo’

nous prendrons comme variables les éléments de l’intégrale complète
u, v, w =W, — wgw3, constituée par trois invariants du sous—faisceau
complet { L2, M3 }. Si l’on remarque que l‘on a-

L..œ=œ, L2œ=o, L3œ=—2lvgœ,
(13) l\Lœ=o), Mgû)=—2(V;;œ, M;;œ=0,

on est conduit à poser (14) e:=œ=CV1—fi’2ww .1:=u, y::v,
J,/

_l’__fce qui donne, en omettant des termes en——
duo

et dÎ,’ \

__ Ôf Ôf 0f Ôf Ôf

….
1—.—.+p.-—.Pa—+°æ+ —» X==—
__ Ôf Jf Ôf Ùf _ô_f_

\ 2—äÿ+q++U-à—p-+T—ä+m —()V—:,

. . 0)“ ô.f() V01r M2, n° 7, p. 212. On observera que '—, — sont des transforma-()llo àVo
tions distinguées de 5’.

Journ. de Math., tome XXI. — Faso. 1, 1942. 4
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Xœ X…)

(16) )=—(îÎ—=m,—z_rnng, q:
m

=n,——2ngwu,

(17) p=X,p, r=X2q, a=qu=X21)=—2mängœ,

D’où, pour l’équation E,

(16) s=—2 "t:;(æ) ”2(æ) €*"-

Elle se réduira à la forme de Liouville
(Cf) s+2e$=o,

si l’on prend pour variables indépendantes, au lieu de u et v,

(17) .æ=fmflu)du, y=fn2(v)dv,
ce qui équivaut à supposer
(18) , m;‘(u)=x, n2(v)=x

dans le faisceau initial.
Tous les faisceaux % considérés appartiennent donc à une même

classe, et l’on obtiendrait l’équation C1 en partant du faisceau, obtenu
en faisant m3= na: 1 , m. = n, = o,  xi= % + L;; + uoLg, Xr—f go ;

I( 9)
XL,: 3—{+M2+v0Mh X,_=â-£—

Les formules (16) deviendront ainsi

P=“"2W‘z, fil:—2%;
et l‘on aura, par suite,

p=Xlp=2wIÊ—2uo, 7=X2q=2wä—zvo,

ce qui donne les invariants du second ordre de E
Ü

(zo) —2u.,=r—%, —2vo=t—
Il.‘]_.‘).
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116. Appliquons maintenant la méthode du n° 15 pour intégrer

le faisceau (19), et par suite, l’équation Ci. Nous avons àintégrer
d’abord le faisceau ?,

_

_ fl:: — ’
duo

à r(21) - Xl=ô_£+lJ;:+ltoLg. X

en le réduisant à la forme canonique (')
ô—f+ âf+cx ï—l—z dj” àf
d 1_ _,

dato
(22) 2 ii _ ,

0011 dos; dog,

dont l’intégrale générale est

(23) ao=<?(d), 11=<?’(d), Œz=<?”(a), ’ 1:s=<P'”(d),

<p étant une fonction arbitraire de et.
Les variables ou et eco constituantune intégralecomplète du 2° dérivé

de (12)
Ôf Ôf ôf . Æ ôf
aa +‘f‘107,’ î)äZ’ doc;f aî,

Nous prenons donc le 2° dérivé 5‘: de (21 ), qui est ("’)

Üf . Ûf
55 + L:!» L2) LH dÎ(Ï

L. est transformation distinguée, et {L2, L,
} est complet : il admet

pour invariants u et M,. Nous posons donc

a=u, “0=W:n al=X1a0=w,
24( )

12=X1a1=—2w2œ, a;,=Xia2=2(3wä—uo)œ,

et la réduction sera effectuée.
L’intégrale générale de %. est donc

?” ,
<P<P,, Wl=Œ———I')

2<p . ‘ 2<p
 (25) W;;=cp(u), œ=cp’(u), W'l=_— 

(‘) V0il' M2, nos 14 et 1.5, p. 231 et suivantes.
(2) Les formules de structure de E sont (L,, L2)=—L2, (L,, L,)=L,,

(L2; L;)=—— 2L,.
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en omettant la valeur de uv, qui n’aura pas à intervenir. Et nous aurons
de même pour 5172,

Il! |. ”
(26) w;.=u};(v), co=1J, wg=«2Ÿ—qfl, uq:z‘/—î—Z—,-

Les formules, déduites de (3),

(2 ) ", _ al 01 + (12 Z):; "' _ _ a1b2+ (l-3
‘ ’ __ (1301 "l— [);-_

7 l— a3b2+l
,

2—_— a;;b;;+l
, ”_

a;;b-_;—l—l
,

qui entraînent
_(a1_azazi)(bî— bal/;;)(28) 0)__

(a:,b2—t—1)’
,. 

donnent dès lors l’intégrale générale de %, en y remplaçant les a,— par
l’intégrale générale de tî, et les bi par l’intégrale générale de 5%. On
a ainsi, en particulier,

_ _ï’M’<_‘>_.…” °’"“[<p<u>t<v>+r]*’

ce qui suffit à donner l’intégrale générale de C}, en vertu des
formules (14), sous la forme classique (')

3 ;: <p'<æ>+'<m
_(°) ‘"

[<p—<æ>ëb<ÿ>_+"lr

47. Passons au second cas de la structure 1,

(31) X,=g%+lng(u)L2+In:;(u)Lu+uoLu

.\'2=
3‘—€

+n1(v)Mi+ n2(v) M2 + VOM…

Le dérivé 97’ de 57 est alors
) ôÿ£+mzLa+mesy £)l‘—l—"1Mrl‘nzM2y Lu Mai 'âîf" 0—5.0 odu dv 

… Si l’on pose z'=z+logæ y’=—y, <P(x)=X(æ), +(y)=ÿ(ly7$,
2X’Y’

«
l equation Cf prend la forme 8 = e“, et ] integrale (30) dev1ent ez:— ___—(X+ Y)2 —

f est alors identique à l’équation X de Goursat.
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. - - O.)

Le fa15ceau complet {L… M3} admet les invariants, u, v et ;» Nous
2

pourrons donc poser
(32) . æ=u, y=v, e——=—,

et il viendra, pour la forme canonique (15), en particulier,
I 1(33) ]):XIZZ—“Ïïlgfllg—mgî) U=Xgp=<—nl;;+'nî—q>ngû)."2 (V‘

2 /

‘ En éliminant u, v, w, W2 entre les équations (32), (33), et s: &, on
obtient l’équation E cherchée :

(34) se—5=n2(_y)\/pï—[.mfl.v)m;,(æ-).

On voit qu’en faisant

(35) .T=2f\/m2(u)m;,(u)du, _)”: n«_,(vï)dy,

on aurait obtenu le type, débarrassé de fonctions arbitraires,
(Ci—’) s: e=\/F-—_x,

auquel l’équation VII de Goursat,

(VII) ' s =e=\, .rp‘3—l— ,

se ramène par le changement de variables
, ,

36 .1' :: e“" : = :- —— a: .7

Ici encore, les faisceaux :î considérés, comme les équationsE associées,
constituent une même classe. Le choix primitif de variables [équa-
tions (32)] conduirait, par ailleurs, à l’équation—typeCf directement,
si les m,—(u) et les n,-(v) étaient choisis, — ce qui est-loisible puisque
le type ne dépend pas du choix de ces fonctions -—- de manière que
l’on ait
(37) 4m.2ms=1, ng=1.

Ceci nous permettra de supposer, pour les calculs qui vont suivre,
1(38) ÏÎl-2=ÏÏÊ;;=ÎÀ"

n,=0, "2:1-
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On a ainsn, pourp= X,z, q== X.,z, s=Xgp— Xiqa

(39) P=—â<“"—;+à), q:—2W,—cfi sx=——(w1+p)c:;"(‘2\/l——f—1;

et l’on en déduit ('), pourr: X,p, :: X2q,

(4 )
:(ct3+,7)<(—3; +p+m,)= \/p'-'——1(\/p'-—1+un)y

() '
. - 1 . -[: mvî— 21'0— {lc—': -2-(q2+e‘1*)— 2V0.

De là les invariants du second ordre, des deux systèmesde caractéris-
tiques de CE  mo —m=—i—n+pha, —mwfl——w+%)

\/1f"—1

48. Pour intégrer Cf, nous avons à intégrer d’abord?l',, qui est

(42) X,=ô+/+â (L2+Lg)+uoL… X_.= d_(i{'
. 0

Suivant la méthode appliquée au n° 46, nous considérons son dérivé
ôfsecond 5',', qui a pour base, outre —, les transformations

()
<œ> Qf=f++âdæ+Lm L… M—L…

Qf est transformationdistinguée, et a pour l’un de ses invariants tout
ôf. . l 2 àf _ 7 'invariant de
«Ta + 2—(1

—
""—’>(Îv2 . lun de ceux-c1 est

Wg—I
“’2+1(44) w'._,: €"

Si alors on efiectue dans Qf la transformation (4), avec

(45) a1=e", a2=—e”, a;».=t,
à . ,

le terme en
â_w_f7

sera nul. Or le raisonnementemploye au n° 44 montre 
(") La valeur de W: a été tirée de la première des équations (39); et on l‘a

écrite W._,=—p ——\/p'-’——1, afin d’obtenir C{-’ telle quelle. En réalité, le

radical \/p'£— 1 y est susceptible de deux déterminations.
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que Qf prend, par ce changement de variables, la forme

(46) %£+l,(u)L',+b(u)Lî_,—l—l3(u)L'3,u

' ô . I / 0 -dans laquelle le coeffic1ent de (,(—5— est 1. w, + [2 — law,-. Puisque ce

coefficient est nul, c’est que l., lg, !3 le sont tous trois. Donc le

changement de variables considéré réduit Qf à
3—£;

ce qui revient à

dire que les trois fonctions w',, wÏ_,, w'3 définies par les formules (4)
et (45) sont trois invariants (indépendants) de Qf.

Par ailleurs, d’après les formules (8), ce même changement de
variables donne

(47) (Lt>=g<euLg+e—"Lc.>, <Ln—<Ln=wLæ—e—"Lz,.

%; étant ainsi devenu

‘ L',=H' Ôf ôf ,, , ôf. ôf &
(48),

'- ‘â«_vu+Îvs’
_— .

.. __‘I , — ’
()W’3 du a du duo
 

nous pourrons prendre comme variables conjuguées a., a… pour
réduire ?. à sa forme canonique, deux invariants de LÎ_,, soit :

I I(49) a : “"in °(()—_:
5

(CV'26V'3 — C‘", )=——
5

(n'.

Or on a maintenant, à cause de l’identité

X1: 9 + u,,L.,

et de (47), la formule
() , :(50) Xt=£l+%(euLe+g—uLali

et l’introductiondes variables oc, or,, a la place de w', et w',, donne

(L')): dj
(Lç,)=—tt",2—ô—j—’—2do<ô—f+gv'-ô_f).—— : . 2ôwî_, - ôwî_, de: dato
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Le faisceau % prend ainsi la forme :

à] âf df e_” dj dj——+oq—+œ;—— _ , _?
doc ()0(0 dot. de 110 du du(,

avec ’
“! îna — e(51) a.:w'.., 012='—,' 2 010

et la réduction à la forme canonique (26) s’achèverait facilement.
L’intégrale générale de 97, est donc donnée par les formules (4)

et (45), avec

(52) H". : :zç' —— 2 cp, w'._,: ç’, w'3 :: a, m' ;: …
2CP;

99 étant une fonction arbitraire de oc, et u étant donné, en fonction
de a, par
(53) e'“‘=cp”——2<pcp".

On peut, du reste, résoudre les formules (4) sous la forme
: I , l .! / r , /

, ‘, J
(54) wl=“'w'*aa“'a, …:w, …_= ft:M+M

a,“ WI‘-’ + ’ '
”';; “"a + I "

n'3 (“'—_. + I

avec

(55) alu : (3—”, (6_Î_,: l , (l':: = —- €*”, a’: a'| __ ,,’___ (,]3 = 2 0—u_

49. L’intégrale générale de 97 est donnée, dès lors, par les for-
mules (27), où les a,— et les b,— sont fournis par les équations donnant
les intégrales de EF, et 5172, c’est-à-dire :

e—”cp1+ac e“‘<p’+1 ‘ — c—"q9,+a“l: —I_’ az= ——,——a lt;:"—‘ ———,——;— e—”cp +! —— e*"cp +1 —— c*”ç +!
' ——

—4cpe—" —— r-’ )2l1——— ,Iz , //(36) “!"“2an—m’ <?1—d? " 2<9, 6 —'f 2<?—?:

II Il
[) : '——ËÏ’J—, I).:l In:—_, /) —[)sb.;=d/

1 "l"
2‘-V .!

Ÿ) ..
2‘!JI

! - . .)

où <p est une fonction arbitraire de et et LP une fonction arbitraire de v.
D’où l’intégrale générale de CE :

6"‘“ (aî— a2a:t)(b'l— b2blt),_ (a,!)2+ag)(agbg+l) »

 æ=u, )‘=v,
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ou, sous forme explicite (' ),
(57). 2'lJ'Û'"”‘°=-<P”(°‘î.L+ ‘ )2 _ 2<?"P(1H'J + 1 ) + 2‘?‘l”’, 62'Ÿ'= <P'“’“ W°P":

avec les deux fonctionsarbitraires o(a) et My). On remarquera qu’il
en résulte, pour l’intégrale de l’éequation VII de Goursat,
(58) 24J'6_5=Q”(0ŒP+1)2— 2cp’1ÿ(a$+1)+2cpdfl, x=<p"*’—— 2cp<p”.

50. Pour le troisième et dernier cas de la structure 1, nous
aurons

ôf +…,(u)La -+/)23(1L)L+uOL,,X|_ ()_II’

_f"; dv

(ng)
_+”2(V)Mg + Il;,(V)M3 + l’OM,.

Le dérivé fî’ de 5 est

à] Ë_f_”.if + m2L2+ m3L3, Ê‘£ + ÏlgM2 + n,,Ms L,, NL; —— , ,
du° ()V()du dv

. . . G)
et son sous-fa15ceau complet { L., M. : admet les 1nvar1ants u, v et 5)—

1

L’équation E que l’on obtiendrait en posant, par analogie avec les cas
précédents,

, (:)x:u, _)'::15 €“:‘î (0)=1h—— W2W3),
1

se simplifie par le changement de variables défini par   d:dz’: !

V 1 — e—'-

c’est—à-dire
-! _îsh;’=2e*“y1—eî. ou chä-=e‘

"'

Nous poserons donc, d’emblée,
z 17(60) æ=u, ”1'=V, ch; :: (—)’

(&):W1—W2W3);
. ! 

(1) Si l’on posait @(y)_—— , on aurait, plus simplement encore,Y(l)")

'b
(57 bis) I2Y’e-ï—s+ <p"(a + Y)"-— 2<p’(a + Y) + 2cp :: o, c‘“: r "-’— 2cp<p .

Jam-n. de Mat/L., tome XXI. — Fast. l, 1952.
' :v'Î
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’doù

: W:;(V; . : W w.…: __‘, …: /_e_.‘,2 w 2 n°1(60 bis)
w + n'ng “W w w,ch:=—'—-‘, sh:=2…'-&) (|)

Le calcul dep: X. 2, q = X,z, s = X,' (; = X;,p donne alors
m2

, z :. n; : :p :. — th —- + m;,W2 coth —, (/ : — th — + rmv,, coth —,
_ \ «V2 2 2 un; 2 2(()1 ) .

m 5 3 ( Is: —2th-— —m;,w2coth— —/——n2œ— -
ut; 2 2 sh : nt_.

D’où, compte tenu de (Go bis) et (61),
m.2 : :. n;._ ; :.s sh: : — th — —— maux! coth — — th — — n2wg coth — ,
(“-3 2 2 W“ 2 2

et par conséquent  (62) ‘ ssh.—=Vp’—[.rn2/nM/qî—[ingnæ

Si donc on prend pour variables, au lieu de a: = n, y = v,

(63) .r=2j \/mg(uv)mutu)du, y:2f\/IQ(V)IL;,(«‘)(IV,

on aura la forme type
(C?) $ sh: :“È “ff—__"
à laquelle l’équation III de Goursat,

(Ill) . ssin:=\/fiî\/qT—+——l,'

se ramène par le changement de variables
z=iz’, J‘: —æ'.

Ce troisième cas donne donc, comme les autres, une seule classe de
faisceaux @ et d’équations E associées; et l’on obtiendra directement
la forme type Cf, avec les variables (60), si l’on a choisi des m,— et
des n,- satisfaisant aux conditions —

(64) 4"l2’723= [, 4nyu;= 1.



ÊQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 35

Nous prendrons, pour les calculs qui restent à faire,
(65) 2m:_.=1, 2m;=r, 2n2=1, 2nz:=1.

Nous aurons alors

(66) 2p::fl—)thâ +w.coth—,

d’où, pour r: X.p,
'

1 1

2r=<—th——cwcoth—) L—uo——<—-—-çvg)];w 2 V_shz 2 ‘W2

et, en éliminant W2 au moyen de (66),
(67) = — w-—__I(v“’p—Icothz-i—uc)

On aura, de même, par raison de symétrie
(68) t:—VF—Î((/FÏCOthZ-ä—VÙ.

' De là les invariants du second ordre de E  (69) —uo=ü—I—_’_+(/pï—lcothz, —Vn=——t——
VP-—-l W/ —1

51. D’après les formules obtenues au n° 48 pour l’intégrale géné—
rale de SF,, l’intégrale générale du faisceau % considéré ici sera
donnée par les formules (27) avec

+(/q- —1 cothz.

CP1-i—OC6” œ’+e” —cp.+oce” ,al=_,— a2=—‘———, a3=——7————, cp,=cxcp—2cp,
( ) —CPI+€” —C|D’+€“ __<P+eu
70 < “ v' ,+ ub,: —+1+6£ , bg: ___—'la—l—ÔC , I).: @+ € il; =pd;’——2L]J,_$l+eV _q}l __‘_ e.: _TI+GV’

cp et a]; étant des fonctions'arbitraires cp(a) et «MB) des variables
auxiliaires oc et 3, et u et 9 étant liées à ces variables par les formules

(70 bis) e"“ -—__’çp- —- 2 <po”, ("-"': q/ï — 2 Llfl.!}”.

On aura donc, pour l’intégrale générale de CÏ, sous le bénéfice des
mêmes formules (70), et des relations (60),

_(alb1+a2b:)(ahb2+ 1),
2.l‘——- lz_ ” 2y_. /2__ .” 95_<7I>e —<P W?» 6 —+ 2W» ““ . (...—...…><b.—b.b.)’ 
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et la dernière de ces formules devient, sous forme explicite,

(72) 4çdñer+3-cheâ :_:
| c?1‘i“l + ?,ŸI+ (_d‘3 __:_ 1 )(f'ÏJ+"IJÏ

"_ [(ai'iJ1 + "i/)elr_i‘ (55P1 —l— ("/)(p'J‘J’

et, en tenant compte de (7 1),

(73) 4‘P'—if€”+-"(chgâ
— —

€!)
*_: (15 +1 )’(4‘P‘i“?“i”“ ?ls'i/S)

+ r.…@ +1 )I “P‘W‘?"W" — 9'kP'WWI
+ 8<p$(?'—ÏJ"—L— Jp”) f4('fl*ffl+ k'fi:9’*).

VII]. « Suite des Types intégrables fournis par les groupes à trois
paramètres. 2“ Structures pour lesquelles le ”groupe dérivé est
à deux paramètres.

52. Le type de structure Il dépend d’un paramètre c. Les deux-
valeurs 0: 1, (:= () constituent des cas singuliers, qui devront être
examinés à part. Pour le cas général, nous prendrons comme repré-
sentant du type le groupe linéaire
(l) ' (L": a, .7: + //._,)' + u… _)": a'fy,

dont les formules de structure sont [voir n° 14, équations (1 1 )],
(a) I:. : ul bi, cz: al I).; + a? IV.”, 03: a, b;; + 1/3.

Les deux groupes paramétriques J.” et 311 sont donc (3) ( l.“) u", = n1 «v,, w'._,: auv=+ agvç”, tv}: 01 W:; + "::;
() '

… af __à/(4)
Li:WaÛ9{'a

(a=1, 2,3), Lz=flï
ôc_t‘2’ L3:()ti';z;

(5) (311) W'. : ”1“"u WÏ.»: ”2W1 + bç”m_., “"3: "”““ + “““"
. àf âf âf "fM = /' _ ' 9 _ M9 = v _ “I: = ‘ __(6) 1 “ 1 d“‘1

+ m“"_ ()W2, - ‘ 1 d“)2, . “ ' ()CV3’

avec les formules de structure
(7) (L1) L2)=(m_l) L2: (L1; La)=_ L:!) (L2) 143)=07

'

(8) (M1! Mi)=(l— m)MÎJ (MI: M3): M3, (M,, “I:; =().
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Les valeurs exceptionnelles de m, à réserver, seront m = 1 et

m = o : elles correspondent respectivement à c= o et c = 1 .

Si_ l’on effectue dans les Li la transf0rmation (3), on obtient
(9) (Ll)=L'l+(m-—1)agaï'”liî_,+u3L’3, (L2)=a‘Æ—"‘LÏ_,, (L3)=alLçg.

On passe de E‘ à DR et inversement par l’inversion

; __ 1
_; __ “‘—2 ‘, __ ”".7_(10) “J‘—a) fl'2—— W, W:,_—-

(_V;,

elle échange L. et — M., L2 et —— M2,'L3 et — M3.
En raisonnant comme au n° 44, on en conclut que l’on pourra

prendre
X,: % + m,(u) L.;+ m3(v)L;g+ noi]…

(Il)
?:

%—f
+ n2(v) M? + n;(v) M3 + vol\l..

Le dérivé .‘3'*’ de ."J”' est alors
a a

'

@

0—'£
+m2Lz+m3L3, %Ê+n,MS+n3M… |… M,; 5%)» Îfv£’/ o

et, pour chercher l’équation E associée, on prendra comme variables
trois invariants du sous—faisceaucomplet { L,, M.‘ },

(12) (I)::n, )'=p, 5=10g(W7’"W2W3”_').

Cela donne, pourp = X1 2, q = X2:, .s‘= X. (; = X._.p, les formules
Ill”|: m‘;p

W._,
 +( ) ! W1+(m 1)n WJm-—1 In:; —, “_:IL3— _ 3—2' (V;;

q “’g “’;:
dll—+! “)1

—S=m2llz 1. +(m'—1)"h"::-—.»
W (‘ 

IQ

!—

qui s’écrivent, en tenant compte de (12),
'

_ “;: m—t
:

——l

[)=m2e_fiçvgL—l+(m—l)mnçv:—;l’ q=n2_e—ë(‘_‘_‘l> +(m—l)!l;;<;) )
,1 .

(I3)
“’—3

’Il—l “v)“ —1
__| .—— s = m? n.; e—‘15 —— n‘{.{‘—‘ + (m — 1) m3n3 -— W3 .

"V1 Wi
- . . “'; ' r . 'et Il ne reste plus qu’à éliminer W3 et ;‘ entre ces trms equations.

1
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Nous les simplifierons, à cet effet, en posant, au lieu de 50:11,
J' =“;

1_ m—l [ Ill—l
(14) x=fmf,”m, "’ du, y=fnf_{’n,, '” dr,

1_ - ‘ l. -

5 = ’13
m à _ __ ,_"_3

m
;“_I'i Œ_‘ .(! ) À (m,) e w31, [J‘—(n,) e (Wa),

ce qui donne

 

… pefi=>fl-m+<m—x>z, fle'T‘=#‘—"‘+(m—I)m
22

__ 8 em: (À“)l—m+ (m _ I) )’P"

On est alors conduit à poser
Z 1 Ill—l

(17) - z’= e'"= «vr’wä‘wÎ.
ce qui donne

(:S)
. mp'=Àl—m+(m—I) )., - mq’= p.f"‘+(m—1)p.,

m’s’z': (1 — m) )tp.().‘"‘— 1) (pr…— 1).

On en conclut le type cherché (où nous laissons tomber les accents),

(Cf,)"
.

sz+(m—1)G(p)ô(q)=o,

la fonction 0(w) étant définie par l’élimination de À entre les
équations

(19) " mw=l‘—'f‘+(m—x)l, m9=7—‘—"‘—1,

c’est—à—dire’parl’équation '

(20) ’ [W+(m—l)9](W—Û)m“’=h

Ce type correspond à l’équation IV de Goursat, qui est

(IV) sZ+<P(iv)<?(q)=o,

la fonction <p(w) étant définie par l’équation
(21) (ç—aw)“=(ç—fiwfl’ où «Q:—1.
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Ou ramènerait(IV) à Cf., en posant

I
(fin—1,

(22) a:“m—1, B:—

et en effectuant sur 3 un changement de variable de la f0rme

(22 bis) 5'=/\‘37

lc étant une constante convenablement choisie. Le cas {à: 1 corres—
pond donc au cas m = o; et le cas m = 1 se trouve écarté.

52 bis. Rappelons que les variables dont le choix a donné C,‘] sont

[___/l—l [I__z—l
æ=fm.,(u)'"m;,(u) "‘ du, _) =fn_ (v)’”n_ (v) ’” du,

l_I__L—l,. ____.‘V—l(V"'WÎm _

(23)

—

On pourra conserver le choix ac: 11,y = v pour les variables
indépendantes, à condition de choisir les m,— et ni, ce qui sera loisible,
de manière à satisfaire aux relations

(fil) "la: m‘;f’”, n._,:: n'{’”.

Nous prendrons

(25) mg=m3=1, n2=n3=1.

——; mp:7.'*"'+(nz —1)Ï;

d’où, pourr: X4p, l’équation
) lmr: (1 — m) (l"’”— 71) (-: — ——

—1t0>11'_…,

=(1 ——m)m9< pÎ)‘ —
(to) ::(1—

m)—m9<Ê
—

m,).&
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Donc E a pour invariants (')
—+—(m—1)w—

,
(26) (m_l)uo——_ _m—) 5 ,

55. Pour trouver l’intégrale générale de (C3), nous avons à
intégrer d’abord $,, qui est, sous l’hypothèse (25),

(27) X,: (—u)j+ L»+L;+uoLl, Xr_ ()_f.
duo

Le dérivé second %" est

Qf=ô—fàl+L_
+L,, (rn—1)Lg—Lg, L,; &

duo

11f en est une transformation distinguée; Prenons pour variables
nouvelles ses invariants évidents

(28) W’, : W,, W',_,: W2 — uW’,“, W’3: W;; — u.

Ces formulesdéfinissent une transformation (3) de 13 , avec

(29) a,=1, a,:—— u, a3=—u.

Les formules (9) deviennent par suite,

(L,):L’,——(m_——t)uLî_,+uL',, (L,):Lî_,, (L3)=L’3;

de sorte que X, devient
!" , , ,-

X1=ô'—l{—i“ “0{14|_1tl(m“ “l)lJ2'—IJ:‘J}-

Pour le réduire à sa forme canonique, nous prenons pour variables
conjuguées deux invariants de (m — 1)L'2 — L’3, soit

1(30) a=w’,, au,=W’3+ ;n_iwl2wW"'”. 
(‘) On obtient, pour t: X2 q, par un calcul analogue,

9<<7)+
 t=<r—m>6<q>[—
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Il vient alors, pour les autres variables canoniques,  —— X’ O!" —— -' —l ' ——(m+llai __ X __ (! 3“"| — H‘._,(V" ,.

. 1(31)
__ X|a1 _ , ._(…+.,) _»

a:2 _ __ mw.,w, - + much -,X,a '

et l’on tire de ces équations

mwî_,: (m —1)a’”(ao— am), mw3= (m _1)a0+ doc,,

(32) mu=a’xz+(m—l)(aal—ao);

puis, au moyen de (28),

(33) w. :: at, mov,: a"‘+3 a.}, mw3= 3:20:2 + m ocoz. ;

et les équations (32) et (33) donnent l’intégrale générale de 5 4 ,

si l’on y considère 10 comme une fonction arbitraire m<p(a), et or., 12
comme les dérivées, première et seconde, de a…

, Nous déduirons l’intégrale générale de 572,

à ()
(34) X2=â—£+MQ+MS+ŸÜMU XI.: d_i£’

de celle que nous venons de trouver pour 5.. au moyen du chan-
gement de variables (10). Il donnera le faisceau

df.
(Î'o,

, '— LJ —- VOL…

et il suffira de changer encore w'__ en — w'__,, w':] en ——
W'3 et v., en — vu,

pour revenir -à la forme de £’î,. L’intégrale générale cherchée sera
donc donnée par '

(35) w1—_.— 5—1, ,,…-2——_—5252, mwa: @p.z+ mp…

(36) mv=@=ç,+(…_l)(p@1_fio), fio=m+<p>, Brand/(6), ($;—î'nW).
’

Les formules (2) conduirontalors à l’intégrale générale de 5 ,

(37) , W1= “lb“ w.}: (Lib? + a! b’,”, W::= ai ba+ a:};
Jour-n. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942- 6
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avec
38 (L1: et, a,: on…” ", m,: a.‘-’f "+ mov ’,‘? ‘? ?

(39) m= @—u b,: @+", …: @+"+ +2
(40) " =«’gp”+ (m —1)(«<9’— <p), v=ô‘-“+”+ (m —1)(ôa'«’— ab),

<p étant une fonction arbitraire de :x et 4: une fonction arbitraire de {$.
L’intégrale générale de C:, est alors définie par

! m—l
(41) a: = u, _)' : (’, z : H'Î'WÎ,” w, ’” ,

et donnée, par suite, par les formules définitives
w=d’<?”(rn—H(a9’—w, .>'=B*ub"+(m—l><‘ô$’—«P),
zi”: (1m+1(?”+5'"+1qJ”)L(ŒQH—i— "Z 9’) + (F3«%"+ "l'! ’)Jm—l_

(42)

54. Cas m = o. — Les formules (i) à (10) du n° 52 deviennent
(43) J;'= u, a: + (Q)" + a;;, y’=y,
(44) c, = a. b,, (:2 = a. b, + a._,, 0;; = a, ();; + u,…

(45)(13) w’, = a, cv,, w'2: a,wa + ag, w's: a1 W:, + (/;._,

ôf ()f ()fL=V — =] 2 3 L..=—-— L,:—(47) l ‘ :
ÔtV:

(a , , ), - ()W2
,

. ()‘v;;
,

(48) (311) W’,: law… w’._,: I)2w1 + tv,, w'3 : ();,W, + un…

__ . Ôf Ôf _ . Ôf(49) M,_w,ä‘—v—l+w2ægy M.,…u1 dw,’
(50) (L1, 142) = — ]Jî), (Ly, Lg) :_ L:'., (Lg, L;;) = U,

(51) (M1, M2): ng, (M], M;;)= M3, (NIz, i\I;;)=U,
(52) (L,):LG—a,Lë—a;—_LÇ,. (LÎ)=ÛIIJ’27 (IJZË)=(IIIJÇH

 
, 1 , m, , cm(53) (Inversion) w, : +, W.,=— —, W3=— _,

w. ‘ cv,

et l’on peut prendre, par suite, encore, pour définir 97.

X,: g+£+ mg(u) L._,+ m;,(u)L3+ 110L.,

(54) .
X2= % + n2(V) M2+ ";}(V)1“1;+ V0Ml‘

Le dérivé 57’ est
"()"

Ml; —âl, /Ê'“f+mzLz+mslm ô—f +”2M2+"3M37 LI: —
duo dv0du dv
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et il a pour intégrale complète les invariants de { L,, M. }

(“-

 

(55) .l'=ll, _1'=r, ;: —"-
wa

On a alors, pourp= X. : et q: X._,:-,

— _ _’_ _ -_ _ f‘3 _ - .(06) P——— “_3
(…: ms— ): '] ——

“_3
("2 n,,.—),

et l’on en déduit, pour s: X2p: X. q,

W
.

(57) s : W;
[Ifl;,(fi;;Z — ng) + nzg(m3: -—— rn2)].

3

,, . . . 1 w —
_L el1m1nat10n de

@;
et ;? entre (56) et (57) donne alors, pour

‘l’équation E associée a J“.

(58) ._S‘ __ m,, n,,

pq _
nu,-,; — mg n_-,; — n2
 

ne. . , .Le rapport 7; n’est pas une constante; car 51 c’eta1t une constante I:,
3

34". admettrait, outre les invariantsy et V.,, l’invariant du sous-faisceau
complet {IcL2+ La, L. ;. On pourra donc prendre pour variable a:,
au lieu de u, et de même, poury, à la place de o, les variables

_m.(u) ___n.(v)___
m_…,(u)’ }—n3(v)'  wm

ce qui donnera, au lieu de (58), le type
S I !

ŒË -—=_ +_ ,Pq »—Œ »—) 
Pour les calculsultérieurs,nous pourrons prendre les variables(55),

avec
M3=Il3=l, I’lg(ll):lt, n2((’)=v._

On aura ainsi, directement, l’équation C,"‘,, le faisceau % étant

X: : if + uLË + L;:+ “OL“du(50) _ ôf . , f’f O‘fXg_æ+pM,—ç—M3+cth d_uo’ d_vo'
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Les formules (56) deviendront
II-—S l'——:—, =

“’3
q

“’a
 (ù) p=  (V1;

et la première donnera, par exemple, pour r=_ X,p,
r __ | _ p 1 + u.,W3 I — 9.1)

p ' u—z w;, u—z _ ”(g.

D’où les invariants du secondordre de Cf.,  __ ——.'l…2p_l __
- î_2q—1(62) (t°—p 5_æ ,

V.,—(l z_),
55. Passons à l’intégration de Cf., qui va résulter de celle de SF .

0 a(63) X1:d—£+uLg+La—ç—_unLu X=‘=îu£,'

Le dérivé second, 5',', est

ôf_ 9du
of

_uL!+ Ln; ]J|, ;)Î
_ ,0

On peut donc prendre pour variables conjuguées deux invariants

 
du sous—faisceau :::—£, L.,

£—{—
, qui est complet,car L' est une trans—

'
_ 0

formation distinguée de 5',. Nous poserons

/ .

'

_Wa ._%,(64) “_w,’ ao— M
et, par suite,

_X|do_ _Y|d|_vou… X‘“ ——lt, a,_Ü_t ,.

L’intégrale générale de 3". est ainsi, <p étant une fonction arbitraire
de et (variable auxiliaire),
(65) u=<p’, w,=ç”, w,=q;qg”, w3-_—1ç”.

On en déduit l’intégrale générale de 2% par la transformation (53),
accompagnée du changement de w’4 en — w',, de u en v et de u(, en
—vo, qui change X. en

X2= % + VM2+ M3+ "0M1.



ÉQUATIONS AUX DÉBIVÈES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 45
On obtient ainsi, .]; étant une fonction arbitraire de ?» (variable

auxiliaire), l’intégrale générale de ta", -

1
’

‘

(66) V : "lJl, ÇV1=—
"|{u’

“.“: "il! “'s: 5;

et les formules, déduites de (44),
(67) W1= a1 b1, “’—2: a1 [12 + (lg, W:,: (L1 [)3 + ”a:

— où (a,, a,, a,); (b,, b,, b,) sont les valeurs de (w., (V.,, W,)
données respectivement par (65) et (67) — donnent l’intégrale
générale de :‘T',

(I

w w,= °”<° +13), W:£= ?"(0t + B)-
C(68) u=qg’, v=d/, cv,=+

De là l’intégrale générale de ,”,

Vl

(69) æ=<P'(“)a )'=l’(fih ::….a+fi
56. On aperçoit que cette intégrale générale peut se transformer

en appliquant la transformation de Legendre à chacun des systèmes
de quantités [or, ç(a), <p’(a)], [Q, l;(3), l/(3)]. En désignant par X
une fonction arbitraire de cv, et Y une fonction arbitraire dey, ilvient

q;’=æ, a=X’, cpg.cX’——X,
ulæ’=y, {5:Y’, $:)'\"—- Y;

d’où, pour l’intégrale générale de Cf.,

X+Y(70) 5=$+)'—m°
L’équation est une équation de Moutard.
Effectivement, si l’on cherche à faire disparaître le terme en pq par

un changement de variables z’= 6(æ, y, s), on a, pour déterminer0,
la condition (')

à 09 _ 1 1_‘°gæ——;_w——dz 5—y’  
(‘) Comparez une Note de Cosserat, dans la Théorie des surfaces de Darboux,

t. IV, p. 407.
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qui est vérifiée, par exemple, par 0 = log(z —æ)— log(z ——y)5 et
si l’on pose, en conséquence,

<7*> » e"=%Î’
on obtient, en laissant tomber les accents, la tranformée suivante,
qui est le type XI de Goursat et a la forme canonique des
équations de Moutard,

d e“ d 6—5

Son intégrale générale est, d’après (70) et (71),

\

)‘(X’+ Y’)- (X+Y)
w(X’+\’)—(À+Y) (72) ez=

57_. Cas m = 1. — Les formules fondamentalesdu début du n° 52
deviennent, dans ce cas, ’

   
(73) c,:u,b,, c,=a,b2+ugb,, c_1=u,b,,+u…
(74) (L‘ W’, : a.w,, u"._.: rr,«v. + H, H‘._,, n",: … W,, + u,,
(75) (011) cv',::/1,W… cv'._,: h…), + 1), cv,, w’,,: (),… + «v,,

0] ()f ôf ()/' ()I'" = ) — v ‘ , L., = ' -—'—- . :_-(/6) L1 "‘ du. +‘
_
"ôu, + ““ ()fl‘3 ' " ' ()W,’ 13 ()H‘;,’

’

àf dj dj ()f" = — ‘. —— l…: ' = ‘ —'—(7/) Mi W' dw, + “! ()fl',’ l‘ ' W1ôw,’ M“ “ ' ()u‘;,’
(78) (Lu L2)=U; (Li; L3)=— La: (Le; La)=”y
(79) (Mi, M2)=U; (M1) M3): M3: (M2) Ma)=°-

Les transformations L2 et M2, respectivement distinguées dans
13 et JÏZ, sont identiques, conformémentà la théorie de Lie.

L’inversion
! _ I ! __ W' J __ “".(80)

»

wl_W1, W2—_‘_V_Ë, (‘3_— W:,

échange L, et —M., L2 et —M2, L3 et —M,. Enfin la transfor-
mation (74), effectuée dans les.L,-, donne .

(81) (L,)=L',_U,Lç,, (L,):Lt_,, (L,)=u,L
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Par suite

X,: % + w|jcp.<u)L.+%<u) L.2+ %(u) La]

devient, par cette transformation (74),
à '

I Il,"
.

I !(X,):
d—(jt‘ + (î—î + lzocp1>Ll+<Îl‘l + 110<92)L3+ (a.,— a;._ uoq>1+ a, 110 cp:,)L’,.

Aucun des 30,— n’est nul; car, si l’un d'eux était nul, {X,, X,} admet-
trait, outre les invariants v et vo, tout invariant de l’un des trois
groupes (L,,, L,). De plus

-ÊËË

n’est pas une constante, car si l’on avait
1

cp._,= co., (c= const.), {X… X,} admettrait tout invariant du groupe
(L. +cl…_,, L,). On peut donc prendre 33 pour nouvelle variable, et,

1

par conséquent, en supposant ce changement de variable effectué,
supposer ça,: up.. Si l’on prend alors

<P1 ! a| .a,: ” ’_! (L2: ((
Cl1 _ a, dll, ”;;: U, N.,: _— + U0Ç'Jn((%

$î . sera réduit à la forme

_ ô] . _ àf(82) X1—äü+L;;+llo(Ll+llL-ll, X::_d-L—lo-

En effectuant dans cette transformationl’inversion (80), accompagnée
du changement de u en — v et de u‘) en v,, on obtiendra la forme à

laquelle on peut réduire 52, à savoir

_Ôf _ à](83) X2—Œ+M;;+V0(Ml—CMQ), Xç—(‘Î)Û"

Le dérivé 517’ de 57 est alors

0/ ô/ . . ôf ôf.
Œ+Lzn à;+M:n L1+lley Ml_"Mîa (fit—0, ô—Vo',

et une de ses intégrales complètes sera fournie par trois invariants du

sous—faisceau complet
{
L' + u L,, M. — OM df —01 , soit‘ _,"’ duo dvo

w.; W:;(84) a; = u _y = p, .:
“__

— u logcv;,— vlog
Ïv—

-
' l 1

'I
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En portant ces variables dans X1 et X… on obtient, pour
p=X,s, q=X2:, s=\'2p=Xiq,

les expressions
] W:; “"p=—logw3——(u+v)— ! q=—log———(u+v)—',

(1,0 W1 “’;:(85) ,
1 W1 w,:=… —— _. r—l—«(u+v)—.,;

W“ W;, W;

. ‘ , . . W‘; , . .et Il ne reste qu’a ehmmer w, et
‘;—‘

entre ces equations pour avou-
'1

l’équation E cherchée. On simplifie en posant

(86)
.

Ï=(u+V)—l—y p=(u+v)v—VÏ,
“';; W:,

ce qui donne
(87) p+ log(u +V)= logl — 7—, 7 + WW + v)= loge —

.U—»

1

u+v——u+v(lpl)(‘u—l)'  (88)

ceci conduit à remplacer : par
(89) ;’=z+(ü+tt)l°g(u+fi,
ce qui ramènera (88) à la forme
(Gil) S(Œ+J')=0(m0(lm

la fonction 0(w) étant définie par l’équation
(go) log(1+O)—O=w.

Le changement de variable

(91) z':iî(æ+y}—s.
transforme cette équation en l’équation (V) de Goursat
(V) -€(Œ+)’)+<P(P)CP(Ç)=O

dans laquelle q:(w) est définie par l’équation
(92) log(@—1)+@=W—‘
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58. Passons à l’intégrationde (là. Le dérivé second de 5,

&: Ô_f+L-,, Q,=L,+uL2, Q,=L,+L,, (;’_uf,
0

a pour transformationdistinguéeQ, qui admet pourinvariantsw. , W,,
%)3 —fu. Nousprendrons, pour réduire 24", à sa forme canonique,deux
variables conjuguées ou et ou,, qui soient des invariants communs à Q
et (22, soit

W(93) ' oc=cv,, ao=w;,—u— —2-
' w,

0 . . .
Comme on a X‘ = Q + u,Q,, Il Vient ensuite    X4a=uo$Z,a=uoa, Xiao=qu1cx0= do(W3—u), ou: _— ,

X1a a
u . X.at, u

X1d2= u091a2=u0—, de: = “33:: X,oz -

donc
, W;— L4 u

a = , d_= v'(94) 1 “ ° ag

L’intégrale générale de EF, est ainsi, cp étant une fonction arbitraire
de a,

(95) u=a‘-’ÇPII’ fl},=oc,_ ’v2=a(d(PI—CP), GV;;=ZŒ(dCP/I+ÇPI),

Lintégrale générale de 372 en résultera par l’inversion (80), accom—
pagnée du changement de u en —v; en remplaçant a par Bet cp(a)
par — MB), ce sera donc

1 l_
(96) V : l52"PI/7 ”": È’ “’2= ŒÎÎ) “':",= [eq/[+ +].

Les formules (73),‘0ù les (V,: remplacent les c,—,et où les a,—et b,—sont rem-
_

placés par les expressions des w,- données, respectivement, par (95)
et (96), don'nent alors l’intégrale générale de 547

S
u=:x*çp” p=,j-”tl/’ W1=Îi W2=—((“œ/_Ÿ+fi’i/—"b)

(97)
_

,

’ ’ -
@ B_

'

.
Ws=a(d<P” +<P'++Ô‘l'”+‘l/')‘ _

Journ. de Math., tome XXI. — Faso. 1, 1342. 7
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et les formules (84) fournissent l’intégrale générale de C,”,

/ æ=æw, y=ww,
(98) z =occp’— (p + Ç5Ll/—— ala

— ælog(aH%—ylog(fiH}+(æ+y)log(.r+_y)
où H : acp”+ cp’+ Ç3$”+ vl/.

59. CAS m = 2. — Ce cas ne présente rien d’exceptionnel, mais
nous devons le signaler parce qu’il conduit à l’équation II de Goursat,
à savoir
(Il) sz=V1+p‘-‘y1+q'—ï

L’équation (20) devient, en effet, dans ce cas

cv‘3 —63=1, 0=\'u*-‘ «|,
de sorte que C:, est alors  (99) SZ+\fi—lWÏ-l=m
d’où on passe à l’équation (II) par le changementde variables
(mo) æ’= far, x’= {y, :’= — z.

60. — Comme représentant de la structure Il], nous prendrons le
groupe
(|) .1:’£=qæ+ 02y+03, _1"=)/+ log'c,,

qui donne les équations de structure
(2) 01: a1llh (fg—= ai b=+ (t:. Ü::= a, b::+ 0/2 10851+ a::;

et les deux groupes paramétriques

3 f:-’ w' : alu/‘,, «vi,: u,cw + us, M = a, m, + @ lomv1 + a…)
| - l 0

(A) (Dll), w'l : l)1w1, W’._, = w.! + b, W,, w'u: …; + (logbfl w.; + b,,çv1.

Les transformationsinlinitésim—àles de base de ceux—ci seront _ Ôf _ __ Ôf' , Ûf _ 0‘/(5)
L1_WŒÔWŒ

(O‘—‘: 2; 3):
L2_ä‘—‘Te +lO°“’ÎuÎ,’ Lx_Îvn,

. _ dj dj __ ï _ ï(Ô)
.

Ml—‘V1æ; +‘fV2'd‘—V3, M2—‘V1dçv?’ M:;_Ç‘,1()“,zz,
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avec les formules de structure
(7) (L1, La): L:1_ L2; (L1) L3)=— L3, ( L2, L:,)=o,
(8) (M1, M2) : M2— M3? (M1: M5!): M2}; (M2; M3) = 0-

Si l’on effectue dans les L,— la transformation (3), on obtient
(9) (L1)=Li —a2 Li_,+(a2—an)Lfi,, (L2).=a1

Ll—.n (L3)=aiLll

On en conclut, comme au n° 44, que l’on pourra prendre

(io) X,:g£+mg(u)Lg+m,(u)L,—|—u,,L,.

Par ailleurs, on passe de E à JR, et inversement, par l’inversion
1 , W2 , w,logw,—w3—, w,=—-—, .,=—:1 1 w’( )

4
W1 CV1

' fl‘1
Il

elle échange L, et — M., L._, et — M2, L3 et — M,. On pourra donc
prendre aussi

(12) Xg=%+ng(v)Mg+ng(v)Ma+(’0M1.

Le faisceau EF étant ainsi défini, cherchons l’équation E associée.
_ ' _ _ _

, ' dLe dérive 5’ de 341 cont1entle sous—faisceaucomplet {L,, M.; d%fo (,,—pf}0

Ôf Ûfoù figurent les transformationsdistinguées de ST", à savoir dÎ, et——370

On a donc, comme intégrale complète de 57’ , le système fondamental
d’invariants de ce sous—faisceau

w, w?(13) æ=u, 1'zv, ;=——+log—-
«V:; M

Le changement de variables défini par ces équations (13), effectué
dans X, et X2, donne d’abord

P= 1_[ïnz(I—s —'.— lOË'W2)+mala q-—““Wi
[”2<1—«* +10g—Î) +"3]iw2 “cv,,

et ces formules peuvent s’écrire simplement
(14) pe==m°a(r—loga), qe°=nofi(l—logfi),
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' ’

51 l on pose
…3 Il, lit,,

_ | :—» çv1 :.-—— _—(15) l. : (: "”, pt: —— e "*, mo: nu,e”'*, n., :‘

W2 W» “ 
ce qui est licite parce que ni m2, ni n2 n’est nul (‘ ).

Ceci conduit à prendre pour variables, au lieu des v
. W(lb) æ:fmodu, y—…—fn.,dv, :: r—2e"*,w,

de sorte qu’on aura -
(17) p:).(l—lOgl), (/:p(|—logp.), }_=-Z_—e ,

On tire alors de là

5: …_ llogl (g —
‘—:); nl0X2w'g>%— } logÀ (? —-

I—Ï—‘l‘

ou, compte tenu de (17) et de la valeur de n(] donnée par
(18)

.

sz=().logl)(plogp).

L’équation E cherchée est donc
(Cm) sz::0(p)0(q),
où la fonction 0(w) est définie par l’élimination de )\ ent1

(19) u‘=7.(l——logl), 0=Xlogk,

c’est—à-dire par l’équa tion
(zo) 0=(W+0)log(w+0).
Ce type C… correspond au cas singulier signalé par (lou:
équation IV, que nous avons rencontrée au n° 52,
(IV)

_
. 85+9(p)<9((/)=œ 

(‘) Si l’on avait, par exemple, m = o, 371 admettrait, outre «) et v

invariant, qui serait tout invariant du faisceau complet L,, L…

nous supposons que ni %, ni 572 n’a plus de deux invariants indép
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où la fonction <p(w) peut être définie comme intégrale de l’équation

'
_

de n‘(21)
{ Æ —

$
+ /f,

la étant une constante arbitraire. Le cas singulier a lieu pour lc =i 2i.
La fonction Ô(W), définie par l’équation (20), est, en effet, uneinté-

grale de l’équation
dB w——+2=0,(22) 33+ 6

qui se ramène à (2!) en posant 0= z'cp : ce qui change C… en (IV).
61. — L’équation C… provient, du reste de C,‘] par un passage à la

limite. Si l’on fait tendre, en effet, m vers zéro dans les équations C,‘]
et (19) du n° 52, on obtient la forme C…, la fonction 0 étantdéfiniepar
l’élimination de 1 entre les équations
(23) w=À(L—logl), 0=—Àlogl.
Or celles—ci ne diffèrent des équations (19) que par le changement de
0 en — 0, lequel n’altère pas la forme de C….

La structure Ill peut, du reste, être considérée comme un cas
limite de la structure "ll, obtenu en faisant tendre m vers zéro. Si, en
effet, on prend comme représentantde la structure Il le groupe

’ — af -- liL—').I' ôf _ —'L‘ af(24)
34—359

Œ,_e ä;’ fE3_e (_)ÿ’

qui aies mêmes formules de structure
(25) (tt,, Œ2)=(liz—l)æ2, ($,, .T,—,)=—:Ë… (332, &’,)=0,
que le groupe (4) du n" 52 (‘), on ne peut y faire m: 0, car cela
rendrait :fll_. identique à 333; mais on peut faire tendre m vers zéro en
prenant comme transformations de base

‘Î —- ‘ËÏ, t 2 * 3
,

«il æl :_? élu-” 2 m 
(‘) Le groupe (1) du n° 52 donne aussi, bien entendu, ces mêmes formules de

structure (25). On les obtient en le définissant par ses transformations infinité—
simales -

0l/, d à _
Ô

&,=æÎ£+/rzyô—ï: £2=Ïd_£’ æzr=d—æ
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Cela donne, à la limite, le groupe

1 _ "f _t à] _ _æ Ûf(26)
{Li—_d_.æ’

æ._,=æe
d—y, FE3——C @,

dont les formules de structure,
(27) ($,, æ'2)=æ3—æiv (æh æ3)=_æzn ($!) 3331

sont identiques à celles du groupe (5) du n° 60 ci—dessr
est, par conséquent, un‘ représentant de la structure III.

62. — L’équation C… ne dépendant pas du choix de:
m,— et n,- introduitsdans les formules initiales (1 o) et (1 2), n
supposer maintenant .

(28) m,:1, m3=o, n2=1, n,:o,
c’est-à—dire

0 ‘ d(29) XI=Î£+LZ+uOL1) X2= â—C+M,+ 90M1;

_let au lieu de (16) et (17),

 
(30) w=u, y=v, z=;£e‘”u
(31)5p=1(1—10g1), q=H(l—logp),i l=â, #

On aura donc, pour r: X.p, t = X,q,
0

r=—Àlogl[%—â—(1+uow2)]=e(p)[ (ZI?)+u

t=—ptlogp.[% ——+vo] =0(q)l@—v
De là les invariants du second ordre de 5. et de 572, e

de Cm:
(32) '

«

uo=L…-°<P>, _00=L_0<q>,
0(p) %

.
(q) ;   

(1) Le groupe (1) du même numéro donne aussi, naturellemen
de structure (27). Il suffit pour les obtenir, de le définir par ses t
infinitésimales

df ô_f_ df ôf , _ __
æ1—æd—æ+_ô_y’ æl_yàæ, æ3= ô_'æ'
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On remarquera que ces formules sont celles qu’on obtiendrait en
faisant m: 0 dans les formules (26) du n° 52, au changement près
de 0 en — 0.

65. Passant à l’intégration de C…, nous réduirons d’abord :’î. à sa
forme canonique. Son second dérivé STF, est

()f *

(hu,
 ()f .() __ 0 —— _ .." _ du + L” L” "‘] — L2 L_,,

9 en est une transformation distinguée, de sorte qu’on aura une
intégrale complète en prenant deux invariants du sous—faisceau

complet Q, Q… %:, soit
0.

33 a: =W1 10=u —— W:;+ wa logw, — — 1 ., \,

On a alors, X. étant Q + u, L.,  X,cz:uoz, X110=110(W2—10—u),
d’où

X 1 cv.—1 —u
3 a ___—L} : °( 4) |

_Xla 7

Ensuite, on trouve

(35) 1._,=4 
L’intégrale générale de 5. est ainsi, :p étant une fonction arbitraire

de a,
(36) it',:z, n',=zÎç”, (1:12Q"——1ç'+ç,

_

W;,=1’Cp”lOgï—æçp’.

On passe de X. à X…_, par le changementde variables ([ l), accom-
pagné du changement de u en — v et de u(, en vo. On déduit ainsi, de
(36), l’intégrale de 372

l(37) wl=5, w2=ô'!—J”.— v=ï©”—S+’+% b;:=—@'-

Pour la symétrie des valeurs de u et 0, nous avons remplacé la
fonction arbitraire go(a) par ——:{J({3). Des formules (2) on déduit,
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comme dans les calculs analogues, l’intégrale générale de

a 1
([V1:

Ë’ ‘v2: Œ(ŒCPII+ BY”)! “’;:: 7_‘Z(Pl/log
8l(38)

" = “’?”— d<P'+ °P1 " f—“ 13"+”— 13'1V+ '1'J;

et les équations (30) donnent alors l’intégrale générale d«

'
—r=a*1"— a<.o'+ @, y=@24fl—W+

(39) 1… _ de”… + @+"Iogô — <1'— 41° °“P”+ W
Remarquons pour terminer que, d’après ce que l’on a

on doit pouvoir obtenir l’intégrale générale de C… en fais
vers zéro dans les formules (42), du n° 55, qui donnex
générale de C,}. On retrouve ainsi exactement les équati
nous venons d’obtenir. Cela est évident pour les expr
et de y, et, pour z, cela résulte de l’application de la règle «

à la formule

 +log(w—?”+ 134

lOÊ(am+’cp”—i—fim+'tÿ”)+(m—1lbg(cxcp”+fiy”+mc
10°‘Z :" m
 

qui équivaut à l’équation en z"‘ des formules (42) du n° 5

IX. — Suite et fin'des Types intégrables fournis par
à trois paramètres. 3° Structure comportant une tr:
distinguée et Structure abélienne.

64. Comme représentant de la structure IV, je prend
(40) æ’=:v+c;;y+q, y’=y+e…

dont les formules de structure sont
(41) c,=a1+b,+.agbg, 02=a2+b2, c;;=a;;+b
Les groupes paramétriques seront donc
(42) (13) w3=wi+a3w2+ah W’2=W2+ag, WÇ,=W

(42613)
_

’ L1: 0] L2: 0] —-d—f+W1Æ-i_ ) _“ 9 3 — '.
ôW1 ô‘V2 W:) ô‘V1
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 et
(43) w’, : w1 + b2w3 + la, w'._, :: W.! + 02, w'3: m; + b…

(43 bis) M; %, My:
(J£—£ +

W“ôL«xfa’
MQ: «if£;’

“avec les formes de structure
(44) (L1, L2)=0; (Ln La)=°: (La; La): Lu
(45) (M1, M?) :O, (M1,M3):o, (M2, M3) :_ Ml.

La transformation (42) change les Li en

(46) (L1)=LII, (L2)=a3Lq—i—LÎN (L3)=L,3—Clng|;

et, par suite, elle change
, ()

À1=äî{+uocpa(u)La (a=1,2,3)
en

()./. - l’ I ' / / l !

% [uo(cpl+ a;;cp._.—— a2cp;,) — a2a3]Ll + (@+ u,0cpi)L._, + (“3 + uocp3)|,3.

On en conclut que l’on peut ramener X, à la forme

. (47) X1=Ë—‘Z+m(u)L.+uo(LQ—i—uL3),
en posant
(48) <?1+ u;;<p2— a—;<P;;:o, a’__, <p;;— l/{,<pgî:o, ul: $;,
et modifiant u0 en conséquence.

Par ailleurs, l’inversion
(49) W', = — W. + wma… w'._,: —— ng, cv’3: — w3

échange L; et — M,—; de sorte que si on l’accompagne du changement
de v en — v, elle change (47) en

—

(50) X2=3—‘£+n(V)M1—l—VO(M2—Vsz);

u0 étant remplacé par —— vo. On définira donc le faisceau ? par les
. . . ôf ôftransformations (47) et (50), Jomtes à X,:

ËÎo’ X.= ‘ÎvÇ‘
Journ. de Math.. tome XXI. — Fasc. 1, 1942.
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Le dérivé :"F’ sera, abstraction faite de ces dernières,
()f
à—u—+le, Q£+nM… Li+ul…, ML,—VM”;

de

et pour sa réduction à la forme canonique qui conduira à ]

associée à % , on pourra prendre l’intégrale complète fo
et un invariant de {

L._,+ uL3, M2 ,— vM,, }, soit.
wÎ—Z

—— 2 uwgcvx — uwvî—j(5!) x=u, y::v, 5=W1+'———————'2(u + v)

Le changement de variables défini par ces formules (1

X. et X…
[ w3+ vw._fi 2 1 W; —p=Xf5=nl—- —— , q::;X«_;:=n——— —i—
2 u+v 2 u-

ce qui conduit à introduire, à la place de z,

(52) ;’=2<fmrlu+ndv——z>.
On aura alors

—— w;,+ VW» f— wa — um
53 / ': ———' ': ————' '( ) \p u+v ’ ‘/q u+v ’

et s': X2p’= X, q' sera donnée, par exemple, par
S’ % ŸVQ W:{+ VW2 _ uW*_2- W:g _ \/(_/7

2t/P/ __u‘+v (u+v)‘-’ _ (u+t')’ _ u+v 
D’où l’équation E cherchée, (en laissant tomber les accent

2\Îtl ___æ+_)' (CN) 8—1—

C’est, au changement près du signe devant le radical
indifférent, le type (I) de Goursat,

2\/171_æ+_y(l) '
' s:

Le résultat auquel nous sommes arrivés ne dépend pa
de m(u) et n(v). En conséquence, nous supposons pour
calcul (invariants et intégration)
(54) m=0, n=o,
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c’est—à—dire
,- , )

. )
(DJ) X,=â£+m,(LË—l—ul…), ÀÊ=:—){+vo(M1—vMg).

D’après (53), on aura, pour r’= X.p’,
./ _/, ““— __\/P + ”o;

2\/'Pl
'— u + V

d’où les invariants de 5174 _et 5172 (respectivement), et de E,

+—’/1)—'a —«'0= +_\_q__.(56) uc: [_ _?
2vP æ+y 2v’q "H'3’
 

65. Passantà l’intégrationde C… nous allons réduire J‘", à sa forme
canonique. Le dérivé second :’Îg' est

(57) Q : 3—5, 521: L2+ “ L:“ L:};
dj
âzÎ,’

et Q en est transformation distinguée. Nous prendrons, en consé-
. . , . . afquence, pour variables comuguees deux 1nvar1antsde {()—u, L3 }:  

(58) a = w… on,: W:; W:; — wi.

On aura ,

X1oc : u… X,ao= uOu‘3, ou: Î£ÎÏ : W;;,

X1a1= nou,
.

ag:— ;äî’ : u ;

et l’intégrale générale de %, est ainsi
(59) w, :: acp’— cp, m_,: a, m;: <p, u :: 9”,

:p étant une fonction arbitraire de oc. D’après ce qu’on a vu pour le
passage de 29". à 5172, on en déduit l’intégrale générale de 572 en y chan-
geant u en — v, et en B, et cp(oc) en — $(B), les nouveaux wi dérivant
des fonctions (59) par l’inversion (49), ce qui donne
(60) W1 .: — ab, w2= — 5, “’n—_: .l ’, " = “l’,/'

l

D’après la théorie générale, il ne reste plus, pour avoir l’intégrale
générale de 5 , qu’à prendre pour les wi les seconds membres des
formules (41), où les ai seront les seconds membres des trois premières
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équations (59) et les b,— ceux des trois premières équations (Go), ce qui
donne

'

w=— —J+m— wz(61)
{

' ? " *3
” _ ,,

u = ? , v __ L,J .

w,.=oz—Ç3, W_«,=ç —ë—'.I«

D’après (51), (52) et (54), on en déduit l’intégrale générale de C…
qui est, après quelques réductions,

;

.1;: cp”, _1': Jp”,

(62) (a: — B)’œ”dg”+ ?.(œ — @ (t‘/qn"— o’:'/’) — (:p’+ 'b’)‘-’
5 = ' ,, ,, ' ‘ + 2 + .@++ @ %

66. Pour le type V de structure, le dernier à examiner, nous
prenons comme représentant le groupe des translations,
(63) =‘”+"H )J=_Ï+cn 5/=3+C::-

dont les formules de structure sont
(64) r, = a, + b,, C,: a: + b,, c;,= a;=+ b;,,

et qui est identique, par conséquent,à ses deux groupesparamétriques.
On a ainsi

‘ ()f .65 :M:__ =( ) L: ;
ôW1

(! l, 2, 3),

(66) (Lit Li—)——°a (Ml, Mi)—° (ini—1) 2: 3);

de sorte que le faisceau ? à considérerest
,_w w _w _

,W __ :
Àl—Bî+uoça(…Îva’ Xz—Æ+‘o‘iflz(llfi; (O‘—':2r3lv

x y y
37—— —, X =———

du° ‘ dv.,

On” ne peut pas ici faire disparaître les fonctions arbitraires.
On pourrait faire cp,: [, (p,: a, il},: I, +,: v, <p3 et tl); demeurant
des fonctions arbitraires, mais il est préférable de garder, sans aucune
particularisation, les :p,- et les 4),- pour la symétrie des calculs. Nous
supposerons seulement, afin de pouvoir simplifier ceux—ci, que les
wronskiens des (p,— et des 413 sont égaux à l’unité, c'est—à-dire
(Œ) 1mqwçgw=h 1mqmogw=u

(Î—Î,!,3) (l=')233)
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ce que l’on peut toujours obtenir en remplaçant u0 par u',,= X(u)u…
et co par V:, = lu.(v)v… et choisissant convenablement les fonctions Ma)
et p.(v).

.Le dér1vé 5’ de 537 est

Ël,â_f,Ô_f,ifîf.dfï _,du dv <””‘dw3£ % dog" duo’ dp0 (O‘—“2, )'  
Pour obtenir une équation E associée à 5, nous pouvons prendre

pour intégrale complète les fonctions u et v et un invariant du sous-
. d ' () ‘

faisceau complet <paî“j_—,
'

°‘àçTf;l
(«= 1, 2, 3). Nous poserons donc

(69) m=u, )'=‘V, s:w101 (d’—_l, 2,3),
avec
(70) 01=<92%—%% °-z=f?a‘lh—<Pi‘lüx 03=<91%—<P2%-

On a alors, pourp= X,z, q — X22, S= X2P= X1q7
,

__ dB,, _ ,, _ _
,, _ _(7!) p_waä, q_w1 dv’ s_naW (oc—1,2,3), 

d’où, par élimination des vu,-, une équation linéaire de la forme de
Laplace, que j’écris, avec les notations de Darboux (‘),
(75)

_
. s+ap+bq+c;=o,

et dont je vais expliciter les coefficients. Comme on a

de t , 00,1
r /

().—) 6h ; r I r(73) (I_ul = “Pi‘l’i_ <Pz'lm ; = <Pf'lJi— <P/‘l‘b ,,,, ,,,, = @:%— aol—vi.—
 

' (Il, i,j) provenant de (I, 2, 3) par permutation circulaire, elle se
présente d’abord sous la forme
(74) Ds—Ap—l—_Bp—Cz:o,

D, A, B, C étant les déterminants obtenus en rayant successivement
la première, la deuxième, la troisième et la quatrième colonne de la
matrice

d‘-’6;, Ô_Ü/, di}; 6dur)v du dv " (h=ly 2) 3):
   

(‘) G. Dmnoux, Théorie des surfaces, t. 2, Chap. I.
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que l‘on peut écrire, avec une notation que les formules (70) et (73)
rendent évidente,

(75) |<°P'H'“'>h <?'4J>n (W)/: (W)/«ll (h=h 2, 3)-

66 bis. L’expression de ces déterminants se transforme ensuite
comme il suit. Prenant, par exemple, le déterminant D, je le mul-
tiplie par le déterminant
(76) (<?<P'£P)=Dél-lw ty}, %] UI=1,2,3),
ce qui donne '

D<W'H'+"w -<<9<'«"M<WMW<WL
d’où
(77) ’D=“'fzwa'—ÏJfamp (1,3=1,2,3),
avec

(78) %Œî(u)=?2?iz—
‘?=;ç'._., ®2(u)=ÇP"‘Pi—Ÿl‘?in

®:;(ll):: (PiCPI‘J—Ÿ‘IŸ’Ü

(79) gw1(p)="i'î‘iish‘—ifz;'ë,
w2(v)=dfïi'j{It—+iäi‘in

. w… = +. +; — awa-
(_)n trouve de même

(80)
:

A :: —— (Par
11?“- H'Jîg‘b3, B : ç& ‘Fa \P3 03, C :_— (Pla IF,

"i/{3‘DÏÎ(z,$;|,2,3).
Si donc on pose   (81) E=?zw‘m G=+a(pa (a:!) 2; 3):

on aura '

()1 ”G 0 t(82) a:— g: , b=— ôl(î;r, _c=al;.

L’équation (72) se présente donc sous ce que Darboux a appelé une
forme réduite ('), qui sera la forme type cherehée
(Cv) s+ap+bq+cz=o, 

(') LOF. (W., |). 26.
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avec les notations (82), (81), (78), (79), et pour laquelle les hypo—
thèses (68) n’ont pas eu à intervenir.

Les invariantsh et I:, de Darboux, sont ( ')
02102G ô'2 loc—E3 / :— —‘, —_ _”.(8 ) ' dxd)' dæ1)_y

Calculons les invariantssuivants

__ _
02 log lt __ _

03 log [((84) h,—2h—À—“W) k1—2/A—h—W°
On a d’abord
(85) h G2= "iJ1®&"iJÉÜ(ij— ',bà‘DàgbgŒg (1,5 :l, 2, 3).

Le second membre de cette formule est le produit des deux matrices
<b', <Dî_, og,

'

(Di 02 (D::
.’H'fl % '+

'!ft;   
! Il' 'fl +.»

Les déterminants de la première sont \If. , ‘P”;_,, ‘P';,. Pour calculer ceux
de la seconde, il suffit de considérer le wronskien
(86)' Dét.}ç,— :p} ç','-i ('i:i,2,3).
Les (1),- sont les mineurs des cf, les (I)} sont les mineurs des cp}, pris en
signes contraires; les déterminants cherchés sont donc égaux aux (D,—,

d’après la théorie classique des déterminants adjoints, puisque le
wronskien (86) est supposé égal à I. On a donc, par (85),

Il G’= ç1‘l'1= E,
c’est—à—dire

E Il ._|CJ
’J1 lv«—

Par suite, d’après (84),

h __ E G dHogE +9()210gG1—2Ù5—Ë_ dxdy ‘t).L‘ôg' ’ 
et ce résultat est nul d’après (83) et (87). 

/(‘) h=%+ab—_c, A“: J—’ +ub— (?.
() ô_)'
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On a donc°afl‘aire aux équations de Laplace pour lesquelles les
invariants h, et lc. sont tous deux nuls.

67. Nous aurons une nouvelle concordance de la théorie de
Darboux, pour les équations de Laplace, et de notre présente théorie,
pour la forme de l’intégrale générale de C… que nous allons chercher
maintenant, toujours en supposant les conditions (68) réalisées.

Réduisons d’abord ."Ï°. à sa forme canonique. Son dérivé second €":
est .

df M’f. ôf___’ a()fl’a ' ()H‘a ’ (ll/0  
Q est transformation distinguée, et nous prendrons comme variables

. , . . à , () -
con_1ugueesdeux invariants de ça'È/‘ifl ça,—% :

, 501t
\

' 1 a

(88) oz=u, on,:w,®, (y=1, 2, 3).

Il viendra
X,a=i, Xîao=cvY®’Y=a,, X,a,=w,®Ç=oæ (y=1, 9., 3);

et l’intégrale générale de :‘T', sera définie par

(89) ‘V70ï=(P(u): WY®IY=CP,(”)7 ‘VYŒÇ:Ÿ”(l‘) (Y=1,2_,3):

<p(u) étant une fonction arbitraire.
L’intégrale générale de SF, sera définie d’une manière analogue,

de sorte que, d’après (64), l’intégrale générale de ."J" s’obtiendra par
l’éliminationdes a,- et b,— entre les équations

Wi: ai+ ""’ “Y®7: CP: “Y‘Dif: ‘?'» “Y‘Di: CP”:

(90) b.,‘FY: q,, qu"î{: ','J’, I).,‘Fî'r: d;”
‘ (ii./.:l’2’3)!

<p étant une fonction arbitraire de u et
211

une fonction arbitraire de c.
Pour en déduire l’intégrale générale de C… il suffira de calculer la

combinaison
(91) z=(),ci‘,=a,0,+b,0Y (\;:l, 9., 3).
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Or on a, par exemple,
(92)

,
a.{OY=Dét.lai <p,« «t,! (i=1,2,3);

et en multipliant les deux membrespar le wronskien des (D,—, on obtient
au second membre un déterminant qui se réduit à

(93) ç,®Ç(ç'$YŒY—WY‘D%) (Y=" 2’ 3)“

Or on a
'

- 71=(@zv7’—v/vê">+<v£vl—9)v'£>:

(h, i,j) dérivant de (I , 2, 3) par permutation circulaire,d’où il résulte
que le wronskien des (I),- se décomposeen deux déterminantsdont l’un
est nul et l’autre est l’adjoint du wronskien des cp}, changé de signe,
et aussi que <p,<I>Ç se réduit à ce dernier wronskien.Donc le wronskien
des (I),- est égal à — 1, et o.,ŒÇ est égal à 1; et l‘on a, par suite,

“Y OY= % “PY®i“ ‘?' “lJT‘DY' /
En tenant compte des notations (81), on a, en définitive, pour

l’intégrale générale de CV cherchée,

àG dE'.— ——' l————"L(94) —

°»°0æ <?G+vd), «eT,

cp étant une fonction arbitraire de x,
&lJ une fonction arbitraire, et E

et G étant les déterminants
(95) E=Dét—lvz al;—

'la-|, G=Dét-Id«z ç… … <i=wä>
(où les cp,- sont des fonctions de x et les <.I),— des fonctions de y), qui
servent à définir les coefficients (82) de C…

68. Il nous reste, pour achever, à calculer les invariants du second
ordre de ?. et de 375, qui sont aussi ceux des deux systèmes de carac—
téristiques de Cv. Reprenant les formules (69) et (7 I), avec les
notations des formules (75) et (76), nous avons

 (96) : =(WW% 1)= (map), ‘7 =(“‘?l’)
et nous aurons ensuite, pour r— X,p,
(97) r=(_wcp”««> + uo(<P<9'dz)-
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Le déterminant (cpcp’ala) est «115%: G. Pour calculer le déterminant
(wcp”<l;) en tirant les w,— des formules (96), nous le multiplions par le
déterminant

D=Dét-l(cp’dg)n (<?‘ll’M (WMI (’t=1,2,3),
dont la valeur est, d’après (77) et (81),
(98) [):—EG.

Onaainsi
dG// __: // /1 _ __(99)_ G(W<P $)——(<p <? v) Paæ

Reste à calculer le déterminant (go”go’<l»): A. Je lui substitue, à cet
effet, son adjoint

A’=Dél- |(Q"P)h (W”)h (<P"@')hl» (h =l7213);

et je multiplie celui-ci par le déterminant
'

WW =<Pa%=E—

J’obtiens ainsi l’identité
(100) A: iF <GÔ’E

dh
(JG),dÎ _

Æ: Î)ÎE

et j’ai, d’après (97) et (99),
_ (? _ i & &(101) u0_ G G2A+ G2 dæ

L’expression de vo en résultera, en échangeant E, G et a:, y.
On a ainsi, en définitive, pour les invariants'cherchés, 1 ôE‘

u__l_d(pG)_îô(ëd_æ>“_ G= dx E ()x ’

(102)

0<lÊÊ>
\

1 d(qE) : E dy


