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Les jbnctwns aléatoires du type de Markofl‘ associées\ ' ) ' - , o , . , .

.a certames equatwns lmeatres au.c derwees parttelles
du type parabolique;

PAR ROBERT FORTET
(Paris).

Introduction et sommaire. ,

Soit t une variable indépendante, par exemple le temps; nous considérons
les fonctions aléatoires (') X(t) du type de Markofi°, c’est—à-dire telles qu’il
existe une probabilité bien déterminée F(t, œ; 'T, 5) ne dépendant que de
t, a:, T(>l), E, pour que, si X(t)=x, on ait, à l’instant postérieur *: : X(T)< E.
MM. Kolmogorofi' et Feller ont montré (") que, sous certaines conditions de
régularité, F, comme fonction de t et x, est une solution de l’équation aux
dérivées partielles linéaire parabolique

du
_

dzlt du(I) L(u)=æ+ü([, .T)——-—l—b([)gp) a; =(),
de‘—’

dont les coefficients a et b sont liés à F par les formules

(2) 2a(t,æ)=lim
—'—f

(E— æ)2(lgF(t, a‘; ! +Al, 2), quel que soit ô> o,
Al—>0 At |g_..-|<ô

(3) b(t,æ)=lim li/l (i—æ)dgF(t,æ;t+Al,fi), quelque soîtô>o,
_ A1>oAt |E—.w-|<Ô

a(t, a:) est donc essentiellementîo. 
(’) La définition et les propriétés générales des fonctions aléatoires sont exposées,

par exemple, dans FORTBT, Sur la notion de fonction aléatoire (Revue setentzjique, 3,
1941, p. l).

__ _ _ . _ . _ h, (2) KOLMOGOROFF, Über die analytiscl ;@Wèfltfi_en tn der lVahrsc/zemlzchkeztsrec
—

nung(Malh. Ann., 104, 1931); FELLER, “r heQi‘îQ der stochastzsehen Prozesse (Math.
'

. Œ:J ".::, ,Ann., 113, 1936). +: _ .I«:» - : ,
. ‘ | _ ,, &, 25Journ. de Math., tome XXII. — Faso.%ægä\‘çp/
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Dans le présent travail, nous nous donnons l’équation (1), c’est-à-dire a
et b, et nous supposons qu’ils satisfont aux conditions suivantes :

Hypothèses :

oz. a(t,æ)=1;

@. b(t, x) et
(—î—æ

b(t, x) existent et sont bornés;

db . . . . . . .
«(. — satisfait a une condition de L1psclntz de la forme :

01°

à à .
àÎc

b(t+At, x+ Ax) —
â;—

b(t, a:) gA{|Azi“’+ [Aæ|‘H (o<ngi).

Du moins nous supposons ces conditions satisfaites dans un intervalle
T, gtng dans lequel nous nous plaçons une fois pour toutes.

Rappel de résultats. —— Sous ces hypothèses, M. Feller a démontré (3) qu’on
peut associer 'a (i) une fonction aléatoire X(t), du type de Markofi‘, unique et
bien déterminée, dont la fonction de répartition F(t, x; H:, E) est liée à a (ici
identique à i) et à b par les formules (2) et (3); F(t, ce; "t, E) s’obtient de la
façon suivante :

Posons :
(E—æ)*

‘ ——
e en:—t))([]) Un([,Œ;Î,E)=/=

2v1r(r-— !)
T +” -0 . -(5) Un+1(t7æiïyël= [ de b(p"/)laÿU"(l)’qiî’ëll U0(t;æipiq)dq'

Ona,pourn__>_1,
|Un(z,æ;r,s>|

9(6) à '
.

>—I
<a 'r—tnT—-lîîUfl(t, œ? —) €) ( ) ’

où et,, (indépendant de t, x, :, E, et >o) est le terme général d’une série
convergente; on peut donc poser

+o
(7) U(t,æ;r,E)=2U,,(t,æzr,ë). .

\
n=0

La fonction U ainsi définie est, en t, a:, une solution fondamentale de (1);
on en déduit F par la formule

E

(8) F(t,x; «, E)=f vu, a:; r,y)dy. 
(“) FBLLBRi loc. cit.
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U est donc, en €, une densité deprobabilité, et l’on a naturellement :

+71
(9) F(t,æ;r,+®)=[ U(t,æ;r,y)dy=r.

U satisfait à l’équation fonctionnelle

(…) U(t,x;r.i)=f U(t,æ;p,q)U(p,qaf,î)dq ' (t<lJ<f)-
On a, pour tout nèo,

(n) [ |Un<t,æ;r, €)ldîêan(T—t)ël

Enfin, comme fonction de P., E, U satisfait à l’équation adjointe (1)’ de (1) :

du à'2u @

—àî
_

?),—__, + —.— [l)(T, £)u] :O.(1') L*(u) :: :

Pour de nombreuses autres “propriétés qui nous seront moins utiles, nous
renvoyons au Mémoire cité de M. Feller. Nous utiliserons fréquemment, plus
ou moins explicitement, des propriétés des fonctions aléatoires, que l’on
trouvera, par exemple, dans notre Mémoire cité. >

Nous représenteronséventuellement les couples de variabks (t, a:) ou (P, E)
par les points de coordonnées (t, a:) ou (F:, E) dans un plan rapportéàadeux axes
de coordonnéesrectangulaires at, 0:19 ou ac, 05.

, Remarque sur les hypothèsesfaites. — L’hypothèse y est une hypothèse de
régularité qu’il faut bien adopter lorsque l’on est résolu à considérer l’équa—
tion (1), sauf à la remplafier par une autre plus ou moins stricte, mais fort
analogue.

(Quant à ou, il faut remarquer que le cas général a # 1 se ramène au cas par-
ticulier ici traité a = 1, en considérant, au lieu de la fonction aléatoire X(t),
la fonction

XU) dhY(t) =f /._—'—:1
0 \/ ”(£) h)

ceci sous des conditions assez peu restrictives pour a.
D’une autre nature est la condition B; elle influe essentiellement sur le

comportement de X(t), et si, par exemple, b était infiniment grand avec a:,
.la nature de X(t) pourrait être profondémentaltérée : c’est ce que font pré-
sumer certaines remarques de M. Bernstein à propos des équations différen—
tielles stochastiques (“), d’où il résulte également d’ailleurs que la condition ?»

pourrait être cependant un peu élargie. 
(‘) S. ‘BERNSTBIN, Les équations dt’fléœnlielles slbchastiques (Actualités seienttfiquës,

n° 738, p. 7. Paris, Hermann, édit.).



180 _
ROBERT FORTET.

Sommaire. — Dans un premier Chapitre, nous étudions la continuité de la
fonction X_(t); ce problème a déjà été étudié par M. P. Levy dans le cas parti-
culier où b = o (auquel se ramène le cas où b ne dépend que de t); on trouvera
ses résultats dans son livre : Théorie de l’addition des variables aléatoires
(Paris, 1937, p. 169) et dans son Mémoire Sur certains processus stochastiques
homogènes (Comp. Math., vol. 7, p. 283); le même problème a été étudié
dans le cas général par M. W. Dœblin dans une Note aux Comptes rendus
(t. “210, p. 705); le point de vue de M. Dœblin est un peu différent du nôtre,
en ce sens qu’il prend comme donnée la fonction de répartition F(t, a:; *:, E),
tandis que pour nous les données sont les coefficients a et b de (1); par ailleurs
les hypothèses faites par M. Dœblin définissent un cas un peu plus général que
le nôtre ("). Pour ce problème, notre résultat essentiel (théorème Il) généra-
lise les résultats de M. Levy et rejoint ceux de M. Dœblin. En ce qui concerne
spécialement la continuité locale, nous avons pu étendre à nos fonctions aléa-
toires X(t) un résultat très précis de M. Kolmogorol‘f{qui n’a pas, croyons-
nous, publié sa démonstration) relatif à un problème différent, mais non sans
lien avec le nôtre. D’une façon générale, le problème de la continuité localeest
en relation étroite avec le problème de l'absorption au voisinage de la courbe
d’absorption, comme on le verra dans les Chapitres suivants, et c’est dans le
Chapitre IV que nous en donnons une solution complète. Nous terminons le
Chapitre 1 par un paragraphe consacré à établir quelques propriétés peu
intéressantes en elles—mêmes, mais dont nous avons besoin par la suite.

Le Chapitre II est consacré aux généralités sur les probabilités d’absorption;
le problème que nous appelons de la diflusi0n avec absorption, en raison d’une
interprétation physique évidente, peut sommairement se formuler ainsi :

étant donnée une fonction x(t’), qui définit dans le plan (t, as) une courbe C :

x:æ(t’) dite courbe d’absorption, et sachant que X(t) = æ[æîæ(t)], qu’elle
est la probabilitéP_u(t, œ; :) pour que l’on ait, dans tout l’intervalle (t, T) (T > t):

Xtt’)âx(t’)i
Nous avons été conduit à poser ce problème par une remarque de M. Ville,
faite il y a quelques années au cours d’une conférence au Séminaire de Calcul
des Probabilités que dirigeait alors M. le professeurÉ. Borel. M. Ville avait
observé la relation qui existe entre le problème de la continuité locale de X(t)
(équivalent au problème de la loi du logarithme itéré, etc.) et celui de la
valeur de limË(t, œ; *:) pour x =æ(t); il émettait d’autre part l’hypothèse,

T—>t
très vraisemblable mais en somme assez délicate à prouver rigoureusement,
que P_C(t, x; 17) était, en (*:, a:), solution de (I). 

(5) Nous ne croyons pas que M. Dœblin ait publié ses démonstrations.
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Historiquement, le premier problème d’absorption qui ait été considéré
semble être le problème du scrutin (of. POINCARÉ, Calcul des probabilités, p. 21)
qui a été résolu par M. Désiré—André grâce à un artifice que M. P. Levy et
nous-même avons repris. Dans son Mémoire déjà cité (p. 320), M. P. Levy

'a traité le cas où x(t’) est constant, !) étant par ailleurs identiquement nul;
M. S. Bernstein, également, a envisagé le problème de l’absorption
[cf. S. BERNSTEIN, Sur la dlflltà‘i0fi avec absorption (Comptes rendus Acad. Sc.
U. R. S. S., i, 1934, p. 230)], mais toujours au point de vue, “différent du
nôtre, des équations différentielles stochastiques.

Nous avons d’abord consacré le paragraphe 1 du Chapitre II à montrer
que l’on peut, en toute rigueur, dans l’étude de X(t), adopter un point de vue
nouveau, qui se rapproche de celui de M. Bernstein, point de vue nouveau,
c’est-à-dire langage nouveau, qui ne change rien au fond, mais dont nous
avions besoin. Au paragraphe 2, nous définissons les probabilités d’absorption
et nous indiquons leurs propriétés les plus immédiates (continuité, etc.). Au
paragraphe 5, nous établissons, grâce à l’artifice de Désiré=André auquel
nous donnons ainsi sa portée maxima, l’équation fonctionnelle de Désiré—
André—P. Levy à laquelle satisfait les probabilités d’absorption, et qui nous
permettra de les calculer.

Le Chapitre III est destiné à prouver que les probabilités d‘absorption sont
solution de l’équation(1):, nous [’établissons d’abord dans le cas où la courbe

, d’absorption est à dérivée bornée, et nous étendons ce résultat au cas général
où la courbe d’absorption est seulement continue.

Il restait à déterminer les valeurs limites des probabilités d’absorption
quand on se place au voisinage de la courbe C; ce problème équivaut, comme
nous l’avons dit, à celui de la continuité locale de X(t); nous avons pu fournir
de ce problème, au Chapitre IV, une solution qui est, croyons—nous, la plus
étendue jusqu’à ce jour.

De l’ensemble de ces résultats, nous avons pu déduire, au Chapitre V,
des résultats relatifs à la résolution des équations du type (1); nous obtenons
en particulier un théorème d’existence qui dépasse largement les résultats
classiques de M. Gevrey sur cette question, ou même ceux obtenus par d’autres
auteurs; nous noterons cependant que les éléments d’une méthode assez
proche de la nôtre ont été indiqués par Petrowski dans un Mémoire que
nous citons. Le plus notable dans cette question est, croyons—nous, cette
possibilité d’appliquer avec un certain succès les méthodes du Calcul des
Probabilités à un problème d’Analyse pure. La raison fondamentale d’un
tel fait, dans le cas actuel, est la suivante : on connaît le grand rôle joué
dans le Calcul des Probabilités par la fonction de Gauss; or la solution
fondamentale de l’éequation de la chaleur est une fonction gaussienne, et
l’éequation de la chaleur est à la base de l’étude des équations paraboliques
linéaires.
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Les résultats principaux du présent Mémoire ont été résumés dans trois
Notes aux Comptes rendus, dont voici les références : Comptes rendus, 212,
1941, p. 325 et1118;213, 1941, p. 553.

CHAPITRE 1.

Étude de la continuité de X (t).

1. ETUDE DE LA CONTINUITÉ GLOBALE DE X(t).
THÉORÈME 1. — X (t) est continue en probabilité (°).

Pour établir ce théorème, il faut prouver que pour tout t fixe, on a

Prob{|X(t+ At) —X(t)
} <ô} >1— 7),

quels que soient 8 et 11 à condition de prendre !Atl < qu’un certain nombre
u(t)(>o). On sait, d’ailleurs, qu’en conséquence, il sera possible de
prendre p.(t) indépendant de t (pour un intervalle fini tout au moins) (‘).
Or la probabilité en question est

+: '\'+ô[ U(t,,, 320; t, )) [[ U(t,‘y}'; t+ At, :)ds]dy,

en supposant qu’à l’instant initial to, X(to)=xo, et que At>o; soit m>o
tel que

+… ——m[ U(£o; .r,,; t; )')d)' <
%» [ U(l… .ru; [, )‘)d_y <

%.

Maintenant, y étant variable entre — m et +m, je dis que l’on peut déter-
miner—pû) > o, de telle sorte que

,-+6

UU: .)'i t+AÊ,Z)dZ>I——
-2-._y—ô

En effet, puisque U =E U,, et que d’après(7)et (11)
n=0

\+ô °°

72f |U,,(1,y;1+At,z)ldz<Ty—ô n=| 
(°) C’est-à-dire stochastiquementcontinue, selon la terminologie de Slutsky.
(") Cf. SLUTSKY, Sulla teoria degli funzioni aleatorie (Giorn. d. [st. Ital. d. Attuari,

1937, p. 183.) »'
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pourvu que At soit assez petit, il suffit de montrer que pour At < u(t), on a

4

Or, ceci s’établit directement très facilement. D’ailleurs le cas de At<o
s’étudie de la même façon sans difficulté.

.

‘

Nous allons d’ailleurs évaluer avec plus de précision la quantité

y+ôf Ut>(l,$;t+At,;)ds>l_fi. \—\
3'—5

[ U(t, …r; [+ At, )')d)',
l)“—-t‘l58

avec At> o et en prenant 3: c \/4 Atlogà, où c est une constante > 0 quel—
conque. Dans ce qui suit, A désigne une quantité bornée, qui n’est pas
forcément la même d’une formule à l’autre, ni dans une même formule quand
elle y figure plusieurs fois. Nous poserons

Go= Uo(t,æ;t+At,y)dy, Gl= U,(t,æ;t+Al,y)dy;
|y—xl g 5 |_v—.r| g &

G:= Uz(t;iï;t+Ahy)dy, G.”): En>2Un(t)æil+Ati.}/)dyi
|J'—ælgô ly—wlâô

_

de sorte que la quantité à étudier est Go+ G, + G._,+ G;. De (7) on déduit
… immédiatementque

(12) G3=AAci.
On a  l _(_s'—.rl’

Go: __ f e … dy,
2\/TEAt |y—.rIËÔ

ou, en posanty =æ—l— JÎA£.u,

  (13) Go: ;—f 6—75 du il — —A—Al”’.
\/2TE 1 l 0 !lylê“\/ “USE o°A—t

Évaluons maintenant U. (t, a:; t+ At, y) d’après la formule (3).
On &

(r—q)‘

%
Un(p, q; t + At, y): Ü—_y:%e_m)°; TE(t + At —p)

Nous poserons

p=t+pAt et q=py+(1—p)x+Vfltp(_l——pÿu;
il vient

_v—m*'

e m:
VE!” [f+fl

(J’—9) “”;: ]t 't At, =—=__ d b , —C du .U1(,æ, + y)
2\/TEAÊ4\/7Ïo

? __
(P q) 1—p
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Mais
y—q=(l-p)(J—Œ)—\/2At(l—p)pu;

de sorte que (J'—“'

(14) Ul(t,x;t+At,fy)=82V;Â7[A(v—x)+A\/ÂÎJ.
. Nous aurons une évaluation plus précise en posant y = x + v \/2 At, soit

 
q=æ+pVËÎJ;J+VQÀ£p(1—p)u

(mais dans l’intégration par rapport à q, seul u est variable); en tenant compte
de nos hypothèses sur [) (voir Introduction), on a

MP; ‘1) =pb(l’, 1') + %
b(]), q’)(V'ëv+ \/1 —pll>\/2Atp,

Ô , _ÔÎ)(p,J=) ‘l" i
) __ l1‘ _ ‘l"

56b(p,q)———ôæ +A9 NP«+V1—Ml (WMP),
où

q'=æ+9<\/ëV+Vl—ptl)\/2Atp avec o<6<l.
En tenant compte de ce que

» n’ +» _ u‘ +: _z_4_'f ue ’du=o, f e ’du= zfle ‘-’du=\/21r,
_m —l> —»

il vient
(»—J')‘

\/A_t_e_—_nu

2 11: 2\/1:At

 
(15) U (t, .11; t+At,y)=—

; vf b(p,æ)dp+2\/iîÀt(fi—1)
1 1+‘l‘ ! !+‘F

><f —-—àbgîxlpdP'+(2Atï’—f ?
"" d?

0 0

><f Wo»—u=>wav+v_x—pul“fe‘?du.
 

Comme
e__(\‘——fl'bAl! '(uu’e—1) dy: A‘/log—Al“,‘' |y—.rlâô

q.

G, = A \/log
Ti“:

At…‘+ Az” ? og,

   
on obtient  
avec

+ao v‘ 1 ‘.’_+‘V . "‘

G;=Af e—Îdv[op
- dp :A9W(v-—u2)I\/pv+V1—__pulue-du].

Il est clair que
| G; | est bornée, et finalement

.

‘
‘

'

q;

(16)
_ G,=A‘ /1ogAltAuw+Am’f=.
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Po'ur évaluer U, et G.,, nous partirons encore de la formule (3), mais pour‘

dUéviter d’avoir à éval11er 7—5, nous remarquerons que, d’après la formede U0 et
celle de U exprimée par ( 13), on peùt intégrer par parties dans

+:
[…àb

ÏÎ—q
U1(1': Qâ.5+ At: J’) Uo(b: æ;p, q)dq,/

ce—qui donne
-_w— .- 1’+oa

dd
—' & _b( _

_” — 2 ftp—
 

Nous poserons comme précédemment
p=t+pAt, q=py+(1—p)æ+V/2Atp(l—-plt.

En tenant compte de (13), on voit aisément que l’on a

e_()_;‘,
(17) U2(t, a:, t+At, y): ———[A(y—æ)-+W“A7(y—æ)+Am].

2——\/7rAt

Mais cette évaluation est insuffisante pour le calcul dé G. On voit
facilement que le terme fU.àô—q

b(p, q)U0dq donne dans G des termes

de la forme AAÊ Il reste donc à évaluer

f =°U.b<p‘.q>-—ÏU dq=l

Or, en se reportant à ( 14), on voit que U1 se met sous la forme
(."—7)’

€_t(!+Al—p)

zV2n 2\/7r(t+Al —p)
><[A1(y—q)-ÿ A(y—_q>+Aly—ql“w+ AM],

 U1(P) qi t+At} J’):

avec ,
1 .

=f b(PU q) 5191; p1=1)+Pl(t+At—P)'
0

On vérifie facilement que les termes provenantde A (y — q)”, Aly — q [“W,
3 . . _

. A At donnent dans G, des termes en A .At“. Tout se rédu1tma1ntenanta évaluer
(v—zr)‘ w—1P+n _—(}_q)(q_x) eHz(t+At—p)et(p— !)J= Ab , __f_., 1 (P ” (I’—t) V(p—t)_(t+At—p)d

  
A,.b(p, q), c0mme fonction de q, est dérivable et admet une dérivée bornéé,
donc se met sous la forme

> ‘ K(P: æ)+A(q_æ)x
Journ. de Math., tome XXII. : Faso. 3, 1943. .' 24
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où K(p, x) est une fonction bornée; or le terme A(q—x), porté dans J
puis dans G,, donne pour G_ un terme de la forme A At?",d’autre part K(p, a:)
peut dans J êt1e sorti du signe d’intégration; il reste alors une intégrale qui
s’évalue facilement par les changements de variables indiqués; ce qui donne,
en posanty=x+ V2At.v, et K désignant une constante

KÎ7-—A_t
22(" _!)P(I_P)’

où l’on conclut que  
.'\

(18) G2= A \/log ALI
At”"'+ A Atî.

(1 1), (12), (15) et (17) donnent alors

A(19) G=1— At"'+ AAt‘“‘, 
log L

At

oc désignant un nombre > 0, < —’-, c‘—’ et ’—P—-

2 2

Supposons alors c> 1, et soit B>o, <a et gc2— 1. Partageons l’inter-
valle (t, :) quelconque en 2" parties égales, par les nombres

t'(1‘ —— t)to=t, ..., ti=l+ 2"
, . . . . t:»: T,

et considérons l’inégalité

(zo) lX(t”)—X(l’)lêc(/4(t”—t’)logtflîly'

pour des valeurs t’, t”(t”> t’) quelconques de l’intervalle fermé (t, 1).
K désignant une constante, la probabilité P,, pour que ( 18) n’ait pas lieu pour
l’une ou l’autre des valeurs de i lorsque l’on prend t’: t,—, t"= t… est

< K

\/5 al‘”,

d’après (18). La probabilité P que (19) ne soit pas vérifiée lorsque l’on
prend t’ =t-, t”=t… pour l’une ou l’autre des valeurs de z et pour l’une ou
l’autre des valeurs de n > r est donc

(21) ‘

P<K2Vn—lzfi"’n>r

où le second membre est infiniment petit avec ;
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Soit X,,(t’) la fonction égale à X(t;) pour t: t,— et linéaire pour t,—î t’ét °(+41

quand l’inégalité (19) est satisfaite quel que soit i pour t': t,-, t”: t…, on a 
(20’) |Xn(l”l—X"(t,)lgC\/A(fl_tl)logt”+fl’

quels que soient t’ et t” pourvu que t”— t’< t… — t,—=
-21,,- En tenant compte

du théorème ], et d’après des remarques que nous avons développées dans
notre Mémoire cité, il résulte alors de (20) que presque sûrement les X,,(t)
sont des fonctions également continues, qui convergent vers X(t) qui admet
nécessairement le même module de continuité que les X(t). Ainsi :

THÉORÈME Il. — La fonction aléatoire X(t) est presque sûrement continue, et
plusprécisémentquel que soit le nombre 0 fixe > 1 , on a presque sûrement 

|X(t”) —X(t’)l<c\/ûlt”—t'llogfi>—
|

pourvu que |t”— t’] soit inférieur à 'un certain nombre 8 indépendant de t’ et t”
(mais aléatoire).

“Par contre, si c<1, on voit facilement qu’il existe presque sûrement des
intervalles (t',t”) aussi petits qu’on le veut pour lesquels (19) est non

f réalisée ( ° ).

Extension. — Le résultat du calcul précédent peut s’exprimer ainsi
soit p(h) une fonction positive définie pour 11 > 0 et telle que ]hlogç(h_)| soit
borné on a

p( h)
V— logp(h)

où «est> 0, A2 borné indépendamment de a:, t et h, A. borné inférieurement
et supérieurementpar deux nombres positifs indépendants de x, t et h. Alors,
la condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait presque sûrement

(22) Prob { | xu + h) —X(t)
| _> \/—'—'4h logp'(h)' si X(t)=x } = A. + A.;/t‘”, IX(l') —X(t”) lît/— 4! l'— l”

[
|0gP<l t'— ‘” |):

quels que soient t' et t” pour
|
t’— t”

|
assez petit est que

' - P(h) _23 lm———____———’ )
z‘:hV—logp(h)

ce résultat s’établit facilement en tenant compte des remarques généralesque
nous avons faites ailleurs (" ). 

(") Cf. P. Law, Théorie de l’addition des variables aléatoires, Paris, 1937, p. 168.
(°) FORTBT, Sur la notion de fonction aléatoire (Rev. Scient., février 1941).
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2. ETUDE DE LA CONTINUITÉ LOCALE DE X(t). — t étant donné, quelconque mais
—fixe, on peut se proposerd’étudier la rapidité avec laquelle X(t’) tend vers X(t),
lorsque t’ tend vers t_ D’après le théorème 11, cette rapidité est au moins celle
indiquée par l’inégalité

IX(t')—X(t)lâc\/4ll’—tllog% <c>n>.|t’—t|
Mais le théorème Il établit ce fait quel que soit t; en supposant t fixe, on

peut espérer obtenir une limitation plus stricte pour |X(t’) — X(t) [. Ce
problème peut être traité par les méthodes classiques de MM. Khintchine,
Kolmogorofi‘, P. Levy (“’) pour les questions de ce genre. Mais ce problème
de la continuité locale entre dans le cadre général des problèmes d’absorption,
qui sont dans ce travail notre objectif principal, et c’est seulement dans les
chapitres suivants que nous en donnerons une solution assez complète.

Nous allons cependant établir un résultat que M. Kolmogorolf a démontré
dans un autre cas; nous ne connaissons pas sa démonstration, qui n’a pas été
publiée, à notre connaissance; il est probable qu’elle ne diffère pas beaucoup
de la suivante. '

Soit p(h) une fonction >o, définie pour h>o, et tendant mohatonement
vers 0 avec h, et telle que

-F ___—
(24) ' j … dh <+ oo (p > () quelconque).

Il estpresque sûr que l’on a, pour t’ — t > o et su_fisammentpetit, 
_

IX(t’)—_X(I)ISV—4(t'—l)logp(t'—t),
dans l'hypothèse où X(t) a une valeur déterminéeæ'quelconque.

Posons p(h): 39(h); Ç(h) satisfait à (24); étant donné : >t quelconque,
posons
(25) t r ' ‘ ' ‘= . . . . — =— _ !° ’ ' t,…-t tn—t t….1—t —logp(tn+1—t)

Dans le cas où p(h) présente des discontinuités, la détermination de t,… à
partir de t,! peut présenter une difficulté, qu’on lève facilement en modifiant
légèrement le choix des t,,; on remarque que t,, tend vers t en décroissant.
En posant h =% et 1I"(_K):

ë<ä>a
( 24) s’écrit :

f“W(K>V—logW<K)dK<+œK !
1 ,

,. 
(1°) Cf. P. Law, Théorie de l’addition des variables aléatoires, Paris, 1937, et

-_KHINTGHINB,A:ymptotische__Gesetze. .. (Ergebn. der Math., 1934).
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IF(K)t/—
K'Og‘F(K)où la quantité à intégrer tend mondtonement vers 0

lorsque K tend vers +œ ; il est facile d’en déduire que (24) entraîne que
P(ln— t) ,(26)

ZÇ/_———_10gp(—_t—_u—I)<+œ’ ' ’

Soit L un nombre quelconque, mais fixé, et t’ un nombre quelconque de
l’intervalle (t,…, t,,); on a évidemment, {3 désignantun nombre > o quelconque,

Prob { X(t,,) — x < L— Ç\/t,,—t,,…, sachant que X(t’) -— a:: L}
gPœb}Xét,,)—æ< L— BV!—,,—t’, sachant que X(t’ ) ——æ=L },

où la seconde probabilité peut être bornée par un nombre positif ç, qu’il est
'
inutile de préciser, mais dont on noterak'qu’il est indépendant de L, t,, et t’, et
qu’il est certainement < 1 si B est assez grand. Le principe des probabilités
composées montre alors» que

[ Prob { X(t,,) — x < L —
@ \/I,,— r…, sachant que X(t’) — x atteint la valeurL

au moins une fois dans l’intervalle (l…… t,,)" } <q).

‘Or soit M,, le maximum de X(t’) —æ dans l’intervalle (t,…, t,,); il y a une
probabilité égale à 1 pour que X(t’) soit continue, donc pour que la valeur M,,
soit atteinte au moins une fois par X(t’)—œ dans l’intervalle (t…… t,,); on a

.donc d’après ce qui précède, et en prenant L: M,, donc en considérant M,,
« comme connu

, Pbob{X(zn)_æ<M,—Wtî—ÎZ}gç.
'

soit maintenant M un nombre quelconque et désignons par E l’événement

X(£n) _ -T > M _
@ \/[n_ ’n+t-

__

On a évidemment
\

Prob { E
} êProb }

M,,> M} >< Prob
}

E, sachant que M,,> M}
et aussi

’

_

,

Prob } E, sachant que M,,> M
}

g Prob { X(t,,) — a: > M,,—
@ \/l,,— t,,…, sachant que M,,> M}

’

21 —— Prob { X(t,,) — œ < M,,—
@ \/t,,— t,,…, sachant que M,,> M }.

De ce que la limitation cp est indépendante de M,, résulte facilement, par
application du principe des probabilités composées, que

Prob{X(t,,)—x< M,, —— Ç\/t,,—- t…… sachant que M,,> M }<<p

et par suite - .

Prob} M,,> M ;
g

1_—l_œ
Prob { X…) _ .’æ> M — e\/z,— :… ;.
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Toutefois ce raisonnement suppose que les diverses probabilités qui inter—
viennent existent et satisfont au principe des probabilités composées, ,ce qui
n’est pas évident, mais sera établi au Chapitre Il; nous l’admettrons provisoi—
rement, et nous allons calculer Prob { X(t,,) — x > M —

{%
Jt,,— t,…

} à partir
de (22). Pour cela, soit 0 < oz'< a. S’il existe une suite (h,,) tendant vers 0 en
décroissant et telle que

P(Il,;) < h}‘+w,
\/— logp(h,,)

(23) est ”satisfaite par {>(h) et le théorème est établi; il reste à examiner le cas—

où, quel que soit le (assez petit), on a

__9‘").... zm+a'.
V-— logs… “

Dans ces conditions le second membre de (22) peut s’écrire
p(h) ,

V— loth)
où A est positif, borné inférieurementet supérieurementpar deux nombres >o;
on a alors, en prenant M : \/— 4(t,,— t) logê(t,,— t) et d’après (25),
 

BI «
,_ _- 3+W_—l)

Pr0biX(’n)_—T>M—BVIH—In+ilgA _P(tn t)e ‘
k3

=P…
* “”‘°gP“"—“l“=îW—_nl

D’après (26), XP,, est < +œ; on a donc presque sûrement, pour tous les n
Il

supérieurs à un certain nombre (aléatoire) n0 : 
MnSt/—— 4(1,,— !) logÿ(t,,——t).

Mais je dis que si t,…Ë t’êt,,, on a v—[,un—-t)logp(zn—t)gv—4u'—t)!ogp(z'—z),

ou, ce qui revient au même

_
(t,,—t)logÿ(tn—t)g(t’— t)log(t’—t),

ou
(27) (t'—tll—logfltn—tfl+(tn—t')[—10gë(tn.—t)lê(l’—t)l—l0gPU'—ê)l:
(27) sera vérifiée si

("— t)[—10gë(tn—t)] + (tn— t’) [— log“p‘(t,,— t)] g(fl— !) [— logp(t…— t)]
ou '

'
-

: F(tu—t)(t'—t) log P(tn— :) Ë(tn_ ”) [“ logÿ(t,,— t)]:
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qui sera vérifiée si, puisque _3(h): Sp(h),

(t,… — t) log?» = (t,,— t,…) [- logp‘(t,, —- t)

qui s’écrit d’après (25)
— leo—(t — t)

| 32 ___°P__"___og “ — logp(t,,+1 —— !) —— 1
’

qui est vrai, car le second membre est, asymptotiquement, ; 1.

Ceci établit le résultat annoncé; le problème se pose alors de savoir si la
condition (24) est nécessaire pour ce résultat; nous le résoudrons dans un
chapitre ultérieur (Chap. IV).

5. QUELQUES PROPRIETES DE LA DENSITÉ DE PROBABILITÉU(t, a:; "C, E). — 1° Daprès
(7), (4), (13) et (16), on voit que U(t, œ; :, E) peut se mettre sous la forme

(E—rrl’
. _1__(-—1)

U(z,æ;æ,5)=”“/3—( )13[+A(—æ)+A\/AÎ+A(?_æ)?+A\/A7?—æ)+AAz]+AVA7.T_l
Laissons alors t, :» fixes, faisons varier : et E; si |E—æ] reste g\/-_—t,
(Ë—æ)’ 1

e _“‘“" reste 26 Z:, par suite il existe un nombre oc>o et absolu, tel que,
pouræ— tâa, on ait

U(t, x, “L', â)> >0,
\/r_—C— l

' où c est un certain nombre absolu. -

La condition |E—æ|êÿ-.—téquivalant à dire que le point (=, E) reste
intérieur à une certaine parabole, on voit qu’à chaque point (t, x) correspond
un certain secteur parabolique dans lequel (contour compris) U(t,æ; T, E)
reste > 0. Donc sur toute parallèle à l’axe des :» d’abscisse : telle que
?: — t<a (P>t), U(t, a:, 't, E) reste > o tant que [E— æ| ne dépasse pas \/" —t.

Supposons maintenant que po… un t’ Compris entre t et "C, U(t, a:, l',y)
reste >o pour |y—x|<m (m >o), soit s> o et <m, supposons:— t'êoc;
comme U(t',y; 'T, E) reste > o tant que |E—y]ÉJÎ—Î; et que

 
. +»

U(t,æ;r,E)=f U(uæuty>U<zæy:r,a)dy,

on voit facilement que U(t, a:; :, £) reste > o tant que

[E—;x]â(nt—ë)+\/r—t'.
Soit maintenant une parallèle à l’axe des a: d‘abscisse T(> t) quelconque;

” Partageons l’intervalle (t, ’t) en n parties égales par des nombres . r —— tto—=t, t., . . . , t,,-,, t,,=w; posons :At, et prenons n assez grand pour
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que At soit à la fois {i et gaz. Remarquonsque
+œ+» +70

U(tsæir:£)=f d)" dy2”f dyn—î U(l,æ;t,,)fi)
>< U(th )'13 t2; )'2) - - - U ('n—1, )’n—1ä 7, E)-

Alors en utilisant la remarque précédente utilisée (n—1) fois, en prenant
& = At, on voit facilement que U(t, x; ”L‘, 5) reste > o tant que

lE—ælës/Ü+(n—l)wA—t—Ail

Mais la quantité qui est au second membre étant infiniment grande avec n,”
on obtient le résultat suivant :

THÉORÈME III. — La densité de probabilité U(t, x; :, E) est > o et non : 0
quels que soient t, x, T, €, avec ': > t.

2° On a vu [formules (4), (14),( 7)] que pour n< 3, U,,(t, x,,,
E)est de

la forme
_(E—1l’

C
Sfr—l)

2\/TE(T—I)

où iu,,[ est borné supérieurementpar une expression de la forme

2A|g—æ|r.
l‘=0

Il est facile de voir que ceci est vrai quel que soit n, et l’on peut faire des

(171) U,,(l, æi7’E)= ”HU; æ;T,E)! 
remarques analogues pour:%,U,,(t ac; 't, €). Il en résulte que

UU; 1'; T; Î°°)= â—ÈU(t, æ; ?, ioo)=o

et que les diverses opérations que nous ferons par la suite [intégrations par

partie, dérivations sous le signe f] sont valables, même dans le cas de
domaines d’intégration infinis.

'

3° U(t, x; «:, E), comme fonction de ’t et E, satisfait à l’équation (6), qui est
du même type que l’équation (I); à ce titre U(t, x; «:, E) peut être représenté
par le développement
(7') U<t,x;r,£)=2vz(t,x;r,z>,
où l’on a

_

((l') . U;(t) Œ;T, E)=U0(ty Œ;T, €):
*” db ,

' (5’) U,‘,+,(t,æ;f,E)=—fdpf_æ“[b(P,Q)ä—ôq
U,‘,(I, w,p,q)+ —(—';q)U,',(t, æ,p,q)]

>'<Uo (P, 9: ?, E)qd-
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Ôn établit, en suivant les méthodes de M. Feller, que

lUî.(t, æ;‘r, E)l

 

6, n _t%)( )
|%u…,…,g>

<a“ )

etque
+» "

(n') [ |U;<t,æ;r,5>|dx<an(r—t>ï

et en calculant comme au paragraphe 2
(E—n')‘

e—
L(r—— [)  

(lâ') Uî(t, I:; ‘L', E): _“=[À(ê—JJ) + AMT—t].
. 2\/1r(r—t) .

__(E—J')’
. e “"”

.
——(l7') U;(l, x; T, ê)= =[A(ê—Ï)Ë—r A\/T —‘l(ë—Œ)+A(T—t)],

.
_

. 2\/n(r—t)
etdemême

* (E—.r)'

là ,’ e—Ü?” A(E—.v)'—’ A(r——æ) , _
28 ——U t, ;,*= __ A ;— +A+A -.—t ,(

> (,a .< ærç)_ NW_£)[ f_. W_£
+ <

@
Vr ]

' ' .
_(E—æ)‘‘t—t)

—-— 3 ',C_. 2

(29) ÈU;(t,œ;r,;)= e (

[
A(E x) +A(_) _L-)

03
”

: 2\/1r(r—t) "'—5 \/r—t
+A(5-æ)2+A(g_æ)+A\/Î—î(g—æ)+Afi—î].

 
.- 4° La convergence des intégralesf ”U (t, ac; *:“, y)dy est uniforme par

rapport à (t, a:; 't) tant que t, x, : restent borriés; ceci résulte de ce que la
+» -

série 2f [Unldy est uniformément convergente, et de ce que les U,— sont

de la forme (17, ).

5° RappelOns un résultat de M. Feller (loc. cit., p. 139) : pour nèo, on a

Il—l
!3

‘ +°° " \
\_ __ _ f< _(0) L |ôxun<z,æ,r,â)|dgl=an<r t) ,

“où et,. a la signification habituelle. On peut établir de même que
__ -+_,

02 T
, ,,_2__,

.(31) f Êbn(t,x;r,E)ldgâd,,(t—t) .
_œ

En effet. (5) donne
«) ï +” à . (?
—U….,(t, a:; t, E) : dp b(p, q)—D,,(p, q; r, E) ——Uo(t, .z_‘; p, q) dq.
dx [ _” dq da: .

_

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 3, 1943.
* - 25
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Comme
'

a
_

@
ÎZU°(tJ 58,12, 7) =_

%
U°(£) æi I’: II)»

on peut écrire

0
«Ta;

n+ t; i“: — d ) h F) q » U” P) qi Z, €) | b( ’) )‘ Un :(; ,E,

X Uo(t, w; 1), q)dq;

. , . . à“ , , .une nouvelle differentiation donne
-ôx—.

U,… (t, x; :, E); le procede de recurrence
de M. Feller permet alors d’établir (31). Les opérations à faire sont valables
sauf pour les premières valeurs de n, pour lesquelles on procède à une
vérificationdirecte. '

6° THÉORÈME IV. — U(t, x; 't, 5) ainsi que F(t, œ; "., E) sont dcs_fonctions
continues du coe_lficient b, uniformément en 5.

Nous voulons dire par là que si l’on prend deux valeurs de b, soient b et
b+e(t, x), satisfaisant toutes deux aux hypothèses que nous avons posées
dans l'Introduction, et auxquelles correspondent deux valeurs U et Üde U, on a

limlÜ—Ul=o, où s=bsle(t,x)l.
->o

D‘abord, si l’on pose

Ùî<n x; r, &) — u…, x; :, £>= un<t, x; n a),

 

°na
+ — '

‘
lunlgeuM".Çî—_Q.—

1‘<*)2(32) !
"__!

|£ufl gëdhln(—TL%:—'y%)
où M et ou sont certaines constantes.

En effet, supposons (32) vérifiées jusqu’à n, et montrons qu’elles sont vraies
pour n + 1 . Partons de la formule (5); elle nous donne

Un+l= Un,—H + T! + T2,

avec
T +50 àn=f dpf b<p, %; un(1’; « 1, g)U.,u, …), q>dq,

[ —oa

? +0 0_ .

T,,=f dpf €(p, q)à—qUn(p, q; ?, 5>Uo<t, æ;p, q>dq-
( —ae



LES FONCTIONS ALÉATOIRES DU TYPE DE MARKOFF. 195
On a immédiatement, avec (32),

M"(r — t);
1‘ (E) E

2 2

et comme on a nécessairemént [d’après (6); cf. FELLER, loc. cit., p. 131]

|T,[gœh

IU"(t’ "” T’ …
<

aM"(t—— t)n%
ÈÜ_ [ -*

E

=
1‘

n
,

ÔJ) "(JŒa—y )\ (5)
où M peut être supposé le même que dans (32), ainsi que ou; on a aussi

M”(T—t)è

1‘('l>fi2 2

_. Il—la(r—t) 2
.

_
- Ê % ” Nl"+l(T—t) !

l“n+l(tyxiT)E)lge_r_(î;>_i:h(‘_1)+(T_l)
lM

Sia—WÎ—JF
2 2

si l’onaprisMê(lz+1)Jc—L
'

De même, ona
«)

äÎz:

|T2lË51

On aura donc    
—- ô , r !Un+1(t: æi 7) €) : Ô—ŒU”(t’ xi 7) €) +T1+ F2

avec ’ +” a a[_ *_ . __ 1 ..T,_[ dpf_æ b(p, (”(M U,, (p, q, ‘t“, E)dæLo(l, .z , p, q)dq,

Y +» à — ()'_ ', . .. ]T2—
[ dP[_æ

E(P) 'Ï)()q Ln(]'} q7 ') £)(ÏJ: Lfl([: L!1)) fl) d‘];

et l’on Obtient aisément des limitations analogues aux précédentes. Il suffit
alors, pour établir (32), de vérifier (32) dans le cas de n= 1, ce qui se fait
sans difficultés en reprenant les changements de variables de la première
Partie (p. 184).

On pourrait même établir un résultat plus précis que (32); nous n’en avons
pas besoin ici : de (32) résulte le lemme annoncé, en ce qui concerne U(t, x; "t, E);
pour obtenir le même résultat pour F(t, x; :, E), on établit les limitations

+co (T‘—t;
[… llcn(l;Œ;T;ElldîîëaMRI-Î;Ï+_)l),2

[1—1

(r—t)‘—_
’

r<fl+l>2

—0-’=> a
>

.[ lô_æu"(t’ Œ;T, £)ldEÊSŒM"

ce qui se fait aussi sans difficultés.
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CHAPITRE II.
Généralités sur les probabilités d'absorption.

l. NOUVEAU POINT DE VUE; RAPPROCIIEMENT AVEC UN POINT DE VUE DE M. S. BEBNSTEIN.
— Soient t et 't deux instants consécutifs fixes (?> t); soit (ta) une suite
dénombrable d’instants de l’intervalle (t, ’t), partout dense dans cet intervalle;
et pour fixer les idées, supposons que les t,, soient les nombres dyadiques

£;(T—t) [q=1,2,.…;p=o,1,2,....z'l].

Aux (t,,) faisons correspondre une suite d’axes de coordonnées OA . , GA,, . . . ,

OA… . . .. Une suite de nombres réels a,, a,, . . ., a,,, . . ., considérés comme
des coordonnées par rapport à ces axes, définit un point M dans un espace que
nous appellerons E. Supposons'que X(t) :d), a: étant un nombre fixe donné.
Si l’on pose

a,,=X(l,,) (n=1, 2,...),
le point M devient aléatoire. Sa loi de répartition dans E est déterminée
entièrement et suffisamment par la connaissance de la fonction de quatre
variables U(t,, x,; t,, ce,); ce point a été établi par M. Kolmogoroff
(KOLMOGOROFF, Grundbegnfle der Wah1…schemlzchkeztsrechnung Ergebntsse

der
M.ath,Berlin, 1933, p. 24); voici ce que cela signifie:

Il existe un certain corps d’ensembles borélien K, constitué par des sous—

ensembles e de E, parmi lesquels E lui-même; nous disons plus loin comment
K est défini;

Pour tout élément e de K, la probabilité Pr.(M C e) = m(e) existe; -

/

La fonction d’ensemble m (e) ainsi définie satisfait aux axiomes classiques qui
définissent les probabilités(voir ces axiomes, par exemple, dans Kowocoaors,
loc. cit., p. 13); en particulier, m(e) est complètement additive; en raison de
ses propriétés, m (e) peut être considérée comme définissant une mesure dans E;
d’où la notation m (e).

Pour définir K et m(e), on définit les ensembles cylmdnques dans E:
nombre fini quelconque de coordonnées a,, a,}, . . . , a,.” de M définissent, dali1s

l’espace euclidien E,, à 1) dimensions, un point M; lorsque M est assujetti à être
situé dans un ensemble mesurable-B ; de E,,, le point M correspondant décrit,
dans E, un ensemble dit cylindrique e. Ces ensembles cylindriques jouent le
rôle des intervalles dans la théorie de la mesure de Borel; leur ensemble est
un Corps? , dont K est l’extension borélz‘enne. On a évidemment

Pr. (M C e) =Pr. (M C E),
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si c est cylindrique; et Pr. (M cé) évidemmentexiste et s’évalue sans difficulté
à l’aide de U(t,, x,

;;
t_,, $,); si, par exemple, (? est défini simplement par le

fait que a,,= X(t,,)f’f'_ 5, on trouve immédiatement que

P1‘.(MCe)=Pr.(MC8)=FU, a“ Îmç- ,

Considérons maintenant l’espace E’ des courbes continues F : x = ::.-(t’),
définies dans l’intervalle (të t’êc) et satisfaisant en outre aux conditions
(a) æ(t’) est uniforme;
((,) æ(t)=æ

(de sorte que toutes ces courbes sont issues de la même origine.)
Il résulte du théorème Il que, sauf peut—être si M appartient à un certain

ensemble a de mesure nulle [m(a) : o], la donnée de M détermine une courbe F
unique; réciproquement d’ailleurs, une courbe [‘ détermine toujoursun point M
unique; cette correspondance entre M et I‘ est définie par

a,,=æ(t,,) (n=r, 2, .)
On en déduit immédiatement que l’on peut définir dans E’ une mesure :

soit e’ un sous—ensemble de E’, e l’ensemble des points M correspondantaux
courbes F de e’, e’ est dit mesurable si c est mesurable, et l’on posera

mes.(e’)=m(e).

Pour simplifier, nous écrirons : mes.(e’) : m(e’). Cette définition est
acceptable, parce que, si c est un ensemble mesurable de E, l’ensemble mesu-
rable e+e.e définit dans E’ un ensemble 6’ également mesurable, et l’on a

m(e’)=m(e—es)=m(e),
puisque m (s) = o.

Il faut en outre remarquer que la mesure ainsi définie dans E’ est une loi
de probabilité, c’est—à-dire Satisfait aux axiomes classiques sur les lois de
probabilité, en particulier m (e’) est complètement additive, ou encore satisfait à
l’aæiome de continuité (cf Komocoaorr, loc. cit., p. 13). Ce sont des propriétés
que nous aurons souvent à utiliser, explicitementou non.

Ainsi l’étude de X(t’), dans l’intervalle (t, *:) et sous l’hypothèseX(t)—_ a:,
peut être envisagée sous un nouvel aspect: on peut imaginer que l’on joue
à— un jeu consistant à choisir au hasard une courbe F parmi toutes les
courbes de l’espace E’, selon une loi de probabilité déterminée; la probabilité
que I‘ possède un caractère déterminé sera définie si l’ensemble e’ des courbesl‘
possédant le caractère en question est mesurable, et alors la probabilité en
question sera précisément m(e’).

La mesure ainsi définie dans l’espace E’ dépend évidemment de la valeur
choisie pour le coefficient b; nous mettrons ce fait en évidence dans les
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notations, en disant que e’ est mesurable—(b) et en appelant m(e’), que nous
noterons m(b; c’), la mesure-(b). ,

t’ étant un instant quelconque de (t, T), considérons la formule
‘

(33) . y(fl)=æ(fl)-f b[t”,æ(t”)]dt”.

Elle définit dans l’espace E’ une transformation T; pour étudier T, posons

(34) Z(t’)=.æ(t’)—y(fl)=f b[z”, æ(t”)]dt”

qui peut s’écrire

(35) Z(t’)=f b[t”, )'(t”) +Z(t”)]dz”.

Lorsque y(t’) est connu (et continu), cette équation intégrale qui, vu les
hypothèses faites sur b, peut être étudiée soit par la méthode d’approxi-
mations successives de M. Picard, soit par la méthode de Cauchy—Lipschitz
(cf. Gounsn, Cours d’Analyse, t. II, p. 374 et 39), détermine, et d’une façon
unique, Z(t’) et par suite æ(t’) : de sorte que T admet une réciproque T”‘,
T et T“' transforment donc E’ en lui-même. On remarquera que Z(t’) est
nécessairement dérivable et à dérivée bornée. -

Ceci étant, nous allons énoncer et démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME V. —— Si e’ est un sous—ensemble de E’ mesurable-(h), T(e’) est
mesurable—o, et l ’on a

m(b; e’) =m[o; T(e’)];
et réciproquement.

On peut observer dès maintenant, et l’on vérifiera plus précisément par la
suite, que cet énoncé nous rapproche du point de vue de M. S. Bernstein
dans sa théorie des équations différentielles stochastiques [voir la référence à
la note (4)]; nous lui empruntons d’ailleurs sa méthode, on notera toutefois
que nos hypothèses sur 6 sont moins strictes que les siennes.

Soit l’équation IÎ(u): o obtenue en faisant b = 0, c’est-à—dire

du dau _(36) Î(u)=-äî+-Ë_o
et soit Y(t’ ) la fonction aléatoire associée à cette équation, considérée dans
l’intervalle (t, ”E), et avec l’hypothèse Y(t): a:. La formule

(37)
,

'

Y<fl>=X('fl>—f b[t”, X<t”>]dt”
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ou, symboliqueinent,

(37') X(t’)=T“'[Y(t')],
définit dans l’intervalle (t, €) une fonction aléatoire. On a

THÉORÈME VI. — La fonction aléatoire X(t') définie par (37)' est du type de
Mar/cafet associée à l'équation L(u): o.

'

Il est clair que ce théorème VI, d’après ce qui précède, entraîne le théo—
rème V : car si, conformémeht au théorème VI, il revient au même de
choisir au hasard une courbe F selon la loi définie par U(t,, x, ; t,, x,) ou
de choisir “d’abord une courbe I” sel0n la loi définie par

_ [ __(.r,—:r,)*
U t 3: ;t2, æ2 : ——e "”F’“=U ! ,æ ; la, x(i} 2 )

2\/7r(t2_[1) 0(1
1 2)

qui est la densité de probabilité relative à Y(t’), puis d’en déduire F par la
formule r_— T—' (T');

il est clair que pour savoir si e est mesurable—!) et évaluer sa mesure--b,
il suffira de voir si T(e') est mesurable-o et de prendre sa mesure--.0 C’est donc
en définitive le théorème VI que nous allons démontrer.

1" partie : X(t') est du type de Mar/caf. — Il faut montrer que la loi de
probabilité de X(t;_,) (avec tg> 1.) ne dépend que de t,, 12 et X(t.) : or

(38)
,

X(t2)—X(tÙ=Y(t;.)—Y(n)+/’b[t’,X(t’)]dt’.

La loi de répartition de la variable aléatoire Y(L_ )—Y(t.) ne dépend
que de t. et t,; et dans l’intégrale n ’interviennent que les valeurs de X(t’)
pour des instants t'>t,, mais non antérieurs à t,, la propriété en résulte. On
peut dire aussi:

iAppelonsT' la transformation T relative au cas où t: t,, T = t,, a: = X(t,)
(nombre déterminé); posons

Y'(t') = X(t1)+ YU') — Y(ta);

Y’(t’) est associée à L(u)=o, et prend la valeur X(t,) pour t’=t,. On a
donc

X(tg): T'—1 [Y’(tz)].

Si nous prouvons (ce sera l’objet de la 2° partie) que la variable aléatoire

x… =T—*[Y(r>]
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a pour loi de répartition F(t, a:; f:, €), il en résultera z'pso facto que la loi
de X(t,), X(t,) étant connu, est F[t,, X(z,); t,, E), quels que soient t.,
X(t,) et t,; soit une loi qui ne dépend effectivement que de z,, 132 et X(tl ).

2° partie : la fonction de répartition de la variable aléatoire X(T)
est F(t, a:; 1, E). — Ce point acquis,le théorème VI sera bien effectivement
démontré; or :

Opérons une subdivision de l’intervalle (t, F:); par exemple, partageons—le
en 2” parties égales par les points

[ .

tni=t+a—I—l(T—I) (l=0, l,...,2”);
nous poserons

? — ;At :A’”: T'
Y(t) étant la fonction aléatoire précédemment définie, nous considérons les
variables aléatoires X,,(t,…—) définies de la façon suivante :

X est choisie aléatoirement suivant une loi de répartition F(æ) pourvue,
en x, d’autant de dérivées continues et bornées qu’il sera nécessaire [nous les
désignerons par f(x), f’(œ), f”(x), ...]; X,,(t,…) se déduit de X par la
formule

'n,l
xn(zn,.)=æo(z)+Y(z…)—Y(t)+ b[z’, æo(t)]dt’,

[

où x.,(t) désigne la valeur effectivement prise par X. De même, on obtient
X,,(t,,yi+.) à partir de X,, (t…—) par la formule

‘ ln,i+i
Xn(tn,i+1) =æn(tn,i) +Y(In,i+1) _Y(tn,i) “l'f b]ll; 'Ïn(tn,i)] dt}

’n,i

où x,,(t,,_,—) désigne la valeur effectivement prise par X,,(t…,—); et ainsi de suite
jusqu’à X,,(T). Posons

Pn(£n,ii j’) : PI" ] Xn(tn-Î)gy ]“ '

On a évidemment
’ l,", !

[7'1_-Tc(ll—f bll'.æofÏ)ldl'][    +°° +'° e_ bAl
Pn t,, ; = [ .I‘ dæf _ d . . .( ,. y)

__ _f( )
__) _ “,… y.

'°—'t . _ ln”. '
7_- - ( '

:

+“ [L‘]
- nf’n,1—l)

>/l‘n,j_—1b[lv
nUn,;—lll “]

Xf e bAt d)“.. 2 \/71' At }

! ,;
[D'i_ænlln,i—tl—fn blt'sænlln,i—llldfl]ltn,i—l

fye AA: dy”…
>< \.. 2 TEAt
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Nous désignerons par p,,(t,,),—;'y) la dérivée en y de P,.(t,…-; y); dérivée
d0nt l’expression est évidente d’après la formule précédente. On a donc la
relation de récurrence

[u_-_f:"+ b[twifi]
(3 ) P (: )

f.+m
( )fî'e un dIl n,î+ ;

' = !: tn,ii 5 __ u.9 '
1 )

_œ
P

_… 2\/7r_At_
 

La formule (39) peut d’ailleurs recevoir une autre forme; posons
u’

v T_,’ ln,i+1 '

®(v)=f e__du; [ b[t’,z]dt’=p(z),
_”\/27î ln,i

Pn[tn,z+ny]=f p [t…- :]®[%fi]dz
P,.[t,,_;; ;]@(üfi> +

 
(39) donne

 
  

  
\/2At “_,,
_[.v—z—p(zW

[MP lt 18
”'

[ <>]d+ n n_i;:' “"'—_“— I+P’Z Z
_» '

2\/7rAt
’

où, en posant v=z + p (2)
… [.v—v1!

3
,

P +WP [ ]e_
AA:

,

n t,, ; =“ " tn.ii Z _ V’ .( 9) [ ’… y]
£… '

2\/7tAt

Admettons momentanément ,que p,,[t…,—, z], pjt[t,,,,, ;], pl[t,,f,, z] soient
bornés en module par des nombres M, M’, M”. On tire de (S)', en posant'

——“_”'p'n{P,.[t…; Z] = Pn[t…; y] + (: — y)pn[tw; :] + [n,i; 5]+( —6y)——pä[tn,i;y+0(z—y)l,
%(4°) Pn[£n,i+h _Y] _ Pn[£n__i; J’] + P(.Ï)P,nlln.ia j’] _ P;l£n,ii J’] At: A At_'

Or, on a aussi la relation
( ,,. [_y_z—pz '

.+=° {‘ bAt ‘

[” tn ; = n tni+ ;
’ :] P"lt"-Ï; Z]-——_—_—dz.(41)

_
n[ ,… y] 1) l -

11

il _, 2\/7tAt
Si l’on pose

M,—=
b._s. |p,,[t,…—; :]l, M}=b.s [p',,[t,,_,—; :]], M'}= b._s. |p',',[t…;z]|,

.
'

. 9(lu) donne immédiatement
(42) M… 5 M,(1 + k At) (h constante positive),

d’où ‘
,

'
M;__<_ M0 e'”m-‘ (limitation indépendante de n).

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, x943. _
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D’ailleurs, on tire de (41), par une intégration par parties
J“;"ï—œ ) »..\I

(43) Pi'ltn,i+i i.Ïl=f ’lPiz(ln,li :) (::)2+I)n((r1,5;5)5:](/_=d9.
+a ').‘/7ÏA

Remarquonsque \
1zj,=———,—=1—':+”z.…,I+P… p( ) p < >

::‘,=[— p”(z)+ zp’(s)p”(z).…] [] — p'(z) +p"2(z). . .]
\

Nous admettons zci l'hypothèse supplémentaire que b(t, z) admet une dérzbée
seconde bornéc en :; alors p’(z) et p”(z) sont de l’ordre de At, et (43) donne

M;,, gM,—A At + M; (I + A At), '

d’où l’on tire pour M; la limitation
(44) M;g M'0

eh:…,_

h n’est pas forcément le même dans (8) et ( 10). On tire de même de (43)
+œ

(45) PZ[1n.r+a;)’l=f l1'n(!n.z; :)=I.“+ 31)'n(tn.i; :)z1,:5
_(_r—vl'

… e ‘A:+ p,‘ (t…; :) ;, ]—-dv.
. 2\/TEA[

 
On a donc :ÎÏ=‘*A.A1, si l‘on admet que b (t, 2) a une dérivée troisième bornée
en :, "nouvellc hypothèsesupplémentaire. _

'

Ces résultats établis, nous pouvons conclure comme M. S. Bernstein dans sa
théorie des équations différentielles stochastiques, que P,,[T,y] tend unifor-
mément pour n—+ oo vers une limite indépendante des subdivisions (b…),
soit P (t, y), satisfaisant à l’équation

(46), %P(w>+b<r.y>‘%P<r.y>—d—‘jÏ—.P(r.y>=a

Nous allons montrer que X ('t) a une loi de répartition déterminée, qui est
précisément P (1, y); soit F(ft, y) la probabilité pour que

X<r>5y
‘

et dont l’existence n'est pas assurée. Considérons :

P,,lr, y—-e] et P,,[r,y+e] (s>o quelconque).

Considérons les cas [c’est-à-dire les choix de Y (l’)] pour lesquels on
a Xn(w)gy — &; néglige‘onsceux de ces cas pour lesquels on n’a pas, quels que-
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soient t’ et t",
IY(t’)ISM; 

(47), [Y(t”)-—Y(t’)|ê2\/4lt”—l’llog—Wl—fl—l pour lt”—-t”|<ô.

La probabilité des cas ainsi négligés est inférieure à un nombre p(M,'8)
indépendant de n qui tend vers 0 si, simultanément mais indépendamment,
M tend vers + ooet 8 vers 0, d’après le théorème 11. Dans les cas non négligés,
la quantité x,,(w) définie par la relation de récurrence

æn[t……]=xn[t…]+[Y<zn.,—H)—Yun.in+f”“…, æ,.(tn_z)ldt'

tend lorsque n —> + ce vers æ(c) défini par

æ(r) =æ,(t) + Y(r) — Y(t) +f b[z’, æ(t’)]dt',

uniformément quel que soit le choix de Y (t’). Il suffit
‘

de se reporter à
l’exposé de la méthode de Cauchy—Lipschitz par M. Goursat [cf. Gounsn,
loc. cit.] pour le vérifier en tenant compte de (47). On peut donc écrire

P"lT’ ), _ El _[)(M) ô)êÿ(f, J’);

de même _P(n y)âPn[r, J’ + 8] +p(M, 6),

dès que n est assez grand; n tendant vers + oo, on a

(48)
.

P(f, y — e) —p<M, 3)êl_’(f, même y + a) +p<M, a).

En faisant tendre M vers + oo , 8et 3 vers 0, les deux extrêmes de (48) tendent
vers la même_limite,/P(æ, y), ce qui établit l’existencede Î’(f:, y) et montre
que P(%y)=P(*—,y)—

_

Nous allons maintenant étudier P (: + At, y) pour At peut; comme
[+Al

X(t + At) : X + [Y(z + A!) — Y(t)] +f b[t’, X(t’)] dt’,

on a en posant  Z=X+[Y(t+At)—Y(t)] et =bs|b|,
Prob.[Z5y—hAt]âP[t-Æ—At,y)âProb.[zêy+hÀtl.

Or
v.

/

Prob.[:Su]=f+mF(u—v) e_Îdv._
-… 2\/fi'At

Donc
\ / V’

+°° ;î&
Prob.[zgyihAz]=f F[y—vihAt]

2J1:At
/

dv.  
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Posons '

F(y—vilzAi)=F(y)—(Vi/iM)f{)*—G(VihAi)]
' et rappelons que par hypothèse |f| est borné; on en tire immédiatement que

Pr.ob[< @ +hA/]=F(')+AVÀî.
Par suite P[t+At,y] tend vers F(y) lorsque Az tend vers 0 : telle est la
condition aux limites à laquelle satisfait P (P., y) en tant que solution de (12).
Or nous connaissonsune solution de (12) satisfaisant à la même condition aux
limites, et qui est, comme P(c,y), une solution régulière (‘ ') de (12) dans le
domaine : > !; c’est

(49) F(T;J’)=f— d$f_ f(:l')U(l. rr; T, :)(l.r

_f—Î,f(z)(lJV[—LU[I.:r (l:=f—Hfll)l‘(l sr; r,y)dæ
1;

=
|

]? (ae) F((. .T; r, ) ) 1_,_

——f(:

F(.I')fiF(l. .1'; ?, )*)(11.
-—t

(49!) . F(f,)):—[ F(.')I F,(l .1; “t‘. _)*.)(ll‘.

L’identité de P(:, y) avec Î5(7, y) est immédiate [cf. FELLER, loc. cit.,
p. 134]. Nous avons donc pour P (*:, y) les expressions (49) ou (49’).

Supposons maintenant que X, au lieu d’être aléatoire, ait une valeur
certaine déterminée a; X(c), que nous noterons alors X,,(c), aura néanmoins
une loi de répartition déterminée F[t, a; P., y]; nous allons en démontrer
l’existence et en chercher la valeur.

Prenons deux Valeurs initiales distinctes a‘ et a,, imaginons un même choix
de Y(t’), et soit Aœ(t’) la différence des valeurs de X,(t’) et X,(t'), corres—
pondant respectivement à a. et a2 au même instant t'.

Une formule approchée nous donnerait, pour des instants successifs (t,)
partageant l’intervalle (t, 1),

Aæ<z.—..>=Aæ(z->+[…:w x.<:.>1—blz',x.u.>izdfl

=Aæ(")+fi…d%b x ((,)+0[X5(z,—)-X,(l,—)]}Aæ(z,)dgl.

Si donc K désigne b.s. (%Ûb(t, æ)l et M;b.s.lAx(t,—) |, on en déduit rigoureu—
 

sement :

(50) M…; M,(1 + KM), M,g
| a2 _ a. |

e“. \

(“) Au sens de Gevrey et Feller [cf. Gsvnsv, Sur les équations aux dérivéespartielles
du type parabolique (Journ. de Mai/:., t. IX, 1913, p. 305 et 19)].



LES FONCTIONS ALÉATOIRES DU TYPE DE MARKOFF. 205

D’ailleurs la limitation (50) est indépendante du choix de Y(t) et de la
division (t,-).

(,,—_”):
I _

' .
c "’ - en prenant a assez pet1t,et enPrenons alors f(x): , 

2 rc_a

négligeant des cas de probabilité < et, où et est aussi petit qu’on le veut, X est
aléatoire mais compris entre a—e eta + &, où a est aussi petit qu’on le veut.
Les choix de Y(t’) qui rendent X<c)îy — se"T rendent nécessairement
X,,(1)2y : donc
(51) Prob.[X(r)5)' —— sc“l —— ou g Prob [X”(T) 5y],

de même ,

(52) Prob. [X(r) ;} + 56“] + 1ËProh[ X,,(r)î)'],

Les_premiers membres de (51) et (52), si l’on fait tendre a, a, ce vers 0, tendent
vers la même limite : F[t, a; :, y], ce qui établit l’existence de Î‘(t, a; 1,y)
et en donne la valeur; ce dernier résultat établit le théorème annoncé; mais
il convient de remarquer qu’il n’a été obtenu que moyennant des hypothèses
supplémentaires sur la nature de b(t, x);_ nous allons nous efforcer de les
lever, et pour cela nous utiliserons le théorème IV (Chap. I, g 5, 6°).

— Supposons alors que b (t, a:) ne possède pas de dérivées seconde et troisième
' bornées en a:, mais soit {b‘"’ (t, cc)} une suite de fonctions possédant de telles

dérivées et tendant vers b uniformément quels que soient t et œ; soient XZ(1)
les variables aléatoires qui leur corre5pondent comme il a été dit précé—

demment; pour un même choix de Y (t’), et en posant

En=bs |
ou, a:) — W(c av) !,

ona
|X,,(æ-) —- Xîî“(?)lâën(f—t)-

En reprenant un‘ raisonnement déjà employé, on établira facilement que, quel
que soit a > 0, on a, pour n assez grand, \

F'F‘[t, et; T, y — a]gProb.[X,,(r)5y]gF…‘U,a; T, y+ ou],

F""(t, a; 't”, y) désignant la loi de répartition de XÇj(c); en faisant tendre n
vers + oo, puis et vers 0, on trouve donc que X,,(:) a une loi de répartition
déterminée qui est F[t, a; *:, y].

2. DÉE’INlTIONS ET PROPRIETES GÉNÉRALES DES PROBABILITÉS D’ABSORPTION. — Soit
une courbe C dans le plan (t, x) d’ordonnée æ=x(t); nous supposons que
dans l’intervalle (T. , T,), x(t) existe, est borné et de plus continu. Supposons
X(t) = a:; nous avons montré ailleurs (f”) que les trois "probabilités 

(”,) FORTBT, Sur la notion de fonction aléatoire (Rev. Scient., 1941, 3, p. 1 etÙsq.).
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conditionnelles [c’est—à—dire évaluées dans l’hypothèse X(z)= w]

130 (t, a:; r) : Prob. {
X(l’) g x(t’) dans tout l’intervalle ! g t’gr },

PC (t, x; ‘t) : Prob. {
X(t’)<x(t’) dans tout l’intervalle t<t'êr },

(Dc (t, w; 1') : Prob. {
X(t’)=æ(t’) au moins une fois dans t<l’âr}

existent lorsque t<"t et x<x(t) (”). Lorsque ": tend vers t, ce sont des
quantités non croissantes ou non décroissantes, elles ont donc des limites que
nous considérons, conventionnellement, comme Ï).;(t, x; t), Pc(t, a:; t),
<Dc(t, w; t).

Il résulte alors du théorème Il que [x < æ(t)]
®.;[t,æ;z]=…; P.;(l,.r;I)=Î’.;(l,J';I)=1.

P.;[t, a:; :] est aussi la probabilité d’avoir X(t')<x(t’) dans tout l’intervalle
fermé tât’îæ; et <Ï>C[t, x; *:] est la probabilité d’avoir X(t’)=æ(t’) au moins
une fois dans l’intervalle fermé t_£_t’î:; ou encore c’est la probabilité que la
plus petite racine (ît) de l‘équation X(t’): x(t’) soit gt et St. On a d'ailleurs

(DL—[t, x; ?] =1— P(;(t, .z‘; t).

D’autre part, ÎÂ;(t, x; *:) garde un sens et se définit sans difficulté spéciale
dans le cas limite où a::æ(t). .

Par contre il semble impossible de définir directement P,;(t, x; 1) et
(DC(t, ac; *:) pour x = x(t); on peut opérer comme pour æ< æ(t), c’est-à—dire
considérer des courbes C,l définies par des fonctionsa:,.(t’ ) telles que

x,,(t)=æ(t); æn(t’)gæn+l(l’)<æ(t); lim x,,(t’)=x(t'),
n+œ

et poser
PC“, æ(t); ?] : lim Ë;__[t, .r(t); ‘t].n)=b

Mais la limite 'qui définirait ainsi Pc[t, œ(t); 't] pourrait dépendre de la
suite des (C") choisie.

On s’en convainc en remarquant que, si l’on pose

æ,,(fl): x(t') _ en(t’—'t) (z'— t), e,,(h) > 0, po…— h > 0,

on pourra toujours trouver une fonction e(t’— t) > o et tendant vers zéro avec t'— t plu\s
vite que n’importe lequel des e,,(t’— t) (d’après un résultat classique de la théorie de la
croissance), de sorte que la courbe

y(t’) =x(t’) — e(t’— t)(t’— t)
aura toujours au moins un point au-dessus de n’importe laquelle des courbes C… 

(”) Cette existence est immédiate quand on se place aux points de vue du paragraphe 1
de 08 Chapitre. ’



\LES FONCTIONS ALÉATOIRES DU TYPE DE MARKOFF. b207
Toutefois, remarquons que si C est une courbe continue arbitraire définie

par x(t’) avec
î(£)= $(t), î(")<—î(£'h

et si l’on a
'

C ‘… æ<t); =] =Ê[c …); f],

ou sera conduit à admettre que P,[t, æ(t); .) a une valeur déterminée qui se
' confond avec celle de P[t, æ(t),] (”). D’une façon générale, d’ailleurs, il est

à présumerque, pour x < æ(t), on a

P,;(l, œ; r)=Pc(t, .r: ”:),

. quoique ce résultat ne soit pas évident; nous l’établirons rigoureusement un
peu plus loin.

Lorsque x: x(t), on peut définir en outre la probabilité
ÎL;[t, x(t); ?] =Prob. {X(t’) êæ(t’) dans tout l’intervalle tgfgt}.

Nous poserons alors les définitions suivantes :

Si Pdt, æ(t), tr]:1,
C sera dite supérieure en [t, æ(t)];

Si lIc[t, x(t); t] =1,
. JC sera dite inférieure en [t,æ(t)];

Si Pdt, x(t);r]: I_Ic[t, a:(t); ?] = o, C sera dite séparatrice en [t, a:(t)].

Les résultats déjà exposés dans ce Mémoire et ceux qui vont suivre
établissent la possibilité de ces trois cas; la question se pose de savoir si
d’autres cas sont possibles; la réponse est négative (voir chap. IV).
“En adoptant les points de vue du paragraphe 1 du présent chapitre

(espace E’), en raison de l’axiome de continuité, nous voyons que, si (C…)
désigne une suite de courbes continues définies par a: = x,,(t'), et telles que .

x,,(t’)êæ(t’); lim æ,(t’)=x(t’).
on a, non seulement _ _

Pc,.(5, xi T)Ë Pc(t; JJ; 7);

mais aussi
lim PC_(t, æ;’r) =P,;(t, a:; r).
II.—>=:

Nous utiliserons diverses remarques de cet ordre.
Le calcul de Pc et de PC est le problème fondamentalde l’étude d'une d{fl'usion

avec absorption le long de C. Nous les déterminerons en fait à partir de (I) .

Quand nous nous intéressons à PC, PC, (I).; comme fonctions de 1 seulement,

nous les noterons simplement P(T), P(7), ‘D(æ). 
(“) Cf.,Chap. III, p. 221 et Chap. IV, p. 237.
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Il résulte de nos indications générales du paragraphe 1 que si nous
partageons l’intervalle (t, æ)(æ>t) en 2" parties égales par les nombres

T—t . .t,…-= t + —2—n—l, et S] nous posons

>< U Un,2"—u )"2"—1 ; 7: Ï) d}'1 d)'2- - - dyz"—1 d)“;

les F,,(1) décroissentavec;î et tendent vers F(ft); si l’on pose

J’l’u,1l -"lln,1"—1l

Fn(tÿœi1)=f --.f U(£7 *”; In,!) _)1)

X U(‘n,2"—U )'2"—1â ’:‘, )') d)'1 d)'z - - - d}'2"—i,

lesÏ;,, sont nou’croissants lorsque n tend vers +œ, donc tendent vers une
limite Î)(t, œ; 't, y); mais il n’est pas évident que cette limite Ï>( t, x; 't, y) est
indépendante du mode des subdivisions pratiquées sur (t, *:); c’est-à-dire
qu’en employant d’autres nombres que les dyadiques t,… on obtiendrait
peut-être une autre limiteîf(t,æ; 1, y); en réalité cette indépendance peut
être démontrée, mais nous n’en avons guère besoin et laisserons ce point de

côté; d’autant que nous retrouverons, au Chapitre V, la quantitéÎ)(t, :o; ft, y)
indépendamment de tout mode _de subdivision de (t, 't“). En tout cas, on a

0550, a:; @ y>sfin<t, a:; @ y>SU<n w; 1, y),
(53) __ æ<=>_ .

P,.(t,‘x; ?):] pn(t, x; ?, y)dy.

Donc, par un passage à la limite légitime
.r(1)

Î5(t,x;r)= FU;Œ‘B.Y)‘Ü’-
——æ

Plus généralement,si nous posons, dans l’hypothèse X(t)=xîx(fi,
- P.,—(!, :le; 1', y): Prob. {X(t')gæ(t’) dans tout l’intervalle tât’<f; X(‘t)êyêæ(‘t) }-,

'

définissant ainsi une nouvelle probabilité d’absorption qui nous sera souvent
utile, cette probabilité existe, et l’on a

Pc(t, x; 1', y)=f pc(t, x; ?, y)dz.

Signalons en passant que, d’une façon analogue, nous aurons aussi à
-—.considérer a Î

‘

Pc(t, :_c;_‘t, j)=lärob.{X(t')<x(t’) pour têt’<r; X(r)êyâx(r) },
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_
probabilité calculée comme toujours dans l'hypothèse

’

'X(t)=æ[<æ(t)]. ’

Cette probabilitéd’absorption existe.
Observons maintenant que, d’après le théorème 11, si l’on a |æ(t’ )—x| > a

quel que soit t’ dans l’intervalle (t, 't), on a

(54)
. I——lfl;(t,æ;î)îê,

'pourvu que f: — t > n(s, on), où 71 est indépendant de t, x, *: et de la courbeC.
Soit Ar > 0; on peut écrire '

_ 7(Tl _(55) P,;(t, x; ‘L' + Ar) =f fi(t, a:; r, y) P(r, y; 1'+ Ar)dy.

Ceci résulte du théorème des probabilités composées, ou s’obtient
directement par passage à la limite sur les 1Î, et les 5… On a de même

».:r(T— À?)

(55') Ïîc(tyæ;T-'—AT)=j Î(h$;T—AT,)')F(T—AT,Ï;T)dÏ-

'Onadonc'
(56)

’
'

. Fc<t,æ;r—Ar)—Fc(t,æ;r>
r(t Ar;

_ _=f p(t,æ;r—Ac,y)[1—P(t——At,y;r)]dy.

Soit m un nombre inférieur à la borne inférieure de æ(t’) dans l’inter—
‘ valle (T,, T,) et tel que l’on ait

‘<57) « f vu. sa: =—Ar.y>dy<e.

quel que soit ”t‘—AT; un tel nombre existe d’après une remarque du para-
graphe 5 du chap. 1. D’autre part on peut trouver un nombre … indépendant
de T tel que pour AT< …, l’oseillation de æ(t’) dans l’intervalle (ft—A., 't)
soit <<»; en prenant œ assez petit, on pourra trouver un nombre n>m
et <æ(w) — co., tel que

. ,z-(t—ÀT) -

(58) f U(t, x; r—Af,y)dy<ç,

quel que soit AT < ‘t]. . Alors, quand y varie dans l’intervalle (m, n), la diffé—
rence æ(t’ ) —y reste supérieure à æ(fr) — œ — n = a > 0, quel que soit t' dans
l’intervalle (ft-— AT, 1), on peut donc, d’après (54), trouver un nombre
n(e, ou) >,o tel que AH: < n(s, a) entraîne ’

(59) 14Ÿ(r—A1,gr';r)<s.
,

Jean. de Math., tome XXII. — Faso. 3, 1943. 27
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(57), (58) et (59) avec (56) entraînent que

1—3(t, se; 1“ — Ar) ——Ÿ(t, a:; 7:) < 35.

Supposons maintenant que l’on remplace la courbe C : æ=æ(t’) par la
courbe CiP : x=æ(t')ip (p >o); … ne sera pas altéré; oc sera remplacé

_
. ., . ‘ . oc . ,

par «ip, s1 lon astre1nt p a etre < ? la difference æ(t')——y, lorsque y
. ‘ , . _ a . .varie de m a n et t’ de f: — A1 à T, restera superieure & ;; en utilisant n<e, 5)2

Ar<-n(s,Ï>2

entraînera (59) pour les courbes Ci_o quel que soit 9. On peut évidemment
choisir ce puis n de telle sorte que (58) soit vrai pour toutes les courbes Cip;

au lieu de n(e, a), on voit que

il en résulte que, considérée comme fonction de ”L‘, Îjcip(t, ce; 't) est continue
à gauche uniformément par rapport à 9 (du moins pour p assez petit); du
établit le même résultat, de la même façon et plus aisément, pour la continuité
à droite. Comme on a pour se < æ(t)

Pc(t, œ; ?) : lim FC 0(!, a:; ‘t),
0 _—P_

PC(T) est également une fonction continue de *:, et par suite aussi (DC(T).

Ce résultat subsiste si a:: æ(t), en ce qui concerne Î[t, œ(t); “:]; par suite :

THÉORÈME VII. — Les probabilités Î3C(t, a:; 't), P.;(t, a:; 't), (Dc(t, æ;1), sous
l’hypothèse que la courbe C est continue, sont des fonctions continues de *:.

D’autre part, soit 3 un nombre > 0 assez petit, et æ<œ(t); soit æ’ quel-
conque mais tel que |æ—x'|_£8. En vertu de (53), on peut trouver deux
nombres m et n et un nombre A': > 0 tels que

m<n; nêx(t’) pour têt’ét+Af.
"! .[ [7C(t, æ’; l’, y) dy < & quels que soient m’ et t' (t 5/5: + Ar),

.1'(t’)

j)“c(t, x’; t’, y) dy < & quels que soient m' et t’ (têt’ât + AT),
Il

Illf [U(t, æ’; t’, y) —ÿc(t, æ’; t’,y)]dy<a quels que soient x' et t’,

ceci en vertu du théorème Il.
On'a alors

_ _ ::(I)
_ _

‘

Pc(t,æ;r) — Pc(t,x’;r)=f [Ïlc(t,x; t',y)—ñ;(t,x'; t’,y)]Pc(t’,y; r)dy,
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où le second membre est _<43 d’après les conditions qui précéder“,- dès
que x’ est suffisamment voisin de a:, car, pour t’— t fixe,

lim U(t, x’; J’, y) : U(t, .:c; t’, y) (uniformémenten y)..1").:‘
.

Autrement dit, pour x<æ(t), P;(z, x; 't) est fonction continue de x;
or, comme pour le théorème précédent, si l’on introduit des courbes Ci_0
déduites de C par une translation parallèle à l’axe des a: et d’amplitude suffi-
samment petite, la continuitéde ËCip(t,x; t) en x est uniformepar rapport à 9;
il en résulte que Pc(t,ægfc) et (I>C(t,ægfc) sont eux—mêmes continus en x,
pour x<æ(t);et ce résultat s’établit pour È(t, œ; ft, y) de la même façon.

THÉORÈME VIII: — La courbe C étant continue, les probabilités Î5C(t,æ; *:),
1—3c(t,æ;c,y), Pc(t, a:;1), (I)C(t, a:; :) sont continues en x pour toutæ<æ(t).

Ainsi, pour t étædonnés, avec a; < æ(t), on peut, étant donné a, déterminer
un nombre 8(s, t) tel que |x — æ’

[ < 8(s, z) entraîne '

\

[là-(£,x’;r)—Ë;(t,æ;r)l<s.
Mais plus précisément, on peut déterminer_8(e) tel que

[
:c- œ’{ < 8(e) entraîné

/ [Fc(t+At,æ';r)—F.;(1+At,æ;r)l<s,
,

.
'

que] que soit At pourvu que At soit < à un certain nombre ‘q(e); en effet;
dans ce qui précède, n et m pourront être choisis indépendants de At; la réali-
sation de l’inégalité

4 if[U(I+At,æ';t',)')—Ïq;(t+Al,æ’;t',_y)]dÿy<s‘

ne dépend que de l’écart (t’— t — At); pour une valeur déterminée de cét écart,
la convergence de U(t + At, x’; z’, y) vers U(t + At, a:; t’, y) est uniforme en y
et t+ At. Pdur t et w < æ(t), on peut alors écrire ’

_ f:v(1+A/) _
Pc(t,x;r)=f 17c(t,cv;H—-At,y)Pc(t+At,y;?)dy‘ (At>o), *

ou? à a près si At est assez petit,

Î5c(t, a:; T) #fnUo(t, ac; ! + At, y)Ë;(t +|At, y; ?) dy,

\
et de même

.

I%(t,æ;r)—Ë;(t+At,æ;f)

#] Uo(t, æ; ! +At,j)[th+ At, y; 't) — È;(t+At, æ;_T)]"dy.
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Mais on peut déterminer un nombre «(e, At) tendant vers zéro avec At
et tel que l’intégrale

1f U.,(t, .z‘; t + At, y)[Ë;(t + AI, y; :) —F(;(t +Al, rc; r)]dy
l)—'—l>“ ' '

soit négligeable a a près, quel que soit At; on aura, pour At assez petit,
«(e, At) < 3(e); et alors la différence

F.,-(t, æ; :) —È;(t+ At, …r: 7)

sera de l’ordre de a, ce qui établit que l_)c(t, .T; T) est continu en t, à droite,
mais on établit de même la continuité à gauche, et ces résultats s’étendent
à P,;(t, x; 't) et <I>C(t, :::; 1). Donc:

TuÉom‘ma IX. — La courbe C étant continue, et x<x(t), les probabilités
Pc(t, x; ":), F,;(t, $C; 1), <D,;(t, x; :) sont continuesent.

D’autre part, on peut déduire du théorème V du paragraphe 1 quelques
applications importantes aux probabilités d’absorption; pour cela faisons
une remarque préliminaire

Soient b(t, x) et b"’(t, a:) deux valeurs de b, telles que
/

quels que soient ! et w, et où n est une certaine constante; soient Î5C(t, x; :)
et P—‘“(t, x; e) les deux probabilités d’absorption pour la même courbe C,
mais relativementaux deux valeurs b et b"’ de b; je dis que

b“'(l, (L‘) — b(t, æ)Zn>o,

(60) ”Fl2”(trœiT)—<;Fc(t’œir)'

Si, en effet, comme au paragraphe 1, nous considérons l’espace E’ des
courbes continues I‘ issues du point'(t, a:) et définies par a:: îf(t’), et si c’ est le
sous—ensemble de E’ défini par la-condition ê(t’)îæ(t’), quel que soit t'
dans (t,æ) (bornes comprises), tout revient à démontrer, en vertu du
théorème V, que la mesure —(b"’)de c' estinférieure ou égale à sa mesure —(b);
envisageons dans E’ la transformation ‘ë[‘ë(äv)=.ÿ], définie par

_

(61) Æ(t’) —f b[t”, x(t”)j dt”=ÿ(t’)_] bui[z", ÿ_(t”)] dt”.

‘îê est biunivoque et pourvue d’une réciproque ‘25", en tant que combinaison
simple de transformations T du paragraphe 1, d’après (61), ÿ(t’) — æ(_t’) est
dérivable, et sa dérivée est

‘ b…[t’, ÿ(t’)]— b[t’, æ(fl)].

Supposons que, pour une certaine valeur de t’, on ait: ÿ_(t’)— î(t’), comme
j. cela a lieu précisémentpour t': t, la dérivéeprécédente sera alors >v; > o, la
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différenceÿ(t’) — E( t’) sera une fonction croissante du temps au voisinage de
cette valeur t’ et sera donc > 0, aux instants postérieurs à t'; on en conclut
que l’on a, quel que soit t’,

ÿwœæw»
Par suite ‘ë-transformé ‘ë(e’) de e’ contient e’; or la mesure—(b)… de ‘îê(e')

est égale, d'après le théorème V à Ë;[t, x; *:); (60) en résulte immédiatement.
Soit alors æ<x(t), considérons Î’[t, æ+ &; *:] et Îîc[t, mm:]; avec & >"o,

et suffisamment petit pour que a: + eâx(t); on a vu [th. VIII] que

(61) limî.;[1,æ+s;r]=î.;[t,æ;r].
a+o

Introduisons la courbe Ô : a: = æ(t) — a, et comparons

F.;[t,æ+a;rl et Fc[t,æ;r],

[qui seraient visiblement égales si l’on avait 6 E 0]; soit Y(t)= X(t) — &,

fonction aléatoire qui correspond à b…(t, cc): b[t, æ+ &] au lieu de b[t,æ]f
On a _

'

ïc[l,æ+e;r]=Prob.[Y(t’)êx(l’)——a, pour tél’âz‘, avec Y(t)=x=F?[t,æ;r]f
. - ‘ 0

Pr, K des1gnant b—5-lägbÛ:x)l, on a

b(t, a:) — sKëb'“[t, œ]êb(t, a:) +eK.
Et si l’on pose

bdt,x)=b(t,w)—25K, bg(t,l'):b(l,æ)+25K,
'

0118 .

— lbWMm—MMÆHÿK=n>U (bna»
-F,Æ[t, :::; 1] et Ê;[t, a:; 1] étant les probabilités d’absorption correspondant
à b. et ba, on a donc

, l_’.,c[t, Ïz; r]êF?[t, :L'; :_] =th, w+ &; TJËF,_Ë[Æ, w; *:].

Soient C. la courbe : x=æ(t’)— e + zsK(t'— t); C, la courbe—x=æ(fl)—a—2eK(t'—t). '

»
On voit facilement, par application du théorème V par exemple, que

F,;[I, L1:; ?] =ÎÏ(;'[I, a:; r]; Ê)ï[t, x; ::] =Fc,[t, a:; 1].

De sorte que, finalement, on peut écrire

ÿC{[£y æ+ 5; T]ÊFÙUJ xi Îl'
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Or, tant que : — t< 2—IK, la courbe C. est tout entière au-dessous de C, sans
même pouvoir rencontrer C;ion en déduit

Full, x+ &; r]5F…[/, a:; r]âPdt,' a:; TJÊË;|t, …e; T].

Compte tenu de (62), en faisant tendre 2 vers zéro, on conclut que

(63) Pdt,æ;r]5th,w;rl,
.

;—
1 ) , . .tout au moms pour . — t< 2—K-

1 our conclure dans le cas genéral, utilisons

les quantités Pc(t, x; :, y) et P.;(t, a:; :, y) précédemment définies.
' r [On peut montrer comme precedemment que, pour : — t< 2—K’

on a .

P…,.x;:,y]=|.;1‘z,æ;:,;J=f‘p…,æ;:,:}dz.
Alors, en partageant l’intervalle (1,1) en n parties égales par les points

t.,= t, t., ..., t,—, ..., t,,= *:, n étant assez grand pour que

!ti+1_ li< Œ’
on &, d’après le théorème des probabilités cOmposées

où l’on peut remplacer
’ dyi+,PC [li.— _)i; ’i+h )'i+i] Par PC['ii _)’i; ti+‘lr )’i+1]d)'i+if

et en tenant compte de ce que les pc sont bornés, il en résulte (63) dans le cas
général :

THÉORÈME X. — Pour toute courbe C continue, et æ<æ(t), les probabilités
d ’absorption P.;[t, œ; :] et I_)C[t, x; 7] sont identiques.

Considérons maintenant l_)c[t, æ(t); 't] et I_)C[t, æ(t) — a; 't], avec & > 0.
Des raisonnements très analogues aux précédentsmontrent que, si (î. désigne

la courbe : æ=æ(t’)+& —— 2 eK(t'—- t) et Ô, la.courbex=æ(z’)+& + 2 & K (t'— t),
on a _ _ _ _
‘

] Pc[t, æ(t); t]ê Pc.[t, æ(t); flêPc[t, 6…) — €; ?] S Pc.[t, Œ(t); fl,
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, . ,
du moms pour T — t < ;Ê, d ou resulte que

(64). limth,æ(t)—e;r]=th,æ(t);r] pour r—t< -I—--
s—>o \ 2K

On démontre de même que pour*: — t <g——lK’ on a

lim Î5cl[t, æ(t) — a; 1', y] =th, x(t); “:_. y] [y quelconque5æ(r)],'
s->o

(64) peut alors être étendu au cas général de 't — t quelconque; pour cela, on
remarque que, t, désignant un instant intermédiaire quelconque entre t etc,
on a \

. (,)

Ê;[t,px(t) —— a, ?] =f Ÿc[t1,y; r]dj.Fc[t, æ(t) —— e;t1, y],

d'où '

Pc[ t, x(r);r]—P.;[t,æ(t)—e; r]y
1'Uilp _ _=fPc[‘1,_}’iïTld)‘lpclt: æ(t)i thÏ.l _ PCl£: Œ(t)_êi tu y] })

. l !chomssons t. — : < EK; comme on a

'd,-Î’c[t, æ(t)—s; t1,y]=îc[t, æ(l)—s; tl, y]d)'éUlt, x(t)—s; tu y]dy,
dfîsülti w(£)i_ ll) 3’l =ÎClt: æ(£)i ll) .)”l dVVÊUlÏJ æ(t)i tl» yl dy,

on peut déterminer deux nombres m et n [m < n <æ(t. )] indépendants de 5

tels que l’on ait; quel que soit ?] > o

m_ _' ,_ _ _f Pu[t… }; 7]dyl Pc[t, «t(l); !… )’l — Pclt, 9…) —- 6; t1,yll,<m
 

7-(lll _ __f PC[£U )’i Tldyl_Pull7 JÏU)i ll; )] _ POU} I(£) _ €; tl: )] ll<n' 

Dans l’intervalle (m, n), Îc[t,, y; 't] est continue en y; partageons l’inter-
valle (m, n) en p parties égales par des points

‘—.. ”To:/n, _)’1, ...,J'p=n,

p étant assez grand pour que l’oseillation de Ë[t., y; *:] dans les intervalles
(y.-‘, y…) soit inférieure à m on a par suite .

p—l[ P._[[a, 1'1;1“,]d E; [t, x(t);l.‘;,'—2Pc[tu)i;r]‘cP[t,w(t);t1,y…l
 

——Îdt,æ(t); ti;.}’tll É":
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et une inégalité analogue pour

fnÎ’c[tl, y; r]dj.Î”L—lt, æ(t) — a; !… y];

or, si & tend vers zéro, la somme

2Ê;[t.,jï; ?] {Fc[_t, æ(t) 4— &; tl, y…] — Î5C[I, æ(t) — a; t,, 3';]}

tend vers

zïül’h J’i; T] { P—clt, $“); 51; )’i+1] —Ë;[t,æ(t); tb JH] }

On déduit de ces diverses égalités et inégalités que

l’£äñü[l, æ(t) — e; r] = F.,—[[, æ(t); ?] quel que soit %> !,

soit
’

THÉORÈMEXI (des limites). — Pour toute courbe C continue et a > 0, on &

liftFç[l, æ(z) _ s; ?] =F.;[t, æ(t); r].

5. L’ÉQUAT|ON DE DEsmÉ—AunnE—P.LÉvv. — Si nous considérons le domaine (D

du plan (t, a:) qui est défini par : tê1, x<æ(t), c’est-à—dire par la courbe C
et par la caractéristique t: 1 de l’équation L(u)=o’, &) peut être considéré
comme le domaine d’existence des fonctions Ë(t, x; «:), (I)c(t, a:; *:), etc. . . .,
considérées comme fonctions de (t, a:) : il est à présumer que, sinon sur la
frontièrede 6), du moins dans son intérieur, ces fonctions sont en (t, a:), des
solutions de l’équation (1); c’est en effet un résultat que nous établirons, mais
non pas directement. '

Flacons—nous dans l’hypothèse où l’on a X(t) :x, avec æ<æ(t); et
évaluons de deux façons différentes la probabilité pour que X(T)>Œ<T);
on a d’abord

+»
Pr { X(r) > æ(t); sous l’hypothèse X(t) :x} : U(t, æ; ?, £) dg.

» .r(‘t)

Mais, pour qu’une courbe ’I‘ de E’ ait son point extrême (d’abscisse €)
d’ordonnée >x(æ), il faut qu’elle coupe au moins une fois la courbe C en un
point d’abscisse <f. (étant donné qu’il s’agit de courbes continues) : soit t’ la
plus petite abscisse pour laquelle I‘ coupe C; on a d’après le théorème de
Fubini [dans l’espace E' rendu mesurable par la mesure—(b)], c’est-à—dire
d’après le principe des probabilitéscomposées :

'

Pr { X(r) >œ(r); sous l’hypothèse X(t) =æ}
.

T—0 -‘l-a \=f [f “.U[t’,æ(t’);1,£]dfi]d;r0c(t,x;t’),
[ :v(ï)
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et, par suite,
'

(65) fm U(t, a;.,‘;5_)d:]4“U[’,æ(t’);.,ïjd@]d,d>,(t, a:, t’ ),
' un

où le second membre a un sens, car <I>_’(t), qui est continue, est aussi à variation
bornée, parce que non décroissante, et de plus la quantité

+»

h[t’,r]=fm U[t’,æ(t');r,ë]d_

est continue en t’ dans l’intervalle (t, c —— 0); vu la continuité de (D(t’), nous
pouvons dans (65) remplacer 1—0 par T. L’équation (65) sera appelée
équation de Dészré-André-PaulLévy ou équatzon (A-L).
" Nous poserons

Il(t,æ;r)= [.
°°

U(I,.r; T,ë)d£_.
.

; -"(Tl .

Lorsque ': tend vers t, H tend vers 0 [ce étant < x(t)].
Observons que, outre l’éequation (A-L), ®(1) satisfait aux équations plus

générales

(65')
h/‘5U(tær,_))ä—f [f:[U[tæ(t)‘r,dd]dflb(t),

où z,, et z.(z,,<z ) sont quelconques, mais >æ(æ); si 2, est >x(w),
U[t’, m(t’); f:, E] est > o et borné, et l’on peut échanger l’ordre des intégra—
tions au second membre de (65’), ce qui donne

bzo U(t,æ;ryî)—fU[‘I1Œ(l');ï:ïldfl 
    

 

ceci étant réalisé quels que soient z,, et z,, on en déduit que pour presque
toutes les valeurs de & >æ(T), on a

(65') "
, U(t,æ;r,fi)=fU[t’,x(t’);r,î]ch®(t’).

!

‘

Le premier membre de (65”)”est continu en E pour E> w(*c) et de même le
second; (65”) est donc valable que] que soit E>æ(æ); pour E=x(æ), on ne,
peut rien direàapriori, mais on remarque que, si f: est fixe et > t, le premier
membre reste, lorsque E tend vers æ(æ), borné par un nombre M fini et
indépendant si l’on veut de 1, si *: reste 2 t + n, *r, fixe, > o et arbitraire.

Si dans (65’), on suppose z,< æ(":), l’égalité ne peut plus être écrite, mais
toujours le théorème des probabilités composées donne l’inégalitéfU(t, æ,r,Ç)>f U…[L'[ z', æ(t’);

r,5]d£]d,£b(t’),
Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 3, 1943. 28
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d’où l’on déduit que l’on a presque partout pour E 5æ(c)

(55») - * U1aæææ]gfü1zgæ<flt:,a1duwu'1
. i !

Mais, comme précédemment, (65'”) est valable pour tout E<æ(r); on en
déduit que le second membre de (65”) ou (65”’) reste borné, même lorsque E

tend vers x(æ), par un.nombrefini indépendantde 't, si ,, reste êt+n, ?; fixe,
> o et arbitraire.

CHAPITRE 111.

Étude du cas particulier où la courbe d’absorption est dérivable
à dérivée bbrnée ; applications. '

Étude dun cas parti'cùlzer. — Nous allons nous placer d’abord dans le cas
particulier où æ(t) admet une dérivée bornée et intégrable æ'(t); (65) peut
alors être transformée en une équation intégrale de premièreespèce de type
classique.

D’abord on a

(66) ' lim h(t’, r)=—-
fl->r—o

En effet, d’après (1 1), on peut écrire
’

‘ h(t’, ‘t): °°U[x(t’);r,î]d£+ A\/r_—t’,
' a…)

et, d’après l’expression (4) de U,, (66) en résulte immédiatement, compte,
tenu de la dérivabilité de æ(t'). D’autrepart, h(t’, @) dépend de t' directement
et par l’intermédiaire de æ(t’ );pour mettre ce fait en évidence quand il y aura
lieu, nous écfirons cette quantité sous la forme: h[t’, æ(t'); rr]. Dans (65),

uneintégrationpar partie donne

(67) H[t,æ; r]=—<D(t,a:; «:)—fdl(t'){d—,h[z'æ(t');r]dx(t,) h[t', æ(t’);r]r]’æ'(t)£dt’;

:nous allons vérifierque l’intégralequi estau second
membre deË7) a un sens,

,et pour cela évaluer’?,f \ .

\'*€(t'£r$=îfi,h1t’ w(t’15r‘]+,‘—Î—-—,,,h[t' w(t'>n]
/ ‘.._,\ÿ _. __ '. ' 
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On a .

. à l l .
+” ()

] / [ " ;ô—t,h[t,æ(t),r_l= d—,,Lll:-lï(l)äf:êldê" fil
+» à._,

—[—— ttx(t'>n.'g]dg
1'Tdæt)_

+w ô
,_

—bltl7æ(:lîl[[ îBU[t/:Œ(ll)irrî)ld—î“ :…)

d’après ( | ). On constate facilement d‘ailleurs que  %h[t',æ(l’);r]=—'—___L(î)“t(/le HT—l') + A ,

4\/77(1‘——t’)Î "'—l'
d

h[ ]
l _{n-(Ti—mll'fl'

__,— t',$(l');? = —_——.e ‘”“"’ +A,”… 2Vn<r—t'>î

et par conséquent, grâce à la dérivabilité de x(t’),
é’U'fl)=  __A_

\/T — t’
,

ce qui légitime (67). On peut alors résoudre (67) par la méthode classique :

'posons
_

gl(l/7 7) : 2g(tli T)! é'n+1(l', 7) = 2f â'("! 7)gn(tly ") dll/7
['

0118
n—!

lgn(tl, T)
I
ê“n('fi' — ”)T—2

où gt,. a la signification habituelle.
Posant alors

' '

G[t’ T]=Zg,,(t’,î),

l'unique solution bornée de (67) est donnée par la formule

(68) ‘D(t,æ;î):2f'l’l[t,Œ;T'lG(t',ï)dt',
\ !

H(t, x; t’) étant, pour a: < x(t), une fonction parfaitement régulière, solution,
quel que soit t', de (1 ), on dédUlt zmmédmtement de (68) que (I)(t, :D, F:) est
solutzon de (1 ) dans (D. Il en est ét‘ldemment de même de Pc (t, œ, ..)

Remarque. —— On démontre, sous les mêmes hypothèses, que d>(t,æ; *)
possède, par rapport à 't, une dérivée partielle bornée go(t,æ; :), elle-même
solution de (1 ) et fournie par l’éequation intégrale '

<67’) ç<t,æ;.)=—af'jr……mm x t’)dfl+z—,,,,Hu sen)
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D’ailleurs

dHt - — dU! -4 «- b‘v «" 'U --—-
?? [,Œ’T]——-ÛË [13177‘L(7)] +[ [T,.L‘(T)]—JJ(T)J [1:11'11(7)l3

à—h(z’ ) — dUt’æt" b ' U" ’-
ä‘l' 7T _—d_E l ) ( )177‘T(7)]+[ [r,æ(r)]—x(t)] [l,æ(l),f,æ(T)].

Comme on établit facilement, dans l’hypothèse actuelle où æ(t’) est
dérivable à dérivée bornée, la validité de (65”) pour E= æ(1), (67’) prend la
forme simple

(67”) <p(t, a:; r) =:+ 2
( %U[z’

,æ(t’);r, x(r)] <p(t, a:; t’) dt’— 2(%U[t, a:;‘r, x(r)],

où la dérivée de æ(t) n’intervient plus, ce qui fait présumer que la dérivabilité
de æ(t) n’est pas essentielle dans ces questions. Nous aurons l’occasion de
préciser cela.

Examinons maintenant que] est le comportement de (DL-(!, a:, :) et % (t, æ;'w)
quand le point (t, x) s’approche de la frontière de (D.

a. Le point (t, a:) tend vers le point (a, E) avec E<æ(c) : alors d),,(t, œ; :)
.tend vers 0, uniformément par rapport à a: et E dans tout intervalle
(E <æ(æ') —- oc); il en est de même de cpc(t, a:; 1) d’après (67").

b. t restant fixe, a: tend vers x(t) : l’équation (A-L), le théorème de la
moyenne et (66) nous donnent

H[t,x;t + At] =tb[z,æ; t+ Al] [à +
AVÂZ].    

Or
. _{E—nP ,

.\ _1
(69) H[t,;æt+All=AVAt+ffl

‘ '
d‘F=AVA£+—2°+f e ”du,

(1+A1) (2VTÊAt
AVÎ1+__V:A!

où l’on a posé x(t)—œ=8.
On peut donc choisir At, puis 0 assez petits pour que ‘Il(;[t, :p; t—|— At] diffère

aussi peu qu’on le veut de 1, comme d’ailleurs (I).. [t, on; *:] est non décroissant
lorsque : croît, et g 1 , ilen résulte que

lim 0.;[t,æ;r]=1 pour r>t..r)..1:(t)—o

Pour 1 = t, d>c[t, :p; t] étant nul quel que soit a:, on a

lim (Dc[t, x; t] :o.
.

I).—TU)—0

_Îl est clairque le comportement de <pc(t, x,æ) doit être moins simple;
_

toutefois, <I>,,[t, :»,'t] étant
monotone en *: quel que soit x, on a, d’après;
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un théorème de Fubini,

0 . @
Æ0Cltflæ(t)if]=Pnp. lim ——ÔC[[)Œ;T]_

1'+.r(t)—O -

On a donc, pour 7 > t : _

' lim Qu]t,.r;r]:o p. p.,.r+æu)—n

et très vraisemblablementcette égalité est vraie partout.

c. Si (t, a:) tend vers [T, x(:)], le comportementde (DC et “Pc est nécessai—
‘

rement compliqué puisque, sur la frontière de (D, le point [T,Œ(T)] est un
point de discontinuité pour (Dc et (pc.

Ces résultats nous renseignent convenablement sur (Dc, donc sur Pc, quant
à IP:, ou a, comme on sait (théorèmeX),

.

Pc[t, a:; ?] : P.;[t. .r; :] pour Œ‘<.T(l).‘

Ce qui nous permet de conclure pour P: [t, ce; ].
En outre, si C’ désigne la courbe: æ= .: (t’ )— s(t’—— t) (e> 0), on a

Pdt,æ(t);r]:limPu.[t,æ(t);r] (r>t),
e+u

C’ étant une courbe dérivahle comme C, il en résulte :

Pull; 'T(’)i "‘-'l = O'

TiIÉORÈME XII. — Lorsque la courbe C est continue et à dérivée intégrable et
bornée, on a, pour t < :

lim Pc[t,;ær|: lim P.;/[, :::] P,[t æ(t);r]:P.;[t,m(t);r]=o
.7:—>.r(l)—o .r-)1(t)—0

Pour È,< æ(æ), on a

lim Pdt, æ;r]: lim Pdt, æ;.]:o, lim (Dc[t.œ .]:1.(l,æ)—>(t,E) (1.1.r)—>(,E) (læ)+(t.:)

Enfin, PCE É, (Dc sont, en (t, a:), solutions dans (ID de l’équation ( 1 ).

Applicatiàon la résolution des équations paraboliques du type (1). — Nous
- disons quune solution u(t, .it) de (11)est régulière [C]. Gsvanv, Équàtions du

type parabolique (Journal de Math., 1913); Dœrscu, Les Equations du type
— parabolique (lEnseign. Math.,t. 35, 1936)] si:

a. Elle satisfait à (1) à l’intérieur de 03;
b. Ses dérivées du premier ordre sont continuesdans 03;
c. Elle est continue dans a), frontière comprise.
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Soit à chercher une solution (régulière ou non) de (I) à l’intérieur de 6) et
prenant, lorsque, pour t fixe, æ—>æ(t)[t<c], une valeur donnée f(t). La
fonction

u(f,.r)=fj(t’)d,@.;['t,:r;t’J
!

répond à la question; bien entendu nous supposons toujours C à dérivée
intégrable et bornée; quant àf(t) nous devrons faire des hypothèses que nous
préciserons; pour le moment supposons simplement f (1) intégrable (L);
çc[t, :D; 1] étant, pour æ<x(t), continue en T, et en .1‘ et t ainsi quesés
dérivées partielles, u est bien solution de (1 ), continue à l'intérieur de (D ainsi
que ses dérivées partielles. Supposons maintenant que t restant fixe <<,
a: tènde vers x(t) — 0. On peut écrire

_ 1+Al :
u-(t,ar) =f f(t')dyd)c[1,æ;t'] + f(fl)d,@4z,æ;f].

! [+Al

Supposons que lim f(t’ ) existe et vaille g(t); à a près on aura, en prenant At
t'->t+u

assez petit
… æ>;«fg<t>®.zu,æ; : + A:1+ …_

f(t’)du®c[t,æ;fll-
t+Al

At étant ainsi fixé, si a: —> œ(t) — o, le premier terme du second membre tend
vers g(t); quant au second terme, si [(l’) est borné, il tend sûrement verso;
mais ceci a lieu sous la seule hypothèse que [(t) est intégrable (L). Pour
l’établir, il nous faut étudier de plus près le comportement de cpc(t, œ; ._)'
lorsque æ'—> æ(t). De (67”), on déduit que <pc[t, x; :] est de la forme

æ__(zl)—æe
_L_ru'\—n-î=

70) cpcc[t, x; ?] =A+K "'—" ‘F[z']dz',
‘ (t'— t)%

où K est un coefficient numérique et
[.T(T)—J‘(t’l]' ‘

l1f(z’) : ”'t—___“)“’”… “TF—“n—
(T — t')

*: étant fixe et > oz, où on est un nombre intermédiaire entre t et :, l’intégrale du
second membre de ( 70) se décompose en deux : une intégrale

T [ _ _ [.‘l‘ (t'—.7'll’f “"”—_“)Îe w‘—u W(t')dt’
“ (t'—t)!

qui a une valeur bornée supérieurementuniformémentpar rapport à H:. L’autre
intégrale s’évalue de la façon suivante; remarquons que dans l’intervalle (t,qa),
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‘F(t’) est continue,dérivahle et à dérivée bornée. On peut donc écrire, d’aprèsle théorème des accroissements finis,
, _ _

_[l".__(ll—1’ _[1"(Il—.T]'fL”
_?_"e

“"—“ ‘l(t')dt’= lP‘(t) ——.æ<te
)_“T Wdt'+A.

: (t’—:)? ! (t'—t)?—

 
Si l’on pose  ! __ , / r r ‘_u=x/‘(t)l .T, du: æ’(t)dt __ [,x-(t) æ]\d,!)\2(6 —I) \/2(t’—t) 2J5(t’—t)ïd
onu .

a , [J‘U'l—J‘]’ a at _ __,— _ n[ Œ( ) Ïe Hl—l; dt'=A _ 2\/2f e—?du.
: (t'—t)? ,

On en conclut que q>c[t, .::; -] reste borné lorsque a: tend vers æ(t), unifor—
mêment par rapport à”pourc>t+ a quel que soit a > 0. Alors le passage à la

1+A1

limite dans[f(t’)d(I)[t, a:,_'t] est légitime quel que soit f(t) inté—

grablè_(L), on en déduit
lim u(t, æ) =g(l),

J.‘—)—.‘L‘(l]——0

donc sif(1) est continue à droite,
«

“(7.1)
' lim u(l,æ)=j(l).

.1'+.1‘(l)—0

Dans les mêmes conditions, si (t, x) tend vers (€, €) avec E< æ(c), on a

lim u(t,æ)=o.
.;t,.1r}-)-(:,E\

_

On peut préciser (71) en remarquant que si, au lieu de faire tendre 32

vers x(t), t restant fixe, on considère Œè[a, æ; :] et que l’on fasse tendre
‘ simultanémentmais indépendamment on vers 1 et a; vers æ(t) — o(t < *:), on a

encore *

lim Œ.;[oc,æ;r]=1 [r>t].a—>I,œ+:rU)—O

On l'établit sans difficulté en modifiant légèrement le raisonnement b de la
page 220. On choisit d’abord y,puis At assez petits pour que A JAt+y< &. On
a‘ssujettit a à être tel que la — :] < n, moyennantquoi

1—+As
2 .'.'LçClp—L avec ]A]<1.

ç5\’l——+Al—a _u’ '

_;+ Ag+f" e '-’du.

Qdaz,æ;t+Al]=

On peut alors prendre a suffisamment voisin de t et x suffisamment voisin
de æ(t) pour que (DC [et, x; t + At] diffère aussi peu qu’on le veut de 1 . Dansles
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mêmes conditions cpc[oc, x; ”:] tendra vers 0, tout en restant uniformément
borné pour 1 < t; de sorte que ,

lim u(oz,æ)=f(t),(a,.1')>['fl'U)i

pourvu que f(t) soit continueen &, sinon, le comportementde u (t, a:) peut être
plus compliqué; il serait facile de donner des indications à ce sujet.

Ainsi, sur la frontière de d), le point [T, æ(w)] est nécessairement un point
de discontinuité de u(t,‘ a:), sauf toutefois si

lim f( t’) = O,
fl+T—O

auquel cas il est clairque u(t, a:) tend vers 0 lorsque (t, a:) tend vers ["L‘, œ(c)];
dans ce cas, u(t, x) est une solution régulière de (r ), correspondant aux
valeurs limites qui ont été précisées; elle est d’ailleurs la seule solution régu—
lière de ( :) correspondant à ces valeurs limites. En effet, un théorème de
Gevrey (cf. Dœrscu, loc. cit., p. 53] indique que l’équation (1)n’admet, pour
des limites continues données, qu’une seule ' solution régulière, si l’on a
b(t, x) 5 B < 0, avec B constant. Mais on peut toujours se ramener à ce cas par
un changement de variables de la forme

T = t, X : r + kt — avec k constant.

Cette remarque conduit à un intéressant théorème; prenons le cas général
où C est continue; soit (t, :p) un point intérieur de (D. SoitÎÏ une courbe
a:: î(t’) dérivable et telle que Ë(t')< æ(t’), quel que soit t’, et que x < Ê(t). .

Enfin soient ((Î), requzt. (C”), deux suites de courbes dérivables définies
par x = x,,(t’), respect. a: :: æ,,(t’) satisfaisant à

lim în(t')= lim a‘,,lt’)=æ(t’) uniformément en t’.
n->+œ n>+æ .

\ .în+,(t’)zîn(t’), resp. : xn+1(t')gæn(t’),
\_

î(t’)<î,(t’).
Posons _ _. 'f,,(l,r)=Ÿæfl[!,î(t);r]5 f,,(t, r)=Pcn[t,î-(t);t].
On a

"
’

’

7n+l (t, ?) êÎ…(t, r), limfl(t, ?): Pc [z, .î‘(t) ; ?] =Î(t, ?)
n->œ _ avec f(t, ?) 2Î(t, ‘t).

f,.+l (t, T) gf,.(:, ‘t), limf,,(t, r) : PC [t, î'(t) ; ?] =f(t, r)
. næoo

Enfin désignons par 0—2 le domaine défini par l<T, æ<î(z). D’après ce qui
précède, P;__[t, w; ..:] _est solution régulière de (i) dans 55 et peut se mettre
sous la forme

Î(f72) - Pë,[t,æ_;r]=x—f [I——Î},(t,r)]d,:®a[l,æ;t’].
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D’ailleurs limP,—[t, :p,:]=PC [t, a:,:]; le passage à la limite légitinie_n.).m .
dans (72) donne alors

(73) Pc[t, av; :] =1
—fc[1

—Î(t,:)]dy®ü[t, x; ['].

En raison des théorèmes VII et VIII,f(t, *:) est continue, et 1 —f(:, :)= o;
( 73) représente alors une solution régulière de (1)dans @. On obtient le même
résultat pour Pc[t, œ; :] en considérant les C au lieu des C…. CommeC‘(..peut
être prise aussi voisine de C quon le veut, on en déduit.

THÉOREiŒ XIII. — Quelle que soit la courbe 'C continue, les probabilités
"

Pc [t,@; :], P.,—[!, a:; :], (I)[t, œ; :] sont, comme fonctions de (t, a:),solùtions
de (11) à l

intérieur
de (D.

Extension de la validité de la formule (6e”) — Supposonsque x(t) satis-
fasse àla condition

[a:‘(t”)——:c(t’)]êMlt”—t’|°L avec ‘12_ac>â-

La formule (67”) garde un sens et détermine une solution bornéé (p,,(t, a:; :);
' npüs allons'montrerque cette fonction est précisément la dérivée partielle par
[rapport à :, de Œc'[t, x; :]. Ceci n’est par évident, car il n’est pas évident, dans
‘ccoas, que Œc[t, æ; :] possède en : une dérivée bornée. Mais soient (C,) des
Courbes dérivablesæ(t) telles que *

v

æ.<t)5x...<t>5æ<tfi

Les % [t, a:; :] fournis par (67”) sont bOrnés uniformément en : et n; on peut
donc passer à la limite dans (67”) et aussi dans la formule

oc[t,æ;r]=f ç,[t,æ;t*]dfl.
, .

On vérifie alOrs sans peine que tout ce qui,a été dit relativement au cas
dérivahlë reste valable pour le cas actuel que nous appellerons cas de Gevrey,

,et en particulier l’application à la résolution de l’équation (1 ).
'

Casparticulier. — Flacons—nous dans le cas, envisagé par M. P. Lévy ('_‘ ),
où æ(t) est une constante et, le coefficient b étant d’ailleurs identiquementnul, ,-Î

(“) P. LEVY, Sur certazns processus stochastiques homogènes (Comp. Math.., 194O,vol. 7, p. 283).

_- _{ Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943. , ,

'

. 29'
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la formule (67") seiréduit à
(:x—N'

_I.(t—t) 6” t,æ;r =a—.——æ_Ê__—_(7) cPc[ ] T“t2W(r—t)'
résultat obtenu par M. P._ Lévy.

CHAPITRE IV.

Valeurs des probabilités d'absorption sur la courbe d'absorption.

Nous nous proposons dans ce chapitre essentiellementd’étudierÎC [t, a: (t); t]
toujours dans l’hypothèse d’une côurbe C continue, à cela près quelconque.

Nous nous placerons d’abord dans le cas de « Norbert Wiener », c'est—
à-dire dans le cas où bac; notons que ce cas a déjà été, on peut dire,
complètement traité par MM. Kolmogoroff [théorème déjà cité dans le
Chap. I] et Petrowski ("‘), mais par des méthodes différentes des nôtres; nous
montrerons dOnc, d’ailleurs rapidement, comment nos méthodes permettent
de retrouver ces résultats et nous les étendrons au cas général où b 74 0.

Soit donc bEo'et T., "cg, ..., fr…. une suite d’instants tendant en
décroissantvers :; on a, par définition, ’ ' ‘

Ê;[t, æ(t); t] : lim Î’Î[t, æ(t); rn].
n->œ

On peut partager l’intervalle (t, ”CL—) en pi parties égales, par les points
1,,(i):k= o, 1, 2, . . .,p,—, de telle sorte que:

a. les 1k(1)gæi+. comptent parmi les ft,_.(i+ 1);
' b. ona

1 FM…

U0[t: x(t); T1(i); y1]dy1
Œ[Ts(ill

><j Uo[Tl(i);y1iT2(i);yfi]dyî
æ[r…(i)l _Xf U0["p5—1(Üä )’p.—1i Tps(£)i .7pa] dÏpi— PC[£J æ(t); Ti] g 8"

où (a,—) est une suite de nombres > 0 tels que lim si: 0;
_ \\ i+fl° 

_

(“) Psrnowsn, Zur ersten Randwerta‘ufgabe der: Wärmeleitungsgleichung,p.383—

“439 (Comp. Math., 1, 1935).
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Les æ,,(i) [k = o, . . . , p,, i: 1, . . ., n, .], rangés par ordre de grandeur

décroissante, forment une suite (t,) tendant vers :, et si l’on pose, pour n > !' :

_ .
.r(l,.)

vJ""’[t, as…; a] _= f Unit, ww); ;… … dyn_”
1(I,, _,l

><f Un“… yn; tn—t; )’n-1]d}’n—i "'
1(/1

Xf Uo[ti—u )’i—1i’i» )’il dy…

_P—c…[t; æ(1); [,] =,limË’"’”[t, x(t); li].n->t
On a évidemment

Ë[t, æ(t); t] =limP—cli’[t, æ(t); t;|.

Or soit X- une variable aléatoire gaussiennc, de valeur moyenne nulle et
d’écart quadratique 2 (t,— —t,—_ .), posons, les X,— étant mde'pendants,

=x(t)+2X,-, s,:Zx,-, …,
1>1 ' l>n

et appelons E l’événement d'après lequel on a æ(t,,) —æ(t)>S,, pour tout n
supérieur à un nombre positif N d’ailleurs aléatoire, on &

Prob[E]: P—c[t, x(t); t].
Il est clair que la connaissance“d’un nombre fini de X,— n’altère pas la valeur

“de Prob [E]; dans ces conditions un théorème de M. P. Lévy (”) permet
d’affirmer que ' '

_TuÉoaùui XIV. — P—C[t, x(t); t] ne peut valoir que 0 ou 1.

Il en résulte que en [t, æ(t)], C ne peut être que supérieure, inférieure,
ou séparatrice : aucun autre cas n’est possible. Mais il nous reste à savoir

.
discerner, par des critères à la fois précis et maniables, si l’on est dans le cas
_P—c[t, æ(t); t] = 0, ou dans le cas Ë[t, æ(t); t] = 1. Nous commencerons par"
établir un résultat, valable même si !) n'est pas E 0.

ConsidéronsŒc(a, x,:) où a et a: tendent, indépendamment, verst etæ(t);'
dans tout intervalle (>t+h, h>o quelconque), les d>c(a, x, 't) sont
continus en *:, uniformément par rapport à a et a: (cf. Chap. 11, théorèmeVII)
et forment, en tant que fonctions non décroissantes, une famille compacte;

Ac’est—à—dire qu’on peut en extraire des suites tendant uniformément vers une
limite continue et non décroissante(Îc[t, æ(t);æ]. Le passage à la limite dans 

("‘) P. Ltvv, Théorie de l’addition des variables aléatoires, p. 129.
_

29_
,
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l’équation de Désiré-André-P. Lévy, dont la légitimité se justifie aisément,
conduit à l’équation
(74) H[taæ(t);f]=äè[t,x(t);it+01H[hw(t);f]+fh(zl,æ)d,æîc(z').
Supposons qu’il existe une suite (t,,) tendant verst par valeurs supérieures, et
telle que

__5
_—æ(t,,)—æ(t)(! ) 'il)“; \/f,,_z

Prenons, dans (74), : = t,, ; d’après la formule (69) (Chap. 111), H [t, x(t); t,,]
reste borné inférieurement par un nombre > 0, lorsque n varie. On a donc à
la limite [pour n —+ + ce ] dans (74)

<+oo. 
(Dc[t, x(t);t+o]=1,

et par conséquent
®.;[t,.T(l);f]=i quelque soit Têt.-

Par conséquent
lim P_C[a, æ; ?] :oan,—>:

:::—>.rtl)

et
(76) Pî;[t,æ(l);r]=o.
Remarquons maintenant que la non—existence d’une suite (t,,) telle que l’on
ait (75) signifie que, pour toute suite (t,), on a

lim æ(tn/)
_æ(t)

n>+» V[n'_t
=+œ. 

On aurait donc, a fortiori,
æ+(t) :+ 00

(le dérivé droit inférieur de æ(t) en t serait égal à +90); or, d’après un
théorème connu, ceci ne peut avoir lieu que pour des valeurs de t formant un
ensemble de mesure nulle. Donc :

THÉORÈME.XV. — Ë[t, æ(t); :] est nul, sauf peut—être pour un ensemble
de mesure nulle de valeur de l.

La formule (67") du Chapitre III, établie dans l’hypothèse où æ(t) est à

dérivée intégrable et bornée, permet d’écrire
[æ(z")—mu'n=

" "‘ ? tl!) _ æ(tl) e_ b(l"—l')
@ t ; +f [ æ(

,, ___d ” d»® [, a:; t’(77) C( :$ T)
[ [«1' t ——t’ 2\/TE(t”—t’) [ C( )

[.1: (l') —.w-‘,=

:fiæ…_x ; “t'—”
du.

, t—‘ 2\/n(t'— t)
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_1r1u)—æ(fln*

x t” —æ {' e b(t"—t') 'M(l';f)___f
( ) [() _ dz”,"—l 2\/n(t”—_Î’)

[.r (l') —m]! ,
T I _ T(Î—TM(t,æ;r) =f æ(t) x e dt',

, ‘_t 2\/T:(t’—t)
 

on peut écrire (77) sous la forme
_

T

(77’) (Dc[t, x; T] +f M(t’; r)d,:®c(t, x; t') =M(t, x; l’).
(

Nous nous elforcerons d’étendre la validité de (77’ ); auparavant remarquons
que l’évaluation de P [t, x(t); t] a déjà été faite dans le cas où

[formule (76)]. Nous n’avons donc à examiner que le cas où, si l’on pose æ(f)=æ(t)+\/—4(T—l)logP('—t),

la fonction p(h), définie pour 11 > o, tend vers 0 avec 11.

Supposons d’abord que0 (h) possède une dérivée finiep’(lz) pour touth>o, ‘

du moins pour les valeurs de h< à un certain nombre 1q>o, et nous nous
. plaçons dans ce qui suit toujours dans l’hypothèse :— t< n. Dans ces
conditions, on établit sans difficulté, pour tout æ<æ(t) et tout c>t, la
formule (67’”) :

l-7' (?)—l'll')l’_ BT—l'
(67”’) (t x; T)+j Œ(T) x(t)e_ ( )

dy®gltyæitll"'—t 2\/7t(1‘—t')
_-[Tfi)—l‘I’

_æ(T)—æ e … "

 
T_t 2V1:(7— 1).

Cette formule permet de conclure dans certains cas :

1“' Cas. — Supposons æ("ü ) non décroissante; on déduit de l’égalité précé-
dente, par intégration,

[.r(t')—:t (l')]‘.

.
T " ll) _æ(tll) e—W—

]8 ®t,; + dt’fx(, ,, __d0t,æ;”t
_[.r(l’)—:r]'

[’ x(t)—æ e “"—”: _,
, "—1 2W:(Z’—t)

où les trois termes sont îo.
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Supposonsen outre—que p satisfasse à la condition
« __

(79) [ lLN—Îlloh—Plh) d_/l <+ ce pour un a > o quelconque,
0

ce qu] équivaut &
[.r(l')—-T(Ill'

,,
' "'“ æ(t') —æ(z) e_ “"—'>' , __ dt’<+ co.(79) [ ,__, Nw,_l)  e(h) tendant vers 0 avec le, le rapport %——;_Î… tend vers + oo lorsque t’_

tend vers t, on a donc , ,

(So—)
\ ll__æ(t’)_—æ æ(t’)—x(l)>l

—\/2(t'—t) \/2((’—t)

dans tout l’intervalle [t<t'êæ], pourvu que "t—t soit assez petit; or la
n’

fonction ne ’ est décroissante pour u > | ; on a donc, avec (80)
‘t

, _ [.r(l')—.r]' _ _ [.r[l’l—:r(ll]'
t’)—-æ e “"—" , 'æ(t’)—æ(t)e “"—”

8. f “, dt£[ , __ dt’.( )
, ‘—5 2\/7:(I’—l) ”., 1-1 2\/t(I'—t)

Il résulte de (79') que l’on peut choisira: assez petitpour que, quel que soit ce,

le premier membre de (78) soit inférieur à tout s > o donné à l’avance; on a
donc, en particulier, ‘ .

  
<Dclf, w: f]<e,

ce qui entraîne
_

(82)
. ' Ë[I, æ(t); t]=r.

Deuxième cas. —— Supposons que les intégrales
l-"’U”)—1‘ (”N'

__ '- // __ I
_ “!"—l')

‘ ,, l —1 2\/Tt(t”—-l')
 

convergent umformément par rapport à t’ pour t<l'ê't; cela revient à-dire
que, quel que soit 5 > 0, on peut trouver un t. > : tel que l’on ait

, ” ,.
]

..“Lf‘+“’l»'6(t )—æ(t) @ “"“" d”, , t < &..]; " "" 2\/1t(t”—t')

Il en résulte que l’intégrale :
v - ‘ l-r(t')—æ(t))*

. “»" r _ __ÎT—T-Ï .

(83) _ , f\\æ(t
) æ(t) e _l__ de'

. :
 ‘il—t 2y’n(l'—t)

converge, compte tenu de ce que la fonction à intégrer qui y figure est néces—

sairement >o.’L’intégrale double qui constitue le second terme du premier



LES FONCTIONS ALÈA'I‘OIRES DU TYPE DE MARKOFF.
'

23t
membre de (78) est alors absolument convergente, on peut y échanger l’ordre
des intégrations, et il est alors clair qu’elle est infiniment petite avec ':X— !;
comme il en est de même du secondmembre de (78), d’après (80) et (81),
(82) est encore valable. -

Remarque 1. — Dans le cas général où æ(c) n’est pas une fonction non
décroissante, la convergence de l’intégrale (83) soit la condition (79) n’est
pas une condition suffisante pour que PC [t,æ(t); t]: r; ainsi (79) peut être
réalisée, bien qu’il existe une suite (t,,) tendant en décroissant vers tet telle
que
'

. æ(tn)—m(l)
lnm ——
(,.—>: V’n— ! <+œ 

et l’on a vu qu’alors" ' ' Pdt,x(t);t]=o.
_

Remarque Il. — Le résultat obtenu dans notre Pfemier càs ne rejoint pas
strictement le théorème de Kolmogoroff que nous avons démontré dans le

, Chapitre I:, au lieu de l’hypothèse que p(h) est non décroissante, c’est æ(ft) que
nous “avons supposé non décroissante, et ces deux hypothèses ne sont pas
équivalentes : aucune d’elles ne contient l’autre; cependant dans la plupart
descas pratiques simples, elles coïncident; en effet, pour que p, supposée

__dérivable et non décroissante, donne æ(c) non décroissante, il faut et il suffit
'

que [Œ(T)—Œ(t)]° soit non décroissant, soit : —4(c—t)logp(c—t)g pour
cela, il suffit et faut que, du moins pour h assez petit, on ait (,

’

P'UÛ p'(h) — logp(h)
flobp(lz)—ItP(/Z)go ou mg__h__.

Ceci est en particulier réalisé si l’on a
" \ |

où )\ est une constante} positive quelconque. Cette remarque permet de
retrouver le théorème de Kolmogorofl', en utilisant'un artifice de Petrowsky
(PETRÔWSKY, loc. cit., p. 400 et sq.). Supposons p(h) non décroissante,dérivable
sauf pour k = o et telle que - *

a 1'
,_ '] P(h)\
_,hlObp(h) dll <+œ

()

Supposons qu’il existe une valeur de X telle que la fonction p(h) __”:llogllh &

;satisfassé à l’inégalité ,
, l

' P(h)êP(h),'

du moins pour k assez petit : la courbe Ü correspondant à 'p'(h) sera inférieure ‘

,à…C, et supérieure au point [t, æ(t)] : donc C aussi. Nous examinerons donc
‘



232 * ROBERT FORTET.

seulement le cas où, quel que soit )\, on a pour des valeurs infiniment petites
de h, p(h) < p (le); dans ce cas, définissons la fonction @ (h) de la façon

suivante : étant donné h < a, et h’ê h et g a, soit Ç,, (h):W la courbe (84)
qui passe par le point [g’, p(h’)], 7t étant défini par l’équation

(85) P(/l')=llo_g;_h—Ilî

et la condition 0 < ’Ah' < |. On pose

p,(h)= b.s. pp(h).
hgwga

On vérifie facilement que p. (h) existe et est non décroissante; p, (h) est 2 p(h),
et n’est peut—être pas partout dérivable, mais si l’on définit )\ par

l(86) p,(h)=—|W avec o<).h<1,

. ‘ — let qu’on cons1dere la courbe p. (h’)=W’ on a

(87) IP.(Iz+Ah)——m(h)lêîñ(h+Ah)—@î(h)l—

Observons que d’après (86), kb tend vers 0 en décroissant avec 11. Soit de
plus h une valeur telle : _c. (la) > 9 (h); on voit facilement queh est à l’intérieur
d’un intervalle (a, b) dans lequel 7t défini par (86) reste constant. Si l’on
appelle In(n= 1, z, . . .), les intervalles tels que (a, b) et A leur ensemble
complémentaire, pour montrer que

fL—_‘V_h
’°gP‘ dh =f"__'Vh

’°gP‘ dh +Z£—I_P"
'°gP'dh<+œ,

il suffit d’établir que

(88) Efüj_'ldh<+œ,
car sur A, p.—_ p, or fp'—:Æ—’dhs’évalue facilement, puisque sur I,‘ p. (h) est

de la forme (87), et l’on constate que (88) est vrai. Dans ces conditions,
comme (67”’) est vrai pour la courbe C. définie par æ1(r)=x(t) +\/— 4(r— t)]ogpær—t),

pourvu que dans tout intervalle (t+ @, 't), x, satisfasse à une condition de
Lipschitz du premier ordre [cf. Chap. [11], ce qui est le cas d’après (87),

_ et que toujours d’après (87), an(s) est non décroissant, C. est supérieure
en [t, x(t)], donc aussi Ç, puisque p. 29.
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Nous retrouvons ainsi le théorème de Kolmogorofi‘, à ceci près que p(h) est

supposé dérivable pour [:> 0, mais nous verrons plus loin comment on peut
s’affranchir de cette hypothèse. ,

Mais le théorème de Kolmogorofl‘ comporte une réciproque : si 901) est non
décroissante et si; pour un ou > o quelconqueon a

.“ _—
(89)

' fo P<h)‘/_hl°gp(h)dh=+œ.

_
Pc[t, æ(t); t]est nul.

, Ce résultat se déduit des résultats de Petrowski [cf. Purnowsm, loc. cit.],
en effet si la condition précédente est satisfaite, le point [t, œ(t)] de C est
« régulier » au sens de Petrowski, et ceci ne peut avoir lieu que si
Ë[t, x(t); t] = 0 comme nous le verrons plus loin. Aussi nous nous bornerons
à indiquer sommairement comment on peut retrouver ce résultat par notre
méthode.

": étant fixe et ?] assez petit pour que t+ ?] <1, on a, si 9 est dérivable et
d’après (67”’),

(Dc[t+ n, æ(t); T] +f M(t’, ?) dlltbc[t + n, x(t); t’] :M[t + n, æ(t)
;_ ‘t].

Hn '

Moyennant une condition pour p qu‘il est inutile de préciser et que nous
appellerons A, M (t', :) est une fonction non croissante de t’; de sorte que l’on

'

peut écrire :
' 0dt+fl,æ(t);t][1+M(t+n,r)]êM[t+n,x(t);r]

ou, M[t+n, æ(t); &] étant > o,

. [ M(l+‘l), T)oc[t+m =v<‘>’ film…… x(t);fl +
………… …; rll>

On fait alors tendre r, vers + 0 ; d’après(89), M [t + “f,, a: (t); *:] tend vers + oo;
moyennant pourp une seconde condition restrictive B, on montre que

l' M(t+n, 1') _!nlîoM[t+n,x<t);r]_ '

Il en résulte que
lim (Dc[t+n, æ(t); 7:] =1.

n++o
Or on a

uHm
Oc[t,x(t);r]=0.;[t,æ(t);t+n]+f pc[t,x(t);t+n,y]0c[t+n,y;r]dy.

Supposonsque (Dc [t, x(t); €] = 0; on pourrait prendre «: assez petit pour que,
quel que soit 1},

°Cl‘:æ(t);t+nlg<Dc[t,æ(t);r]gâ. _

30Journ. de Math., tome XXII. —— Fasc. 3, 1943.
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On devrait avoir quel que soit n
.1'(I+‘fl)f‘ I)clt,æ(t);t+m)'l‘Dclt+n—JWJWÊ ‘

_”. I-\|

—

et a fortiori '|'(l+m[ Pcl£7x(£)it+n;)']mcll+ïj,y;fldyg-Ë;,.r(l)

or, siyZæ(t), On a
°cll+my; f]ê®u[t+n, æ(z); r].

On devrait donc avoir
{t(/+”…

(go) ®.;[t+n,x(t);t]f pdt,æ(t);t+fl, )‘de5
.:'(I) .L\|-—-

Or, l’hypothèse que <I>C [t, æ(t); t] = o, entraîne que
.r<1+11)

lim pc[t,æ(t);t+n,y]dy=l.
n>+o

Et comme on a
.r(!) .l’(l')

pdt,x(t);t+v;,yldyê[ Udt,x(t);t+vy,y]dy

il est clair que (90) est impossible dès que n est assez petit. Ceci établit le
résultat voulu, sous les restrictions A et B; on lève ces dernières par des
procédés analogues à ceux utilisés par Petrowski pour des questions
semblables.

Tout ce qui précède suppose p(h) dérivable pour h> o. Pour lever cette
restriction, nous allons établir un théorème général.

Supposons b(t, œ) égal à une constante b; soit (I>C[t, œ; T] la probabilité
d’absorption relative à C et à la valeur !) du coefficient b(t, x); désignons
par £D2[t, 32; F:] ce que devient fl)c[t, œ; :] lorsque b = o; : étant fixe, soit &)
le domaine défini par œêæ(t), têæ. Posons,

0(t, æ) =(Dc[t, x; ?] — 08“, x; 1].

(DC, comme fonction de (t, a:), satisfait dansfl) à l’équation

ê£ 62“ Ê‘f(91) àt+cfi‘+bdx :O
et ®}! à

du (Fu
(92)

?? + à? :O.
On en déduit que 6 satisfait à

:O.1du à”u 000
(9.3) '

- 37 + “az: + ” a?
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Soit C‘ une courbe définie par x=æ*(t), avec : æ*(t) <x(t), æ*(t) étant à-
dérivée bornée et intégrable; dans le domaine Œ* défini par æ<æ*(t). t<-,

'
6 est une solution de (91) régulière au sens de Gevrey (ej. Chap. 111). D’après
un théorème connu ("‘), on peut poser \ \

……
‘ ‘

.

(94) 6(t, æ)=b/dpf—— ;r]U.,[t, a-; p,q_]dq+-‘F‘(t,a‘),

ou ‘F*(t, x) est une_solution régulière dans $* de (98); la représentation (94)
est valable dans (D*. Posons

'

,.)t(p
A*(t, x)=bfdpf_— c[p, q; r]Uo[t,x;p, qldq-

Une intégration par partie légitime permet d'écrire

(95) ,

\
>A.(‘) x)=bf dp[ ‘DCll):æ(l])i TlLlt1‘”P: 37(P)]

‘ l
,

.1(/ l

.

(“"‘—‘t).
” "

.

_
q—.1: e “" "+

_» ®clP: ']. T]2—(lî——ñ;71Î—(—IÎ—ïdq]

ou lesintégrales sont absolumentconvergentes.
Observons que si, x étant <æ*(t), t tend vers :, 6(t, œ) tend vers 0;

— d’après ce quenous avons vu dans la troisième Partie, on peut écrire, puisque
dans les mêmes conditions, A*(t, a:) tend vers 0

(96)
'

q… w) =[ ‘F*[t’, x*(l'>] d,(D£.[t,_æ; t'],
' l
”et l’on a sur C*

.

,

(97) . 9[t, x*(t)]: A*[t, æ*(t)] + ‘P‘*[t, æ*(t)].

Supposonsmaintenantque nous fassions tendre C* vers C : plaçons-nous dans
l’hypothèseoù æ(t) possède une dérivée x'(t), et faisons tendre, uniformément
dans l‘intervalle tât'î1, œ*(t') vers x(t’) et x*'(t’) vers x’(t'); dans ces
conditions les passages à la limite n’ofi‘rent aucune difficulté; A*‘(t, a:) tend ve1“s
une limite A (t, a:) donnée par :

, '

<(95’)' A(t, x)=b/hdpl: U.,[t, æ;p, æ(p)]

,..'l(p) ..”(;’”Z .q—æ e "'“+ (I) , ;1- ___—___— d ,_

>]... JP (—1_ ]2(P_tl‘zv'n(p—t) q] 
(") Cf. Gunn, Equations aaa: dérivées partielles du type parabolique (learn; de

Math., t. 9, 1913, p. 343). '-
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où nous avons tenu compte de ce que (Dc[p, œ(p); :] = |. On déduit aisément
de (95’) que l’on a

(98) |A(z,æ)|;|b|MVæ—;,

où M est un nombre absolu, indépendant de C, a: et t. D’autre part, A*[t, x*(t)]
tend vers A [t, æ(t)]; observons que sur C, c’est-à-dire pour .:c: .v(t),
(DC [t, x; ‘t] et Œ3[t, œ; :] sont égaux à 1 quel que soit t, de sorte que 0[t, cc"(t)]
tend vers 0; par suite, d’après(98), ‘P'*[t,x*(t)] a une limite qui est : —— A [t, æ(t)].
D’après (22) ‘F*(t, a:) a donc une limite qui est

't

_! A[t', æ(t’)l d,œg[:, a:; fl],
[-

de sorte que dans (D, 0(t, a:) admet la représentation
1

OU, x) : A(t, a:) —f A [l', .L'(t')J d,:®3[t, x; t’].
[

D’où l’on déduit sans difficulté, d’après (98) qui reste valable si x tend
vers x(t), que ‘

(99) l9(l:æ)lê2lblM\/f—t,
où, remarquons—leencore, M est indépendant de t, x et de C; mais nous avons
supposé que C était à dérivée bornée; supposons qu'il n’en soit pas ainsi et
soit Cune courbe à dérivée bornée, définie par

æ=îi(t), avec Æ(t’)êæ(t’) [tât’âr] et .î'(t) >x.
Posons

ë(z, a:) : (DC|_t, a:; r] _ og[z, æ; :|,
on a, d'après (99),

H…, x)i321b|Mw— :.

Mais, si l’on fait tendre C vers C, Ô(t, œ) tend vers 0(t, x) et comme M n’est
pas modifié, on a à la limite

|6<t, x)1521 b |MVr_—2,

c’est-à-dire que (99) est valable pour toute courbe C continue; en outre,
(99) reste valable lorsque œ tend vers x(t), puisque M ne dépend pas de a:.

Il résulte de (99) que, b étant une constante, si l’on considère les trois
courbes :

C définie par a: = æ(t’);
C définie par x = x(t’) + b (t' — t);
9 définie par a: =x(t’) — b(t’ — t).

‘

On a
'

(mo) î2[t, æ(t); ;] =Î°ë[t, æ(t); t] =Î’E[t, æ(z); :],
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l’indice 0 indiquant que les P sont évaluées en supposant b (t, æ)_— o. Suppo—
sons maintenant b (t, a:) non nul, mais prenons b égal ou supérieur à b. s. b (t, a:):
on aura
(…) F£1z,x<t>]<ï).lzæ<z);151ë1‘t x<z>;]
d’après le théorème VI (chap. II). Il en résulte que

F.;[t, æ(t); z]=ñfi[z, æ(t); t],
et par conséquent que, meme si b(t, x) n’est pas nul, P[t, x(t); t] ne peut
valozr que 0 ou 1.

D’autre part, si, reprenant l’évaluation de PÎ[t, æ(t); t], p(h) n’est pas
dérivable, on peut toujours remplacer p(h) par une fonction p*(h) dérivahle,
tendant vers 0 avec le, et telle que si x*(c) est la fonction correspondant
à p*(h) on ait

|.ü(r) — w(î) |:< b(î — t);

où b est une constante quelconque, (100)permet alors d’étendre au cas de p(h)
non dérwable tous les énoncés obtenus dans le cas de p(h) dérwable.

De même, (101) permet (!étendre au cas de !) (t, au) non nul tous les énoncés
' obtenus dans le cas de b (t, a:) = o.

‘' De (99) on peut d’ailleurs déduire un autre résultat : c’est que, dans
l’hypothèseb (t, x) = 0, si l’on considère des courbes C* définies par a: = x*(t'),

— avec æ*(t)= æ(t); æ*(t’ )< æ(t’) pour t’> t, on &

Pdt, æ(t); ?] ,: b._,s. P.;.[t, æ(t); ‘t],

c’est—à-dire que, selon le point de vue exposé au paragraphe 2 du Chap. II
pour la définition de P_C [t, x(t); 7], on peut considérerque

P.[t, ;L‘(l); rJ=Ë—[t, æ(c); 1].

Ce résultats’étend, d’une façon analogue, quoique plus compliquée, au cas
où b(t, a:) n’est pas :o.

CHAPITRE V.

Appficafionàala résolution des équations
aux dérivées partielles linéaires du type parabolique.

Nous considérons, toujours sous les mêmes hypothèses, l’éequation (l )
u d"u… L<u >=%—++,.+b(t, æ)à_; =o.

Nous considérons une courbe C définie dans le plan (t, x) par l'équation
(102)

_

—T=æ(l):
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où x(t) est une fonction uniforme continue, du moins pour T.;zîT, et nous
nous plaçons toujours dans l’intervalle (T,, T,); soit alors D le domaine
défini par xgx(‘); lg?)

où “: est donné, du moins dans l’intervalle fermé [Tétïc]. Soit [(t) une
fonction uniforme et continue; la formule

(103)
’

"(l, 90) =f’f(l')dv®u(h $; t’)

définit une fonction u(t, au) à l’intérieur de D, qui satisfait aux conditions aux
limites suivantes :

a. Si t tend vers *: tandis que, indépendamment, x tend vers une
valeur E< x(*:), u(t, a:) tend vers 0.

b. Si, t restant fixe et < 7, x tend vers x(t), u(t, x) tend vers

ou. f(t) si (Dc[t, æ(t); !]:1,
c’est-à—dire si G est séparatrice ou inférieure au point [t, æ(t)];

@. ! f(fl)d,.oc[z, æ(z); z'| si (DL—[t, æ(z); !] :o,
[

c’est—à-dire si C est supérieure au point [t, x(t)]; il est clair qu’en général
cette limite différera numériquementdef(t), et que [t, æ(t)] sera généralement
un point de discontinuité sur le contour pour u(t, x).

De même le point [1, x(*:)] est généralement point de discontinuité
pour u(t, a:) sur le contour de D, sauf toutefois si f(T): o.

'

D’autre part, u(t, x) est, ‘a l’intérieur de D, une fonction continue de (t, cv);
pour le voir, il suffit de remarquer que l’on peut partager l’intervalle [T., T]
en intervalles partiels (l,, t,), (t,, t,), (t,—, tt,—+,), ..., en nombre fini,
mais assez petits pour que l’oseillationdef(t) soit dans chacun de ces inter-
valles inférieure à e; on a alors, à après et indépendammentde (t, a:)

(104)
,

“(‘; -”) =E f(h') [®cU; «17; t_z‘+x) — ®cU: $; H)];
!' _

les 1" étant les indices i pour lesquels t,->t; nous supposons que t ne figure
pas parmi les ti, ce qui est toujours réalisable; les divers termes de la
somme (m4) étant continus en (t, x), il en est de même de u(t, æ).

Nous allons montrer que, à l’intérieur de D, u(t, ce) est solution de l’équa-
‘ tion (1); soit donc (t, ac) un point intérieur à D; traçons une courbe C

_'définie par æ=5(t’), où E(t’) est uniforme, continue, à dérivée intégrable
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et bornée, avec de plus Ë(t’) <æ(t’) et a: < :Î:(t); on a

<mä> uM æ<t')1= ['f<c”>dlu‘bcuz a“s(t’>: t”L

et les quantités u[t'.Ît(t’)] forment une fonction continue de t’, avec

lim u[t’, îi‘(t’)l : o.
/'—>1

La fonction Ü(t, a:), définie par

(106) ü(t, &?) =f (ll/’, î‘(t')] (h®g[t, .T; [' |,

est solution de (i) à l’intérieur du domaine D défini par

œ5æ(x), tSr.

d’après des propriétés établies dans le Chap. III, le résultat annoncé sera donc
obtenu si nous montrons que, à l’intérieur de Ü, zî(t, av) est identique
à u(t, a:). Or, d’après (5) et (6), on peut écrire

(i07) ü(t,æ)=fi[fif(t”)d,nfbc[t’,î(/’); fl]]d,æ…,æ; c'),

f(t") étant continue, il n’est pas difficile de prouver que l‘on peut dans (107)
intervértir l’ordredes intégrations ("’), ce qui, compte tenu de la relation

,,.

(108) ‘ «Ddl, æ; t”] =f Œh;[t, î‘(l'); 1”]d,(bg(t, x; l’),
, .

conduit à identifier fi(t, a:) à u(t, ac); on peut aussi raisonner ainsi : supposons
d’abord que C soit dérivable à dérivée bornée; alors

®;[t',.æ(t’); :”] et ‘Dë(l, x; t’)

ont des dérivées partielles bornées (et positives ou nulles) par rapport à t”
et t’ respectivement; l’interversion des intégrations dans (107) n’offre alors
aucune difficulté : reprenons maintenant le cas général et introduisons une
courbe C* définie par

æ=æ'(t’) avec î(t')<æi(l')<æ(u),

où æ*(t') est supposée dérivable à dérivée borné‘e, et faisons tendre C* vers C. 
(1.9) Le théorème classique de Fubini n’est pas applicable ici parce que ®Jt',î‘(t’); l’]

dépend de t’.
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Si l’on pose

u‘(t, æ)=f“f(llldl'q)ü'lt: :L‘; t’], ü‘(t, x) =f u*[t’, î(t’)ld,«dh—lt, x; t’],
[

on a évidemment
lim u*(l, x) : u(t, a:); u*(t, x) : ü*(t, (I'),(130

donc
lim Ü'(t, a:.) =u(t, a:); lim u*[t, î(t')] : u[fl, .Î(t’)].
cr>c (:'.>t‘.

I
_ r ' ' ) ‘ \ ‘Comme u* [t, .1:tt’ )] est borne, am51 que à—,(D.;—[t, œ; t'], on vmt d’apres (106) que

lim ü*(t, æ) : ü(t, ar).
(I*»>ll

On conclut bien à l’identité de l_l(t, w) et de u(t, a:).
Considérons1Î;(t, œ; *:, y), avec yîæ(w); pour "t‘ et y fixes, c’est une

fonction de (t, a:) définie dans le domaine D; pour a: < æ(t), le théorème des
probabilités composées donne

2‘ J'
(mg) fU(t,æ;r,ë)dï= fpÎ;(hŒmE)ffi

+f [f U[t’, æ(t’); :,
E_]dÇ—Ç]d,«lb.;(t,

x; t’).
[ _»

Poury <æ(w), on en déduit sans difficulté; par dérivation,

(1 10) Î)—C(ti $; 77 J') : U(‘z— 17; T) J’) “[ Ul”: ‘T(tl)i 7) )'](11'Œc(t, -Tÿ ll)'
[

Il en résulte, dans l’hypothèsey < æ(æ) que 1Î;(l, a:; ’t, y) est dans D solution
de (__I) et satisfait aux conditions aux limites suivantes :

a. Si, t restant fixe <f:,æ tend vers æ(z), E(t, œ; 7,y) tend vers 0 si C est
séparatrice ou inférieure en [t, æ(t)], vers

U[t, æ(t); ?, y] —f U[t’, æ(t’); 1', y]dflDdt, æ(t); t’],
_

!

valeur généralement non nulle, si G est supérieure en (t, x).
b. Si t tend vers fr et x vers E;£y,ñ(t, cc; T, y) tend vers 0, comme

U(t, x; fc,y); au voisinage de (w,y),pu(t,œ; :,y) se comporte irrégulièrement.

Remarque. — p_c(t, x; 't, y) a été défini, pour yâæ(c), au paragraphe 2
du Chapitre Il,- comme une limite, mais il n’est pas évident que cette limite
est indépendante du mode de‘subdivisionide l’intervalle (t, T) qui a été choisi;
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pour Î’Î,(t, cv; *:) cette indépendance résulte de résultats généraux sur les
f0nctions aléatoires stochastiquement continues (°°), mais il n’en est pas de
même pour p_c; en tout cas, nous remarquonsque(1 10) établit que P_c(t, x; 1,y)
possède, dans l’intervalle ouvert [—œ<y<x(œ)], une dérivée partielle par
rapport ày continue en y, fournie par la formule (110), formule que nous
prendrons dorénavant commedéfinition de 132, valable du moinspoury< 5(æ);
pour le moment, l’indéterminationdefi poury=_y(æ) est sans importance.

Considérons maintenant une fonction g(y) définie uniforme, continue et
bornée dans l‘intervalle fermé [—œëyîæ(æ)], et soit

'

. rl?)
(…) v(t, w)=f g(y)p_c(t, x; r,y)dy-

_”
"On voit facilement que :

a. v(t, x) est, à l’intérieur de D, solution de (1).
b. lim v(t, a:) = 0, si G est, en [t, æ(t)], séparatrzceou inférieure; dans les

:v+:r(l)
r<t

mêmes conditions, v(t, cv) a une limite généralement non nulle si G est en
[t, x(t)] supérieure.

c. lim &(t, a:): g(E).
r—>E<æm

Le comportement de v(t, a:) sera naturellement irrégulier si t tend vers 't
tandis que a: tend vers x(w).

Remarque. — Il n’est pas nécessaire, évidemment, pour ce qui précède,
que g(y) reste borné lorsque y tend vers ——œ; il suffit que l’intégrale (11 1)

soit absolument convergente, ainsi que ses dérivées partielles du 1"r et du 2°

ordre en x; on peutétudier ce point, en remarquant que, si l’on pose

1l'lïl
G(t, a:; r)=j_ï U(t, æ;r,y)g(y)dy,

on peut écrire
(1'11’) v(t, æ)=G(I, x; ?) —f G[t’, æ(t’); ?] d,:‘1h;(£. x; t’);

(111’) permet également d’éliminer les difficultés provenant de ce que
' pÎ(t, a:; *:,y) n’a pas été précisément défini poury= æ(æ).

Considérons alo1s maintenant la fonction w(t, x) définie par la formuleT-‘1(-l
(…) w(t, æ)=f f(ll)dr‘pc(t; œ; t’)+ g(y)pÎ(t, x; r,y)d_y

—@ 
(”) Cf. FORTET, Sur la notion de fonction aléatoire (Revue Scientfique, mars 1941).

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 3, 1943.
, I
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C’est, à l’intérieur de D, une solution de L(u) = o : nous appellerons normales
les solutions de ce type; les valeurs limites des solutions normales sur le
contour, c’est-à—dire sur C et sur la « caractéristique » t='t, se déduisent
immédiatement des valeurs limites de u(t, a:) et de v(t, a:), calculées précé—
demment. Nous pouvons compléter ces résultats par les remarques suivantes :

Remarque 1. — Le comportement de w(t, x) lorsque «: —> æ(æ), cependant
que, indépendamment, :: tend vers :, est en général irrégulier. Si, cependant,
f(t) et g(y) se raccordent au point [._’ æ(—.)], un fait intéressant se produit;
soit en effet a la valeur commune de f(c) et de g[æ(c)]; si t et x tendent-
indépendamment vers ": et æ(æ), grâce àla continuité de f(t) pour t=e, et
de g(y) pour y=æ(w), on commet une erreur négligeable dans (112) en
écrivant

.1'(".‘) m _

(113) w(t,x) : aŒ,;(t,æ;r) + af Î1Ï(J,æ;r,y)dy +f é"()’)l'—C(lræi7’Ï)djg

sim est choisi assez voisin de x(c); or (1 13) peut s’écrire

(114) w(t,æ)=a+/ [g(y)—a]ñ(t,æ;r,y)dy,
en remarquant que

Or, lorsque t, x tend vers :, x(*c) d’une façon quelconque, l’intégrale qui
figure dans (1 14) devient négligeable; autrement _dit

lim w(t, a:) = a =f(r) : g[æ(r)].
l->æ+œfiL

Remarque 2. — Soit t‘ une valeur fixe, < ’: et supposons t< t4 ; considérons
/, n-(ti

W(t, æ)=f f(t’)d,fih;(t, æ; t’)+f h(z)p—c(t, x; t,, :)d;
! —œ

qui est une solution de (l) définie dans le domaine : tât., œîx(t); prenons
’ h(5)=w(h,z).

h(€) est continue dans l’intervalle [— oo ;: Ëæ(t.)], et bornée. On a, d’ailleurs,
' '

::.-(T)
'

':

h(5)=f f(tlldz'Œ(tu z; ")+ €()’)Îg(’h 5313 )’)d)’°
1.

/

Comme on a
‘

_

w(l.i_ _
p_c(t, æ;r,y)=f Pc(t:æi î1,Z)Pc(th 3iT;)’)d5:

.
.'L'((;)

‘Dc(t,æ;t’)—Ôc(t,æ; tl): 1Tc(t,æ;ti,Z)®c(_tu=; t’)d= (t’êli),
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on montre facilement [en intervertissant des intégrations, opération qui se
légitime aisément] que Ëv(t,æ) est identique à w(t,x). Si alors nous nous
plaçons dans l’hypothèse où, en [t, , æ(t,)], C est séparatric_c ou inférieure;
alors h(z) et f(t’) se raccordent en [t,, æ(t. )], et l’on a

lim W»(l, J‘) =f(h),
I->t—0.r+ .ru.)

soit une certaine continuité à gauche; il n’existe pas, par contre, en général,
de continuité à droite analogue.

Théorème d’existencepour les solutions de L(u) = o. :— DorÎnons—nous alors
l’équation L(u)= o; donnons-n—ous le domaine D, limité par la courbe C et
la « caractéristique » t=.; donnons——nous encore les fonctions f(t’) et g(y)
définies, bornées et continues respectivement pour t’îc, et —— œ <y<æ(T)
(notons en passant que ces donnéesf et g sont essentiellement mde‘pendantes
entre elles); et proposons-nous de chercher une solution w(t,æ) dans D de
L(ù)=o, satisfaisant,sur le contour de D, aux conditions aux limites suivantes:

.»

(115) - lim cv(t, w)=f(t),
.r—>.r(ll

, lflxe<î
(116) lim w(t, M”):”(E).

r+=<L'Tt)

Si, en tous ses points [t,x(t)] (du moins pour t< T), C est se'paratrice ou.
inférieure, mais jamais supérieure, il existe une solution normale w:(t, x)
satisfaisant aux conditions indiquées, et elle est fournie par la formule (112);
il n’efriste pas d’autre solution normale [mais il peut exister en outre des
solutions non normales satisfaisant à (1 15‘) et à (1 16) (cf. Dœrscn, loc. cit. )].
Si C est. supérieure en certains points [t, æ(t)], la solution

normale (112)
subsiste, mais ne satisfait plus‘a (1 15), sauf peut-être pour de
def<t>

'

Ces résultats se déduisent immédiatement de ce qui precedé
' '

Ë’Î_;Ï)
 


