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Les fonctions aléatoires du type de Markoff associées
\ - 4, . o 4. ’ v : .
@ cerlawnes equations linéaires aur dérivées partielles

du type parabolique

Par Roeerr FORTET

(Paris).

Introduction et sommaire.

Soit ¢ une variable indépendante, par exemple le temps; nous considérons
les forictions aléatoires (') X(¢) du type de Markoff, c’est-a-dire telles qu’il
existe une probabilité bien déterminée F(z, z; -, £) ne dépendant que de
t, z, =(>1), £, pour que, si X(¢)=uw, on ait, a I’instant postérieur 7 : X (7)< &.
MM. Kolmogoroff et Feller ont montré (*) que, sous certaines conditions de
régularité, F, comme fonction de ¢ et z, est une solution de I’équation aux
dérivées partielles linéaire parabolique

du
) oz

=0,

du ) P
(l) L(u)_w—i—tt(t, J’)E—f—[)(f,

dont les coefficients a et b sont liés 4 F par les formules

(2) 2a(f,z)=Ilim Kl_f (§ — x)2d;F(¢, x5t + At E), quel que soit 6 > o,
A0 1E—rl<?
(3)  b(t,z)=lim -~

f (5 —x)deF (¢, z;t + At E), quel que soit & > o,
Ao As [E—a<d

a(t, x) est donc essentiellement >o.

(') La définition et les propriétés générales des fonctions aléatoires sonl exposées,
par exemple, dans Forter, Sur la notion de fonction aléatoire (Revue scientifique, 3,
1941, p. 1). ) .

. (®) KoLmocororr, Uber die analytisc
nung (Math. Ann., 10%, 1931); FeLLER, Zy
Ann., 113, 1936). = ' )
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148 ‘ - ROBERT FORTET.

Dans le présent travail, nous nous donnons I'équation (1), c’est-a-dire a
et b, et nous supposons qu'ils satisfont aux conditions suivantes :

Hypothéses :

a. a(t, x)=1;

B. b(t, z) et d%v b(¢, ) existent et sont bornés;

ab e s . . .
¥. 5— satisfait 2 une condition de Lipschitz de la forme :

ox

d J s ;
= b(e+ AL 2+ Ax) — = (4, @) |SAY A+ A2 (¥ (o<W<a).

Du moins nous supposons ces conditions satisfaites dans un intervalle
T,<t<T, dans lequel nous nous placons une fois pour toutes.

Rappel de résultats. — Sous ces hypothéses, M. Feller a démontré (*) qu’on
peut associer a (1) une fonction aléatoire X(¢), du type de Markoff, unique et
bien déterminée, dont la fonction de répartition F(z, x; =, §) est liée a a (ici
identique a 1) et & b par les formules (2) et (3); F(¢, ; 7, £) s’obtient de la
fagon suivante :

Posons :

(E—a)

1 — e—
(T~
e ( )’

(4) Uo(t,x;fﬁi):m

* o /] .
) Ut mind= [ dp [ 00| 55Vt gin D] Usteswip g dg.

On a, pour n21,
[Un(t, 257, &) |
(6) l

J .- 3 N
ﬁUn(t) ;5 T, Q)' <0(n(‘£' t) "

ou «, (indépendant de t, x, =, §, el >>o0) est le terme général d'une série
convergente; on peut donc poser

(7) UG, 257, 5) = Un(t, @27, §). _

n=0

La fonction U ainsi définie est, en ¢, x, une solution fondamentale de (1);
on en déduit F par la formule

13
(8) F(t, 2; 7, £>=f UL, z; 7, y)dy.

(*) FeLLER, loc. cit.
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U est donc, en £, une densité de probabilité, et I’on a naturellement :
~+ »

(9) F(l,.Z‘;T,—{—OO):/‘ U(l,x;‘l';)’)d)’:l-

U satisfait a ’équation fonctionnelle

(10) U(z,x;r,z,):f Uz py ) Up, g57, 5 dg (1<g<7).

On a, pour tout n2o,

(1) [ 10 @55 8 [ digan(c — o).

Enfin, comme fonction de =, £, U satisfait a I’équation adjointe (1) de (1) :

(1) L*(u).—:%if du 6’[b( Byu]=
Pour de nombreuses autres ‘propriélés qui nous seront moins utiles, nous
renvoyons au Mémoire cité de M. Feller. Nous utiliserons fréquemment, plus
ou moins explicitement, des propriétés des fonclions aléatoires, que I'on
trouvera, par exemple, dans notre Mémoire cité. -

- Nous représenterons éventuellement les couples de variablcs (¢, ) ou (x, £)
par les points de coordonnées (¢, z) ou (7, &) dansun plan rapporté a deux axes
de coordonnées rectangulaires oz, ox ou 0=, of.

Remarque sur les hypothéses faites. — L’hypothése y est une hypothése de
régularité qu'il faut bien adopter lorsque I'on est résolu a considérer 1’équa-
tion (1), sauf & la remplacer par une autre plus ou moins stricte, mais fort
analogue.

‘Quant a «, il faut remarquer que le cas général a >£ 1 se raméne au cas par-
liculier ici trailé @ =1, en considérant, au lieu de la fonction aléatoire X(¢),

la fonction
X (1)
dh
Y(t) :f —/:—: 3
) va(t, h)

ceci sous des conditions assez peu restrictives pour a.

D’une autre nature est la condition 3; elle influe essentiellement sur le
comportement de X(t), et si, par exemple, b était infiniment grand avec «,
la nature de X(7) pourrait étre profondément altérée : c’est ce que font pré-
sumer certaines remarques de M. Bernstein & propos des équations différen-
tielles stochastiques (*), d’ou il résulte égalcment d’ailleurs que la condition J3
pourrait étre cependant un peu élargie.

(*) S. BernsteiN, Les éqﬁatt’ons dt‘lﬂérenlielles stochastiques ( Actualités scientifiques,
n° 738, p. 7. Paris, Hermann, édit.).
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Sommaire. — Daus un premier Chapitre, nous étudions la continuité de la
fonction X(¢); ce probléme a déja été étudié par M. P. Levy dans le cas parti-
culier ot b = o (auquel se raméne le cas ol b ne dépend que de ¢); on troavera
ses résultals dans son livre : Théorie de U'addition des variables aléatoires
(Paris, 1937, p. 169) et dans son Mémoire Sur certains processus stochastiques
homogénes (Comp. Math., vol. 7, p. 283); le méme probléme a été étudié
dans le cas général par M. W. Dceblin dans une Note aux Comptes rendus
(t.210, p. 705); le point de vue de M. Dceblin est un peu différent du ndtre,
en ce sens qu'il prend comme donnée la fonction de répartition F(¢, x; =, £),
tandis que pour nous les données sont les ccefficients a et b de (1); par ailleurs
les hypothéses faites par M. Dceblin définissent un cas un peu plus général que
le ndtre (*). Pour ce probléme, notre résultat essentiel (théoréme II) généra-
lise les résultats de M. Levy et rejoint ceux de M. Deeblin. En ce qui concerne
spécialement la continuité locale, nous avons pu élendre a nos fonctions aléa-
toires X(¢) un résultat trés précis de M. Kolmogoroff (qui n’a pas, croyons-
nous, publié sa démonstration ) relatif & un probléme diflérent, mais non sans
lien avec le ndtre. D’une facon générale, lc probléme de la continuité locale est
en relation étroite avec le probléme de I'absorption au voisinage de la courbe
d’absorption, comme on le verra dans les Chapitres suivants, et c’est dans le
Chapitre IV que nous en donnons une solution compléte. Nous terminons le
Chapitre 1 par un paragraphe consacré a établir quelques propriétés peu
intéressantes en elles-mémes, mais dont nous avons besoin par la suite.

Le Chapitre II est consacré aux généralités sur les probabilités d’absorption;
le probléme que nous appelons de la diffusion avec absorption, en raison d’'une
interprétation physique évidente, peut sommairement se formuler ainsi :
étant donnée une fonction x(t'), qui définit dans le plan (¢, ) une courbe C :
x =x(t') dite courbe d’absorption, et sachant que X(2)=ax[xlx(t)], qu’elle
est la probabilité P (¢, ; =) pour que I'on ait, dans tout 'intervaile (z,7) (1 >1):

X(&)sa(t').

Nous avons été conduit a poser ce probléme par une remarque de M. Ville,
faite il y a quelques années au cours d’une conférence au Séminaire de Calcul
des Probabilités que dirigeait alors M. le professeur E. Borel. M. Ville avait
observé la relation qui existe entre le probléme de la continuité locale de X(#)
(équivalent au probléme de la loi du logarithme itéré, etc.) et celui de la
valeur de limP (¢, z; 1) pour @ = 2(¢); il émettait d’autre part I'hypothése,
T—>1

trés vraisemblable mais en somme assez délicate & prouver rigoureusement,
que P.(t, x; <) était, en (7, ), solution de (1).

(*) Nous ne croyons pas que M. Deblin ait publié ses démonstrations.
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Historiquement, le premier probléme d’absorption qui ait été considéré
semble ctre le probléme du scrutin (cf. PoiNcark, Calcul des probabilités, p. 21)
qui a été résolu par M. Désiré-André grice a un artifice que M. P. Levy et
nous-méme avons repris. Dans son Mémoire déja cité (p. 320), M. P. Levy

"a traité le cas ou x (') est constant, b étant par ailleurs identiquement nul;
M. S. Bernstein, également, a envisagé le probléme de I'absorption
[¢f. S. Bernstew, Sur la diffusion acec absorption (Comptes rendus Acad. Sc.
U.R.S.S., 1, 1934, p. 230)], mais toujours au point de vue, différent du
notre, des équations différentielles stochastiques.

Nous avons d’abord consacré le paragraphe 1 du Chapitre II a4 montrer
que I'on peut, en touterigueur, dans I'étude de X(¢), adopter un point de vue
nouveau, qui se rapproche de celui de M. Bernstein, point de vue nouveau,
c'est-a-dire langage nouveau, qui ne change rien au fond, mais dont nous
avions besoin. Au paragraphe 2, nous définissons les probabilités d’absorption
et nous indiquons leurs propriétés les plus immédiates (continuité, etc.). Au
paragraphe 3, nous établissons, grice a l'arlifice de Désiré-André auquel
nous donnons ainsi sa portée maxima, l'équation fonctionnelle de Désiré-
André-P. Levy a laquelle satisfait les probabilités d’absorption, et qui nous
permettra de les calculer.

Le Chapitre IlI est destiné a4 prouver que les probabilités d'absorption sont
solution de I'équation (1); nous I'établissons d’abord dans le cas ou la courbe

~d’absorption est & dérivée bornée, et nous étendons ce résultat au cas général
ou la courbe d'absorption est seulement continue.

Il restait a4 déterminer les valeurs limites des probabilités d’absorption
quand on se place au voisinage de la courbe C; ce probléme équivaut, comme
nous 'avons dit, a celui de la continuité locale de X(¢); nous avons pu fournir
de ce probléme, au Chapitre IV, une solution qui est, croyons-nous, la plus
étendue jusqu’a ce jour.

De I’ensemble de ces résultats, nous avons pu déduire, au Chapitre V,
des résultats relatifs a la résolution des équations du type (1); nous obtenons
en particulier un théoréme d’existence qui dépasse largement les résultats
classiques de M. Gevrey sur cette question, ou méme ceux obtenus par d’autres
auteurs; nous noterons cependant que les éléments d’une méthode assez
proche de la nétre ont été indiqués par Petrowski dans un Mémoire que
nous citons. Le plus notable dans cette question est, croyons-nous, cette
possibilité d’appliquer avec un certain succés les méthodes du Calcul des
Probabilités 4 un probléeme d’Analyse pure. La raison fondamentale d'un
tel fait, dans le cas actuel, est la suivante : on connait le grand réle joué
dans le Calcul des Probabilités par la fonction de Gauss; or la solution
fondamentale de '’équation de la chaleur est une fonction gaussienne, et
I'équation de la chaleur est a la base de I'étude des équations paraboliques

linéaires.
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Les résultats principaux du présent Mémoire ont été résumés dans trois
Notes aux Comptes rendus, dont voici les références : Comptes rendus, 212,

1941, p. 325 et 1118 243, 1941, p. 553.

CHAPITRE L.

Etude de la continuité de X(¢).

1. ETUDE DE LA CONTINUITE GLOBALE DE X(?).

TrioriME I. — X () est continue en probabilité (*).

Pour établir ce théoréme, il faut prouver que pour tout ¢ fixe, on a
Prob{|X(¢+ At) = X(8) | <} >1—m,

quels que soient ¢ et v 4 condition de prendre |A¢| < qu'un certain nombre
w()(>0). On sait, d'ailleurs, qu’en conséquence, il sera possible de
prendre p.(¢) indépendant de ¢ (pour un intervalle fini tout an moins) (7).
Or la probabilité en question est

+% 0
f U2y, x5 8, ¥) [f U(¢, p; ¢+ At z)ds]dy,

en supposant qu'a I'instant initial ¢,, X (¢,) = z,, et que At >o0; soit m >o
tel que

—~+ 0 ’ —m
f U(lo: ‘ro;t) )’)d)<£» f U(tm vl'o;t) .,")d.}'<2'

Maintenant, y étant variable entre — m et + m, je dis que I'on peut déter-
miner - (z) > o, de telle sorte que
y+3

U, y; t+ AL, 5)dzs >1— —2—

y—=0

En effet, puisque U =Z U, et que d'aprés (7) et (11)

n=0

¥+ *
f |U,,(l,y;t+At,:)]dz<:n—,
y-8 4

n=i

(®) C’est-a-dire stochastiquement contiﬁue, selon la terminologie de Slutsky.
(") Cf. Swursky, Sulla teoria degli funzioni aleatorie (Giorn. d. Ist. Ital. d. Attuari,
1937, p. 183.) :
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pourvu que At soit assez petit, il suffit de montrer que pour Az < p.(t), on a

y+8
f U[)(t) -I/';t—f‘At, :-)d3>l—14)-. ~.
y—3

Or, ceci s'établit directement trés facilement. D’ailleurs le cas de At<o
s'étudie de la méme fagon sans difficulté. v '
Nous allons dailleurs évaluer avec plus de précision la quantité

f U(¢, x5 ¢+ At y)dy,
ly—e<8

avec At>> o et en prenant 0=c \//g Atlogi, ou c est une constante > o quel-

conque. Dans ce qui suit, A désigne une quantité bornée, qui n'est pas
forcément la méme d'une formule 4 I’autre, ni dans une méme formule quand
elle y figure plusieurs fois. Nous poserons

G,= Uo(t, x; t+ At y)dy, G,= Ui (¢, z;5 ¢+ At, y)dy;
ly—x1<8 Jy—x <8

G,— U, (¢, z; ¢+ At, y)dy, G;= 252 Un(t, x5 ¢+ At y)dy;
ly—x|<8 ly-x|<8

de sorte que la quantité a étudier est G,+ G, + G,+ G,. De (7) on déduit
- immédiatement que

(12) G;= A A%,
Ona

(y—mt
1 -_—

G,—= ____f e A g
’ 2\/7rAt Iy—rl<8 >

ou, en posant y = x -+ 2 At. u,

(13) G(,:;_f e Tdu—1— — A A

Evaluons maintenant U, (¢, x; t+ At, y) d’aprés la formule 3).
On a

— =gt
(’i Uo(p, q; t + At, y) = — -9 e s(+A—p),
7 ' Gy/m(t+ At — p)?

Nous poserons
P=t+pA et g=py+(—p)xz+yaldtp(1—p)u;
il vient
_y—aie

Uy (¢, 5 t+At,y)=Z\/1—:-A-A'—t %/%_[ dp [f b(p, 9)({_;;’)6_7@]-
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Mais
y—qg=0—p)(y—x)—V2At(1—p)pu;
de sorte que

=
(14) Us(t, x; t+At, y) =2 i[A(v_x)+A\/K¢J.

2\/m At

Nous aurons une évaluation plus précise en posant y =z + ¢y/2At, soit

g=z+p\V2 Aty +\2Alp(1—p)u

(mais dans l'intégration par rapport a g, seul u est variable); en tenant compte
de nos hypothéses sur b (voir Introduction), on a

Cb(p, q) = b(p, x)+ % b(p, ¢)Y(Vpo+Vi—pu)y2arp,
0

, db(p, x - —_— ——
97 b(p, 7)= —d,.r_) + A |Vee +Vi—pu |“ (\/2Atp)ur,

gd=x+0(Vpv+V1i—pu)adtp avec o<H<1.
En tenant compte de ce que

» e += = _ut
f ve *du=o, f e *du—= we *du=\2m,
—_— —_—

—_n

il vient
(y—a)

\/Z—t e ‘At
2y 2\/TAs

(18) Us(¢, z; t+ AL, y) = 2 vf b(p, x)dp+2\/1t_At(v’—1)

1 141 1 e+
xf _dbg;, ) pdp'+(2Al)Tf p? dp
o 0

x [ AV Voo VTl T,

Comme

{(y—a)

() d A\/l LA
(v —1 — = — A,
\/|;~—x|§ 3 ) VAz 4 °8 &c ,

.
Gy= A\ / log Ait Av+e 4 Af TG,
avec ' :

ve _n e e e
G;:Af e 2dv[ p* dp AT (o —wr)|\po+y1—pul e =du].
—w [

—_——

on obtient

Il est clair que | G', | est bornée, et finalement

(16) ; G =A\ /logAitAt“'f’-i—, AASTE
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Pour évaluer U, et G,, nous partirons encore de la formule (3), mais pour

. U,
éviter d’avoir a évaluer 7)?’ nous remarquerons que, d’apres la formede Uy et

celle de U, exprimée par (13), on peut mtegrer par parties dans

~+»
f bd_qUi(p, q;t+ At, y)YU, (b, x; p, q)dq,

ce qui donne
i o lg—a
e Hp—h

2\/7r(p—t)

—+ ! d o
~f Ui(p, g5t + AL, y) [3517(1', 9+ b(p,q)x— 2’?1)_";)]

Nous poserons comme précédemment
p=t+pAt, g=py+ (1—p)z+\2Ap(1 —pu.
En tenant compte de (13), on voit aisément que I'on a

()—l\’

(17) Us(t, z5 6+ AL y) = ——— [A(y — z)2+ AVAL (y—z)+ AAd].

\/T
Mais cette évaluation est insuffisante pour le calcul de G,. On voit

facllement que le terme fU. o7 b(p, q)U dg donne dans G, des termes

- de la forme AAt . Il reste donc & évaluer
j_‘m U,b(p, q)}q")_:—f U,dg=1.

Or, en se reportant 4 (14), on voit que U, se met sous la forme

o ty—ar
1 e LI+ AL—p)

a\/2m 2\ (¢ + AL — p)
XAy — )+ Ay — 9+ Aly— ¥+ AAr,

Ui(p, g5t + At, )=

avee

:f b(py, 9)dp,,  pr=p-+pi(t+ At —p).
L]

On vérifie facilement que les termes provenantde A (y —g)*, A|y —q[**¥,

2 . .
-A At donnent dans G, des termes en A .A¢*. Tout se réduit maintenant 4 évaluer

r—q)? {g—a)

_ (" — @) (g—z) & TUTE—i g vp—d
J—f_,, Aib(p,q) (p—-t) \/(P_t)(t_l_m_m

A,.b(p, q), comme fonction de ¢, est dérivable et admet une dérivée bornée,
donc se met sous la forme
- Ktp, ) + A(g — =),
Journ. de Math., tome XXII. = Fasc. 3, 1943. N 24



186 ROBERT FORTET.
ou K(p, x) est une e fonction bornée; or le terme A(q—x), porté dans J,

puis dans G,, donne pour G, un terme de la forme A A ; d’autre part K( p, w)
peut dans J étre sorti du signe d’intégration; il reste alors une intégrale qui
s'évalue facilement par les changements de variables indiqués; ce qui donne,

en posant y = x + y/2At.¢, et K désignant une constante

1N %/—A:t (*—1)p(1—0p),

ou I'on conclut que

3
(18) G,=A \/log ALr A+ A AL,

(11), (12), (15) et (17) donnent alors

A

(19) G=1— At - A Agt+r,

1
log A7

a désignant un nombre > o, < ;, c’et ‘—z

Supposons alors ¢ >1, et soit 3 >0, <« et <¢*— 1. Partageons 'inter-
valle (¢, ©) quelconque en 2" parties égales, par les nombres

ty=1 = dr—1?) P—
o— &y ...y +"—2_— « s sy !'I—T)

et considérons l'inégalité

(20) |X(t”)—X(l’)lgc\/[;(t”—t’)logt,,Tll,»

pour des valeurs 7, ¢"(¢">t) quelconques de lintervalle fermé (¢, 7).
K désignant une constante, la probabilité P, pour que (18) n’ait pas lieu pour
'une ou I'autre des valeurs de ¢ lorsque 1’on prend ¢'=1¢;, ¢"=1,,, est

< K
\/ﬁzﬁ"’

d’aprés (18). La probabilité P que (19) ne soit pas vérifiée lorsque I'on
prend ¢ =¢;, ¢"=t;, pour 'une ou I'autre des valeurs de i et pour I'une ou
I'autre des valeurs de n >rest donc

(21) ‘ P<K2\/n2§n

n>r

ot le second membre est infiniment petit avec ;
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Soit X,,(¢') la fonction égale & X () pour t=1¢; et linéaire pour <<t
quand l'inégalité (19) est salisfaite quel que soit ¢ pour ¢'=¢, ' =1t,,, on a

(20) Xl =Xty gey 40— ) log

quels que soient ¢’ et ¢” pourvu que t'— /<t , —t;= ;;;l' En tenant compte

du théoréme I, et d’aprés des remarques que nous avons développées dans
notre Mémoire cité, il résulte alors de (20) que presque sirement les X, (¢)
sont des fonctions également continues, qui convergent vers X(¢) qui admet
nécessairement le méme module de continuité que les X(¢). Ainsi :

Taeorime II. — La fonction aléatoire X(t) est presque sirement continue, et
Pplus précisément quel que soit le nombre c fixe > 1, on a presque siirement

X =X < e /416 — 0 log by

pourvu que |t'—1t'| soit inférieur a un certain nombre ¢ indépendant de t' et 1’
(mais aléatoire).

Par contre, si ¢ <1, on voit facilement qu'il existe presque sdrement des
intervalles (7, ¢") aussi petits qu'on le veut pour lesquels (19) est non
‘réalisée (*).

Eztension. — Le résultat du calcul précédent peut s’exprimer ainsi
soit p (h) une fonction positive définie pour 2> o et telle que |hlogg(h)| soit
borné on a

p(h)
V—Tlogp(k)
ol aest >0, A, borné indépendamment de z, ¢ et 2, A, borné inférieurement

et supérieurement par deux nombres positifs indépendants de x, ¢ et h. Alors,
la condition nécessaire et suffisante pour que I’on ait presque sirement

(22) Prob { [ X+ h)—X(@O|> V—14hlogp(h) si X(t)=x f=A, + A ht+e,

IX(¢) =X (¢") [ SV —4]¢—"[logp(|£'—2")),
quels que soient ¢ et ¢" pour | ¢ — ¢”| assez petit est que

. p(h) Y-
(23) llm—_—:—‘__——-—o,
i>e hy/—logp (k)

ce résultat s’établit facilement en tenant compte des remarques générales que
nous avons faites ailleurs (*).

() Cf. P. Levy, Théorie de l'addition des variables aléatoires, Paris, 1937, p. 168.
(*) Forter, Sur la notion de fonction aléatoire (Rev. Scient., février 1941).
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2. Etupk pE LA CONTINUITE LOCALE DE X (). — ¢ étant donné, quelconque mais
fixe, on peut se proposer d’étudier la rapidité avec laquelle X (') tend vers X (¢),

lorsque ¢’ tend vers ¢ D’aprés le théoréme II, cette rapidité est au moins celle
indiquée par l'inégalité

X = X@ 1o\ /410~ tllog (e,

1]

Mais le théoréme II établit ce fait quel que soit ¢; en supposant ¢ fixe, on
peut espérer obtenir une limitation plus stricte pour |X(7)—X(¢)|. Ce
probléme peut étre traité par les méthodes classiques de MM. Khintchine,
Kolmogoroff, P. Levy ('°) pour les questions de ce genre. Mais ce probléme
de la continuité locale entre dans le cadre général des problémes d’absorption,
qui sont dans ce travail notre objectif principal, et c’est seulement dans les
chapitres suivants que nous en donnerons une solution assez compléte.

Nous allons cependant établir un résultat que M. Kolmogoroff a démontré
dans un autre cas; nous ne connaissons pas sa démonstration, qui n’a pas été

publiée, a notre connaissance; il est probable qu’elle ne différe pas beaucoup
de la suivante. ‘

Soit p(h) une fonction > o, définie pour h™>o, et tendant monotonement
vers o avec h, et telle que

- “Togp (k)
(24) ’ j p(h)V hlogp(h)dh<+oo (> o quelconque).

Il est presque sir que l'on a, pour t' — t > o et suffisamment petit,

_ | X(¢)— X () |SV—G(¢'—t) logp (¢ — 1),
dans I’ hy pothése ot X(t) a une valeur déterminée a:‘quelconque.
Posons p(h) = 3p(h); p(h) satisfait a (24); étant donné <~ > ¢ quelconque,
posons

1 I 1 1
— = _ ,
thor—t  ln—t  lp—t —logp(tne1— 1)

(25) {y=r, cee

Dans le cas ou p(k) présente des discontinuités, la détermination de 7., a
partir de ¢, peut présenter une difficulté, qu'on léve facilement en modifiant
légérement le choix des ¢,; on remarque que ¢, tend vers ¢ en décroissant.

En posant A ='% et ¥(K)= 5(;;)’ (24) s'écrit :

f*"’ ¥(K)y/— log W (K) <t w®
K ’

1
M

(**) Cf. P. Levy, Théorie de l’addition des variables aléatoires, Paris, 1937, et
- KuiNtcHINg, Asymptotische Gesetze. .. (Ergebn. der Math., 1934).
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W (K)y— log¥(K)
K

ot la quantité a intégrer tend monotonement vers o

lorsque K tend vers - ; il est facile d’en déduire que (24) entraine que
p(ta—12) _
(26) 2\/_100?([’1_1)<+ . .

Soit L un nombre quelconque, mais fixé, et ¢ un nombre quelconque de
Pintervalle (¢,.., ¢,); on a évidemment, 3 désignant un nombre > o quelconque,

Prob { X(tn) — & <L — B\la— tu11, sachant que X(¢) —z =L}

<Prob { X¢t,) —x <L —B\t,— ¢, sachant que X(¢) — a2 =L},
ot la seconde probabilité peut étre bornée par un nombre positif ¢, qu’il est
inutile de préciser, mais dont on notera qu’il est mdependant de L, t, et ¢, et

qu'il est certainement <1 si 3 est assez grand. Le principe des probab1hlés
composées montre alors que

" Prob { X(tn) —x <L —BVty— tys4, sachant que X (') — z atteint la valeur L

au moins une fois dans l'intervalle (¢4, £,) } < 9.

Or soit M, le maximum de X(?')—a dans I'intervalle (2,.4,2,); il y a une
probabilité égale & 1 pour que X(7') soit continue, donc pour que la valeur M,
soit atteinte au moins une fois par X(¢') — z dans l'intervalle (¢,.,, 2,); on a
_-donc d’aprés ce qui précéde, et en prenant L=M,, donc en considérant M,
- comme connu

. Prob{X(t,,) — 2 < My— BVl — tr | S0
~ Soit maintenant M aun nombre quelconque el désignons par E I’événement
X(t))—x>M— ﬁ\/t,, Inirs
On a évidemment
Prob E’>Prob f M.> M} x Prob ‘ E, sachant que M,> M|
et aussi )
Prob | E, sachant que M, > M}
> Prob{X(ty) —x>M,— BVZ— lars, sachant que M,>M| -
21— Prob{ X(t,) — 2 <M, — BVty— tns1, sachant que M, >M }

De ce que la limitation ¢ est indépendante de M, résulte facilement, par
applicatioa du principe des probabilités composées, que

Prob { X (,) — # < Mp— B\/Z — tsrs, sachant que M, >M [< o

et par suite .
Prob { M,>M] < l—i—? Prob ! X(t,) —2>M — BVtn— o |-
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Toutefois ce raisonnement suppose que les diverses probabilités qui inter-
viennent existent et satisfont au principe des probabilités composées, ce qui
n’est pas évident, mais sera établi au Chapitre II; nous I’'admettrons provisoi-
rement, et nous allons calculer Prob{X(z,) —ax >M— By, —1,., | & partir
de (22). Pour cela, soit 0 < a’< «. S’il existe une suite (%,) tendant vers o en
décroissant et telle que
P(It/’) < Il1+G'
V—logp(h,) n

(23) est Satisfaite par p(h) et le théoréme est établi; il reste 3 examiner le cas
ou, quel que soit & (assez petit), on a

;P__(—h)__. 2+,

V—logp(h) -
Dans ces conditions le second membre de (22) peut s’écrire

p(h) ,
V—logp(h)

ol A est positif, borné inférieurement et supérieurement par deux nombres >o0;
on a alors, en prenant M =y — 4(¢,—t)logp(t,—¢) et d’aprés (25),

BS

' - . p+tlo§§(/-—')
Prob{x(ln)—a‘>M—ﬁm;§A —Jl;t)e {5 -
» V= 1ogpu,.—t)[l— ?ﬂm—_nj

D’aprés (26), Zp,, est < +oo;on a donc presque siirement, pour tous les

n
supérieurs & un certain nombre (aléatoire) n, :

MaSV—4(tn—t)logp(tn— ).

Mais je dis que si ¢,,,2¢<¢t,,0n a

V= 4(ta— ) logp{tn— ) SY—4(¢ — 1) Togp (7 — 1),
ou, ce qui revient au méme

. (tn—t)logfj(tn_t)z(tl—t)]og(tl_t)7
ou

(37) (¢~ ) [~ 10gB(ta— 1)) + (ta— ) [ logi(ta— )] S(¢' — £) [ logp(¢'— )],
(27) sera vérifiée si

(¢'— ) [—logB(tn—t)] + (tn— ') [— logp(ta— £)] S(¢' — &) [— logp(tn—?)]
ou T

(¢ = )log ELE=T > (6 ) [~ logp(ta— 0]
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qui sera vérifiée si, puisque g(h)=3p(h),
(th - t) lOg3 = ([n_ tn-+-1) [— logﬁ(lu — l)
qui s’écrit d’aprés (25)

— logp (¢, — 1)

2 o ]
log32 — logp(tns1— ) —1

qui est vrai, car le second membre est, asymptotiquement, <1.

Ceci établit le résultat annoncé; le probléme se pose alors de savoir si la
condition (24) est nécessaire pour ce résultat; nous le résoudrons dans un
chapitre ultérieur (Chap. I'V).

3. QUELQUES PROPRIETES DE LA DENSITE DE PROBABILITE U(Z, @, 7, §). — 1°D’aprés
(7), (4), (13) et (16), on voit que U(¢, z; =, &) peut se mettre sous la forme

(=2

- A1) — S —
U, z;1,5) = &’ ( [1+A( — &)+ AVAL+ A —2)+ A VAL E—2)+A Ar]+A VAL
— :
Laissons alors ¢, = fixes, faisons varier = et £; si |§ — x| reste <y<—1,
(= 1

e *"~9 reste >e¢ ‘; par suite il existe un nombre « >0 et absolu, tel que,
pour T — ¢<a, on ait

U,z 7, 6)2 >0,

\/ T
" ou c est un certain nombre absolu.

La condition |§—z|<y=—1¢ équivalant a dire que le point (=, ) reste
intérieur A une certaine parabole, on voit qu’a chaque point (¢, ) correspond
un certain secteur parabolique dans lequel (contour compris) U(t, x; 1, &)
reste >o. Donc sur toute paralléele & I'axe des x d’abscisse < telle que
t—tSa(z>1), U(t, z; 7, ) reste > o tant que [§ — x| ne dépasse pas V—t.

Supposons maintenant que pour un ¢ compris entre ¢ et 7, U(¢, @3 ¥, y)
reste >0 pour |y —z|<m (m>0); soit ¢ >0 et < m; supposons T — 'Sa;
comme U(?, y; 7, £) reste > o tant que |E—y|§\/:_——_t; et que

. -+ »
U, z;5 7, 8) =f U, z; ¢, ) U, yi 7, €) dy,s

on voit facilement que U(¢, z; =, £) reste > o tant que
[E—z|<(m—e)+yr—1.

Soit maintenant une paralléle a 1'axe des = d’abscisse ©(>> ) quelconque.
" Partageons l'intervalle (z, ) en n parties égales par des nombres

! T—1
=10 t, ..., iy, ,=T; POsoDs =At, et prenons n assez grand pour
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que At soit 4 la fois <1 et Sa. Remarquons que

-+ w

-0 ~+ o
U(l,.’l";?,E):f d.)" d)"-’"’f dy"—l U(‘)x;thyi)

>< U(liy )’1 ; ti’; )’2) e l) (ln—!y )’n—i; T’ E)'

—_x

Alors en utilisant la remarque précédente utilisée (n—1) fois, en prenant
¢ = At, on voit facilement que U(¢, z; 7, £) reste > o tant que

lE,—xlg\/E+(n—l)[\/Z—t—Ai].

Mais la quantité qui est au second membre étant infiniment grande avec n,
on obtient le résultat suivant :

TusoriMe 11l. — La densité de probabilité U(t, x; <, E) est >0 et non =o
quels que sotent t, z, <, £, avec = > 1.

2° On a vu [formules (4), (14), (17)] que pour n <3, U, (¢, 2; <, E) est de
la forme . :

(F—ay’

e br—1)
2\n(r—1)

ou |u, | est borné supérieurement par une expression de la forme

NAlE—a|.

I1 est facile de voir que ceci est vrai quel que soit n; et 'on peut faire des

(171) Un(t, 257, 8) = (L, 57, £),

remarques analogues pour —;%U,,(t, x; 7, £). Il en résulte que
U(¢, x; ‘-r, +o0) = ;;%U(t, x;7, tw)=o0

et que les diverses opérations que nous ferons par la suite [intégrations par

partie, dérivations sous le signe f ] sont valables, méme dans le cas de
domaines d’intégration infinis. '

3* U(¢, @; <, £), comme fonction de =t et &, satisfait & I'équation (6), qui est
du méme type que I'équation (1); & ce titre U(¢, #; 7, £) peut étre représenté
par le développement

(7) UG, 257, 5) = JUnt, 25 7, 8),
oul'on a -
(4’) . U;(t) x;T, E):Ua(t,x;r, g))

. . § e 9 .. ab(p,
) UiGesd=—[ df o0 Uitaing+ ZEDU 6w p)
. t —=

>'<.U.,(p, g; 7% 8)qd.
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On établit, en suivant les méthodes de M. Feller, que

[UL(6 2777, £) | n—t
(6" |0.U,.(t RPN <oan(r—10) *,
et que
(11") fMlU,',(t,»v;T, E)Idw<an(r—-t)£{

et en calculant comme au paragraphe 2

_ =

. =10 .
W) Uiz p= vl EXGE RN )
: 2y/n(r—1)
(w—r)’
. e l»('z—-l)
a7) Ui, x5 7,5 = [ (G—ap+AVT=i(i—a)+A(r—0)],
. . \/1:(1'
et de méme
- E—x)t
a ™ ) . _ e—‘(’—" A(&—J,‘)"’ f\(f-—-l‘) NG p—
(28) ‘—}éLl(t,x,r,E)_sm[ — Nepy: +‘\(5—?)+A+A\/r t],
. (E—x)2
9 U e {0 [ AE—2 AE—a
= U, z;1,8) = + —
(29) d& 2()‘” T) ) ﬁm[ T —1¢ \/‘L‘——[

+AE— )+ A(E—x)+A\/1-_—_t(E,—x)+A\/;—_t].

.4 La convergence des intégrales f U (¢, x; =, y)dy est uniforme par

—

rapport a ‘(t x; ) tant que ¢, z, < restent bornés; ceci résulte de ce que la

série 2 f [U,.[dy est uniformément convergente, et de ce que les U, sont

dela forme(17,)
5° Rappelons un résultat de M. Feller (loc. cit., p. 13g) : pour n20, on a
(30) f a“ld%cUn(t,.av; T, E)ldggan(r—-t)T

‘ol a, a la signification habituelle. On peut établir de méme que
A o ~+ o n__—-!
31 [ vt s b | s =0 T

En elfet; (5) donne

‘0 : +e 2 .. d
5z Unwi (6, 237, &) =f dpf b(p, q)d—qbnm 7% 8) 52 Us(, 25 p, 9) dg.
4 —» .

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943. : : 25
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Comme '
—d—U (¢, z; = iU t, x;
oz o\l s P (])— ()q 0( s L5 Ps ’1)’
on peut écrire
J K = o . b d
55 Ui (625 r,E):[ dpf_“ [b(P, NDog Unp 4550+ 5000 0) 5 Un(p,fz;r,i)]

x Ug(¢, x5 p, q)dq;

s S d? Y <
une nouvelle différentiation donne -— U, (¢, x; =, £);le procédé de récurrence

de M. Feller permet alors d'établir (31). Les opérations a faire sont valables
sauf pour les premiéres valeurs de n, pour lesquelles on procéde & une
vérification directe. '

6° Tueorime 1V. — U(s, x; 7, £) ainsi que F(t, x; =, £) sont des_fonctions
continues du coefficient b, uniformément en k.

Nous voulons dire par la que si I'on prend deux valeurs de b, soient b et
b+ ¢(¢t, o), satisfaisant toutes deux aux hypothéses que nous avons posées

dans I'[ntroduction, et auxquelles correspondent deux valeurs Uet Ude U, ona

lim|U—l‘]:o, ou e=bs|e(¢, x)].
>0

D’abord, sil'on pose

E(l, Z; T, f:) - Un(l) T, é): "n([) 5T, E))

on a

/- n—e -

— ) 2
ln <eaMn E=0 2

(32)

l( ld (-z'—t)"T_2

— < n
oz Un <eaM " ('_‘) ’
2
ou M et a sont certaines constantes.
En effet, supposons (32) vérifiées jusqu’a n, et montrons qu’elles sont vraies
pour n 1. Partons de la formule (5); elle nous donne

Upi=Upyy+ T, + T,
avec

T -+ d
T1:f dpf b(]); Q)a—qun (1)) q; T, E) U, (¢, z;p, q) dq)
¢t —_—®

[ 0 — .
Ty= dpf e(p, q)d—qUn(p, ¢; 7, §) Uo(¢, x; p, q) dg.
I3 — o
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On a immédiatement, avec (32),

n

M# (7 —£)®
_—
r(’l)ﬁ

2/ 2

et comme on a nécessairement [d’aprés (6); c¢f. FeLLer, loc. cit., p. 131]

| Ty|<eah

|Uate, @iz, ) LaMis— )T

d I - ——_’l—-—
()_J,‘Un([’ ;T E)l r(;)
ou M peut étre supposé le méme que dans (32), ainsi que «; on a aussi
Me(r — I)
r n )
(E) 2

n—1 n—1

— T Al 1 n+1 _— 2
200 " [he— )i (r— )T Mr cea MEZ )

| TafSea

On aura donc

[ni(t, 57, E) <

sil'onapris M>(h-+1)yT—t.
De méme, on a
a

= Unni (¢, x5 7, E) =

2 Ult, @57, &) + T\ T

d
oz
avec

“+ ¥
T, —f dl’f bp, 1) 5, g " P, 75 7 E)—U s pyq)dg,

T;—f dpf e(p, f1) Un(p, 457, i)(EUn(/, x5 p, q)dg,

) N

et 'on obtient aisément des limitations analogues aux précédentes. 1l suffit
alors, pour établir (32), de vérifier (32) dans le cas de n=1, ce qui se fait
sans difficultés en reprenant les changements de variables de la premiére

Partie (p. 184).

On pourrait méme établir un résultat plus précis que (32); nous n’en avons
pas besoinici : de (32) résulte le lemme annoncé, en ce qui concerne U (¢, z; 7, £);

‘pour obtenir le méme résultat pour F(t, z; =, £), on établit les limitations

+o T—1)°
/ xunu,x;r,zwzée““’";—w—)l’
i (2
(z =

f+”ld u,,(l x; T, E)ldg<eaM"r(n:_l>

ce qui se fait aussi sans difficultés.
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CHAPITRE II.

Généralités sur les probabilités d'absorption.

1. NOUVEAU POINT DE VUE; RAPPROCHEMENT AVEG UN POINT DE VUE DE M. S. BERNsTEIN.
— Soient ¢ et 7 deux instants conséculifs fixes (1 >>1); soit (2,) une suite
dénombrable d’instants de I'intervalle (2, ), partout dense dans cet intervalle;
et pour fixer les idées, supposons que les ¢, soient les nombres dyadiques

%(r—t) lg=1,2,...;p=0,1,2, ..., 27].

Aux (¢t,) faisons correspondre une suite d’axes de coordonnées OA,, OA,, ...,
OA,, .... Une suite de nombres réels a,, a,, ..., a,, ..., considérés comme
des coordonnées par rapport a ces axes, définit uu point M dans un espace que
nous appellerons E. Supposons que X(¢) =, & étant un nombre fixe donné.
Si I'on pose

=X () (n=1,2,...),
le point M devient aléatoire. Sa loi de répartition dans E est déterminée
entiérement et suffisamment par la connaissance de la fonction de quatre
variables U(t,, x,; &, x,); cé point a été établi par M. Kolmogoroff
(Koumocororr, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Ergebmsse der
Math., Berlin, 1933, p. 24); voici ce que cela signifie :

Il existe un certain corps d’ensembles borélien K, constitué par des sous-
ensembles ¢ de E, parmi llesquels E lui-méme; nous disons plus loin comment
K est défini;

Pour tout élément e de K, la probabilité Pr.(M C €) = m(e) existe;

Lafonction d’ensemble m (¢) ainsi définie satisfait aux axiomes classiques qui
définissent les probabilités (voir ces axiomes, par exemple, dans KoLmocororr,
loc. cit., p. 13); en particulier, m(e) est complétement additive; en raison de
ses propriétés, m (e) peut étre considérée comme définissant une mesure dans E;
d’ou la notation m (e). :

Pour définir K et m (), on définit les ensembles cylindriques dans E :
nombre fini quelconque de coordonnées a;, a,, ..., a, de M définissent, dans
I’espace euclidien E, 4 p dimensions, un point M; lorsque M est assujetti & étre
situé dans un ensemble mesurable-B ¢ de E,, le point M correspondant décrit,
dans E, un ensemble dit cylindrique e. Ces ensembles cylindriques jouent le
role des intervalles dans la théorie de la mesure de Borel; leur ensemble est
un corps &, dont K est I’extension borélienne. On a évidemment

Pr.(Mce)=Pr.(Mce),
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si e est cylindrique; et Pr. (M Ce) évidemment existe et s’évalue sans difficulté
a l'aide de U(z,, x, ; t,, &,); si, par exemple, e est défini simplement par le
fait que a,= X(¢,) <%, on trouve immédiatement que

Pr.(Mce)=Pr.(M ce)=F(s, z; tn, £). .

Considérons maintenant 1'espace E' des courbes continues T : o= z(t),
définies dans I'intervalle (2<¢'<~) et satisfaisant en outre aux conditions

(a) x(?") est uniforme;
(&) z(t) ==

(de sorte que toutes ces courbes sont issues de la méme origine.)

Il résulte du théoréme 1I que, sauf peut-étre si M appartient 4 un certain
ensemble ¢ de mesure nulle [m(¢) = o], la donnée de M détermine une courbe T’
unique; réciproquement d’ailleurs, une courbeI' détermine toujours un point M
unique; cette correspondance entre M et I est définie par

ay=x(¢,) (n=1,2,...).

On en déduit immédiatement que 'on peut définir dans E’ une mesure :
soit ¢’ un sous-ensemble de E’, e I'ensemble des points M correspondant aux
courbes I de ¢/, ¢’ est dit mesurable si e est mesurable, et 'on posera

mes. (¢/Y=m(e).

Pour simplifier, nous écrirons : mes.(e') =m(e’). Cette définilion est

acceptable, parce que, si ¢ est un ensemble mesurable de E, I’ensemble mesu-

rable e—e.e définit dans E’ un ensemble ¢’ également mesurable, et 'on a
m(e')y—=m(e—ez)=m(e),

puisque m (e) =o.

Il faut en outre remarquer que la mesure ainsi définie dans E’ est une lo:
de probabilité, c’est-a-dire satisfail aux axiomes classiques sur les lois de
probabilité, en particulier m(e’) est complétement additive, ou encore satisfait a
Uaxiome de continuité (cf. KoLmocororr, loc. cit., p. 13). Ce sont des propriétés
que nous aurons souvent & utiliser, explicitement ou non.

Ainsi I'étude de X(?'), dans l'intervalle (¢, <) et sous I’ hypothese X(t)==,
peut étre envisagée sous un nouvel aspect : on peut imaginer que I'on joue
& un jeu consistant & choisir au hasard une courbe I' parmi toutes les
courbes de 'espace E’, selon une loi de probabilité déterminée; la probabilité
que I" posséde un caractére déterminé sera définie si ’ensemble ¢’ des courbesT’
possédant le caractére en question est mesurable, et alors la probabilité en
question sera precnsement m(e').

La mesure ainsi définie dans l’espace E’' dépend évidemment de la valeur
choisie pour le coefficient b; nous mettrons ce fait en év1.dence dans les
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notations, en disant que ¢’ est mesurable-(b) et en appelant m(¢'), que nous
noterons m(b; ¢'), la mesure-(b). ’
¢ étant un instant quelconque de (¢, <), considérons la formule

(33) . y(y==a() —/I b(t', x(2")]dt".
Elle définit dans I'espace E’ une transformation T; pour étudier T, posons

(34) Z(l/):z.(t’)_y(tf):f blt”, -T(t”)]dt”
qui peut s’écrire

(35) Z(t’):f b2, y(2") + Z(e")) dr".
14
Lorsque y(?') est connu (et continu), cette équation intégrale qui, vu les
hypothéses faites sur b, peut étre étudiée soit par la méthode d’approxi-
mations successives de M. Picard, soit par la méthode de Cauchy-Lipschitz
(¢f. Goursar, Cours d’Analyse, t. 11, p. 374 et 39), détermine, et d’une facon
unique, Z(t') et par suite (') : de sorte que T admet une réciproque T,
T et T-' transforment donc E’ en lui-méme. On remarquera que Z(?') est
nécessairement dérivable et a dérivée bornée. :
Ceci étant, nous allons énoncer et démontrer le théoréme suivant :

TukoriMe V. — 8¢ €' est un sous-ensemble de E' mesurable-(b), T(e') est
mesurable-o, et l'on a
“m(b;e)y=mlo;T(e)];
et réciproquement.

On peut observer dés maintenant, et I'on vérifiera plus précisément par la
suite, que cet énoncé nous rapproche du point de vue de M. S. Bernstein
dans sa théorie des équations différentielles stochastiques [voir la référence a
la note (4)]; nous lui emprantons d’ailleurs sa méthode, on notera toutefois
que nos hypothéses sur b sont moins strictes que les siennes.

Soit 'équation L(u) = o obtenue en faisant b = o, c’est-a-dire

- " du  Ou

et soit Y(?') la fonction aléatoire associée a cette équation, considérée dans
'intervalle (¢, ), et avec I'hypothése Y () = . La formule

(37) | Y(£') =X (¥) -—f B[e", X (")) de"
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ou, symboliquement,

(37 X()=T=[Y()],
définit dans I'intervalle (¢, 7) une fonction aléatoire. On a

Taroreme VI. — La fonction aléatoire X(t') définie par (37) est du type de
Markoff et associée a I’é¢quation L(u) = o. '

Il est clair que ce théoréme VI, d’aprés ce qui précéde, entraine le théo-
réme V : car si, conformément au théoréme VI, il revient au méme de
choisir au hasard une courbe I selon la loi définie par U(¢,, ,; t,, x,) ou
de choisir d’abord une courbe I" selon la loi définie par

_ L _(.x',—:q)’

Uy, 2} sy ) = ————e =0 =1 ty, x5 by

(81, 25 o, 29) VA1) o(ly, Z45 ts, 25)
qui est la densité de probablhte relative a Y (?'), puxs d’en déduire T par la
formule
T =T-(I");

il est claxr que pour savoir si ¢’ est mesurable-b et évaluer sa mesure-b,
il suffira de voir si T(¢') est mesurable-o et de prendre sa mesure-o. C'est donc
en définitive le théoréme VI que nous allons démontrer.

1™ partie : X(¢') est du type de Markoff. — Il faut montrer que la loi de
probabilité de X(z,) (avec t, >t,) ne dépend que de ¢,, ¢, et X(2,) : or

(38) X(tz)—X(t,):Y(tg)—Y(li)+f’b[t’,X(t’)]dt’.

La loi de répartition de la variable aléatoire Y(z,)— Y(?,) ne dépend
que de ¢, et ¢,; et dans l'mtégrale n'interviennent que les valeurs de X(7')
pour des instants ¢>¢,, mais non antérieurs a ¢,; la propriété en résulte. On
peut dire aussi :

"Appelons T la transformation T relative au cas ot t=¢,, 7= t,, z = X(¢,)
(nombre déterminé); posons

Y (¢)y=X(t) + Y(£) = Y(4);

Y'(¢') est associée 4 L(u)=o, et prend la valeur X(¢,) pour /=¢,. On a

donc
X () =T [Y'(£)].

Si nous prouvons (ce sera ’objet de la 2° partie) que la variable aléatoire

X () =T-[Y(7)]
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a pour loi de répartition F(z, x; =, £), il en résultera ipso facto que la loi
de X(t,), X(t,) étant connu, est F[t,, X(2,); t;, &), quels que soient ¢,,
X(#,) et t,; soit une loi qui ne dépend effectivement que de ¢,, ¢, et X(¢,).

2° partie : la fonction de répartition dec la variable aléatoire X(7)
est F(¢, x5 7, £). — Ce point acquis, le théoréme VI sera bien effectivement
démontré; or :

Opérons une subdivision de l'intervalle (¢, <); par exemple, partageons-le
en 2" parties égales par les points

) .
tn,i:t_’_;ﬂ(f-’) ({=0, 1, ..., 2");

nous poserons
T—1
A=A, = ——
2“

Y (¢) étant la fonction aléatoire précédemment définie, nous considérons les
variables aléatoires X, (¢, ;) définies de la fagon suivante :

X est choisie aléatoirement suivant une loi de répartition F(x) pourvue,
en z, d’autant de dérivées continues et bornées qu’il sera nécessaire [nous les
désignerons par f(x), f'(z), ["(x), ...|; Xu(t.,) se déduit de X par la
formule

!n,1
Xn(tng) =2o(t) +Y(tns) —Y(2) + blt, zy(2)])dl,
4
ot x,(t) désigne la valeur effectivement prise par X. De méme, on obtient

X (tniv1) & partir de X, (¢,,;) par la formule
. lnita
Xn(tn,l'+1) = -Tn(tn,i) +Y(In,i+1) _Y(ln,l) 'l"f b[lly -Tn(tn,i)] dt;
In,i
ol x,(t,;) désigne la valeur effectivement prise par X, (¢,,); et ainsi de suite
jusqu’a X, (7). Posons
Po(tni; y) =Pr.{ Xa(tas) Sy}

- '!l,l 2
[n-m.m— j; b[t',x..(mdt']

On a évidemment

T e & At
Pr(tni;y) = f(x)d:cf e dy, ...
[J‘,‘—:tn(/n,]—a)—‘/l‘l'j‘i b(t', 2 (Ln,j—1)] rll’]x
nyi—1 .
xf-“‘ e s Ac dy'
— 2y/mAL re

nyi
[yi—zn(ln,i—:)—f" b[";“‘n(‘n,i—lnd"]’

tnyi—y

:[ye Y] dysm.
x N
— a\/r At
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Nous désignerons par p,(2,;; y) la dérivée en y de P,(z,:; y); dérivée-
dont I’expression est évidente d’aprés la formule précédente. On a donc la
relation de récurrence

[u———f ""Hb[t ‘.]rll]

Inyi

(3 ) P (t ) /.+*’ ( )f’ e 8 AL d
rllnivs )) = n(€n,is 3 — w.
9 v - P e 2y/m At

La formule (3g) peut d’ailleurs recevoir une autre forme; posons

u’

ln,it+a .
9<v>—f ;du, [ v syar=ps),
—=» ™ lni

(39) donne
Pultnins; ¥] = “,, sre| ===,
[tnis; 7] f_ paltn 1@[ =
—|Puft,s: s10f L=\ [T
Ltnss 2] ( VoAt 1-»
v—'—p(z)’

+f Pnltnl\~] \/ [l+p’(z)]dz,

ou, en posant ¢ =3 + p (3)
N _[A\'—v]’

e LA

39’ ~ P.lthia; y]=- P.[tni; 2] ——=—=dp.
(39) [tniss 7] [_ o 21

Admettons momentanément que p.[4.i 3], P.[tui, 3], Pu[t.i, 3] soient
bornés en module par des nombres M, M’; M”. On tire de (S)', en posant'

tn,i; :]

Puftns; 2] = . : RN v
nltris 31 =Pnltns; y] + (2 — ¥) paltii; 5] + 2 Pl

-+ (:__6'),lp;’1[tn,i;y+0(:_y)])

3
(40) Pn[tn,i+1: )’] - Pn[tn.i; }’] + P()’)p'n[lnn )’] - szltn,i; }'] At:A Al_'

Or, on a aussi la relation
f .+ —-['V—zzp(z”'
v . e A )

(al) ) P’n[tn,H-i;y]:‘-[’"[l’l-i+1‘;)/]:‘/_n P"[ln.iv Z]—_——z\/n_A? dz.

Si I'on pose

M= b.'s. | paltas; 511, M= b.'s. [Poultnis 511 M= b.-s. | prltnis 5],

. v
(41) donne immédiatement
(4a) M SM(1 + A A2) (h constante positive),
d’ou ) ‘
: M;< M, ehimi (limitation indépendante de n).

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943, 26
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D'ailleurs, on tire de (41), par une intégration par parties

=]

- RY]
(43) P'"[tn,l—H ;)]:f '[p,n(tn,l; :') (:: )?+])n (ln,.-§ :'):':,,]c—~_—d(’.
+ & 'Z\/TCA
Remarquons que N
ol 1 — P 12( o
.,,,__——-———l_*_p,(s)_l g'(s)+p%(5)...,

so=[—p"(z)+2p (5)p"(5)...][1—p'(3)+ p'2(3)...].
\

Nous admettons iwct Uhypothése supplémentaire que b(t, 3) admet une dérivée
seconde bornée en 5 alors ¢'(3) et p"(3) sont de 'ordre de Az, et (43) donne

M, SM;A Az + M, (1+ A Ar),
d’oti I'on tire pour M, la limitation
(44) M <M, ehimi,

h n’est pas forcément le méme dans (8) et (10). On tire de méme de (43)

+ o
(45) p;[tn.l-o-i;)']:f I[’n(ln.l; 5)5:.3+3[)/,,(tmi; Z)Z:,:::

_(v‘—vi'
w1 € L A¢

A+ Pn (tna; 3) 3, | ——=—=dpv.
. 2\/m At

On a done 3 ="A.At, si I'on admet que b(t, 3) a une dérivée troisiéme bornée
en 3, ‘nouvelle hypothése supplémentaire. ’

Ces résultats établis, nous pouvons conclure comme M. S. Bernstein dans sa
théorie des équations différentielles stochastiques, que P,[<,y] tend unifor-
mément pour n-> % vers une limite indépendante des subdivisions (2.),
soit P (¢, y), satisfaisant a I’équation

(46)- FP(E )+ 0(5,0) 2 P(5,7) = 7 P(s, ) =o.
Nous allons montrer que X (t) a une loi de répartition déterminée, qui est
précisément P (7, y); soit P (7, y) la probabilité pour que
NOLT
et dont 'existence n’est pas assurée. Considérons :
P,;l‘t‘, y—e] et Pylr, y+¢] (g > o quelconque).

Considérons les cas [c'est-i-dire les choix de Y (#')] pour lesquels on
a X, (1) <y —¢; négligeons ceux de ces cas pour lesquels on n’a pas, quels que:
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soient 7 et 2,

Y (&) [sM;

Y = Y(@)[$2\ /10—t log e pour = e <3,

(47)

La probabilité des cas ainsi négligés est inférieure & un nombre p(M, &)
indépendant de n qui tend vers o si, simultanément mais indépendamment,
M tend vers +-aoet § vers o, d’aprés le théoréme II. Dans les cas non négligés,
la quantité x, () définie par la relation de récurrence

-I'n[ln,i+l] :wn[ln.i] -+ [Y(ln‘h—l) - Y(’n,i)] +f M“blt/; .Z‘,‘(l,,_{)}dl/
tend lorsque n - + « vers x (<) défini par
z(t) =x0(t) + Y(7) — Y (¢) +f A8 x(t’)]dl’,

uniformément quel que soit le choix de Y (7). Il suffit de se reporter-a
'exposé de la méthode de Cauchy-Lipschitz par M. Goursat [cf. Goursar,
loc. cit.] pour le vérifier en tenant compte de (47). On peut donc écrire

Paft, y —e]—pM, §)<P(s, y),
de méme

P(7, y)SPa[r, y -+ &] + p(M, 9),
dés que £ est assez grand ; n tendant vers 4-oc, on a
(48) P(r, y — &) —p(M, ) <P (5, ) <P (s, ¥y + &) + p(M, 9).
En faisant tendre M vers + o, dete verso, les deux extrémes de (48) tendent
vers la méme limite, P (=, ), ce qui établit Pexistence de P (=, y) et montre
que P(7,y)=P (x5, ¥).

Nous allons maintenant étudier P (z+ At, y) pour At petit; comme

t+ At
X(t+A)=X+[Y(t+ A1) —Y(2)] +f b, X(¢h]dl,

on a en posant
' Z=X4[Y(t+ A1) —Y(2)] et h=bs|b|,
Prob.[Z<y — h At]SP[¢+ At, y)SProb.[z2<y + h At].

Or .
Prob.[:Su]:f+mF(u—v) e__TA_—l_dV-
- - 2\/mAt
Donc
R e / v
Prob.[zgythAt]_—_f Fly — o= hAt] 2220 gy,

WYY
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Posons :
F(}/_pi—/l_Al):F()‘)—((’.‘t/LAl)f[}’-—@(VihAl)]

et rappelons que par hypothése | /| est borné; on en tire immédiatement que
Prob.[s<y = At]=F(y) + A VAr-

Par suite P[4 A¢, y] tend vers F(v) lorsque At tend vers o : telle est la
condition aux limites a laquelle satisfait I’ (=, ) en tant que solution de (12).
Or nous connaissons une solution de (12 )salisfaisant 4 la méme condition aux
limites, et qui est, comme P (=, y), une solution réguliére (*') de (12) dans le
domaine = > ¢; c'est

(49) P, )'):f. d:f SJ()YU(t, x5 7, z)de

:/ 'f(.l')(l‘lf Ufe, r: (1::/ f(l)]‘([ x;t, y)dx

:|F(x)F([.a‘,‘r,))]i:—f F(x ))—F(I x; T, y)da.

—

(49") : l’(‘r,))_— f F(r) (¢, 57, y)dr.

L’identité de P (=, y) avec P(=, y) est immédiate [¢/. FeLLer, loc. cit.,
p- 134]. Nous avons donc pour P (=, y) les expressions (49) ou (49’).

Supposons maintenant que X, au lieu d’étre aléatoire ait une valeur
certaine déterminée a; X (<), que nous nolerons alors X ), aura néanmoins
une loi de répartition déterminée F[¢, a; =, y]; nous allons en démontrer
'existence et en chercher la valeur.

Prenons deux valeurs initiales distinctes a, et a,, imaginons un méme choix
de Y ('), et soit Az (¢') la différence des valeurs de X, (') et X,(#'), corres-
pondant respectivement & a, et @, au méme instant ¢'.

Une formule approchée nous donnerait, pour des instants successifs (¢)
partageant l'intervalle (¢, <),

A:L’(t”,)::Ax(l,-) -+ / i“{ o, Xu(t;) | — b[["X,([,-)]’,-d[l

lity ,
=Ax(t) +f ()%:b ) Xy (4) + 0] Xa(4) — X, (4)]} A () de.
i

Sidonc K désigne b.s.
sement :
(50) MM (1 KA?),  Miglay— ay| et

d‘)—wb(t, .x)l et M;b.s.|Ax(t)]|, on en déduit rigoureu-

T

(*) Au sens de Gevrey et Feller [cf. Gevrey, Sur les équations auz dérivées partielles
du type parabolique (Journ. de Maith., t. 1X, 1913, p. 305 et 19)].
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D’ailleurs la limitation (50) est indépendante du choix de Y (?) et de la
division ().
(.r;n\’

2yro ?

négligeant des cas de probabilité <  «, ot « est aussi petit qu’on le veut, X est

aléatoire mais compris entre @ —c et @ - ¢, ol ¢ est aussi petit qu’on le veut.

‘Les choix de Y(¢) qui rendent X(z)<y —ceet™ rendent nécessairement
Xa(t)Sy : donc

Prenons alors f(x)= en prenant ¢ assez petit, et en

(51) Prob.[X (7)< y —ee*"} — a <Prob [Xu(7) <y ],
de méme |
(52) Prob.[X(7) 2y 4 ¢e"| + 2 S Prob| Xa(r) £ 5],

Les premiers membres de (51) et (52), si I'on fait tendre g, ¢, « vers o, tendent

vers la méme limite : F[¢, a; =, y], ce qui établit I'existence de F (¢, a; u,y)
et en donne la valeur; ce dernier résultat établit le théoréme annoncé; mais
il convient de remarquer qu'il n’a été obtenu que moyennant des hypothéses
supplémentaires sur la nature de (¢, x); nous allons nous efforcer de les
lever, et pour cela nous utiliserons le théoréme 1V (Chap. I, § 3, 6°).

- Supposons alors que b (z, x) ne posséde pas de dérivées seconde et troisiéme
bornées en x, mais soit {4 (¢, x)} une suite de fonctions possédant de telles
dérivées et tendant vers b uniformément quels que soient ¢ et x; soient X} (7)
les variables aléatoires qui leur correspondent comme il a été dit précé-
demment; pour un méme choix de Y ('), et en posant

en=0s|b(L, ) — b (¢, x) |,

ona
| Xo(7) — X0 (7) [Sen(T —£).

En reprenant un raisonnement déja employé, on établira facilement que, quel
que soit @ > o, on a, pour n assez grand,

\

Fale, as 1, y —a]<Prob. [ X () Sy | <FML, as T, y + ],

Fw(t, a; =, y) désignant la loi de répartition de X (<); en faisant tendre n
vers + a0, puis a vers o, on trouve donc que X, (<) a une loi de répartition
déterminée qui est F'[¢, a; 7, y].

2. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES DES PROBABILITES D’ABSORPTION. — Soit
une courbe C dans le plan (¢, ) d’ordonnée x = z(¢); nous supposons que
dans 'intervalle (T,, T,), (¢) existe, est borné et de plus continu. Supposons
X(t) =a; nous avons montré ailleurs ('?) que les trois probabilités

(*2) Forter, Sur la notion de fonction aléatoire (Rev. Scient., 1941, 3, p. 1 et sq.).
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conditionnelles [c’est-a-dire évaluées dans I'hypothése X(7)=z]
Pc (¢, z; 1) =Prob. { X(¢') £ z(¢') dans tout lintervalle ¢ < /'S,

P¢ (¢, x; t) = Prob. { X(¢)<x(¢) dans tout I'intervalle ¢t<</'<7},
&, (¢, x; ) =Prob. { X(¢')=x({') aumoins une fois dans ¢</'<7}

existent lorsque t< 7 et x < x(¢) (**). Lorsque 7 tend vers ¢, ce sont des
quantités non croissantes ou non décroissantes, elles ont donc des limites que
nous considérons, conventionnellement, comme P (¢, x; 1), P.(¢, x; 1),
®.(t, x5 t).
Il résulte alors du théoréme 1l que [z < x(?)]
@,z t)=0; Pl ) =Pt 250 =1,
P.[¢, ; =] est aussi la probabilité d’avoir X(¢') < z(¢') dans tout l'intervalle
fermé t<'<t;et @ [t, z; 7] est la probabilité d’avoir X(#')=x(¢') au moins
une fois dans I'intervalle fermé ¢<¢'<<; ou encore c’est la probabilité que la
plus petite racine (2¢) de I'équation X(#') = (') soit 2¢ et <. On a d'ailleurs
D¢, ;7)) =1—P(e, x; 1)

D’autre part, P (¢, z; 7) garde un sens et se définit sans difficulté spéciale
dans le cas limite ou x = z(t).

Par contre il semble impossible de définir du‘ectement P.(t, 3 7) et
®. (1, x; 7) pour & =x(t); on peut opérer comme pour x < x(t), ¢'est-a-dire
considérer des courbes C, définies par des fonctions z,(¢') telles que

Za(8) =x(t); Zn () Expy (L) < x(2); lim x,(¢) =x(¢),
ny=
et poser

Pe(¢, x(t); t]=1lim —ls.;,_[t, x(t); ).
ny» o

Mais la limite qui définirait ainsi P.[¢, (?); ©] pourrait dépendre de la
suite des (C,) choisie.
On s’en convainc en remarquanl que, si I'on pose
2u(0) = 2(l) — (' — 1) ({' — 1),  ea(h)>o0, pour h>o,

on pourra toujours trouver une fonction (¢ — ¢) > o et tendant vers zéro avec ' — ¢ plus
vite que n'importe lequel des &,(¢ — t) (d'aprés un résultat classique de la théorie de la
croissance), de sorte que la courbe

y(y==z(l')—e('—t)(t'— 1)

aura loujours au moins un point au-dessus de n'importe laquelle des courbes C,.

(**) Cette existence est immédiate quand on se place aux points de vue du paragraphe 1
de ce Chapitre.
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Toutefois, remarquons que si C est une courbe continue arbitraire deﬁnle
par x(¢') avec
z()= (1), T()<=(t),
etsil’ona '

gFau, z(t); <] =Pe[s, () 7],

on sera conduit 4 admettre que P [, 2(¢); <) a une valeur déterminée qui se

“ confond avec celle de P [ ¢, z(¢); =] (**). D’unefagon générale, d’ailleurs, il est
a presumer que, pour x < x(t), on a

Po(¢, x; ‘r):Fc(t, xr:T),

- quoique ce résultat ne soit pas évident; nous I’établirons rigoureusement un
peu plus loin.
Lorsque = x(t), on peut définir en outre la probabilité

Mc[e, z(2); 7} =Prob. { X(¢)2x(t’) dans tout 'intervalle ¢<#<t}. -

Nous poserons alors les définitions suivantes :

Si Pcf¢, z(0); t] =1, C sera dite supérieure en |, z(t)];
Si ﬁc[t, z(t); t]=1, . C sera dite inférieure en [t, z(t)];
Si Pcle, z(8);t)=Mc[t, z(t);7) =o, C sera dite séparatrice en [t, z(¢)]-

Les résultats déja exposés dans ce Mémoire et ceux qui vont suivre
établissent la possibilité de ces trois cas; la question se pose de savoir si
d’autres cas sont possibles; la réponse est négative (voir chap. 1V).

“ En adoptant les points de vue du paragraphe 1 du présent chapitre
(espace E'), en raison de 'axiome de continuité, nous voyons que, si (C,)
désigne une suite de courbes continues définies par x =z,(t'), et telles que

Za ()2 2(8); lim 2, (¢)=x().
on a, non seulement B _
Pe (¢, x5 7) 2 Pe(t, 25 7),
mais aussi

lim Fc_‘(t, z;.r):_lsc(t, z; 7).
ny>=o

Nous utiliserons diverses remarques de cet ordre. ‘
Le calcul de P et de P est le probléeme fondamental de I’étude d’une diffusion
avec absorption le long de C. Nous les déterminerons en fait a partir de ®.

Quand nous nous intéressons a P., P., ®. comme fonctions de < seulement,

nous les noterons simplement P(t), P(%), ®(7).

(**) Cf..Chap. 1II, p. 221 et Chap. IV, p. 237.



208 ‘ ' ROBERT FORTET.

Il résulte de nos indications générales du paragraphe 1 que si nous
partageons l'intervalle (¢, t)(t>>¢) en 2" parties égales par les nombres

T—1. .
L,i=t+ - b et s1 nous posons

...........................

X U(tnory, Yano5%, ) dysdys...dyyydy,

les P,(7) décroissent avec;lz et tendent vers P(); si 'on pose

X(ln,1) X{lp g™ —q)
7;"({,$;T):f "°f U(‘; X5 ln,l; )l)

X U(tpan_y, Va3 T, )) d)'l d_)’z coodyany,

les i),, sont non croissants lorsque n tend vers +oc, donc tendent vers une
limite p(¢, z; 7, y); mais il n’est pas évident que cette limite p(¢, x; 7, ) est
indépendante du mode des subdivisions pratiquées sur (¢, 7); c’est-a-dire
qu'en employant d’autres nombres que les dyadiques ¢,;, on obtiendrait
peut-étre une autre limite p'(¢, z; 7, ¥); en réalité cette indépendance peut
étre démontrée, mais nous n’en avons guére besoin et laisserons ce point de
c6té; d’autant que nous retrouverons, au Chapitre V, la quantité p(¢, ; 7, ¥)

indépendamment de tout mode de subdivision de (¢, 7). En tout cas, on a
0Lp(t, 25 7, y)<palt, 237, 1)UL, 25 5, ),

(53) _ x(7)

P.(¢t x5 7) :f pPu(t, 57, y)dy.

Donc, par un passage 4 la limite légitime
(T)

P(t, z;7)= p(t, x5, y)dy.

—n

Plus généralement, si nous posons, dans ’hypothése X (2) =z <z(?),

Pi(¢, z; 7, y)=Prob. {X(#)<z(¢') dans tout I'intervalle ¢<¢/'<7;X(7)Sy<z(n)}
définissant ainsi une nouvelle probabilité d’absorption qui nous sera souvent
utile, cette probabilité existe, et I'on a

— 3’ —
Pe(t, x5, y):.:f pelt, x5 T, y)dz.
Signalons en passant que, d’une facon analogue, nous auroms aussi &
-considérer A

Pe(e, .’;;,‘t,y):l;"’rob’. {X(t)<x(¥) pour t<r; X(r)sysz(n)},
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probabilité calculée comme toujours dans I'hypothése
X(t) =z[<a(t)]. \

Cette probabilité d’absorption existe.
Observons maintenant que, d’aprés le théoréme II, sil'on a |z(?) — x| >«
quel que soit ¢ dans Pintervalle (¢, <), on a

(94) ' 1 — P, x;7)<e,

' pourvu que T — ¢ > v|(¢, ), oli v} est indépendant de ¢, @, et de la courbe C.
Soit At > 0; on peut écrire

T

(55) Pe(t, z; T+ At) —f P, 251, y)P(r, y; v+ At) dy.

Ceci résulte du théoréme des probabilités composées, ou s'obtient
directement par passage a la limite sur les P, et les p,. On a de méme

_ Aa(t— A7) _
(55") Pc(t,x;r—Ar):j P, x; v — A, y)P(t— A, y; 1) dy.
"On a donc
(,'56) o Pe(t, 31— At) — Pe(l, x; 7)

r(t—AT) _
=f [7(1,.7;;T—A‘:.)')[l—l’(:—Ar,y;r)]dy.

Soit m un nombre inférieur & la borne inférieure de (t') dans l'inter-
“valle (Ty, T,) et tel que I'on ait

(57) . f U, zi7— Az, y)dy <e,

_quel que soit T —At; un tel nombre existe d’aprés une remarque du para-
graphe 3 du chap. I. D’autre part on peut trouver un nombre v}, indépendant
de 7 tel que pour At <y, l'oscillation de z(#') dans I'intervalle (7 — A=, 1)
soit <w; en prenant « assez petit, on _pourra trouver un nombre n >m
et < x(t)— w, tel que

K -A7) .
(58) f T mie— A ) dy <
quel que soit At < v,. Alors, quand y varie dans Vintervalle (m, n), la diffé-
rence x(t') — y reste supérieure a (1) — w — n=a > o, quel que soit # dans
l'intervalle (t— A7, =), on peut donc, d’aprés (54), trouver un nombre
n(e, 2) > o tel que At < 7(¢, «) entraine ’

(59) Iéﬁ(r—Ar, nn<e ’
Journ. de Math.,tome XXII. — Fasc. 3, 1943. 27
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(57), (58) et (59) avec (56) entrainent que
P(t,z;t— A1) — P (¢, z; 7) < 3e.

Supposons maintenant que l'on remplace la courbe C : x =z(¢) par la
courbe C., : z=2x(¢)==p (p >0); 1, ne sera pas altéré; « sera remplacé

IRT . A o cope
par a==p; si I'on astreint ¢ & étre < -, la différence z(¢') —y, lorsque y

. P . A "ye
varie de m a n et ' de 1 — A< & 7, restera supérieure a _; en utilisant n(s, 5)
2

o
At << n(s,;)

entrainera (59) pour les courbes C., quel que soit p. On peut évidemment
choisir w puis n de telle sorte que (58) soit vrai pour toutes les courbes C.,;

au lieu de 7(e, ), on voit que

il en résulte que, considérée comme fonction de 7, Pcip(t, a; T) est continue

a gauche uniformément par rapport 4 ¢ (du moins pour p assez petit); on
établit le méme résultat, de 1a méme facon et plus aisément, pour la continuité
a droite. Comme on a pour x < z(?)

P4, z;7) = lim Pe (¢, z; 7),
p=>0 *

P (1) est également une fonction continue de <, et par suite aussi (7).
Ce résultat subsiste si z = z(1), en ce qui concerne P[z, z(?); ]; par suite :

Tukorime VII. — Les probabilités P.(t, z; 1), Pu(t, x5 1), ®(1, x57), sous
Uhypotheése que la courbe C est continue, sont des fonctions continues de =.

D’autre part, soit ¢ un nombre > o assez petit, et x < (?); soit &’ quel-
conque mais tel que | — ' |<8. En vertu de (53), on peut trouver deux
-nombres m et n et un nombre At > o tels que

m < n; niz(t') pour t<<t+ At
m
f Pelt, 2’5 ¢, ¥)dy <e quels que soient 2’ et !/ (¢ <t + AT),
—»
a(l)

Pe(t, @5 ¢, y)dy <e quels que soient 2’ et /' (LSt + Ar),

n

f (U, 25 ¢, y) —pelt, @5 U, y)]dy <e quels que soient 2’ et ¢/,

m

cecl en vertu du théoréme II.
On a alors

— _ ) _
Pe(t, z57) — Pe(¢, 25 7) =f [Pe(t, @50, y) —Pelt, 25 ', )1 Pe(l v ©) dy,
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ou le second membre est </ e d’aprés les conditions qui precédent dés
que ' est suffisamment voisin de z, car, pour ¢ — ¢ fixe,

lim U(¢, 25 ¢, y)=U(t, z; ¢, y) (uniformément en y).
RER =8 .
Autrement dit, pour & < z(t), Py (¢, z; 1) est fonction continue de x;

or, comme pour le théoréme précédent, si l'on introduit des courbes C.,
déduites de C par une translation paralléle a 'axe des x et d’amplitude suffi-
samment petite, la continuité de lscip(t, x;7)en x est uniforme par rapporta p;
il en résulte que P (¢, x;7) et ®.(¢,x;) sont eux-mémes continus en x,
pour z < z(t); et ce résultat s’établit pour P.(¢, x; 7, ¥) de la méme fagon.

Tutoreme VIII: — La courbe C étant continue, les probabilités P.(t, x; 7),

l—)c(t, x;%,y), Po(t, @y 7), ®(t, x5 ) sont continues en x pour tout x < z(t).

Ainsi, pour ¢ étz donnés, avec = < x(t), on peut, étant donné ¢, determmer
un nombre 3(5, t) tel que | — 2’| < a(s, t) entraine

[PC(t: x5 1) —Py(t, ;1) l <.
Mais plus précisément, on peut déterminer c(¢) tel que | — ' | < 8(¢) entraine
[iSC(l‘*"-\’, i) — P+ At, z; 'r)'<s,
~ '
quel que soit Az pourvu que A¢ soit <C & un certain nombre 7(c); en effet,

dans ce qui précéde, n et m pourront étre choisis indépendants de At; la réali-
sation de I'inégalité

\f [UQe+At, 25 0, y) —pelt + At 25 0, v)]dy <&

m

ne dépend que de ’écart (¢ — t— At); pour une valeur déterminée de cet écart,
la convergence de U(t+4 At, z'; ¢, y) vers U(t+ At, x; ¢, y) est uniforme en y
et £+ At. Pour t et x < (1), on peut alors écrire

_ 111+A/) _

Pc(t,a:sr):f Pelt. z; 6+ AL y)Pe(t+ AL y;7)dy (A>o0), -
ol, & € prés si A¢ est assez petit,

. T)-u(t,x;r)#f Uo(t,x;t+.\t,y)i5c(t+‘At,y;r)dy,
. et de méme
Po(t, z57) — Pt + AL, 5 7)

#f Us(¢, ;5 t + At, y) | Pe(e + Aty y5 1) — Pe(t + A¢, 25 7) | dy.
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Mais on peut déterminer un nombre «(e, At) tendant vers zéro avec At
et tel que l'intégrale

f Up(e, z; t 4~ At )*)[F.;(l—}— Aty 33 7) — Po(t + AL, r)]dy
ly—x{>a : :

soit négligeable 4 ¢ prés, quel que soit Az; on aura, pour Atz assez petit,
(e, At) < 8(e); et alors la différence

Pe(t, x;7) —Pe(t-+ At 2 7)

sera de l'ordre de ¢, ce qui établit que P.(¢, z; 7) est continu en ¢, & droite;

mais on établit de méme la continuité a gauche, et ces résultats s’étendent
aP.(t, x;7)et & (t, ;7). Donc:

Tueorime IX. — La courbe C étant continue, et x < x(t), les probabilités
P.(¢, 3 7), Po(t, 5 7), ®.(t, x; 7) sont continues en t.

D’autre part, on peut déduire du théoréme V du paragraphe 1 quelques
applications importantes aux probabilités d’absorption; pour cela faisons
une remarque préliminaire

Soient b(z, x) et b!"'(¢, x) deux valeurs de b, telles que

/

quels que soient et x, et ol v} est une certaine constante; soient P¢(¢, ;%)
et P1'(t, ;<) les deux probabilités d'absorption pour la méme courbe C,
mais relativement aux deux valeurs b et 6" de b; je dis que

b (t, z)—b(t, z)2m>o0,

(60) P, 25 TSP, 25 7).

Si, en effet, comme au paragraphe 4, nous considérons 1'espace E' des
courbes continues I issues du point (¢, x) et définies par x = x'(?), et si ¢ est le
sous-ensemble de E’ défini par la condition x(?')Sx(¢'), quel que soit ¢
dans (z,7) (bornes comprises), tout revient & démontrer, en vertu du
théoréme V, que la mesure -(b") de ¢’ estinférieure ou égale & sa mesure -(b);
envisageons dans E’ la transformation [%(2) =], définie par

(61) a‘:(t')——f b, x(t”)]dt”::_)—'(t’)—f b'ii[z”,j»(z”)]dz”.

% est biunivoque et pourvue d’une réciproque ', en tant que combinaison
simple de transformations T du paragraphe 1; d’aprés (61), y(¢') — a-(t’) est
dérivable, et sa dérivée est
' bufe, 7)) = b[d, &),
Supposons que, pour une certaine valeur de 7, on ait : y(¢') = Z(?), comme
“cela a lieu précxsément pour ! =1t; la dérivée précédente sera alors >2n > o, la
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différence y(#') —Z(¢') sera une fonction croissante du temps au voisinage de
cette valeur ' et sera donc > o, aux instants postérieurs a #'; on en conclut
que I'on a, quel que soit 7,

(&) zz(l).

Par suite B-transformé B(¢') de ¢’ contient ¢'; or la mesure-(6)" de B(e')
est égale, d’aprés le théoréme V a P, [, z; 1); (60) en résulte immédiatement.

Soit alors z < x(t), considérons P[¢, z+¢; 7] et P[t, ; 1]; avec ¢ >0,
et suffisamment pelit pour que x + ¢<(¢); on a vu [th. VIII] que

(62) lich[l,x+e;r]:-l7.;[t,x;r].
&3>0

Introduisons la courbe C : & = z(¢) — ¢, et comparons
F.;[t,x+e;1| et Fz[l,.z';rj,

[qui seraient vistblement égales si l'on acait b=o]; soit Y(¢)= X(t) —¢,
fonction aléatoire qui correspond a b!''(t, ) =b[t, x + ¢] au lieu de b[¢, z].”
Ona

Fc[t,x-i-s;r]:Proh.[Y(t')gx(t’)——a, pour (5087, avec Y(t):x:ﬁ%”[t,x;rj.'
;. K
Qr, K désignant b.s.|5;_b(t, a;)lj ona

b(t, z) —eK<bV[e, z|<b(¢, )+ eK.
Et si I'on pose
bi(t, x)=0(¢, ) — 26K, bs(t, x)=0(¢, &) + 22K,
. on a

- |6 (¢, ) —bi(t, v)|[2e K=n>0 (i=1, 2),

P.g[t,x; 7] et P,;[¢, x; ] étant les probabilités d’absorption correspondant
a b, et b,, on adonc

P g[¢, x; r]iF%”[l, ;7| =Plt, x+¢e;7)2Pag[t, 2 7). -

'

Soient C, la courbe : w=a(r)—c+2¢eK(#—1t); C, la courbe
rz=x(t')—ec—2:K(/—1). ‘
On voit facilement, par application du théoréme V par exemple, que

Pglt, x5t =P [t. z;t];  Put(e, x5 1] =P [t, x5 7).
De sorte que, finalement, on peut écrire

I_’c.[t, z+¢;7]<P[¢, z; 7).



214 ROBERT FORTET.

t .
Or, tant que = — ¢ < -+ la courbe C, est tout entiére au-dessous de C, sans

méme pouvoir rencontrer C; on en déduit
Pelt, 45 7] <P [0, 25 2| SP 4 @5 7 <SP, s 1),
Compte tenu de (62), en faisant tendre 2 vers zéro, on conclut que
(63) Pc[l,x;‘r]zpc[l, x; 7],
. - 1 b » oy
tout au moins pour = — (< - Pour conclure dans le cas général, utilisons

les quantités P.(¢, z; =, y) et P (¢, x; <, y) précédemment définies.

t<2LK,ona,

On peut montrer comme précédemment que, pour =
Pelt, ri7, v]=P[t, x5 5. ] :f. pelt, x5 7, 5] ds.

Alors, en partageant l'intervalle (¢, ) en n parties égales par les points
to=1,2, ..., L, ..., t,=1, n étant assez grand pour que :
1
iy — < K’

on a, d’aprés le théoréme des probabilités composées

ol I'on peut remplacer

cdy Polt yis tivas Yin] Par peltis i tivces Yiva| Ay ivns

et en tenant compte de ce que les p; sont bornés, il en résulte (63) dans le cas
général :

TreorkME X. — Pour toute courbe C continue, et x < x(t), les probabilités
d’absorption P [t, x; <] et P¢[t, ; 7] sont identiques.

Considérons maintenant P;[t, z(t); 7] et Pc[t, x(¢) —¢; 1], avec e > o.
Des raisonnements trés analogues aux précédents montrent que, si C, désigne
lacourbe : x=a(t')+c — 2e K (¢ —?) et C, lacourbe z=x(t')+ e +2: K (7' —1),

on a
. Pele, 2(2); t) P [t x(2); T1EPe[t, z(¢) — £; t]<Pq,[¢, x(¢); 7],
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du moins pour 1 —t K d’ou résulte que

(64)- limPg|¢, z(t) —e; 7] =Pe[t, x(8); 7] I;our Tt
>0 \ 'ZK

On démontre de méme que pour <~ — ¢ < K> ona
Lim Pele, z(¢) —e; 7, ¥ =Py, 2(8); 7, ) [y quelconque Sx(7)],
£»0

(64) peut alors étre étendu au cas général de T — ¢ quelconque; pour cela, on
remarque que, £, désignant un instant intermédiaire quelconque entre ¢ et T,
ona.

(1)
Pclt, x(t)——e,z‘]:f Polty, yi =) d Pl 2(8) — &5 01, )
d’ou
Pl ot z(t); 1] — Peft, z(¢) —e5 7]

x(4) _
—f PC[‘U.}" ] dy {Ptlt z(£); ¢y, .l—'PCIl:x(t)"'e;th.}']};

. . 1
choisissons ¢, — t < S’ comme on a

'd,-r’c[t, x(t)—e; t, ¥ =pclt, ®(t) —z; b, y]1dy UL, z(2) —¢; 4, yldy,
dyPelt, z(2); b, ¥]=Pclt, 2(0); t, ¥]dySULL ®(2); &, y]dy,

‘on péut déterminer deux nombres m et n [m < n < x(t,)] indépendants de ¢
tels que I'on ait; quel_ que soit > o

f PL tl;)’ "] : [t x(l); [l;)I_PLI_t x(t)"‘%tl)y %,<"b

1.(!, _
f [51,)’, J {PLU ‘I(t) ll) 'J_pC[["r([)—a;ll).}‘]]l<n'

Dans Vintervalle (m, n), P¢[¢, y; 7] est continue en y; partageons l'inter-
valle (m, n) en p parties égales par des points

- ' Vo= My Y1y «ons Yp=1,
p étant assez grand pour que l'oscillation de P.[¢, y;~] dans les intervalles
(¥i ¥irs) soit inférieure & v; on a par suite :

p—t

f P(- [¢0, 5 7] dy Pe [¢, z(t); 0,y Zpt by, yi; 7 —ISC[t: z(t); b, Year )

—Pelt,z(0); 85, yi) H <,
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et une inégalité analogue pour
- -
[ FBele, yitd, Pelt, 2(0) — &3 1, 5);
or, si e tend vers zéro, la somme
Z.ﬁﬁltl) Jis 7] {ﬁcl,’) z(t) —¢; L, )'H—l] - f;Cl,9 z(t) —e; by, .}lJ ;

tend vers
zﬁc[h, i ] { Fc[t, Z(L); tyy Vie] —Fc[l) z(t); by, yi) }

On déduit de ces diverses égalités et inégalités que
li;nﬁc[t, Z(t)y—e;t]= !_’c[t, x(t); 7] quel que soit 7> ¢,
&»0

soit

Treorime XI (des limites). — Pour toute courbe C continue et e > o, on a

lai;x;_l”c[t, z(t) —e; t)=P¢[t, z(0); 7).

3. L’kquation vE DEsire-ANDpRE-P. LEvy. — Si nous considérons le domaine @
du plan (2, x) qui est défini par: 1<z, x < x(t), c’est-a-dire par la courbe C
et par la caractéristique = de I'équation L(u)=o0, @ peut étre considéré
comme le domaine d’existence des fonctions P.(¢, z; 1), (¢, z; 1), ete. .. .,
considérées comme fonctions de (z, z) : il est & présumer que, sinon sur la
frontiére de ®, du moins dans son intérieur, ces fonctions sont en (¢, x), des
solutions de 1'équation (1); c’est en effet un résullat que nous établirons, mais
non pas directement. '

Placons-nous dans I’hypothése ou l'on a X(t)=ux, avec x < x(t); et
évaluons de deux facons différentes la probabilité pour que X(<) >z (7);
on a d’abord

Pr{X(7)> z(7); sous 'hypothése X(¢) =z | = U(¢, z57,8)dz.
(1)
Mais, pour qu'une courbe I' de E’ ait son point extréme (d’abscisse <)
d’ordonnée > z(7), il faut qu’elle coupe au moins une fois la courbe C en un
point d’abscisse < = (étant donné qu'il s’agit de courbes continues) : soit ¢' la
plus petite abscisse pour laquelle T' coupe C; on a d’aprés le théoréme de
Fubini [dans I'espace E' repdu mesurable par la mesure-(b)], c’est-a-dire
d’aprés le principe des probabilités composées : ‘

Pr{ X(r) > 2(t); sous 'hypothése X(2) ==} .

. =f —°[f+f°U[t', z(l'); T, E]dé]dt'@c(t,x; 0,
t LYz
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et, par suite,

+=

. O +x .
(65) UL, 57, %) d: —j [ U[t’,.zr(l’);r,';jdg]dpdlc(t,w,t’),
2 (T) x(T) .
ot le second membre a un sens, car ®(7'), qui est continue, est aussi 4 variation
bornée, parce que non décroissante, et de plus la quantité

+ »
L[:',rlzf U[t, 2(t); 7, 5] d
(1)

‘est continue en ' dans 'intervalle (¢, T — 0); vu la continuité de ®(¢'), nous
pouvons dans (65) remplacer t—o par r. L’équation (65) sera appelée
équation de Désiré-André-Paul Lévy ou équation (A-L).

 Nous poserons

H(¢, z;7)= //‘ ) U, 57,2) d.
. Vet .
Lorsque t tend vers ¢, H tend vers o [« étant < x(¢)].
Observons que, outre 'équation (A-L), ®(t) satisfait aux équations plus
générales

(65') f U(t, x; r,_,)df_f [f Ul w(t)r,g]d]d,‘l)(t),

ol 3z, et 3,(s, <z,) sont quelconques, mais >z (7); si 3, est >x('r),
U[¢, (t'); 7, £] est >0 et borné, et I'on peut échanger I'ordre des intégra-
tions au second membre de (65'), ce qui donne

vz,

U(t,.x;r,i)—f.U[":w(t’);'c,'éJdﬂ

ceci étant reallse quels que soient 5, et 3,, on en déduit que pour presque
toutes les valeurs de £>2 (1), on a

(657) H ‘ Ut x;7, :/ U, z(t');t,5]de ().
t

' Le premier membre de (65”) est continu en £ pour £ > z(7) et de méme le
-second ; (65") est donc valable quel que soit § > z(t); pour § ==z(x), on ne.
peut rien dire 4 priori, mais on remarque que, si < est fixe et >>7, le premier
membre reste, lorsque £ tend vers z(t), borné par un nombre M fini et
indépendant si ’on veut de 7, si < reste 22+ v, v; fixe, > o et arbitraire.

Si dans (65'), on suppose 3,< x(7), I'égalité ne peut plus étre écrite, mais
toujours le théoréme des probabilités composées donne I'inégalité

f (e, ; f,_,)>f'[ ""L'[t',x(t’);r,alda]dm('t’),

Journ. de Math., tome XXII. — Fase. 3, 1943. 28
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d’ou 'on déduit que 1’on a presque partout pour £<z(=)

(65%) - ULt @inzlz [ UL, a(0)in 2] de @),

. ‘ t
Mais, comme précédemment, (65”) est valable pour tout £ < x(7); on en
déduit que le second membre de (65") ou (65”) reste borné, méme lorsque §
tend vers (), par un.nombre fini indépendant de <, si 7 reste 2¢+ v, 7 fixe,
> o et arbitraire.

CHAPITRE III

Etude du cas particulier ol la courbe d'absorption est dérivable
4 dérivée bornée; applications. ‘

Etude d’un cas particulier. — Nous allons nous placer d’abord dans le cas
particulier ot z(¢) admet une dérivée bornée et mtégrable 2/ (2); (65) peut
alors étre transformée en une équation intégrale de premiére espéce de type

classique.
D’abord on a

(66) - lim h(¢, ‘:)_
370

En effet, d'apréé (11), on peut écrire
. ! k(t’ )= ”Uo[t’ z();7,%] d’—+—A\/z'—t
' z(T)

et, d’apres lexpressxon (4) de U,, (66) en résulte immédiatement, compte
tenu de la dérivabilité de z(¢'). D’autre part, A(?, 7) dépend de ¢’ directement
et par P'intermédiaire de z(#');'\pour mettre ce fait en évidence quand il y aura
lieu, nous écrirons cette quantité sous la forme : A[7, z(¢'); 7). Dans (65),
une mtégratmn par partxe domne . - .

(67) H[t,.z' r]_..-tb(t 2;7) -f db(t’)gd—,h[t’ 2(6); ]o Tl 2] .z"(t’)(dt'

fnous hllons vér;ﬁer que U'intégrale qui est au second membre de?7) aun sens,

et pour cela évaluer
'¥' i

l ~-‘g<_m)- rACR O r]+ e, 2(2);7).

\

oz (z'
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Ona .
’ 4 hle . A dJ 114 ' - -
d—t,z[t,w(t),f_]: d—l,L[l,.t(l);t,_;]d;

2(7)

—f LU, p)in )

u)_

+= 9 .
— o, 2] [ LU, 2(0);5,5)]

vYx(7)

d’aprés (1). On constate facilement d’ailleurs que

(T —air
4\/1-(1—:)‘ T
d I __{.'"[‘.'1—~.r(1’n’
ht,z(l');t]= ————e "0 A,

9= (?) ETPY

et par conséquent, grace a la dérivabilité de z(?'),

g, )= \/':A— t”
ce qui légitime (67). On peut alors résoudre (67) par la méthode classique :
posons i

s, ty=2g(;1), S (8, 7) = 2f &' T) galt, ey dl",
v .

on a

n—e

[ga(t' )| Sanl(T— ”)-2—_)

ol a, a la signification habituelle.

Posant alors
T [¢, 7] :2 Znlt'y7),

I'unique solution bornée de (67) est donnée par la formule
(68) ¢(¢,x;:):af'n[z,x;rflG(z',:)dt',
v L

H(t, ; t') étant, pour < x(t), une fonction parfaitement réguliére, solution,
quel que soit ¢, de (1), on déduit immédiatement de (68) que ®.(t, z; ) est
solution de (1) dans ®. 1l en est évidemment de méme de P (t, x; ~).

Remarque. — On démontre, sous les mémes hypothéses, que ®(¢, x; 7)
posséde, par rapport a 7, une dérivée partielle bornée 9(¢,z;~ ), elle-méme
solution de (1) et fournie par I’équation intégrale

(67) oiny=—a [ LA @) e+ 2 G (G 23%)..
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D’ailleurs
I Hit, 23 1)=— L U[t, 237, - b z (t)
FHlbet=— Ut aina@)]  +[bln 2@ -/ @] Ul 255 2(2)),
g‘;h(l’,r) = ()%U[t’,x(l’);r, x(‘r}]+[b[z‘,x(r)]—x’(r)] U, z(); 7, z(7)].

Comme on établit facilement, dans I’hypothése actuelle ou x() est
dérivable & dérivée bornée, la validité de (65”) pour £ =z (<), (67') prend la
forme simple

67") ¢(¢ x;7) =+ 2f %U[t’, z(l')st, 2(t)] 9L, x; ') dt! — d Ul¢, x5 7, 2(7)],

%
ol la dérivée de x(¢) n’intervient plus, ce qui fait présumer que la dérivabilité
de x(¢) n’est pas essentielle dans ces questions. Nous aurons 1'occasion de
préciser cela.

Examinons maintenant quel est le comportement de d.(¢, z, 7)et ¢, (¢, ;3 7)
quand le point (¢, x) s’approche de la frontiére de ®.

a. Le point (¢, ) tend vers le point (1, £) avec £ < (=) : alors ®.(¢, x; 7)
.tend vers o, uniformément par rapport 4 x et £ dans tout intervalle
(§<x(7)—a);il en est de méme de ¢, (¢, x; T) d’aprés (67").

b. t restant fixe,  tend vers x(t) : 'équation (A-L), le théoréme de la
moyenne et (66) nous donnent

H(¢, x5t + At] =®[¢, z; ¢ + Al] [% + AV”ZZ].
Or ' . .

fe—ap

A.\l —_ 1 0 _.2?
di =AVAL+ - + _ e ‘du,
(t+An ZVTEA‘ 2 AVAI+—2

Vet

(69) H|t,z; t+A1]_AVAt—+-f

ol l'on a posé z(t) —x =c.

On peut donc choisir At, puis 0 assez petits pour que @[z, z; ¢+ At] dxﬂ'ere
aussi peu qu’on le veut de 1; comme d'ailleurs @[z, «; 7] est non décroissant
lorsque = croit, et <1, il en résulte que

lim ®¢f¢ z;7]=1 pour T>1.
r>a()—0

Pour = =1t, ®[¢, x; t] étant nul quel que soit z, on a

lim ®[¢ z;t]=o0.
\ r>r(t)—o

1l est clalr que le comportement de @.(¢, ;) doit étre moins simple;
_ toutefoxs, Pc[t, z; ] élant monotone en T quel que soit z, on a, d’apres
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un théoréme de Fubini,

/] 0
d—rd)c[t,.z'(t), ] =p.p. 1)1:1‘1) o‘—);(lic[t , 3 7T).

On a donc, pour = >1¢: :
‘ im  ¢¢[¢ z57]=0 p.p.,

x> (t)—0

et trés vraisemblablement cette égalité est vraie partout.

c. Si(t, x) tend vers [, ()], le comportement de ®; et p; est nécessai-
rement compliqué puisque, sur la frontiére de @, le point [,z (7)] est un
point de discontinuité pour @ et q.

Ces résultats nous renselgnent convenablement sur ®., donc sur Pc, quant

a P, on a, comme on sait (théoréme X),
' l_)c[t,x;:]:l)(;[l,;r;:] pour x-<<x(f).:

Ce qm nous permet de conclure pour P, [7, z; <].
En outre, si C' désigne la courbe : = (¢')— (£ —t) (¢ >o0),0na

Pelt, z(t); 1] =limPe(s, 2(t);2]  (z>1),

>0
C’ étant une courbe dérivable comme C, il en résulte :
P¢[t. z(t);t]=o0.
Tatortme XII. — Lorsque la courbe C est continue et & dérivée intégrable et
bornée, on a, pour t < =

lim Pe[t,z;7]= lim l_).;[[..'r::]:l_)‘;[t,z(t);r]_—_Pc[t,.r(l);r]:o.

Tyx(t)—0 > x(t)—0
Pour < x(7), ona

lim P¢lt,z;7]= lim Pt z;c]=o, lim @[t x;7]=1.
(t,7)> (7, §) t6x)> (5,8 t,2)>(t,8)

Enfin, P.= P, @ sont, en (¢, ), solutions dans @ de Iéquation (1).

Application 4 la résolution des équations paraboliques du type (1). — Nous
~ disons qu'une solution u (¢, z) de (1) est réguliére [cy. Geveey, Equations du
type parabolique (Journal de Math., 1913); Dstcn, Les Equations du_ type
- parabolique (I’Enseign. Math., t. 35, 1936)]si :

a. Elle satisfait 4 (1) a I'intérieur de @;
b. Ses dérivées du premier ordre sont continues dans @;
c. Elle est continue dans @, frontiére comprise.
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Soit & chercher une solution (réguliére ou non) de (1) a I'intérieur de @ et
prenant, lorsque, pour ¢ fixe, z - o (#)[t < <], une valeur donnée f(¢). La
fonction

u(l,.’r):f.f([/)d,'d),;[l,xl';trj
t

répond 4 la question; bien entendu nous supposons toujours C a dérivée
intégrable et bornée; quant 4 f(¢) nous devrons faire des hypothéses que nous
préciserons; pour le moment supposons simplement f(¢) intégrable (L);
o.[t, z; =] étant, pour x < x(t), continue en 7, et en x et ¢ ainsi que ses
dérivées partielles, u est bien solution de (1), continue a l'intérieur de & ainsi
que ses dérivées partielles. Supposons maintenant que ¢ restant fixe <=,
x tende vers z(1) — o. On peut écrire

14 At

w(e, x __f f()de ®g[t, x5 0]+ ) S(yde ®[t, x50

t+ At

Supposons que lim f(¢') existe et vaille g(¢); a ¢ prés on aura, en prenant At
> 140

assez petit

u(t,x) Zg()Pclt, st + A+ | . f()de D[, x50

t+ At

At étant ainsi fixé, si  — 2 (¢) — o, le premier terme du second membre tend
vers g(2); quant au second terme, si /(') est borné, il tend siirement verso;
mais ceci a lieu sous la seule hypothése que /() est intégrable (L). Pour
'établir, il nous faut étudier de plus prés le comportement de ¢.(¢, x; <)
lorsque '~ x (). De (67"), on déduit que o.[¢, z; =] est de la forme

(e —aj2

T dy

x(t’)—m -

(70) oc[t, z;7] =A+K
Co(t—t)?

ol K est un coefficient numérique et

e ()= () —~
w(ry =20 =2 =

4

(r—1t)?

< étant fixe et >, o1 « est un nombre intermédiaire entret et <, I'intégrale du
second membre de (70) se décompose en deux : une intégrale

T 7 - (et —ant
f M——ufe_ S=n0 () de
(-3 (t,— t)_’

qui a une valeur bornée supérieurement uniformément par rapporta . L’autre
intégrale s’évalue de la fagon suivante; remarquons que dans l’interv/alle @, a),
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W () est continue, dérivable et i dérivée bornée. On peut donc écrire, d’aprés
le théoréme des accroissements finis, oo '

@ ' X [r(r—a £ i —ap
ry— o -2 N—z —SFm ‘
f' 2O e ‘l'(t’)dl’:‘lf(’)f O =2 5T a4 .
¢ (' —1)? ¢ (=)

Si P'on pose

o ' 1 AP "
= x'/‘(l-—), =, du = x’__(t Jdr _ (=) .z'] dar,
Va(l—1) Va(l—1) 2y/2(¢ —¢)*
on a - :
. R N L T o - r*_m
f z(t') .‘Z'e =0y — A — 2\/2[ e_?du.
¢ (t/_ t)z s

On en conclut que ¢.[¢, z; <] reste borné lorsque = tend vers z(t), unifor-
mément par rapport & ~ pour=2¢— ¢ quel que soit ¢ > 0. Alors le passage a la

1+Ae
limite dans f (f(U)de®[t, x5 '] est légilime quel que soit f(¢) inté-
grable (L), on en déduit

lim  «(t, 2)=g(¢),
x>a(l)—0

donc si f(¢) est continue  droite,

(91) ' lim L;(I,x):j(t).

r>xt)—o

Dans les mémes conditions, si (¢, ) tend vers (=, £) avec £ <z (<), on a

lim w(t,z)=o.
i, xi>»(%, 8
On peut préciser (71) en remarquant que si, au lieu de faire tendre z
vers x(t), t restant fixe, on considére ®.[a, x;<] et que l'on fasse tendre
- simultanément mais indépendamment « vers t et = vers x(t) —o(t< <), on a
encore -
lim Q(oa, z;7] =1 [t>1¢].

A>t, >l —0

On I'établit sans difficulté, en modifiant légérement le raisonnement 4 de la

page 220. On choisit d’abord y,puis Az assez petits pour que A yAz—+y < e. On
assujettit « & &tre tel que |« —¢|{ < v, moyennant quoi

1
-+ Ae
2

Qcla,z; ¢+ AL]=

L&) —

avec |[A|<1.

m

. ‘@‘/I+A!—a _li: :

~ 4+ Acg +f e *du.

2 .
m

On peut alors prendre « suffisamment voisin de ¢ et x suffisamment véisin_
de z (¢) pour que ®.[a, z; 7+ At] différe aussi peu qu’on le veut de 1. Dans les
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mémes conditions ¢.[«, ;] tendra vers o, tout en restant uniformément
borné pour 7 < ¢; de sorte que

lim  w(e, z)=f(2),
{a, ) > (fa (1)

pourvu que f(2) soit continue en ¢, sinon, le comportement de u (¢, z) peut étre
plus compliqué; il serait facile de donner des indications a ce sujet.

Ainsi, sur la frontiére de @, le point [7, x(7)] est nécessairement un point
de discontinuité de u(¢, z), sauf toutefois si

lim f({)=o,

U'>T—0

auquel cas il est clair que u(z, ) tend vers o lorsque (¢, x)tend vers [, 2 (7)];
dans ce cas, u(t, x) est une solution réguliére de (1), correspondant aux
valeurs limites qui ont été précisées; elle est d’ailleurs la seule solution régu-
liére de (1) correspondant & ces valeurs limites. En effet, un théoréme de
Gevrey (¢f. DeerscH, loc. cit., p. 53] indique que 'équation (1) n’admet, pour
des limites continues données, qu’une seule solution réguliére, si l'on a
b(t, z)$B < o, avec B constant. Mais on peut toujours se ramener a ce cas par
un changement de variables de la forme

T =1, X=17v+ kt - avec k constant.

Cette remarque conduit 4 un intéressant théoréme ; prenons le cas général
ou C est continue; soit (¢, =) un point intérieur de @. Soit C une courbe
x =z (') dérivable et telle que z(t') < z('), quel que soit 7, et que z < x(t). .
Enfin soient (C_,), respect. (C,), deux suites de courbes déricables définies
par @ = z,('), respect. & = x,,(') satisfaisant 3

lim z,(¢)= lim an (') = (¢') uniformément en ?'.
ny+4x ny>+4w .

N T () 2Z.(1), resp. : Zpq (V) Sza(l'), i z(") <z, ().

Posons L
Tt D) =P [, Z(t);7];  falt, ©) =P, [6,F(8); 7]

Ona ‘
T D2/, ), li;nfn(t, 7) =Pc[t, Z(t); ] =14, 7)

S, 07, limfo(t,7) =Pelt, 70); 1] =/(6,7)

avec f(t, 7) 37(1, 7).

Enfin désignons par @ le domaine défini par 1< 7, x < x (). D’aprés ce qui
précéde, Pg [z, ;<] est solution réguliére de (1) dans @ et peut se mettre
sous la forme

fﬁ(i??) Pg [t zit]=1 —f [1—Futt,v)] de [, 25 ).
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D'ailleurs hmP [, w,fc]_P [t, xy7]; le passage & la "limite légmme_

dans (72) donne alors

(73) Pelt, x5t =1 —f:[l -—7(1, 1:)] dp ®g[t, z; ).

En raison des théorémes VIl et VIII , f(2, 7) est continue, et 1 — £ (7, T)=0;
(73) représente alors une solution réguliére de (1) dans . On obtient le méme.

résultat pour P.[¢, ;7] en considérant les C, au lieu des C,. Comme C peut
étre prise aussi voisine de C qu’on le veut, on en déduit :

_THEORB&E XIII. — Quelle que soit la courbe C continue, les probabilités
Pelt, &5 7], P, w5 7], ®[¢, ;5 <] sont, comme fonctions de (¢, x), solutwns
de(1)al mtergeur de 3.

Eztension de la validité de la formule (67"). — Supposons que z(t) satis-
fasse a la condmon
]x(t”)—.r(t’)igM]t”-t’P‘ avec ‘lgoc>£-

La formule (67") garde un sens et détermine une solution bornée ¢.(z, x; 7);
“upus allons montrer que cette fonction est précisément la dérivée partielle par
(rapport & 7, de ®[¢, x; t]. Ceci n'est par évident, car il n’est pas évident, dans
‘cé cas, que [z, x; <] posséde en < une dérivée bornée. Mais soient (C,) des
courbes dérivables x (t) telles que -

() Sxpa () S (2).)

Les o, [t @; ;7] fourms par (67") sont bornés uniformément en < ct n; on peut
donc passer h la limite dans (67") et aussi dans la formule

Dcl¢, x5 7] :f o[t x;']de.
. .

On vérifie alors sans peine que tout ce qui a été dit relativement au cas
dérivable reste valable pour le cas actuel que nous appellerons cas de Gesrey,
.et en particulier ’application  la résolution de I'équation (1).

~ Cas particulier. — Placons-nous dans le cas, envisagé par M. P. Lévy (**),
ol x(2) est une constante «, le coefficient b étant d’ailleurs identiquement nul,

v 8

(“) P. LEvv Sur certains processus stochastiques homogene: (Comp. Math., 1940,
vol. 7, p. 283).
Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943. . ) ‘ 29’
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la formule (67") se réduit a
(X —m)?
a—x e 0

T—t 2\/1r(r—l)’

(67") gclt, z;7] =

résultat obtenu par M. P. Lévy.

CHAPITRE 1V.

Vaieurs des probabilités d'absorption sur la courbe d’absorption.

Nous nous proposons dans ce chapitre essentiellement d’étudier P, [¢, z (¢); ]
toujours dans I’hypothése d'une cdurbe C continue, a cela prés quelconque.

Nous nous placerons d’abord dans e cas de « Norbert Wiener », c'est-
a-dire dans le cas ou b=o0; notons que ce cas a déja été, on peut dire,
complétement traité par MM. Kolmogoroff [théoréme déja cité dans le
Chap. I] et Petrowski ('*), mais par des méthodes différentes des notres; nous
montrerons donc, d’ailleurs rapidement, comment nos méthodes permettent
de retrouver ces résultats et nous les étendrons au cas général ou b > o.

Soit donc b=o et 7,, Ty, ..., Tar ... une suite d’instants tendant en
décroissant vers ¢; on a, par définition, ’ ' '

Pc[t, z(¢); t]=lim P [¢t, z(2); 7).
n>w

On peut partager lintervalle (¢, ©;) en p; parties égales, par les points
w(i):k=o, 1,2, ..., p, de telle sorte que :

a. les 7,(1)<7;,, comptent parmi les <, (i + 1);

“b. ona

x [Ty (8)]

Uolt, 2(2); 7:(0), y1]dys

—a

Ty ()
xf Uo[7:1(2); y15 72(d); yal dya ..
[Ty (8] _
Xf U"[Tﬂs—ﬁ(i); Ypi—ts Tp,(2); Yril @Ypi— Pele, z(t); 1] e

o1 (¢;) est une suite de nombres > o tels que lim ¢;=o.
. “\ i+=

(%) Perrowski, Zur ersten Randwertaufgabe der Wdrmeleitungsgleichung, p. 383-
419 (Comp. Math., 1, 1935).
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Les w()[f=o0, ..., p5i=1, ..., n, ...], rangés par ordre de grandeur
décroissante, forment une suite (2,) tendant vers ¢, et si I'on pose, pour > :

i (ly
P (e, 2(0); 1] = f Uslt, ()5 tws ya] dyn
—1(1,, 1) 7
Xf Uo[tu; Yns Ly }'n—l-] d)’n—l .

Al
< f Us[timr, yizrs5 iy yil dyn
P[¢, 2(1); u) =lim P e, 2(0); 4]

On a évidemment

Pe¢, z(2); €] :limP_C‘”[t, z(t); t).

Or soit X; une variable aléatoire gaussienne, de valeur moyenne nulle et
d'écart quadrahque 2 (t —t;_), posons, les X; étant indépendants,

'Sozx(z)+zxi, s,,:Zx,, -

21 i2n

et appelons E I'événement d'aprés lequel on a x(t,,)—a:(t)> S, pour tout n
supémeur 4 un nombre positif N d’ailleurs aléatoire; on a

Prob[E]=P¢[¢, z(¢); ¢).

Il est clair que la connaissance d’un nombre fini de X; n’altére pas la valeur
‘de Prob [E]; dans ces condmons un theoreme de M. P. Lévy (*") permet
d’afﬁrmer que

_Taeorime XIV. — P[t, 2 (2); t] ne peut valoir que o ou 1.

Il en résulte que en [¢, (7)], C ne peut éire que supérieure, inférieure,

ou séparatrice : aucun autre cas n’est possible. Mais il nous reste & savoir
_discerner, par des critéres a la fois précis et maniables, si I'on est dans le cas
P—c[t, z(t); t] =o, ou dans le cas pZ[t, z(t); t]=1. Nous commencerons par
établir un résultat, valable méme si b n'est pas =o.

Considérons ®;(a, x; =) ou « et x tendent, indépendamment, vers et z(¢);
dans tout intervalle (x>74 A, h>o0 quelconque), les ® (a, x; T) sont
continus en 7, uniformément par rapport & « et z (¢f. Chap. 1I, théoréme VII)
et forment, en tant que fonctions non décroissantes, une famille compacte;
c’est-2-dire qu'on peut en extraire des suites tendant uniformément vers une

limite continue et non décroissante ®.[t, z(t); =]. Le passage a la limite dans

(1) P. Lavy, Théorie de ’addition des variables aléatoires, p. 129.

29.
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I'équation de Désiré-André-P. Lévy, dont la légitimité se justifie aisément,
conduit a I'équation

(74) H¢, 2(2); 1] =D[t, z(t); t + o] H[¢t, z(¢); 7] +f h(t, 7y d, Dg().

Supposons qu'il existe une suite (z,) tendant vers ¢ par valeurs supérieures, et

telle que
T x(‘n) —-(L‘(l)

(78) lim

<+ 0.
nxe  \t,—1

Prenons, dans (74), = =1t,;d’aprés la formule (69) (Chap. III), H[¢, (?); t.]
reste borné inférieurement par un nombre > o, lorsque n varie. On a donc &
la limite [ pour n —~ + oc ] dans (74)

Oc[t, z(t); t + 0] =1,

et par conséquent

D[, 2(1); 7] =1 quel que soit 72¢..

Par conséquent
lim P¢fa, z57] =0

x>t
a>a(l)

et

(76) Pe[¢, z(t); 7] =o.

Remarquons maintenant que la non-existence d’une suite (2,) telle que I'on
ait (75) signifie que, pour toute suite (2,), on a

lim x(tu) '_ .’l‘(l) —_
ny>+4» \/(n —!

-+ oo,

On aurait donc, a fortiori,

xt(t)y=—+ o0
(le dérivé droit inférieur de () en ¢ serait égal & —+o); or, d’aprés un
théoréme connu, ceci ne peut avoir lieu que pour des valeurs de ¢ formant un
ensemble de mesure nulle. Donc :

Tatonime XV. — P[t, x(t); =] est nul, sauf peut-étre pour un ensemble
de mesure nulle de valeur de t.

La formule (67”) du Chapitre 1II, établie dans I’hypothése ou = (¢) est &
dérivée intégrable et bornée, permet d’écrire

[e{) —x®

" | e —aw) e T
(¢, z; f f 2 — —dt" | d, (¢, x; U
(77) C( x T)+ , [. p t"— 2\/1!(!”—!’) £ C( )

[z () —a

=/" 2t)—z e 7 dr'.
¢

t'—t o\n(t—r1)




LES FONCTIONS ALEATOIRES DU TYPE DE MARKOFF. 229

En posant

[e()—x ()

— (e =
Mt )_f 2 —eye Ty,

4 2\/r (" — 1)
. @) == .
no__ =0
Moo= [ 2oz £ 7 g,
¢ t—1t 2\/7:([’—t)
on peut écrire (77) sous la forme
. T
(77") D[, z; 7] +f M(t;t)d ®c(t, z; ¢)=M(¢, x; t').
¢

Nous nous efforcerons d’étendre la validité de (77'); auparavant remarquons
que 1 ‘évaluation de P, [2, x(2); ¢t] a déja été faite dans le cas ou

limM<+w
= yt—t

[ formule (76)]. Nous n’avons donc 4 examiner que le cas o, si I’on pose

z(t) =x(t) +V—b(r—¢)logp(z — 1),

la fonction ¢ (h), définie pour &> o, tend vers o avec h.

Supposons d’abord que o (%) possede une dérivée finie ¢/(h) pour tout h>o,
du moins pour les valeurs de A< & un certain nombre v,>>o0, et nous nous
. plagons ‘dans ce qui suit toujours dans I’hypothése <— < 7. Dans ces
conditions, on établit sans difficulté, pour tout z < x(¢) et tout = >, la
formule (67"):

(T —a ()

(67”’) —-‘I)L(l z; T)—’l‘f x(f):f(t)2\/7;:1']’)(1,'@(;[["7"; tll

_xEi—al
_x(t)—x e ‘00

Tl a\r(r— t).
Cette formule permet de conclure dans certains cas :

1 Cas. — Supposons z(7) non décroissante; on déduit de I’égalité précé-

dente, par intégration,
. [x(e)—x ()

. T r ll) —x(t”) e s(I'—1")
8 Ocft, 2]+ [ dr f ) —= dp®c[t, z; O
9 el [ = aym o

_lr—an
fr.z:(t)—x e 4=1
= ———=
. 0= aVRC—D)

ou les trois termes sont >o.
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Supposons en outre que p satisfasse a la condition

" S
(79) f M—I—W dh <<+ o pour un o > o quelconque,
A .

ce qul éguivaut a
9 q : [ ()= (D]

'f’“‘x(z')-z(:)e‘ W=
p U—t oz’

(79") dt' <+ .

¢ (k) tendant vers o avec A, le rapport “’%— ;”_j(t) tend vers 4 o lorsque ¢’
tend vers ¢, on a donc v ,

- N _x(l)—x _x(l'y—x2(1)
(80) ll~¢2(t'—t) V(' —1) =1

dans tout l'intervalle [z<{#<7], pourvu que T—1¢ soit assez petit; or la

nt

fonction ue * est décroissante pour u > 1; on a donc, avec (80)

_ [r{/—a) - _ [r (V= (N}
IR O R = L
‘ t—t o\m('—t) ~J, '—1 2/m (0 — 1)

Il résulte de (79') que l'on peut choisir © assez petit pour que, quel que soit z,
le premier membre de (78) soit inférieur a tout ¢ >0 donné 4 I'avance; on a

donc, en particulier,
O, z;57t) <,

ce qui entraine ,
(82) ‘ Pele, z(2); 1] =1.

Deuxiéme cas. — Supposons que les intégrales

[ —x

= e —z(l)] e =1
\\ M(t’, T) :f | ( )” ’( ) l dt”
v t'—1 2\/n (" —1)

convergent uniformément par rapport & ¢ pour t<¢'S7; cela revient & dire
que, quel que soit € >> 0, on peut trouver un ¢, >t Lel que I'on ait

[ —x ()

1 N ————————
e —a@) & =T,
7 "< €.
./,: "—t ayn (")

Il en résulte que P'intégrale :
: . . [z —= (0

(83) , f:’\ac(t’) —z(?) e“Trﬂ'ldt, 4

=t 2w (' —¢)

converge, compte tenu de ce que la fonction A intégrer qui y figure est néces-
sairement > o. L'intégrale double qui constitue le second terme du premier
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membre de (78) est alors absolument convergente, on peut y échanger I’ordre
des intégrations, et il est alors clair qu’elle est infiniment petite avec ©— ¢;
comme il en est de méme du second membre de (78), d’aprés (80) et (81),
(82) est encore valable. ~

Remarque I. — Dans le cas général ot x(7) n’est pas une fonction non
décroissante, la convergence de I'intégrale (83) soit la condition (79) n'est
pas une condition suffisante pour que P, [¢, z(¢);t] =1; ainsi (79) peut étre
réalisée, bien qu'il existe une suite (2,) tendant en décroissant vers z et telle

que
. (l‘(t,,)——.‘l‘([)
lim ——

o> 1 Vin—1t

<+ x

et 'on a vu qu’alors
o : Pele, x(e); ¢l =o.

. Remarque 1I. — Le résultat obtenu dans notre Premier cas ne rejoint pas

strictement le théoréme de Kolmogoroff que nous avons démontré dans le
- Chapitre I; au lieu de I'hypothése que p(%)est non décroissante, c’est z(<) que
-nous ‘avons supposé non décroissante, et ces deux hypothéses ne sont pas
équivalentes : aucune d’elles ne contient l'autre; cependant dans la plupart
des cas pratiques simples, elles coincident; en effet, pour que p, supposée
dérivable et non décroissante, donne (<) non décroissante, il faut et il suffit
“que [#(7)—x(2)]* soit non décroissant, soit : — 4 (= —t)logp (* —1); pour
cela, il suffit et faut que, du moins pour 4 assez petit, on ait

. p'(h) p'(hy . —logp(h)
flobp(lz)—ltp(/l)go P(h)g ’
“Ceci est en particulier réalisé si l'on a
- B .

ol A est une constante positive quelconque. Cette remarque permet de
retrouver le théoréme de Kolmogoroff, en utilisant un artifice de Petrowsky

(Petrowsky, loc. cit., p. 400 et sq.). Supposons p (k) non décroissante, dérivable
sauf pour A= o et telle que : :

/“P_C’sz,lh’_gf’(h)d,,<+x,
0

'Supposons qu'il existe une valeur de A telle que la fonction §(4) =\|l—ogllm“

. satisfasse 4 'inégalité
' p(h)zp(h),

du moins pour 4 assez petit : la courbe C correspondant & 5 (%) sera inférieure
a. C, et supérieure au point [¢, 2(¢)] : donc C aussi. Nous examinerons donc
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seulement le cas ou, quel que soit A, on a pour des valeurs infiniment petites

de h, ¢ (k) <p(h); dans ce cas, définissons la fonction ¢,(k) de la fagon
suivante : étant donné h < a, et A'2het Sa,soitg, (h) = m la courbe (84)
qui passe par le point [g’, ¢ ()], A étant défini par I’équation

N 1
(895) p(h )—W

et la condition 0 < 2./ < 1. On pose
pr(h)= b.s. pu(h).
h§h‘§a

On vérifie facilement que ¢, (k) existe et est non décroissante; ¢, (h) est 2¢(h),
et n'est peut-étre pas partout dérivable, mais si I'on définit A par

(86) p,(h)zm avec o << 2h <1,
‘3 — 1

et qu’on considére la courbe ¢, (4') = Tiog A’ On @

(87) lpi(h + Ah) — i (R) [S1P1(h + AR) —Pi(h) |

Observons que d'aprés (86), Ak tend vers o en décroissant avec k. Soit de
plus 4 une valeur telle : ¢,(Ah) > p (k); on voit facilement que /4 est a I'intérieur
d'un intervalle (a, b) dans lequel A défini par (86) reste constant. Si I'on
appelle I,(n=1, 2, ...), les intervalles tels que (a, 6) et A leur ensemble
complémentaire, pour montrer que

fPﬂ\/—IOn(h dh fpl |0gp, dh +2fpl\ logp, dh <+ o,

il suffit d’établir que
(88) Ef———"“"—hbgf" dh <+ ,
In

carsur A, p,=p;or fp'——log—P—' dhs’évalue facilement, puisque sur I, p, (k) est

de la forme (87), et T'on constate que (88) est vrai. Dans ces conditions,
comme (67") est vrai pour la courbe C, définie par

zi (1) =x(t) +\— 4(t — t) logp,(t — ¢),

pourvu que dans tout intervalle (z+ f3, =), , satisfasse & une condition de
Lipschitz du premier ordre [cf. Chap. lII], ce qui est le cas d’aprés (87),
_ et que toujours d’aprés (87), x,(<) est non décroissant, C, est supérieure
en [ ¢, z(¢)], donc aussi C, puisque p,2p.
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Nous retrouvons ainsi le théoréme de Kolmogoroff, & ceci prés que ¢ (&) est
supposé dérivable pour 42> 0, mais nous verrons plus loin comment on peut
s’affranchir de cette hypolhese

Mais le théoréme de Kolmogoroff comporte une réciproque : si ¢ () est non
décroissante et si; pour un « > o quelconque on a
(89) fa e —Toge(h) gy .
~ Pc[t, z(2); ¢] est nul.

Ce résultat se déduit des résultats de Petrowski [¢f. Perrowski, loc. cit.],
en effet si la condition précédente est satisfaite, le point [z, z(1)] de C est
« régulier » au sens de Pelrowski, et ceci ne peut avoir lieu que si
P.[¢, z(t);¢] = o comme nousle verrons plus loin. Aussi nous nous bornerons
a indiquer sommairement comment on peut retrouver ce résultat par notre
méthode.

< étant fixe et v assez petit pour que £+ v < <, on a, si p est dérivable et
d’aprés (67™),

Qc[t+m, x2(t); 7 +f M, 7)d,®c[t +, z(t); ] = M[t +n, z(¢); 7).
+n
Moyennant une condition pour p qu’il est inutile de préciser et que nous
appellerons A, M (¢, 7) est une fonction non croissante de ¢'; de sorte que I'on
peut écrire :
‘ Oc[t+n, 2(8); 7] [1+ ML+ 0, )] 2M[¢ + 7, 2(2); 7]

ou, M[t+ v, z(£); =] étant >o,

_ 1 M(¢t+mn, 1)
00["""1) x(‘),r][M[t—l—'ﬂ, x(l);‘t‘J —+ M[t-{—n, .’L‘(l); T]:lgl.

On fait alors tendre v; vers + o ;d’aprés (89), M [t + v, #(¢); =] tend vers + oo;
moyennant pour p une seconde condition restrictive B, on montre que
' M(t+m,7)

Iim =I.
ny>+o M[£+m, z(£); 7]

Il on résulte que
lim ®¢{t+n, x(¢); 7] =1.
n»+0

Orona
2 ({+-7))

Oc[t, z(t);7] =D [¢, x(¢);¢+n)] +f Pl x(8);st+n, y]Pc[t+n, y;7]dy.

0; on pourrait prendre T assez petit pour que,

Supposons que @ [t, z(2); 7] =
quel que soit 7,
@[t 2(2); t+n]SPc[t, x(t); r]g

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943. 30
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On devrait avoir quel que soit v

2 (i41) !
f © Pelt 2(); t A ] R4, s Tl dy < o

—0.

et a fortiori

r(+1)
f Pelt, ()5 6+, y] @[t 4+, y; -:de§.2.,
()
or, si y 2x(t),on a
Q[+, y;7]2®[t +n, 2(2); 7).

On devrait donc avoir
U (14-7)
(90) Qc[t 4+, x(2); 7] Pl x(8);t+m, yldy<

()

F= N
.

Or, I’hypothése que ®.[ ¢, x(1); t]= o, entralne que
o (147

lim Pty x(8); t+m, y]dy =1.

NP+0J_o
Et comme on a

x(n

EY]
Pc[t’ .Z‘(t);t+n,_)']d}'§f Uolt, x(t); t +m, y]dy

il est clair que (go) est impossible dés que v est assez petit. Ceci établit le
résultat voulu, sous les restrictions A et B; on léve ces derniéres par des
procédés analogues a ceux utilisés par Petrowski pour des questions

semblables.

Tout ce qui précéde suppose p (%) dérivable pour 2> o0. Pour lever cette

restriction, nous allons établir un théoréme général.

Supposons b(¢, x) égal 4 une constante b3 soit &¢, x; 'r] la probabilité
d’absorption relative 4 C et & la valeur & du coefficient b (¢, x); désignons
par ®¢[¢t, x; <] ce que devient ®.[z, x; <] lorsque b = o; ~ étant fixe, soit D

le domaine défini par x <z (¢), t<7. Posons,
6(¢t, ) =@[t, z; t] — B¢, x; 7
®., comme fonction de (¢, z), satisfait dans. & 'équation

du J%u gu.‘

(91) 374-@:'—17 dr —°
et dp a

du Ru
(92) % o =°
On en déduit que 0 satisfait a
(93 . S+ b Ti=a

Tt 9 T
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Soit C* une courbe définie par x = x*(¢), avec : z*(¢) < x(t), z*(¢) étant &
dérivée bornée et intégrable; dans le domaine ®* défini par x<2*(1), 1<%,
8 est une solution de (gr) réguliére au sens de Gevrey (cf. Chap. lll) D’aprés
un théoréme connu (**), on peut poser N

\

T £* () ’ :
(94) 6(¢, z) = bf dpf ag Lelp: @i =1 olt, 23 p, 9] dg + W (2, x),
¢t —_—x

ot Y™ (t, x) est une solution réguliére dans ®* de (g8); la représentation (g4)
est valable dans ®@*. Posons '

)
A*(¢, .r)__bf a’pf c[ps 75 T} Uo¢, ;5 p, q| dg.

Une intégration par partie légitime permet d'écrire

(%) A% z)—bf dp[ Pclp, #(p)i = VLG 25 py 2*(P)]
) . 4'/—1)’
L'(/;\d) e E‘U,—l) d
R e v S

ol les intégrales sont absolument convergentes.

Observons que si,  étant < 2"(7), ¢ tend vers =, 0(¢, z) tend vers o;
- d’aprés ce que nous avons vu dans la troisiéme Partie, on peut écnre, puisque
dans les mémes conditions, A*(¢, :v) tend vers o

(g6) » W (¢, x)__f W, 2 (¢)) d,d).,.[t z; '],

“et I'on a sur C* ’
(97) . 8¢, z*(2)] = A*[¢, *(¢)] + W*|¢, z*(¢)).

Supposons maintenant que nous fassions tendre C* vers C : placons-nous dans
I’hypothése ou = (1) posséde une dérivée z'(¢t), et faisons tendre, uniformément
dans Dintervalle :<¢ <z, z*(¢') vers z(t') et x* (') vers x/(#); dans ces
conditions les passages & la limite n’offrent aucune difficulté; A*(¢, x)tend vers
une limite A (2, x) donnée par : ‘

(95) A, x>_bf dp[ Colt, ;5 p, 2(p)]

AT ) _("(;‘: .
q—=x e sr—
-+ Ol p, g; —— d ’
j_., clp ?.T]Q(P—‘)av'n(p—t) q]’

(*%) Cf. Grveey, Equations auz dérivées partielles du type parabolique (Journ. de
Math., t. 9, 1913, p. 343). -
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ol nous avons tenu compte de ce que ®;[p, z(p); ~| =1. On déduit aisément
de (95') que l'on a

(98) , |A(e, ) [S]6MyT—¢,

ot M est un nombre absolu, indépendant de C, = et . D’autre part, A*[¢, 2*(2)]
tend vers A[t, x(t)]; observons que sur C, c'est-a-dire pour x=x(?),
O [t, x5 7] et B¢, x; <] sont égaux & 1 quel que soit z, de sorte que 0]z, 2*(¢)]
tend vers o; par suite, d’aprés (98), W*[¢, *(¢)] a une limite quiest : — A[¢, z(2)].
D’aprés (22) W* (¢, x) a donc une limite qui est

T
_f ALl 2(0)| de® L, @ ¢,
t

-

de sorte que dans @, 0(¢, z) admet la représentation
T
8(t, ) =A(¢, @) _f ALl w(l)] do®t, ;0]
¢

D'od l'on déduit sans difficulté, d’aprés (98) qui reste valable si x tend
vers x (t), que .

(99) 16(¢s, z)|S2]6|MyT—1¢,
o, remarquons-le encore, M est indépendant de ¢, = et de C; mais nous avons
supposé que C était a dérivée bornée; supposons qu'il n’en soit pas ainsi et
soit Cune courbe a dérivée bornée, définie par
x=2x(t), avec Z(!')Sx(l) [¢£e'ST]) et Z(t) > .
Posons
6(¢, ) =®;|¢, x5 7] — tD%[t, z; |,

on a, d'aprés (g9),

|6(¢, z)|<2]b|MyT — ¢

Mais, si 1’on fait tendre C vers C, 6 (¢, x) tend vers 0(¢, x) et comme M n’est
pas modifié, on a a la limite

16(¢, @) 216 [MyT—1¢,
c'est-a-dire que (gg) est valable pour toute courbe C continue; en outre,
(99) reste valable lorsque «x tend vers (), puisque M ne dépend pas de z.

Il résulte de (9g) que, b étant une constante, si I'on considére les trois
courbes :

C définie par x =z (¥');
C définie par x =z (¢') + b (¢ —¢);
C définie parx =2 (¢)— b (¥ —¢t).
Ona |
(100) Po[t, z(2); ¢] =Pg[¢, x(2); t]=Pe[t, z(0); ¢],
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I'indice o indiquant que les P sont évaluées en supposant b (t )= o. Suppo-
sons maintenant b (¢, z) non nul, mais prenons 4 égal ou supeneur ab.s.b(t,x):
on aura

(101) Pele, 2(0); t)<P e, 2(); 1)< Pale, 2(2); 7],
d’aprés le théoréme VI (chap. II). Il en résulte que
Pole, x(¢); ¢)=Pe[e, z(); ¢],
et par conséquent que, méme si b(t, x) n'est pas nul, P,[t, x(z) t] ne peut
valoir que o ou 1.
D’autre part, si, reprenant 'évaluation de P}[¢, z(¢); ¢], ¢ (k) n’est pas
dérivable, on peut toujours remplacer ¢ (4) par une fonction p*(4) dérivable,

tendant vers o avec A, et telle que si (<) est la fonction correspondant

4 p*(h) on ait
|2(7) — 2 () |2b(r — ),

ou b est une constante quelconque; (100) permet alors d'étendre au cas de p(h)
non dérivable tous les énoncés obtenus dans le cas de o (h) dérivable.
De méme, (101) permet d’étendre au cas de b(t, x) non nul tous les énoncés
“obtenus dans le cas de b (t, x) = o. ‘
De (99) on peut d’ailleurs déduire un autre résultat : c'est que, dans
Phypothése b(t, x) = o, si l'on considére des courbes C* définies par z = 2*(?),
- avec *(t)=wx(t); z*(¢ )< x(¢') pour >, 0n a
I_’c[t, x(t); T =b.5. Pes|t, x(t); 7],
C*
c’est-a-dire que, selon le point de vue exposé au paragraphe 2 du Chap. 11
pour la définition de P [t, x (t); <], on peut considérer que
P¢[¢, x(t); 7| =Pc[¢t, z(¢); 7).

Ce résultats’étend, d’une facon analogue, quoique plus compliquée, au cas
ol (¢, x) n'est pas =o.

CHAPITRE V.

Application a la résolution des équations
aux dérivées partielles linéaires du type parabolique.

Nous considérons, toujours sous les mémes hypothéses, I'équation (1)

(1) L(u )_dlt—é—z;—l—b(t,x)d —o.

Nous considérons une courbe C définie dans le plan (¢, z) par I'équation

(102) ) r=ux(l),



238 , ROBERT FORTET.

ou z(t) est une fonction uniforme continue, du moins pour T, <¢<T, et nous
nous plagons toujours dans l'intervalle (T,, T,); soit alors D le domaine
défini par

z<z(t), <5,

ot 7 est donné, du moins dans l'intervalle fermé [T,<¢<<]. Soit JS(t) une
fonction uniforme et continue; la formule

(103) u(e, x):fuf(t’)d,v(l)c(t,x;t’)

définit une fonction u (¢, x) a 'intérieur de D, qui satisfait aux conditions aux
limites suivantes :

a. Si ¢t tend vers = tandis que, indépendamment, x tend vers une
valeur £ < (=), u(t, z) tend vers o.

b. Si, trestant fixe et < 7, x tend vers x(2), u(¢, x) tend vers
a. f(1) si ®¢lt, z(¢); t] =1,

c'est-a-dire si C est séparatrice ou inféricure au point [z, z(1)];
B. f S d, @g[t, x(t); '] si D[, z();t]=o,
L

c’est-a-dire si C est supérieure au point [¢, z(¢)]; il est clair qu’'en général
cette limite différera numériquement de f(?), et que [¢, x(?)] sera généralement
un point de discontinuité sur le contour pour u(¢, x).

De méme le point [7, z(7)] est généralement point de discontinuité
pour u(¢, ) sur le contour de D, sauf toutefois si /()= o. '

D’autre part, u(t, x) est, a I'intérieur de D, une fonction continue de (¢, @);
pour le voir, il suffit de remarquer que I'on peut partager l'intervalle [T, <]
en intervalles partiels (7,,¢), (¢, %), ..., (&, ts), ..., en nombre fini,
mais assez petits pour que I'oscillation de f(t) soit dans chacun de ces inter-
valles inférieure a ¢; on a alors, d ¢ prés et indépendamment de (t, x)

(104) . u(t, x) ——-2 f(li’) [(I)C(t) X5 b)) — (pc(t) x, ti')]r
v .

les 7 étant les indices ¢ pour lesquels £,>7; nous supposons que ¢ ne figure
pas parmi les #;, ce qui est toujours réalisable; les divers termes de la
somme (104) étant continus en (z, ), il en est de méme de u(t, x).

Nous allons montrer que, & l’intérieur de D, u(t, x) est solution de I’équa-
tion (1); soit donc (#, ) un point intérieur & D; tragons une courbe C
“définie par x =x(?'), ot (') est uniforme, continue, a dérivée intégrable
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et bornée, avec de plus z(#') < (¢') et 2 < z(¢); on a
(105) ull,z())= /"f(t”)d,»(bc[l’, z(t'); t"],

et les quantités u[l";'(t’)] forment une fonction continue de ¢, avec

limu[t, Z()] =o.
>z
La fonction E(t, x), définie par
(106) u(e, x):f ult, z()d,®e(t, x5 |,

est solution de (1) & I'intérieur du domaine D défini par
x<z(t), t<,

d’aprés des propriélés établies dans le Chap. 111, le résultat annoncé sera donc

obtenu si nous montrons que, 4 lintérieur de D, u(¢, x) est identique
au(t, x). Or, d’aprés (5) et (6), on peut écrire

(;07) (e, x):f'[f'f(z”)d,ubc[w,5(/'); t”]]d,,d)c(t,x; ),

S(?") étant continue, il n’est pas difficile de prouver que 1'on peut dans (107)
intervertir I'ordre-des intégrations ('°), ce qui, compte tenu de la relation

p
(108) O.(¢, x; "] :f Dt, Z(1); 1" d, O(2, x5 1),
; :
conduit & identifier u(¢, ) a u(t, x); on peut aussi raisonner ainsi : supposons
d’abord que C soit dérivable & dérivée bornée; alors
O, Z(t); "] et B, x5 )

ont des dérivées parlielles bornées (et positives ou nulles) par rapport a 2"
et ¢ respectivement; I'interversion des intégrations dans (107) n’offre alors
aacune difficulté : reprenons maintenant le cas général et introduisons une
courbe C* définie par

x=2a"(l) avee Z(U)<z'(t')<<ax(l'),

oi z*(¢') est supposée dérivable & dérivée bornée, et faisons tendre C* vers C.

(*?) Le théoréme classique de Fubini n’est pas applicable ici parce que dh.[t’,;(t’); l"]
dépend de ¢'.
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Sil'on pose

wi )= [ JOdbelt 2 0] @)= [ @l FO bl 2 0],

{

on a évidemment

lim «*(¢, ) = u(t, z); w(t, x)=1u'(t, x),
C*>C
donc
lim @*(¢, 2) = u(¢, x); lim u*[ ¢, Z()|=u[l, T (V)]
G Gy

Comme u*[£,z( )] est borné, ainsi que T(f' ® [z, x;1'], onvoit d’aprés (106) que

lim @*(t, ) = u (¢, x).
Cry

On conclut bien a 'identité de u(z, ) et de u(¢, x).

Considérons p.(t, z; 1, ¥), avec y<z(1); pour < el y fixes, c’est une
fonction de (¢, x) définie dans le domaine D; pour & < x(?), le théoréme des
probabilités composées donne

Yy y
(109) fUMfmbiz‘fm%ﬂLDﬂ

—+—f [f U, (') =, ;]dﬁ]d,.d)(;(t, x; t).
I3 —_mn

Pour y < &(7), on en déduit sans difficulté; par dérivation,
(110) P,z »)=U(t, z;1, %) ——f U, ()7, y]de®c(t, 23 ).
L
Il en résulte, dans ’hypothése y < (1) que p.(¢, «; 7, y) est dans D solution
de (1) et satisfait aux conditions aux limiles suivantes :
a. Si,trestant fixe < 7,z tend vers z(?), p.(¢,z;7,¥) tend vers o si C est
séparatrice ou inférieure en [t, x(t)], vers

ULt 2(0); 7, 3] —f.U[u, 2(0); 7, ] de®e[ 8, (1) 1],

valeur généralement non nulle, si C est supérieure en (t, x).

b. Si ¢ tend vers © et x vers E£y, p.(¢, ; 1, y) tend vers o, comme
U(¢, 237, ¥); au voisinage de (7, y), p.(t, ; =, ¥) se comporte irréguliérement.

Remarque. — pc(t, 3 7, ¥) a été défini, pour y <o (<), au paragraphe 2
du Chapitre II, comme une limite, mais il n’est pas évident que cette limite
est indépendante du mode de subdivision de I'intervalle (z, ) qui a été choisi;
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pour P(z, x; 7) cette indépendance résulte de résultats généraux sur les
fonctions aléatoires stochastiquement continues (*°), mais il n’en est pas de
méme pour p; en tout cas, nous remarquons que (110) établit que P, (¢, 3 7, )
posséde, dans I'intervalle ouvert [ — oo <y < x(7)], une dérivée partielle par
rapport 4 y continue en y, fournie par la formule (110), formule que nous

prendrons dorénavant comme définition de p, valable du moins pour y < z(1);

pour le moment, I'indétermination de p; pour y = y (<) est sans imporlance.
Considérons maintenant une fonction g(y) définie uniforme, continue et
bornée dans l'intervalle fermé [— <y <a(7)], et soit ‘

—_—

. T (T)
(x11) ot @)= [ gt @i % N dy.
On voit facilement que : .
a. ¢(t, x) est, a l'intérieur de D, solution de (1).

b. lim ¢(¢, z)==o0, si Cest, en [¢, x()], séparatrice ou inférieure; dans les
x>x(l)
1<t

mémes conditions, ¢(Z, ) a une limite généralement non nulle si C est en
[¢, 2(¢)] supérieure.
c. lim ¢(t, 2)=g(%).
1>7T
x>f<a(n)

Le comportement de ¢(z, x) sera naturellement irrégulier si ¢ tend vers ©
tandis que « tend vers z(7).

Remarque. — 1l n’est pas nécessaire, évidemment, pour ce qui précéde,
que g(y) reste borné lorsque y tend vers —oo; il suffit que I'intégrale (111)
soit absolument convergente, ainsi que ses dérivées partielles du 1* et du 2°
ordre en x; on peut étudier ce point, en remarquant que, sil'on pose

a2 (T :
G(t,x;‘r):/ U(¢, x5 7, ) 8(x) dy,
on peut écrire

(1) o(t, #) =G(l, z; 7) —f G[t, 2(¢'); 1] drBu(t, 25 ¢);

(111') permet également d’éliminer les difficultés provenant de ce que
- pe(t, @37, y) n’a pas été précisément défini pour y = x(7).
Considérons alors maintenant la fonction w(?, x) définie par la formule

T a(T)
(112) w (s, x>=f Oy doo(t, 2 )+ [ &Pal 3 ) dy-

—_—»

(2) Cf. Forter, Sur la notion de fonction aléatoire (Revue Scientifique, mars 1941).
Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 3, 1943. . 1
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C’est, a l'intérieur de D, une solution de L (z) = o : nous appellerons normales
les solutions de ce type; les valeurs limites des solutions normales sur le
contour, c’est-a-dire sur et sur la « caractéristique » t=r, se déduisent
immédiatement des valeurs limites de u(¢, x) et de ¢(¢, =), calculées précé-
demment. Nous pouvons compléter ces résultats par les remarques suivantes :

Remarque 4. — Le comportement de w(¢, ) lorsque & - & (=), cependant
que, indépendamment, ¢ tend vers =, est en général irrégulier. Si, cependant,
S(2) et g(y) se raccordent au point [, z(=)], un fait intéressant se produit;
soit en effet a la valeur commune de f(~<) et de g[z(=)]; si ¢ et = tendent
indépendamment vers © et x(7), grace 4 la continuité de /() pour ==, et
de g(y) pour y =x(7), on commet une erreur négligeable dans (112) en
écrivant

(T

(r13) w(f,z)=ad (t,z;7)+ @ i;;(l,;r;r,y)dy—}-f ,;,"()f)/'_;;(l,x;r,y)dy,

n

si m est choisi assez voisin de x(<); or (113) peut s’écrire
(114) w(t,.z'):a+/ [¢(y)—alp (¢, x5, y)dy,

en remarquant que

x(T)

(I’c(_t,x;r):l-—f Pt x5 7, y)dy.

Or, lorsque ¢, x tend vers =, (<) d'une fagon quelconque, l'intégrale qui
figure dans (114) devient négligeable; autrement dit

»

lin: w(t, z)=a=f(t) = glz(1)].

>
x>x(T).

Remarque 2. — Soit ¢, une valeur fixe, <= et supposons ¢ < ¢, ; considérons
1 (T
w(t, x):f SWYd,  ®:(t, z; t’)+f h(z)p.(t, z; ty, 5)ds
¢ —

qui est une solution de (1) définie dans le domaine : 1<t,, z<x(t); prenons
’ h(s)=w(t, z).

k(=) est continue dans l'intervalle [— 20 <5< (2,)], et bornée. On a, d’ailleurs,
' (%) '

T
h(s)zf fE)det(ty, 55 0)+ [ gNFeltn 555, ) dy.
A .

Comme on a
7 w(fy) _
pole, 257, y)_—_f Pt x5 b, 2)pe(t,y 557, y) ds,
()

Qc(t, z; ') — Pc(t, x5 4y) = Polt @ ty, 5) (b, 55 ) ds (12t),

—»
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on montre facilement [en intervertissant des intégrations, opération qui se
légitime aisément] que w(z,z) est identique a w(z, ). Si alors nous nous
placons dans ’hypothése ou, en [¢,, 2(¢,)], C est séparatrice ou inférieure;
alors h(z) et f(¢') se raccordent en [¢,, 2(¢,)], etl'on a
lim (¢, )= f(t),

0

1> 10—
@£ (ly)

soit une certaine continuité a gauche; il n’existe pas, par contre, en général,
de continuité a droite analogue.

Théoréme d’existence pour les solutions de L(u)=o0. — Donnons-nous alors
I'équation L(#)=o0; donnons-nous le domaine D, limité par la courbe C et
la « caractéristique » ¢t =r=; donnons-nous encore les fonctions f(#') et g(y)
définies, bornées et continues respectivement pour #' <%, et — o < y<x(7)
(notons en passant que ces données f ct g sont essentiellement indépendantes
entre elles); et proposons-nous de chercher une solution w(z, ) dans D de
L(u)=o, satisfaisant, sur le contour de D, aux conditions aux limites suivantes :

-~

(115) : hm  w(t, 2)= f(¢),
>l
(fixelT

(116) m  w(t, z) = g(8)-
.1‘9-:2.‘::[7/

Si, en tous ses points [t,x(t)] (du motns pour t< =), C est séparatrice ou
inférieure, mais jamais supérieure, il existe une solution normale w(t, x)
satisfaisant aux conditions indiquées, et elle est fournie par la formule (112);
il n’existe pas d’autre solution normale [mais il peut exister en outre des
solutions non normales satisfaisant a (115) et a (116) (¢f. Doerscn, loc. cit.)].
Si C est. superleure en certains points [¢, x(¢)], la solution normale (1 12)
subsiste, mais ne satisfait plus a (115), sauf peut-étre pour des/«iﬁm__
de /(1). | &

Ces résultats se déduisent immédiatement de ce qui preced <. ;.'/'




