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Sur la resolutcon des equatwns (Îæ : R(æ, z) (R ratwnnel en z)

par des itérations intégrales et diflérentielles convergentes,-

PAR Enuosn LAHAYE.

Introduction.

La méthode des approximations successives de M. Picard et la .méthode
de Cau‘chy-Lipschitz s’applique à des types très généraux d’équations, mais
leurs domaines d’existence sont souvent restreints. En général la méthode de
M. Picard n’est pas applicable le long d’une ligne L à laquelle on impose
comme conditions d’être de longueur finie, mais aussi grande que l’on veut, et
de ne pas traverser les singularités fixes et mobiles. Elle cesse également de
converger dans le domaine des singularités. Quant à la méthode de Cauchy-
Lipschitz, si elle est applicable le long d’une ligne telle que celle que nous
venons de définir (‘), elle ne l’est plus dans le domaine des points singuliers.

On peut se demander s’il n’est pas possible d’établir des méthodes s’appa-
_ rentant à celles de M. Picard et de Cauchy-Lipschitzquant à la manière dont

. on effectue le calcul de l’intégrale, mais qui seraient convergentes dansle
domaine des singularités et le long d’une—ligne L.

C’est le résultat des recherches effectuées dans ce sens pour les équa— 
(‘) Encyclopédie des Sciences Mathématiques, Édition française, 1910, T. 11, vol. 3,

fase. 1, p. 11.
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943. I



2 IÉDMOND LAHAYIE.

tions z’=R (a:, 2) (R rationnel en ;) que nous donnons ici. Sip et q sont
respectivement les degrés des puissances les plus élevées de 2 au numérateur
et au dénominateurde R et sip > q + 1 (p et q entiers), nous posons

s=(a+ By) : (Y+ 51). («€ — ÔY) # o.

ce qui ramène l’équation à la forme
(“> L_1"=li'(.l',l'}.

Soity: u:v. Les fonctions il et v vérifient le système
d {. .(,,) j_A.., {Li/(u,.—,.c)_—_Gl(u,v,æ)d.l; _ (I.L°

/ .r‘

s

u : u.,—+—f A (' (I.1'.

8
F( (1, c', .r) :: F(u… V.,. .I'.,) +f G( (I, (‘, .1') ((J),

ainsi que

(C)

où F et G sont des polynomes en a et v. Considérons les relations
.'l'

8

(l,—= u.,+f A («‘,—_, du;
.r,,

(F(u,-, c‘;,æ)=F(u… r… x,,) +! G(u…, vi_,,æ)dæ
([=1, 2, )...,(61)

où les intégrations sont effectuées le long d’une ligne L. Nous démontrons
que, lorsque i tend vers l’infini, u,: et v,— convergent_uniformémentvers des
limites déterminées en tout_point de L, et qu’il en est de même en tout point
d’une ligne quelconque issue d’une singularité mobile. Pour caractériser ces
propriétés, que ne possède pas la méthode de M. Picard dans le cas qui nous
occupe, qu’elle soit appliquée à (a) ou au système (b), nous proposons
d’appeler les relations (d) des itérations intégralesconvergentes.

Si nous envisageons maintenant les relations
…: uz_1+ Ac‘—l Vi—1(-Ïi_ xi—1);

(€) F(“i7 Vi,— 1‘z) = F(“i—ly"i—171’i—i)+G(”'i—h Vz—1,Œz—1)(—Pi—«Ti—1)

(z'=1,2, ...,n),
où $,, est un point déterminé :1: de L et x.,. . ., cv,-,. . ., cv,… les points de
division de l’arc æox de L, nous obtenons les mêmes conclusions que pour (d)
lorsque i tend vers l’infini, les intervalles partiels tendant vers zéro. Nous pro—
posons d’appeler (e) des itérations dzflérentæ'ellcsconvergentes. Si les nombres p
et q, définis plus haut, sont tels que pêq+1, il suffit de considérer une
relation

F,(æ,y) =F,(æo,yo)+f G|(.T,)') dm,
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qui se traite comme les secondes relations de (d) et (e) dans lesquelles on
rend a constant. Pour démontrer que (d) et (e) sont des itérations conver-
gentes, nous devons postuler l’existence de dérivées premières pour certains
coefficients de R, de sorte que les méthodes que nous proposons s’appliquent
à des équations moins générales que celles de M. Picard et de Cauchy-
Lipschitz. On peut maintenant se demander s’il n’est pas possible, pour une
équation différentielle donnée, de définir sa solution à l’aide d’itérations
convergentes.

C’est là un problème dont la solution peut être particulièrement délicate
dans certains cas; nous avons obtenu, pour des équations d’ordres supérieurs
et de types généraux, des résultats que nous espérons pouvoir bientôt publier.

Nous n’avons pas examiné ici les singularités fixes à cause de la trop grande
multiplicité des cas possibles, mais les itérations (ci) sont particulièrement
fécondes pour leur étude. .

Dans le Chapitre 1 nous définissons par prolongement des fonctions il et 9

qui vérifient (\c). Ce résultat nous sert de base pour démontrer, dans le
Chapitre II, que les relations (ci) sont des itérations intégrales convergentes,
et, dans le Chapitre 111, que les relations (6) sont des itérations différentielles
convergentes. L’essentiel de ce travail a fait l’objet d’une Thèse de Doctorat

_

spécial présentée devant la Faculté des Sciences de l’Université de Bruxelles.

CHAPITRE I.
1. Soit l’équation

- ) .-
(|)

(L— __ l (.:. e—l

d_.c—Q(.c,;)’

où P et Q sont des polynomes en 2 dont les coefficientssont des fonctions de :p

que nous préciserons plus loin. Par la substitution
O! + O )" \

z=7Y+—Ë)”7, (ao—330%…

l’équation (1) devient
/l+l
2 Ck_)'k

_ (I_l' __ l.——_—n(2) (Ü "—
/I———l

1) +2 D…‘k
[

Nous ne nous occuperons, dans ce travail, que des équations (2). La variableæ
est complexe. Nous chercherons la valeur, en un point au, d’une intégrale
de (2) qui se réduit à y0 pour æ=æ… lorsque 3: suit une ligne donnée æoæ
ou L. Les conditions imposées a priori à L sont : 1° la longueur S de_L est
aussi grande que l’on veut, mais finie; 2° L ne traverse pas les singularités des
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coefficients C et D ni les singularités fixes de (2); 3° s’il existe sur L des
singularités mobiles, on peut décrire de chacune de ces singularités comme
centre, avec un rayon 8 donné, mais aussi petit que l’on veut, une circon—
férence qui ne renferme aucune singularité fixe. Nous ferons l’hypothèse que,
le long de L et dans les domaines 8, les coefficients C et D sont continus et que
les D admettent des dérivées premières continues. Nous écrirons donc

Ck(æl)=ck(æ)+ck;
3( ) Dk(æ')=Dk(æ)+(æ'—JJ)[Dk(æ)+dd, Dk(æ’)=Dk(æ)+dZ,

où ck, d,_., di: tendent vers zéro lorsque æ’ tend 'vers w, les points æ’ et a: appar—
tenant à L ou aux domaines 3.

2. Soit æo un point ordinaire. Posons
_)'0= "» : "'n: _) = U : “-

On a
du
dx

p——1

(3 bis) %<Pvfl_1+z
Dk

(t"vl)—fl=—1>

=Av,

1

])—1

=2 (ADk— CL.) (tk—' c'/'—k+' — C,,(U"“1 v — C,,“ (N'.

1

Le point a: étant un point quelconquede L, soient les relations

ui=uo+fl Avdæ,
(4)

F(u,v,æ)=F(u…v…æQ—l—j G(u,v,æ)dx,

où, de même que dans tout ce qui suivra, les intégràtions sont effectuées le
long de l’arc æ.,x de L. Nous avons posé

[1—1

Ap=C… '
H(u,v,x)=2(D}vl'—kuk+kADkvl'—k+îuk—‘):(p—lc),

1 p—1.

K(u, v, a:) =— C,,vuP—’— CP+1uP+Z(ADÆ—Ck)vl’+î—kuk—î,
1p—1

F(u, v, a:): (”"—FE DH)/”ku": (p — Ir), G(u, v, .z‘): H(u, v, a:) + K(u, v, a:).
1

On voit que
' ()F ()F

_(5) H=%+Avâ_u.
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Dans (4), nous choisissons pour v la racine qui se réduit à c,, pour æ=x…
On constate aisément que (4) vérifie (3 bis), et toute solution de (3 bis) peut
se mettre sous la forme de (4). Si dans (2) le degré du dénominateur est égal
ou supérieur à celui du numérateur augmenté d’une unité, il nest pas néces-
saire d’effectuer la transformation y= uw; il suffit de considérer la relation

F,(æ,y) =F,(.r…yo)+f G,(æ,y) dæ

qui se traiterait comme le système (4) dans lequel on ferait u = const.

5. Nous nous proposons de déterminer deux fonctions u et 9 qui véri-
fient (4) et se réduisent respectivement à u0 et vo pour æ=æ,. A cet efïet
nous considérons les relations

u,—=uo+f Avi_1dx
<6> (t'=1,2, ...).

F(u,-, v,—,x)=F(u… vo,æ0)+f G(ui_1, v,_1,x)dæ

Tout d’abord montrons que, quelles que soient les racines choisies au delà des
dF(u,—, v,—, w) ,

du,

de u,— et v,—, pour toute valeur de i, sont bornés le long d’une ligne L’ , de longueur
finte 3’ , constituéepar L augmentée de petits arcs décrits dans les domaines 3 .

Soit M la borne supérieure de |u0 \, ]v, \, 1 et des modules des coefficients de
F et G le long de L et dans les domaineso.Nous disons que

points où une ou plusieurs des quantités sannuleraient, les modules

(G,) lllil<l‘16P0, l‘lil<9‘1)l 'Ïcl'O',

où
/‘

P =2 (2pM‘Æ)IÏ—kw.

' Supposons les (6’) vérifiées pour i— 1 . Il vient
—

[u,—| < M+M.2pM‘-’f e"5'dô’=M+ M.2p M2(Cpô'—I)ZP<M6pô',
0

lF(uo>Vo;-ÏO)I<(I)+I)MPH’

lf G(ui—U Vi—1yx)dæ
0

<Mpf cpvs'dar<Mt…—al_…
0

[F(u,-, e,, x)
| < (p + ;)Mp+1+ M(epl‘Ô'_ ,) < (P+ I)Mp—+—ielfl'â'_

 

On déduit aisément de cette dernière inégalité
[1—1

l"il<lui12 M‘ + @+ 1)”M ”€“" <M"e"" [(p—l)+(p+l)bl<apMzepo.
1
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Les inégalités(6’ ) sont vérifiées pour z—_ 0: elles sont donc générales.
ôF u…1.. .L'., . .Dans l’hypothèse où+ #0, montrons que, quel que 501t z, u l

et v,; sont bien déterminées le long d’un arc 330.1: de longueur non nulle.
Posons

F(”01"01-T0)=Fo— ”i= "a+ 7-i- “i: "u + P—i-

Pour l': 1, il vient

).,=f A(v.,+ p…) (Ia—,

F1dTOOZP(T—'TU /-1yl“)
+fæ

G("0+)0 ‘"+lJ'"7æ)(l.r

où P est un polynome dont le terme général est (x—aro)“7xÉM avec «:O
ou 1, y=1' S1 «+ Bât, yê2 si at: 3:11.

Calculons p., par les approximations successives

()F.,

du ‘.,
(8) p.._k : P(a: — .T… 7.,, (J.l_k_, ) +! G( un+ 71... ('.,+ p.… .r) (1.1'

avec P = 0 pour I:; 1 . Soit 3 la longueur de l’arc x(,æ. Posons

'r__)lï>3
.. _

()F.,
)=|A1<1«-:.,1+1

 

’

létant une quantitédéfinie par
(9)

_
P(s,7.,p)+lG}sêl

où P (s, 71, p.) résulte de P en remplaçant :::—$., par 3, les coefficients par le
maximum de leurs modules le long de L ou dans 8; “A, par X; p.. par 11; [G[ se
déduit de même de G, 7… et {J... étant également remplacés par 7. et p.. On voit
que il()1‘,.l P—1.klglzl
On déduit de (8)

)F0
(|H1A—H1l—1]lH1/—1—P1A—°]1,k—n

où P1k_ 4
est un polynome en œ—æ… H4,1-1; p.,_,_._2, X, qui se déduit aisément

de P. Soit q un nombre donné inférieur à 1. Imposons à s la condition de
vérifier

' ôF0(IO) P-î,1_1(%7\,p)<q (—,p—°| 

où Pi,1—-a("» )\, p…) s’établit comme P(s, 1, p.),“ p.,,k_,, p.,_,H étant remplacés
par p.. —

‘
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On voit, en vertu de (10), que

lP—1,k— P—1.k—1l< ([
l P—1.k—1

_
P—l.k—2 l-

Par conséquent, lorsque lc tend vers l’infini, p.),, converge uniformément vers
une limite p…. qui vérifie (7): il résulte de (9) et (10) que ce résultat est valable
pour des valeurs de s et l respectivement supérieures à des nombres non nuls.
On remarque qu’en remplaçant pt. et ’A. par p.,— et X,-; )… et p._par 7\,-_. et p.,—_,

dans (7), les inégalités (9) et (10) subsistent : par conséquent p.,- pourra être
calculé dans les mêmes conditions que p... Il en résulte que les fonctions u,—, v,—

définies par (6), sont bien déterminées le long d’un arc x.,æ de longueur non .

nulle. c. Q. ?. |).

THÉORÈME. — Il eæiste un arc x,:c de L, de longueur non nulle, en tout point
duquel u,- et v,— convergent uniforme'ment vers des limites déterminées lorsque t'
tend vers l’infini.

En effet, on a

F(u,—, VI, a:) — F(u.—-,, (),—_“ :r) = (u,-— (l,—_,) [%,-+ (c‘,-— r’i_1)Qp,—,

où Pl.—,. et On sont des polynomes c'n u…, u,— v,-_., v,—. On obtient des expressions
analogues pour G. Comme Q…= âÎ—î

pour 33:33… on aura, en vertu de ce
qui précède, si l’arc x0æ est assez petit,

 

)Fl()…'> 2 (|_… m<1).
. \ 1 Q 0Jr..

àl:0 fi
’ , .Posons ;,p— (_1—mQ) =m. Lomme |u. [, . . ., [v,-l sont bornes, on v01t que

0 \

M ’
' ,

[
u,——— (t,-__,

[ < — [ { r'i_1— (',—_.) |] ds,"l
0

\l 3

I n—— v… 1 < * , f | 1 u… — …._._,
a
+ | «v.—….

— «»… 1 | ds.… ‘ 0

où M est un nombre positif déterminé. On a

2M "
. ,(Il) lui—ui_1l, [vi—vi_1|<(î)s‘:tl.

En effet, un calcul Simple montre que l’inégalité (Il) est vérifiée si elle l’est
pour i — 1 . Or elle l’est pour i= 1 . Elle est donc générale et les séries

uo+(u,—u@+...+(u;—u…)+…,
V0+(V1— Vo)+...+(Vi““' Vl..1)+...

sont uniformément convergentes. Par conséquent, lorsque t' tend vers l’infini,
u,— et v,: convergent uniformément vers des limites u et v__ qui vérifient le sys—
tème (4) en tout point d’un arc 330.1: de longueur ou, non nulle.
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4. Soit x, l’extrémité de l’arc 60 : en faisant dans (6) i=2, nous défi-
nirons, comme au n° 5, des fonctions u et v le long d’un arc ce, a: de longueur 6.
non nulle. Nous obtenons ainsi des fonctions u et 0 qui vérifient (4) le long
d’un arc x0x de longueur oo+ o.. En opérant de proche en proche, nous
pouvons donc définir des fonctions u et v qui vérifient (A) tout le long de L
ou tout le long d‘un arc x.,oz (ou exclu) de L, et étant le premier point de L
où 07 s’annule..D’ailleurs, au point oc, les fonctions u et «) sont bien déter-
minées. Soit, en effet, ac un point de l’arc a:,oc. On a

CX

g
u,,= u +f A v (1.73,

.l‘(12)

( F(u…v…a)=F(u,v,æ)—t—f G(u,v,æ)dæ.

Nous savons que G(u, v, w) et Av sont bornées en module le long de L; par
conséquent, les différences ae,—u et F(u… v,, a)—F(u, v, a:) deviennent
arbitrairement petites en même temps que æf——oc : il en est donc de même
de ua— u et va —— (2. Comme u et 0 sont bien déterminées, on voit qu’il en est
de même pour u, et v,.

5. Nous étudierons maintenant les développements de u et v dans le
domaine de a. Soit cv un point de l’arc æ0a. Pour calculer u et 0 nous considé—
rerons encore les relations '

u,—=ua+ [ AV,—_, ([.T,

(13) "“ '
— .1:

F(u,—, (),—, x) : F(u… v… a) +f G(u,-_i, (),-_1,æ)
\ on

avec u0: u,, v,,: va. Posons

ui=ua+7\b Vi=Va+P—is F(uayvav.a)=Fai

pour plus de généralité, nous supposerons que

(14) ô/FQL :O pour j=1,2,.…,r-—1,
dvà #0 pour j: r, 

sans que (14) détermine la position de et. Nous avons u,,# 0, car nous devons
rejeter l’hypothèse a“: 0. Elle entraînerait,en effet, en vertu de (14), va: 0.
Il résulte du système (4) que u et «) deviennent arbitrairement petits en même
temps que a: — a. On a donc

|VI<NSb (b>0)7

où N est un nombre positif. Si M est le maximum du module des coefficients
, de F, G le long de L, on voit que

|
u

| < MNs“'.
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Supposons s< 1 et substituons à u et v respectivement MNs'”' et Ns" dans

F(u, v, 51!) =f G(u, v, x) dæ'.
“

On trouve
+1+-’1b+— _

(;lvl<3pM% P, ce qu1entraîne |u]<3pM“s ” ’

En répétant les mêmes opérations, on vérifie facilement que
Il Il+1+|v1<(3p)flM2flx"+fi, |u;<(3p)nM‘mw’ 5.

1

Par conséquent, si l’on choisit & de façon que 3p M‘—’.Ë”<q< 1, on ne peut
avoir, lorsque n tend vers l’infini, que o: o, u = o en tout point de l'arc om:
de longueur 3. Ceci conduit, de proche en proche, à la conclusion absurbeu,: v,: 0. On n’aura donc jamais en un point critique mobile un,: 0.

Pour l': 1, on a

(15) F(u,,æ,æ)—F(u…v…a)
_ ()F ôF tLÇ âÎF -
—<æ_ “’<îi>fi "(âü>fi F ( w>fi …” "“ …

P étant un polynome dont le terme général est (a: —— a)“)C3 p, avec d': 0 ou 1;
si oc’= {3

= o, Yêl‘+l, sinon oc’+ Q+ yêz. Si OU: 1, le facteur x——oc est
multiplié, en vertu de (3), par une fonctiondex qui tend vers zéro avecx — a.
On déduit de (5) et de

 
7.,=f A(vx+ p.0)dæ,

et

(16)
fŒH<ua+ «… v:+ uo’w>dæ_fxl<%Ë—>fi“““+ “°’<Ë>] dx

=f Q(}.… …) (I.L‘,
et

Q étant un polynome dont le terme général est fÿ XE p.ä avec oc=o ou 1,
et 0!'—l- @+ yê 1, le facteurf, tendant vers zéro avec x —— oc.

Dans ces conditions, on déduit de (l 5) r 2 .r :c

(17)
Ë1<â

F
=—P(æ—a,k,,p,)+f K(u,,pa,æ)dæ+f R(æ,l……)dæ,

& ar! dvf,1

où R est un polynome constitué comme Q. Le terme K(u… v… a:) tend vers
K(u… v… a) lorsque œ — ou tend vers zéro. C’est seulementaux points critiques
fixes que, simultanément avec (14), K(u… va, ou) = o. Posons

ô’F _ ,_
<—ô—V?>l.r’_Pa.

Journ. de Math., tome XXI. — Faso. 1, 1943. - 2
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Calculons encore p., par les approximations successives

(18) Pa Pi;k=— P(æ—a, >\1, F1,k—1)+f K(llm"1yæ)(læ+f li(1‘,).…lä,)dæ.
a a

Soient s la longueur de won, lA] et |K| les maximés de A et K(u… va, X) le
long de L et dans les domaines 8. Posons

[ ‘l

=1A|<…1+u>a u=2lKlî-J:1Pal'i
Imposons à s la condition de vérifier

P(s,Â,p)+[.R(æ,l,p)ds

[ K(ua. t'a. ar) dæ
a

les polynomes P et R de (19) se déduisant de P et R de (18) comme suit : les
coefficients sont remplacés par le maximum de leur module le long de L et
dans 8, les termes analogues à f,- par leur module et )…, 7… par X; ;}.._,,_.,, {1—0

par p.. En choisissant la même détermination, on a ainsi, quel que soit lc,
,

1[ K(u…va…r‘)dJ'
"

(2°) HLA—= *a——P——— ll+îi.kl (lC1,kl</N)-:
On déduit de (18)

 (19) <"l<17
  

Pink-1 (
P—1.k—1

_ Pak—2) ,

l): 2 Hit/. P—i’,/.——1

n+h=r—l

 P—1,k'“P—1.k—1:
où P',,._‘ est un polynome en p.._,_._., p.._,_._._, qui se déduit aisément de P._
51 s vérifie encore l’mégahté

P’(s.7.. )
(21) [i)—__| <(/<l, 

/' r—-i l'—l
|P,|r (1—m)T:lra|“r-"

  

.|'[ K(u… v,… w) cla-
et

P’ se déduisant de P' comme P dans (19) de P dans (18), on a4,k—4

|
P-1,k— P-i,k—1

| < q
|

P—1,k—-1 — P—1,k—2 ];

par conséquent lorsque [: tend vers l’infini, p…k converge uniformément vers
une limite P“! qui est solution de (17). On vérifie aisément que les premiers
membres de (19) et (21) tendent vers zéro avec 3. Le résultat que nous venons
d’obtenir est donc valable pour une valeur 5 supérieure à un nombre non nul.
En remplacant, dans (18) et (16), )\|, pu,, )…, … respectivement par K,, p.,—,



SUR LA m‘«:sownor1 mes ÉQUATIONS PAR DES ITERATIONS INTEGRALES. 11

X,_,, p.,-_… nous obtenons les mêmes inégalités que (19) et (21), et par consé—

quent les mêmes conclusionsque pour p.,. '

En tout point d’un arc s de longueur 5 non nulle, nous aurons donc

] K( (lg,, v,, .r) (læ

__ {X

[J-i— ——
Pa ]ll+ëil (ltil<m).

1

(22)

La détermination choisie est la même quel que soit i.

THÉORÈME. — Lorsque t' tend vers l’infini, 71,- et p.,- convergent un:formément
vers des limites déterminées en toutpoint d’un arc om de longueur nulle.

On déduit aisément des relations (16) et (17), dans lesquelles on remplace
les indices o et 1 par,: z—1,puis par t —— 1, l— 2,

(23) L,.—Ï,_,=/aA(P—i_1'—lJ—Ï_g,,)(ke

(24) Pa( —w_))2 pf‘ulL.
‘ ' a+b:1— ]

=_‘ P(Œ _ a: li? P‘l') + P('77 _ ar}‘i—1ylJ'i—1)

+ [ [O.,—_,— >.,_,>P;_,+ (p,—_, …,>(;:_W,
va

,_ |, Q}_, sont des polynomes X…, 71;_2, {J.,_,, p.,—_
En vertu de (22) et des propriétés des termes de P, on a, si s est assez petit,

où P'_

l'-—l

[. l((u,,, (',,. .7')(/.1“
,.

(25) Pa(l*i—Pi—1)" 'a——|,—_ (“*—Pi)

‘

=f|‘<>.,_,.—>,_,>r;,+<p,_ —p,-_>Q,_Mæ
&

ou
(26) ]p,—l<m’<1.

Le long de l’arc a tous les termes qui figurent dans le second membre de (25)
sont bornés en module et la condition |x—— et

|
<sQ, où [2 n’est pas 11111, est

satisfaite. On déduit ainsi de (23) et (25)
M $

|h—>…1, lw—w—1l<—,___. ( [llz—1—h—el+lw-«—w-æl]ds,
s ' '°

où M est un nombre positif déterminé. Je dis que
[___! '_ \'

_(27> lL——>…l; IP,—w_,t<<le>‘s
" °(‘+ ;)”"(+ r.2)' 
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Un calcul immédiat établit que l’inégalité (27) est vérifiée pour i si elle l’est
pour i—1. Or elle l’est pour i: 2, car il suffit que Mî|X,-l+

|
p., \. Elle est

donc générale. Par conséquent, les séries

(tx—+—(u,—u;)+.…+(m—u.,—…,)+.…,
(’a—l—(K’1— va)+...+(vi— (’,—_1)+...

sont uniformément convergentes, et lorsque i tend vers l’infini, u,— et o,—

convergent uniformément en tout point d’un arc om: de longueur 5, non nulle
vers des limites u et «) définies par '

1

_—
.r ‘ [ iK(ul, v,…æ) (1.1:

(28) u=u1+f Avd:r, v=va+ “
[’

(1+Ç)
G 1

(|C]<"î):
qui vérifient le système

(29) w: ua+f' Avdæ,
'

ou

(30) F(u, v,x)=Fa+ [ G(u, v,œ)dæ.
* :

' 6.‘ Montronsque tout système de fonctions U, V qui vérifie (25), (29) en
remplissant au point et les conditions (14), est représenté par (28), où l’on
choisit une des r déterminations. Tout d’abord on vérifie aisément que |U|
et |V| sont bornés comme la] et lv]. On tire alors de (29), (30)

[] =‘Ll1—l-Mul", v=l'1—l—Mvd,

où [MU] et |M,| sont bornés et où 0 et (! tendent vers zéro en même temps
que œ—a. Si l’arc cm: est assez petit, on déduit de (30), en refaisant les
calculs que nous avons établis plus haut,

i.j K(u… ('1,æ)dæV:p,+ Œ__P___ [1—l—Ç’J (|Ç'l<m<1).
. 1

Choisissons, pour V, la même détermination que dans (28) et formons les
différences u,-— U, vi— V. Si : est assez petit, on trouve, en répétant la
démonstration du n° 5,

lui— U |, lm—— V
| < (2M)’s”—“="I<l + :>

' ' '(1+ l—Î—l'>’
d’où ' '

lim]u,—Ul=lu—Ul=o, lim!v,-——Vl=]v—Vl=o,

ce qui entraîne u=Q,, v=V. On démontrerait d’ailleurs, d’une manière



SUR LA RÉSOLUTION ous EQUATIONS PAR DES ITERATIONS INTÊGRALES. 13
analogue, qu’il n’existe pas d’autres fonctions que tt et v qui vérifient (4) et se
réduisent respectivement à u0 et V., pour x: ae,. -

En choisissant convenablement les déterminations, les formules (28) repré-
sentent donc, en tout point de l’arc cm:, les fonctions u et v définies n°5 5 et 4.
Mais, en vertu de leur forme, ces mêmes formules définissent u et v en tout
point d’un arc issu de 01, de longeur a, et défini comme suit : arc ay de L
(y étant situé entre a:, et oc), arc de courbe 77, tout entière dans le domaine3
(y1 étant au delà de et), puis arc y..v de L. Si a c,…, a,,æ sont les longueurs
de ces différents arcs, leur somme doit être inférieure ou égale à a,. Comme
les termes qui figurent dans (28) sont continus et que les points critiques
fixes sont exclus de L, les formules (28) sont valables, en tout point cri-_
tique et, le long d’un arc ocyy,x de longueur non nulle. En prenant, pour la
longueur du chemin yy, , une borne supérieure suffisamment petite, la nouvelle
ligne L’ aura, dans les hypothèses les plus défavorables, une longueur 3' telle
que o’<lâ, où l est un nombre positif. Si, dans les formules (19) et (21),
nous substituons dans les numérateurs à |u,[ et le,] les quantités Me“°,
2pM°ee"‘° [vozr (6’)], les formules (28) seront encore valables le long d’un arc
de longueur non nulle. Par conséquent, en prenant les points 7 et y, suffi-
samment voisins de 01 et l’arc yy. suffisamment petit, nous ne rencontrerons,
sur la ligne L, qu’un nombre fini de points critiques mobiles. Le long de L’,
nous pourrons définir les fonctions u et v par les relations du n° 5, puisque leld111' "F ’ l] ' t " ‘ong e ce e lgfl€ à; ne S anna 6 p (IIS et reste, par consequen , SUPGI‘ICUI‘ & un
nombre nul. Ce dernier résultat servira de base à nos démonstrations des Cha-
pitres II et III.

CHAPITRE II.

7. Nous avons défini, au Chapitre précédent, en opérant par prolongement
le long de L’, des fonctions u et v qui vérifient les relations (4). Nous démon—
trerons maintenant que les relations (6) définissent les mêmes fonctions
lorsque cc est un poznt quelconquede L’, les intégrations étant effectuées le long
de L’. Pour éviter toute confusion, nous représenterons par U et V les fonc-
tions définies par (4) lorsque $ est un point quelconque de L’, de sorte que
nous étudierons les relations

Uk=uo+f AV,{-_1dæ

(31) (k=c,2,…).

 
F(Ub Vlr) æ): F(”07 "07 .1,0) _Ff G(uk—ia vk—U $) dx

Partageons L’ en arcs partiels par les points cv., cv,, . . . , x,,, x,, étant l’extré-
m1té de L’ . Nous représenterons par s.- la longueur de l’arc æi_,x,- et par s’ la
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plus grande de ces longueurs. Lorsque n tend vers l’infini, s’ tend vers zéro.
Nous désignerons par ::,- un point quelconque de l’arc $… .1:.- et par u(z,), r(z,-),
U(z,—), V(s,-) les valeurs deu, . . ., V au point z,-. On &

U._. (s.-) = U.-. (w.—…. ) +] .\vk_.c.r.1

Fl le—l (21), Vl_—-| ( 3j), ':i_l: Fl Uk—l (t"i—i ); vk—l (-1'i—1 ),— "‘i——l ] +] (“Uk—;“ VA———z- J') ((J’-

. . . )l" .
Sont mF le minimum de lZÎl le long de L’. On sait que mF> o.

Faisons l’hypothèse que (32) > m..— : v.,
() l“| llA.(.r ). \)(.r)_ .r]

l
()\'4-

 

pour tout point .L' de l’arc wow,—…,, lorsque iî/i. Si .s‘,- est assez petit, on a, dans
ces conditions,
(33) V,4.., (s,—): \"/_._. (a-, ) + Qk—1.z A'….

De même, en vertu des propriétés de v,

(34) "(51)=“(1‘z—:) + (31334-

On a enfin
'

(35) Uk—l ( 31) : UÂ._,(.1:,-_,)+ l’/.——1.zÂr,u

(36) "(51)=”(5”1—1)+l’iAu.i—

où Q,,_…, ..., P; sont bornés en module et iA'…l, ..., |A,,),-lîs,—, on a
également '

(37) Uk(5i)_lt(5[)=Li‘-(.IÎ[_1)—ll(.L'[_1)+f A(\VÀ._,— v)cl;1r.

Posons
_ _

FlUU_Q),V;;(Q),:,-]—l"|(1(3,-), t!(:,-),:,-]EF….
11v1ent '

(38) Fk.iE [Ulc(:‘i) _ ”(3i)lMi-Î,— + lvl-(51) _ “(î‘i)lNÏ,—: [Uk(æi—l) _ ” (J'i—i )] M.Æ-,-…1+lvk(-”i—1)_"('l'i—1)JN.IÏ-,ÿ_,

+] [<U… — u)R…+ (v.-. — v)S/.-1]Iw

où Mi, Nfii sont des polynomes en u(z,—), ..., V,,(s,); Mf.i_i, Nf.fi, des poly-
nomes identiques aux précédents lorsqu’on y remplace x,-_, par :,-; R,,_.,
S,… des polynomes u, «1, U,_._., V,._.. Il résulte de (33), (34), (35), (36), où
l’on remplace ]: — 1 par I:,

Mé.= Mk + ”‘A—.iAkir \_£Ï,-= N.,:Ï-i--.+ "I.—.i Al/-',i
—"i——i

avec |A…l, |A}… ig:,— etlrrz,;,;|, |n,_,-| bornés lorsque lP,—|, |Q,|, |Q,,_…-|, lP,,_…—|
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le sont. En tenant compte de (33), (34), (37), on voit que "
(39) Vlc(5i) — "'(51) : Vk(Œi—i) — V(Œz—1) + Pk.i Pi[Uk(æi—l)_ “(@-i)] : N.’Ë.—-,

+ Qky,—p;[V/ç(æ[_1)—(’(cL‘i_[)]IN,/Éi_l+Rk_i0‘k_i : N_£,_t

[ [<U1_1—u>Rk_l+<vk_l— v>S'…] dac,
l‘i—

I
_|_;_NlL'i—1

où |P/..,i|, Q;,y,-|, [R…—| sont bornés dans les conditions que nous allons définir
et |Pi|7 |Pi |É‘i3 |°/;,i|â$'$;.'0n a

, () F(u. “, .‘1',-_,)N.…_*

.

——a«——
pour

1‘(11'[_1)= \"[(…tfi_,) et u (.1'[—__[) :: Uk(.r,—_l).

Dans l’hypothèse que

(40)
_ |

Nÿ},_l
| > mF : ?

en tout point de l’arc a:…cv,-_ , lorsque i<k, et en tenant compte pour le calcul
des intégrales des relations

(33),
(36), on peut substitueràa(37) et (38) les

inégalités

|
Uk(zi) _ u(;,)

| < |
Uk(æH) _ u(æ…)

|
+ Ml] Vk—1(wi—1) — "(æi—1)|Si+M’s.sn

|Vk(z,-) “' V(£i)
| < |

V,,(æ,-_,) _ v(æ,-_,)
|

MI+ %Îsi[| Uk (xi—1)“ u(æ,-_,)
| + | Vk (wi—1)— V(-Ti—l) |]

I+ %s,[|Uk_(æ…)— (131.—|+|Vk—1(æi—l)_v(wi—Î)|]

2M’ ,+ —s .s,—.

mr

M’ est obtenu en remplaçant les termes du second membre de (39) par le
maximum de leur module le long de L’ en particulier u, . . .,V/[,à ,par les

bornes supérieures définies par (6’) où l’on remplace Po’ par Pla,et3—-Florsqu’il
apparaît en dénominateur, par mF:2. Par conséquent M’ est bordé lorsque
l’inégalité (32) est satisfaite. Posons

M__—- 2M’: ml.—,

où m}< 1 si m,> 1, sinon m'F = m1‘. On trouve que

({…) [Uk(z,.)__ u( :.,')[<s[e°‘(...…,+ ……x>( + Ms,—)—1]<s’[e‘“tsfl+---+sil—-i],
(42)

|
Vk(—v”i) _ V(5i)

| <s' [et\l(.c,+…+si-.)(l_|, [;Ms;) __ ]] <sl[emm+…+sg)_l],

on établit aisément que les relations (41) et (42) sont vérifiées Si elles le sont
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pour les indices lc — 1 et i-— 1 . Or, on tire de (39), pour i: 1,

lu]: ($1) — u(æ,)
| < Ms’s,<_ç'|üM—w_ 1|,

lvk ($1) — v(.z-,)
| < MS’S,<3'|C”'”i—l],

l
Ur-1(JL‘;) — u(æ1)

|
<sl|em.c,_ 1|,

[V1_1(x1) _ 1—(.l—1)
|
<sl|cun,_ 1 |_

Car, quel que soit I:,

Uk(æo): u(æo)= u… Vk(.r(,): v(æo): vo.

Par conséquent les relations (41) et (42) sont vérifiées sous la condition igk.

8. Démontrons que les relations (41 ) et (42) sont vraies pour toute valeur
de [€ si s’ est suffisamment petit.

En effet, elles le sont au point av., car

01«‘[U1(.r5),V1(æ0),æo]
ÔVk

() F(u03 "091T0)

0%
g mp. 

N—li'o l
:

 

   

Il découle aisément des relations (31) que U,_. et V,, varient d’une manière
. V.W et de Nk_ Leurs

ÔVk "‘"

modules, qui partent de valeurs supérieures ou égales à m,, pourraient donc
décroître et prendre en certains points les valeurs m,:2. Soit «' le premier
point où, par exemple, est réalisée la condition

continue avec :o. Il en est donc de même de

ÔF[UÆ(CX'), V];(O£'), OC']
(N,, =mp:2, |Nâ:|ênq«:2. 

Dans cette hypothèse, nous ferons coïncider l’extrémité d’un intervalle, soit a:,—

avec oc'. On a igk. Soit & un nombre arbitrairement petit. Supposons s’ choisi
assez petit pour que
(43) s'[em'5—1]<s
(voir au n° 6 la définition del). On déduit de (41 ), (42)

Uk(ä')=u(afl)+mæ Vk(d')=v(d')+ëa' (lmul; |Ca'|<ë),

ce qui entraîne
'aF[UÆ(a'),vk<a'>,a’] _ aF<u, V, «’>

ôVÆ
_

ÔV
 + P(mu; Ca’);

où P est un polynome en nu,, Ca,, sans terme indépendant. On en conclut

ÔF(U1,V1Üd’) Ml<l avk
“ “‘

 
|ôF(u,

v, d’)
dv



sun LA RÉSOLUTION ons ÊQUATIONS PAR mas ITERATIONS INTÉGRALES. 17
avec M“, borné. Choisissons & assez petit pour que

 

m 2
€'l‘la +——!. ___an B.;

on aurait ainsi

lôF(u,c',î’)
2— < ”11:- >
3

ce qui est absurde, puisque êm,. 
Nous serions arrivé à la même conclusion en envisageant l’hypothèse

 

ôF U.,V,1’) ,…,
—_(—ôAVÆ— î/Ïlp:2, _Nârl=mp:2.

Si s’ remplit la condition (43) les relations (41) 'et (42) sont donc vérifiées
quel que soit lc. — c. Q. 1 n

9. THÉORÈME. — Les fonctions U,, et V,, convergent uniformément vers u et v
en toutpoint de L’ lorsque le tend vers l’infini.

Nous pouvons, en effet, toujours faire l’hypothèse d’une division de L’ en
arcs partiels tendant vers zéro lorsque k tend vers l’infini. Il en résulte que,
quelque petit que soit a, la condition (43) est réalisée lorsque le est suffi—
samment grand. Par conséquent, lorsque le tend vers l’infini, _on voit, en
vertu de (41) et (42), que U,. et Vk convergent uniformément vers u et v en
tout point de L’. (1. Q. F. 1).

10. La démonstration que nous venons d’établir montre que le théorème
est vrai malgré la présence possible de singularités pour une ou plusieurs
des quantités V,, ..., V,… sur la ligne L’, respectivement au delà des
points x,, . . . , x,_._,. Si, par exemple, V,- possède de tels points pour lesquels

ô__,_F(;àV,—)=o, on choisira arbitrairement, au delà de ces points, la détermi-
nation de V: l’effet de ces singularités s’amortit à mesure que ]: augmente
pour disparaître à la limite. On voit encore que le rapport Uk: V,_ converge
uniformémentvers u: v en tout point de L’.

Si nous comparons la méthode que nous venons de développer à celle des
approximations successives de M. Picard appliquée aux équations (2) ou aux
équations (3 bis), nous constatons que les approximations de M. Picard, dans
le domaine où elles convergent, s’appliquent à des équations plus générales
que les nôtres, puisque nous avons dû postuler l’existence de dérivées pre—
mières pour les coefficients de F, mais elles ne convergent plus le long de
lignes aussi générales que L'. Par contre, nous avons démontré que les rela-
tions (6) étaient valables le long d’une ligne quelconque qui est sou
à la seule restriction de ne pas traverser les singularités fixes ou mobiles, /

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943. 3Ëâ».{Î{o
'.

_‘5

!

U_l
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qui peut les entourer d’une manière arbitraire; il résulte de plus, dela démons—
tration exposée au n° 5, que les relations (6) convergent dans le domaine des
singularités mobiles. Pour caractériser ces deux propriétés, nous proposons
d’appeler les relations (6) des itérations intégrales convergentes.

CHAPITRE III.

11. Nous conserverons aux lettres æ,—, s,—, s’ la même signification qu’au
Chapitre précédent. Nous poserons

l((J’[)îllj. 6'(.I'1):6'p

où u et v sont les fonctions définies au Chapitre I. Considérons les relations
Üz= hi—1 + Ai—1"i—i(ä"i— il”i—| );

(44) F(üiy £”i: "El"): F(üi—U i}i—la 'I'i—l) + G(üi—iy i’i—lr'IÏi—1)(‘L'i—wi—1)

(i=1,az, ...,/l)
avec îio=uo, Î‘0=vo. Pour définir (‘,—, nous supposerons av,» remplacé par a:
dans (44) : 'v,- est alors la racine se réduisant à (“‘,—_. pour ce: æi_, et suivie par
continuité lorsque w parcourt l’arc æ,-_,œ,-. La racine T‘, est donc fixée sans

- .. , - . ()F(ü- Î)— æamb1gu1te Si, sur l‘arc æi_, x,, —-—à%"—’
que lorsque 3 tend vers zéro, n tendant vers l’infini, ïî et (' convergent unifor-
mément vers u et v en tout point de L’.

Nous établirons d’abord que les modules de fil et &! sont bornés. Si M et P
sont les quantités qui figurent dans (6’), on a

ne s’annule pas. Nous démontrerons

}

Ü,—
l < l\l gl"-\‘i+...+sil, lÎ)i

] < 2!) l\I2 el‘(s,+.…+si)l_
A( )

l
F(Üf, “,” “'il [ < (P + 1)MP+‘ePWM+---+-‘H_

En effet, supposons les_inégalités précédentes vérifiées pour i — 1. Il vient

lûll < ] üi—I ]
+ |

j\Î—1 "Qi—_| lsi < M el'lsi+….—rsil[l + 21)M2si] < Nl eP(.\‘;+...+S;)_

On a ensuite
F (fil, au wi) < | F_(üi—'—l; Ôi——1a£i—lli + G(üz—u "z—u Œi—1)

|
Si

< (I) + I)Mp+lepl’(s,+...+si_,) + 1\«1Pe"…sl+'""“’"‘"8,

< (P + I)Mp+1epl‘(.vl+...+si_,)[l+ PS,—] < (1) + I)I“/l+—l cpl'(.q+…+s,-),

ce qui entraîne
[1—1 | 1 1

la! < |
ü,— IE Mi+.(p +1)” M'Wm+---+m

j=1
1

_ .

< M2 eP(s,+...+s,-)[(l] __ l)+(1) _+ l)ÎIII < 2Pl‘dgel>(sl+….+si)_

Or les inégalités (A) sont vérifiées pour i: 1 . Elles sont donc générales.
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, 8’ étant la longueur de L’, on aura
|ü,-|<Me“5', ]üi]<21)Mïel'5'.

Soit a: un point de l’arc (L‘;_, ae,—. Nous poserons
F(”'i; Vi; Œ'z): Fi, F(Ün Ï‘i, xi) : Fi;

et de même pour G. On a

(45) u=u,—….+j
,

\ 6'(I;IÏ,

(46)
F—_--Fi_l+f

,

G zl.1:.

Si 5,- est suffisamment petit, on Sait (n° 6) que

(47) lt : u;_l+ Pl—lAir (‘ _—_ l'i—v—l + (\)2_1A;,

où [P',_,|, |Q}_,i sont bornés et |A,|, iA}lîs,—. Dans les relations (45) et (46)
faisons a: = x,— : en vertu de (47), elles s’écrivent

l ”z“: “:”—1 + Ai—1l‘i—Ill'lli_'Ti—ll+ Piôi7

?
l‘,—= F… + Gi-1(wi— a…. > +Qiaz,

 
où |P,— , [Q,-| sont bornés et IS,—i, |8}|5sî. Dans l’hypothèse que E,- et I‘,- sont
bien déterminées, la comparaison des (44) et (48) donne

ui— ûz= (ti—n _ Üz—4 + f\i—1( “‘i—l _ Î’i—l) (æi_ $i—1) + Piâi,
(49) _ ‘ —; -

_

— ._Fi_ Fi—— l‘i—1+ l‘i-—u + (Gi—1 + Gz—1)(Œi—ait—1) + (\)i8i)

mais
Fi+ Îi= (ui— ÜÏi) Mn+ (Vi—' Ï’i)Nl-‘i>

, .. _ ()F- _ou ME,, NF, sont des polynomes en u,, u,, «*,—, v,-. On a NE,: 57‘ pour u,-=u,—,_
L'

-— . , ‘ , ôF _ .«),—= v,-. Famous l hypothese que le long de l arc woœi_.,
J_U

> mF . 2, ou m.F est-

le nombre défini au n° 7. On tire de (44), si s,- est assez petit,
ü;= ûi._1 +]);Xz, ai: ôi—l + (1iSl‘:

où |p',|, |q}f sont bornés et IX,—l, |ÂÇ\Éx,-. Ceci entraîne
MP,: M…_l + mn./À“, NE,»: NF.i—l+ "F,-Aly,—

..
| | | ' |

, |< . 0 ,
06 f .]avec |mF__ |, [”a—l bornes et |A… |, |AF,|=.s,-. _ n ven e au ement que

u,—— Ü;= tt,--., —— Üi—1 +— Alt—1 (
"‘1——1

_ ai—l ) (Œi_ “'t—1) + Piôiy

( ( “'i-—1 + ‘—'i ! [Li—1 (Sci—‘ æi—1) + Li——1N](50)
7 ! +(ui—I —fi,—_. llMt—1(æi_æi—Û+Mi“'A”l

vi— v,-= “‘-_| — *‘i-—l +
Nr1—1
 

+ Ni—t all—1 : NF.i——1;
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ou [L…], . . ., |M}_,|, lNÇ_, I sont bornés et |A’i, |A”îî.s‘,—, 58}'_,i=s’s,-. Dans
l’hypothèse que, le long de l’arc wox,-_, , on ait aussi {N…_, ? êm,:2, démontrons
que
(51) [u,-—ü,-], lvl—ail<sl[efi)lô,-_IJ,

8,- étant la longueur de l’arc wow,-_. et M un nombre positif défini comme
le nombre correspondantdu n° 7. En effet, on tire de (50)

lui— Îtil < l ui—i — Ï'i—i !
+ M l ":“—1 — Î’i—1lSi—l— l\lsi5l7

lV[*— ;; | < ] C‘[_1—— ôi._1 | + l\lH (li_1— L_ti_1 l + l
"i_1——(:‘1_| l]S[+ NI S[$’.

Supposons les inégalités (51) vérifiées pour i— 1. Il vient
)

l ”i_ Üi | < s'[c”lôi"(l + MS,-)—1j<s'[c”""*i““—1J=s’[e‘-“'"—1J,
[r,—— ?),—{ <s'[c‘ï-“ôi—l(l + 2Ms,) — Ï\ls,—— 1] < s’[c°—’-“'Ïi— il.

Or, pour i=o, les inégalités (51) sont vérifiées puisque E,: a,, ô,= «',. Elles
sont donc générales. Soit maintenant a un nombre arbitrairement petit. En
choisissant s’ de façon que
(52) s’[c‘-’-‘“”—1]<s,

on établit, comme au Chapitre précédent, que tout le long de L’,

a_F_
â‘_) > "lg—22, [F…] > ml.—:2.

  

Par conséquent si 5" remplit la condition (52), on obtient, à l’extrémité m,,

de L’,
lun—fin], |:‘n—ën|<s’[e”'—'5—i].

Lorsque n tend vers l’infini, s’ tendant vers zéro, E,, et €,, convergent donc
uniformément vers u et v au point a:, extrémité de L'. Tout ce qui précède
restant vrai si le point a: est un point quelconque de L’, nous voyons que îî et ?)

convergentuniformément vers u et v en tout point de L’.

12. La méthode de Cauchy—Lipschitz, appliquée aux équations (2) ou
(3 bis), conduit, comme on sait, au même résultat que les relations (44). Elle
présente une généralité plus grande, en ce sens qu’elle ne nécessite pas l’exis-
tence des dérivées des coefficients de F que nous avons postulée. Par contre,
elle ne converge pas dans le domaine des singularités, et en particulier des
singularités mobiles. Nous allons démontrer que les relations (44) convergent
dans le domaine des singularités mobiles.

.

Soient, comme au n° 5, ou le point critique et ocyy, a: l’arc défini au n° 6 et le
long duquel les développements(22) sont convergents. Partageons cet arc en
arcs partiels par les points x,, . . . , x,,; x,, coïncidant avec ce. Soient encore 3,-

_
'la longueur de l’arc x,,,æ,—ets’ la plus grande de ces quantités. Lorsque n tend
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vers l’infini, s’ tend vers zéro. Considérons encore les relations (44), où cette
fois av., ..., as,—, désignent les points que nous venons de définir. Nous
avons %: u… «70: va. Nous poserons également

ÎL—= 1/1 + I.,—, «‘;: ('a+ fi;-

On voit immédiatementque ‘E,f est défini par la relation
__,_) __ —' __ __. ()F

—' à_F(53) …“me aJ…gà+(m. «>(Æ)a+>i_ôü ..

=2 G(üj_|, 6/—17æ/—1)(Â1./_.'l'/'_[),
[21

qui est la relation (17) lorsqu’on y remplace l’indice 1 par i, a: par cv,—et

1

.L';f G(u, “, a:) (la: par 2 G(ü,-_1, ô,-_1,aï,—_.) (m,—— æ,-_1).
“ '=l _

Ceci permet d’écrire
!
,.

2 K<u… u… x,»_. ) <æ,-— cv,—_.)

(54) p.—= ”‘ <r+à (lïzl<rn),
l’°C
 

si les conditions (19) et (21) sont satisfaites dans lesquelles on remplace s

par Zsj; f R(æ, À, p.)ds par ER(æ_,;,, X, p.)sj; J£4K(ua, va, æ)dæ par
l'

2 K(u… "’1’æj—l>(æj— x.i—| )
|

Nous avons également
(55) î;=îi_1+Ai_1(l'g+ÿ-i—l)(Ïi—Œi—t)-
On déduit de (54)

(56) P.fif'= [Z K<u...r,-_1><æ,-—æ,—_l>]<r+
ñ,-> (lm—

| < m’<r>.

Remplaçons, dans (56), i par i— 1 et retranchons de (56) la relation nouvelle,
il vient '

Pa(Î‘-i—Pi—1)< 2
lÏÏLPIÏ'J—1)

—

a+b=r—-l
i—l: K(uou rl, æi_1) (13—— .1'[…1) +2 K(”æ, l'an Œj-i) (Œ'j— -Tj—z) (Tlz— ñz-1)-

!

En vertu des propriétés de n L- et de n… , qui découlent des relations (53), pour
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les indices :" et i— l, on voit que
1

7(57) . {i,-= pîi_1+ (),-Â, avec lÔ;l borné et ]L !
gs…

[

En appliquant les mêmes considérations à p.,— et pt,-__,, on a

(58) pt,—= [J.;_1 + Q,—A,—, {Q,—} borné et |A,—
|
ÊSÎ,

ainsi que
(59) ' l.,—=l…+ A,-_.(«‘1+(J.i…,)(æi—.r'i_.)+ l’,-cp,-ô;.

où [R] est borné, |8,—|5s,- et |cp,-ÿ tend vers zéro avec .s‘,—.

în vertu de (58), la relation qui définit pt,— devient
- ()F ()l“

'.'
) ._ . . '_ ..___ _ \ _.(6") Pz‘a+P(æl «, M» M - (""_ ”(a ) +' (au>a‘!771  - 01“ ()F= (‘ P . ’i— — . .,'_ . "i— . /,'__ -— . ‘.,'_ —'lJ—z—1Pa+

(T'
1 95 ’ i,,J 1)+(T

1 7)(()æ)1+/ l<()[£>ï
+ G( Ili_1, Vi_1,—Ti_1i(-Ti— -ri—t l + ();—\i—i— (D'icPi' ' ("a

1

Il . r ' l+,_- / | I | 'où [Q}i, iQi ]
sont bornes et ,A,;|gsi , [Ailgsi et le… tend vers zero avec s,:.

Faisons apparaître, dans (53), les termes en ÿ,-_,. On déduit alors de (53)
et(60)
(61l (IJ—{_ pi)Pa+ P(—Z‘i— 05,— 7-i— P—i) _ li(-Ti— OC,— îi,—

}7—il: (H{_1— l—_L{_1)Pa+ P(*/L‘I—l“ d')-i—13P'i—l)_ P('77i—l _ 0!, îi—‘ly Fi—l)
+QiAi—l—Q'ÉCPiAi—l—ÏGWi—n"1—1le1—1)—G(Üi—|9Ï5i—r—-Ti—1ll(mz—Ti—ll-

Dans le premier membre de (61) le coefficient de p., —— E, est

a—l “!
2 | P“: PV) + "' :

a+l:=r—l

où E’ est un polynome en X,—, {L,—, 7\,-, @. Pour ÎL,-= pu,—, la somme Ep.ÿ‘;îÿ+Z’ vaut
r—l

,.

fi JK(u… v…æ)dæ
("—1) “l'———P——_“ (1+“{z) (|l'îl<']<‘>°

“ .

De sorte que nous pourrons écrire pour toute valeur de ig n,

I:.1(L‘; !'
K(u… v… æ)dæ :

<r—1) “ "
. Pa

(l'—fl)![I+Yzl>M’(.fi+...+8;)

où M’ est un nombre borné. Nous ferons l’hypothèse que
r—1

(62) |Zp}'ÿÿ+2’L>M’(a+.,.+sj)_"_(I—kq)' avec kq<x,
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où k est un nombre d0nné supérieur à I. L’inégalité (62) est réalisée
pour i=1 si si est suffisamment petit. Soit cp le module de la plus grande
des quantités cpi, cp}. On déduit de (55) et (59) et de (61), en vertu de l’hypo—
thèse (62),

ll-i— 7—i | < |7—i—1
'— îz—1 l + M

| P-i—i -—
l-—Li—l ] + MCP—9h

M.; . =- _?
,.__| “ )—i—| _ ’—z—1l+lP-i—t—P—i—1 ']

(.Ÿl—l‘...“l—Si) I. I

+ M<cp + s”’>s; .l‘—l'

|Hi—tÏZI<lP-i—l—tÏi—l l+  
(s.+. . .—+- si)—"—

'

où M est un nombre positif. Posons ‘

lh—Zl+ | w— wl=Kz-
En choisissant un autre nombre positif N, on Voit que

1

Ki < Kl-1 + K1_1
N S,‘ + ]\ ((P + S r)si r—l l'——-l

(s,—l—.…+sfl " (.s1+...+si) "

ce qui entraîne
.

_

'— “'E_——L'—fi(63) Ki<(q,+su.) @ ….—-t+...+x,. ,. _1 _

On vérifie aisément que l’inégalité (63) est réalisée si elle l’est pour i—1.
Comme elle l’est pour i: 1, elle est générale. On a

i . .fi Si
"! +...—FS, (la

7|Z__rîlê ,._l=lf(sl+---+si),
1(s1+...+s,—) "

 
()

ô
,.

(l’ , l' . . . . . ,
ega 1te ayant heu pour : 1nfim), par consequent

1 1.llz- Îi [» [.”-i“ Î*il < (F? + S'?) leN"ä' — Il:
où 3 est la longueur de l’arc ayy,æ. On démontremaintenant,comme au n° 8“,
que si s’ est-suffisammentpetit pour que

(@+.«i>[cmi—wl<s,

où a est un nombre positif arbitrairement petit, l’hyp_othèse (62) sera réalisée
le long de l’arc ayy, x. De sorte qu’au point a: = æ,,, )\ et ÎJ. convergent unifor-
mément vers l et p. lorsque n tend vers l’infini, les arcs partiels tendant
vers zéro. Il en est donc de même en tout point de l’arc ayy,æ pour les quan—
tités 'à et ?» définies par les relations (44).

.
0. Q. r.,n.

——40®-——


