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SUR LES TRANSFORMATIONS PSEUDO-CONFORMES.

Sur les transformations pseudo-conformes
admettant un point frontiére invariant;

Par S. WACHS.

(Paris.)

A mon Maitre,
Monsieur le Professeur Elie Cartan,

en témoignage de reconnaissance et admiration,

1. Intropuction. — L’application du lemme de Schwarz-Pick dans la théorie
des transformations conformes d’un domaine @ en un domaine ¢ ¢ @ conduit,
dans le cas ou la transformalion considérée laisse, de plus, invariant un point
de la frontiére de B, a une inégalité importante que nous rappellerons tout
d’abord. ‘

Pour simplifier, nous pouvons toujours supposer que le domaine & soit le
cercle unité @ =E[|z|< 1], et que le point invariant Q soit le point z =—1.

Cela étant, soit w = w(z) la transformation conforme envisagée, changeant 63
en G c @ et laissant invariant le point —1.

Supposons maintenant qu'il existe sur I'axe réel une suite dénombrable de
points {2} convergeant vers Q et que la suite formée par les images de ces
points converge également vers Q de telle facon que I'on ait

. 1+ w(s™
n—w» l+:'n
D’aprés le lemme de Schwarz-Pick, on a
(1.1) D550 12w, wm ],

M {z, 3" ) représentant la distance hyperbolique des points } s} et { 3}

on déduit de (1)

@z, 57 —12@ {w, 0} —1,

inégalité que I'on peut mettre facilement sous la forme

(—ls"P)(sP—n = {wr ) (w]—1)

[1—z7z [ [1—wnp|*
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et, si I’on passe a la limite dans cette derniére relation, on arrive aisément &
'inégalité que nous voulions obtenir

(1.2) I_lzlz<l‘l_lwl2»
: j[1+352=" |[1+w)
puisque I'on a évidemment
lim 7 = lim (v'?' = — 1;
n—=w» n=—ow
. 14 s . — sl I
lim |"—._,,.) = lim lim - —
n=w|l— 1= I. n—= 1_1;”| ll=”l+[5"‘l 2
car, par hypothése, |5 | =—3" et
B e K b
Iim ———I——l <
n=x l+ W(’“ -

en vertu de
T— e [+

L’inégalité (1.2) est une généralisation d’un théoréme dit & M. Julia.

Une transformation univoque ;= w;(3,, 5.), (k=1, 2), d’'un domaine &
de I'espace de deux variables complexes z,, 5., 3,= @+ iy;, en un domaine G
de 'espace des variables w,, w,, w,=u,~+ iv,, est appelée transformation
pseudo-conforme (nous désignerons désormais ces transformations par la nota-
tion abrégée T. P.). '

M. Bergmann a indiqué un moyen permetlant de généraliser certaines
méthodesde la théorie des transformations conformes au cas des T. P. Rappelons
briévement comment procéde M. Bergmann. On peut associer intrinséquement
a chaque domaine borné de ’espace 3,, 3, une certaine fonction réelle, dite
Sonction noyau de B, Kg(z,, 523 51, 3,), et a 1'aide de cette fonction on peut
introduire une métrique non euclidienne définie par

— 02 LogK 4( 54, 225 21, 52
dsy=3Tprdspdzp  Top= BRel\ s om T 72/

0% 0%

métrique qui est invariante par rapport aux T. P.

Malheureusement le théoréme de Riemann-Poincaré de la théorie des
transformations conformes ne peut étre étendu aux T. P. M. Bergmann a
montré comment on pouvait étudier le comportement d'une fonction au voisi-
nage V(Q, B) d’un point Q de la frontiére de (3 en remplacant V(Q, &) par
le voisinage V(Q, @) ou V(Q, J) de ce point regardé comme appartenant
aux frontiéres des domaines @ ou J, plus simples que @, tels que S C B A;
de plus, @ et J sont tels-qu’il existe une T. P. T changeant & en J, le jacobien
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de T ayant au point () la valeur 1+, et, par un choix convenable de @ et J,
on peut rendre ¢ arbitrairement petit. @ et J sont appelées respectivement
domaine de comparaison exiérieur et intérieur; on peut les choisir en général
de maniére qu’ils soient équivalents (') a des domaines particuliers dans
lesquels I'étude des T. P. est plus simple que dans un domaine arbitraire.
Cette méthode, dite méthode de domaine de comparaison, a conduit
M. Bergmann a une certaine classification des points frontiéres d’'un domaine 3
suivant la nature des domaines de comparaison que l'on pouvait construire.

Dans ce travail nous considérerons les points frontiéres pour lesquels le
domaine I (équivalent & A et J) est le bicylindre & = E[| 3|1, k=1, 2];
nous étudierons au moyen de la méthode des domaines de comparaison le
comportement des T. P. changeant un domaine  en un domaine G c @ et
laissant invariant un point Q de la frontiére de 3 qui répond & I’hypothése
précédente; nous en déduirons des théorémes qui pourront, jusqu’a un certain
point, étre regardés comme la généralisation aux cas des T. P. du théoréme
de M. Julia que nous avons rappelé au début de cette introduction.

Nous devrons distinguer deux cas, suivant que le point Q considéré comme
appartenant 4 A et J est 'image du point (3, =1, 5,=0) ou du point (3,=z,=1)
du bicylindre & (on peut toujours en effet se ramener & un de ces deux cas
par une T. P. convenable changeant #¢ en lui-méme). )

M. Bergmann a montré qu’il existait pour le bicylindre une relation
analogue a l'inégalité (1.1); la distance étant mesurée, non plus avec Ja
métrique hyperbolique, mais avec la métrique précédemment indiquée quel’on
déduit de la fonction noyau du bicylindre qui est

K.(z4, 52) = _I —
\6( * k> rg(l—:,:,)(1——52:..1)'2

Par un passage a la limite convenable nous montrons, d’abord pour le
bicylindre et ensuite en utilisant la méthode des domaines de comparaison,
pour une vaste classe des domaines, qu'il existe des inégalités analogues a celle
de M. Julia moyennant certaines hypothéses trés larges sur les T. P. W consi-
dérées. Mais ces inégalités ne nous donnent aucune borne pour le jacobien
de W(*). Pour obtenir de telles grandeurs, il nous faut de plus supposer que &
et W sont douées de propriétés un peu plus particuliéres, mais encore assez
~générales pour que nos résultats s’appliquent & des classes trés étendues de
domaines et de T'. P.

Remarquons, pour terminer, que la méthode que nous suivons ici nous a

]
(') Deux domaines sont dits équivalents s'il existe une T. P. changeant I'un en autre.
(%) Dans le cas des T. P. les inégalités sont beaucoup plus compliquées, c'est pour cette
raison que, pour obtenir des bornes pour le jacobien de W, nous devons faire des hypo-
théses beaucoup plus spéciales sur 3 et W que dans le cas des transformations conformes.
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conduit déja a des résultats analogues dans le cas oi1 les domaines @ et & sont
équivalents a une hypersphére (').

2. Norations. — Nous désignerons dans la suite les variétés par des caractéres
de ronde, I'indice supérieur indiquant le nombre de dimensions de la variété;
cet indice sera du reste supprimé dans le cas d’une variété 4 quatre dimensions.
Opérant sur des ensembles nous emploierons les signes usuels : S ou 4, pour
I'ensemble réunion de plusieurs ensembles, >< pour le produit topologique (?),
@ pour la fermeture de I’ensemble 33; etc.

E[...] désigne I’ensemble des points (z,, 5,) dont les coordonnées satisfont
aux conditions exprimées entre crochets.

Les transformations pseudo-conformes seront toujours désignées par des
caractéres gras. Les formules sont numérotées (m, n), ce qui signifie la for-
mule n du n° m. , '

Enfin la notation z désigne la quantité conjuguée de =.

3. La métriue pu sicyLinore (*). — On sait que la fonction noyau attachée
au bicylindre 6 = E[13,/<1, k=1, 2] est

K.s(:‘b :;): o

(1 —32)" (1 — :2:;;)2’

d’ou
LogKS(;;,, zk): —aLogr —aLog(i — z,5) — 2 Log(1 — z2,)
et
02 Long(;k, Z) . 0° Logl\'g(z,(., %)
034 0z, - EN IR =
0? Long(zh 57) _ : ) . o Log Kt:(:b :-7) . 2 ‘
0z, 03, o _(1—:,/:_,)2’ 0z, 0z, (1= )Y

par conséquent, la métrique hermitienne attachée au bicylindre & est

5% — o [ dz, dz, " dz, dzs ]
@ (1—=2) (1—;2}.2)2

Cette formule montre que le dsz attaché au bicylindre & est la somme des ds*
de Poincaré attachés a chacun des facteurs du produit topologique &.

(*) Voir Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LXVIII, fascicule 1 4 IV,
1940, p. 177. .

(*) Voir, par exemple, Havsoorvr, Lerbuch der Mengenlehre, ¢ édition, 1928, p. 1.

*) Les résultats obtenus ici ont fait I'objet de deux Notes aux Comptes rendus, t. 208,
1939, p. 1385 et 1871, )

Pour plus de détails bibliographiques sur ces questions, on se reportera aux Notes
ci-dessus et au fascicule de M. Bergmann, Mémorial des Sciences Mathématiques (sous
presse). -
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~ Chaque ligne géodésique de & se projetant suivant une géodésique sur
chacun des cercles dont & est le produit, il résulte immédiatement de la que la
distance géodésique D (3}, 5;") de deux points {3’} et {3y} de & est donnée par

(D‘é(;(/‘_l) )—2[(1-(,-(|)~‘_’))+d°(,-’|) ("))]

ol d(3}'3") représente la distance non euclidienne des points z“’ 37 mesurée
avec la métrique de Poincaré, c’est-a-dire

d(s} s¢") = Log
si nous posons

nous obtenons

1 Y | 1+ H(z v+ Heslh?)
(3.1) \/—5@6(:(,‘";‘,;’ :\/lLo H(~“' = I lL —H( "}J’

telle est la formule qui donne la distance géodésique de deux points {3, s}
et {3, z"} dans le bicylindre &.

A. LEs TRANSFORMATIONS QUI LAISSENT INVARIANT UN POINT FRONTIERE DU SECOND
orbRE. — Soit W une T. P. changeant le bicylindre 6 =E[ |5,/<1, k=1, 2]
en un domaine § C & et qui laisse fixe le point frontiére Q(—1, o).

Si W est définie par les formules

W = (51, 52) (k=1,2).
On sait, d’aprés les résultats obtenus par M. Bergmann ('), que I'on a entre

les distances géodésiques de deux points {z\", z0}, {50, 5"} et de leurs

images { W'}, { P 'inégalité
‘DS {zm) Si2

D’aprés la formule (3. 1) cette inégalité peut s’écrire

. L H(sh2) 1= H(zh2) ]
(k.1) [LO Tl("_')“l +|:L0gm)—)]
Hiw, )72 [ 1+ H(wd?) e
> UI+ 1 O —— .
=[LO° 1— ll(‘v,""")J +[L°° 1— H(w"?)

Supposons maintenant qu’il existe une suite dénombrable de points { z{", 3!}
convergeant vers le point Q et que la suite formée avec les images de ces

(*) Voir Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de l'U.R. S. S., 16, 1937, p. 11-14.
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points { w{”, w{”} converge aussi vers le point Q. On aura donc, par hypothése,

(5.2) lim 5§ = lim w{' = — 1; hm s = lim o= o.

n—w n—mo . n—w n=w»

De plus, nous admettrons que

— )

(%.3) o< llm =T <<oo.

il Iw(n)l
Remplagons maintenant, dans l’megahte (4.1), le point |z, = par le
point { 3", z{"} et le point | 37, 5 { par le point { z,, 5,/
Remarquons que I'on a
1+H {1+ H)?
T s e |
et que, d'aprés la définition de H,

(&.4) Log =2 Log(1+ H) — Log(1 — I12),

L— 2 2y — gl
(5.5 o<i1— H*= ) '»I )Sl
ll___z«l)z(km- -

D’autre part les inégalités (4. 2) prouvent que

. A W — gy |

lim | ! __" _ﬁhm‘——'l-zx,

n=e |1—505 |  n-» 41— P,
(’I-.ﬁ) z"’—z.zl “(u)__“)l

lim — =5 lim =l

n=—=» ‘l-— ‘/(" W
Ecrivons I'inégalité (4. 1) en tenant compte de la formule (4.4), il vient

[Log(l T z(‘""))>]2— /,[Log(l —+ H2{( ;(1"’”))] [Log(l + H¢ Z:,u,n)>]
+4 [I.Og(l + (;({4,1)))]'—’_’_ [Log i_i;g_gi_::::_::_’);_‘ls
S [Log(l B H!(w‘.”’”))]i— 4 [Log(l — ]l?(;v(‘n,n))] [Log(l +H (wm,w))]
ou encore

’

N Log(; + [{(;(n,n))
[LOg(l — H2( 3 m))] ? 1—4 Log(l — Hz(5;,¢,4>))

» 1+ H(z{"")

[ resCrncsieon T b B
Y| Log(x—m(z4m) Log(1 — H*(s{""))

(f.7)

Log(l + H((;v“"”))
Log( — H2 (i ”))

§Log(l — H’(wﬁ""’)) 3 1 —

1+ H(wl"1)

Log(l + I-I(w‘,"v”)) : Log ~ TH (W)
+4 + 2
Log(l -+ ][2(“;('"d),) Log'(l — H*((Vé’"”})

oo

ear Log[1 — H2(3{»")] est négatif.

—

I
!

-

bl
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Les inégalités (4.6) montrent que
Log[1— H2(s{®1)] et Log[1 — H*(wi*1)]
augmentent indéfiniment avec n, tandis que
Log<1 + II(z‘i"»”)), Log(l ~+ H(W(‘Il,c)))’
Lool-i—H(z;"’”) "1+I'I(WE_,"’”)

— T ? 0g ———————F——rm
BT H(20m) BT H(wl ")

tendent vers des limites finies.

Posons
I I+H(z(ll,|))
P s Log(1+4+ H(s('"))=A,, Log——+—4t— =8,
Log(l—He(z(,"’”)) °( (=4 )) °1— H(s{"") ’
I 1+ H(wio 1)
fin = Log(1+ H(w{"")) = a,, Log —————2— = f,
" Log(l_Hi(W(‘/lyl)))’ U( 1 )) DI—H(W(Q '”) ’
on aura
lim ¢, = lim v, = o,
limA,=A ' limoa, =«
o< limB,l:Bs < 00, 0 < lim ﬁn:ﬁ€<vw;

n—mw

avec ces notations (4.7) s’écrira

1
[1 — Ganma~+ Gogn;+ Bama]®.

)=

I o 9 913 1
E—-[I — hAnen+ 4AS 5+ Bier]*S -
n
Développons en série chacun des radicaux des deux membres (ce qui est
légitime, puisqu'en prenant n suffisamment grand ces radicaux pourront étre
aussi voisins de o que l'on voudra), on aura

5{ 1 2 e [(GA%+ BY) e AL — A [(4AZ+BE) ca— GAL 4.

s%n{ 1+ S nal(Gok -+ B2) ma— hota] — L WEL(Gh+ BY) e ]

o
.

Ce que I'on peut encore écrire

1 1 .
—_— — —2A,+ 205n§71nQn“‘ &n P,
&n Tn

ot P, et Q, sont des fonctions de ¢, et v}, respectivement qui tendent vers des
limites finies quand n augmente indéfiniment

Po== A%+ Bi— 7 [(4AT+ BY) s GAnf+..,
Qu=fhad + B3 — F[(hod + BY) m—ban P+,

4
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or les égalités (4.6) montrent que

lim A,= lim o, = Log2,

n—w n—ow
£

et par conséquent, dés que n sera suffisamment grand, A,— a, sera aussi petit
qu’on le voudra; en définitive, on aura I'inégalité

i J— -—<2(A —an)+ﬂnQ —S,IP,,
En Tin

ou, en revenant a nos notations,

Log[1— H2(5{"")] — Log[1— H2(w{"")] <0,

6, tendant vers zéro avec = I'inégalité précédente s’écrit encore

— 12 (50

Log s i < 0o

et, en tenant compte de (4.5),

[ el N E BTN
II—Z(“) l I — | ,(u) 2 1 |
= Log ! i~ s
T P 1 — [0, 2]~ ° ]w"”{’ l—lu,]

[1— w0 o |*

1 — w"” wil*

2
2

17N

0.3

I — z‘”’ 24

Log =

puis, en vertu de (4.2) et (4.3), on a, en passant a la limite et des logarithmes
aux nombres, )

1— |5 P Ji+w
1 2 B 3 =1"

I— w2 14527

(4.8) T

Cette formule a déja été donnée par Miniatoff (*).
Considérons maintenant un domaine @ sur lequel nous faisons les hypo-
théses suivantes, et un point Q de sa frontiére :

1° 33 est tout entier A distance finie.
2° La frontiére de 3 comprend au moins un morceau d’hypersurface analy-
tique
I0=F[Z=h(Z, %), o<h<oam Z€B(N))

“ou 3™ (\)est un domaine convenable du plan 3, et ot £(Z,, \) représente, pour
toute valeur de A, une fonction analytique de Z, définie dans un domaine
suffisamment grand admettant en chaque point une dérivée partielle par rapport
a A positive et finie. I® est donc I'ensemble réunion des morceaux de surfaces
analytiques J(”O\) que M. Bergmann appelle les lamelles de la frontiére (?)
de @&.

(1) Minurorr, C. R. Acad. Sc., 201, 1935, p. 711-713.
(%) Voir Comptes rendus de U Académie des Sciences de 1'U. R. S. S., 16, 1937,

P- 11-14; et Math. Zeitschr., 39, 1934, p. 79-83.
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Par hypothése Q sera un point intérieur & J2(A,), o < A, < 2%,
Par la transformation

L -ZF-':~'IL(ZQ, 7.)-—'Z| -
U UR(T, b))
zy,=12,.

nous introduisons ce que M. Bergmann appelle les coordonnées normales (')
par rapport a la lamelle J*(2,) qui sera située ainsi dans le plan 5,=o.

3° Nous supposerons que, si le point {y} n’appartient pas & la frontiére
de J*(X,), le point { o, Y} n’appartient pas non plus & la frontiére de @.

4° Pour chaque domaine J* € J*(},), il existe trois nombres ¢ >0, w,>o0
et £< tel que la courbe frontiére ¢'(y) de I'intersection de @3 avec le
plan z,=1, y étant intérieur & J*, peut étre représentée en coordonnées
polaires au voisinage du point 5,=o0 par r=r(w), 1 —w,< o < x+ w,, de
telle fagon que |r(w)| > et [F(w)| < k, le péle étant le point 3,=1 et I'axe
polaire la normale intérieure 4 G'(y) au point Q. "

5° Enfin il existe un nombre 9 tel que les bicylindres

E[1=+0]<0, |22—y[<0)

soient extérieurs 4 B quel que soit le point y de la frontiére de J2(A,).
Moyennant ces conditions, M. Bergmann a démontré que 'on pouvait prendre,
comme domaines de comparaison au voisinage de Q, des bicylindres et que Q
n’appartient pas aux surfaces remarquables de ces bicylindres. Un tel point
frontiére est dit du 2° ordre et de 3¢ espéce. Le domaine de comparaison
extérieur sera

Cl:E[‘Si—l'gl >r,, 152,<R2]7

et le domaine de comparaison intérieur
=t [|a—r|<ry, |52i<l{1]:

les nombres r,r,R; et R, étant.essentiellement positifs et ne dépendant que
du domaine @.
Cela posé nous avons le théoréme :

Taiorime 1. — Etant donné un domaine 3 satisfaisant aux hypothéses
précédentes, un point Q de sa frontiére du second ordre et de troisiéme espéce,
Q € J(,) et une T. P. W changeant 03 en G C 03, s'il existe une suite dénom-
brable de points {3, 3"} convergeant vers Q ainsi que la suite formée par les
images de ces points et telle que ' expression
F(z}™

(1) —
Ll - F(“,:(u))

(*) Voir Math. Zeitschr., 1934, p. 605.
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943- 5
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tende vers une limite finie et positive I', lorsque n augmente indéfiniment, ona, en
tout point { 3,, 5.} suffisamment voisin de Q, I'inégalité

en posant

g = 128 .
(Ty) ~1—ri_c|9 52 = R;Cz
change le bicylindre .7 dans le bicylindre ¢t. La transformation W, =WT;'
change@enFcCcgcdca.

On a donc, entre la distance non euclidienne de deux points A et B mesurée
avec la métrique relative 4 @ et la distance non euclidienne de leurs images A,

et B, par W,, I'inégalité
(fh.9) @q tAy, B i Sd A, Bl

D’autre part la transformation

W7 .
(T,) : zl:ll.':, ’ s,=Ry %
—

change le bycylindre unitaire & = E[|{ —1|<1, |{,|<1] dans le bicylindre .

On a donc
®q {A, B} =, | T;' A, T;'B},

et par conséquent l'inégalité (4.9) devient
@ {T;' Ay, T;'B [ S@, | T3 A, Ty B,
Prenons pour A le point T, {5} et pour B le point T,{z}(');ona

A=WA=WTA=WT{'T, {s»| =W {zm )= wn},
B=WB=WT{'B=WT{'T\}s |=W{s |=|w |

On obtient alors I'inégalité

(hxo) @ [T {om ), Tt fo] 2@ | T3 T, T T2,
etl'ona
. (358 N P2}
\w‘:w,--}—ro’ =y
T;‘{w}: i T;'T.{z;:
’q)'—% ;"-—-?%
TR, - TR,

() La notation { 5} désigne ici le point de coordonnées { z,, z, }.
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Les calculs faits au début de ce paragraphe nous conduisent immédiament &
l'inégalité de I'énoncé en faisant dans (4.10) augmenter n indéfiniment en
passant a la limite et en remarquant que précédemment le point Q avait pour
coordonnées (— 1, 0), tandis qu’actuellement il a pour coordonnées (o, o) et
que, dans ces conditions, l'inégalité de Miniatoff s’écrit

W+ Cv;— [SOTAN <r S+ ':.-—~ :1}-,_
[e0 ]2 = EAR
TuioriMe 1. — Dans les mémes conditions qu’au théoréme précédent, en rem-
placant 1" par
) l"ll - b‘(zv‘il‘/l)),
F(ﬂ'r“”)

et I, par I, si U'on suppose en outre qu'il existe a Uintérieur de G un bicy-
lindre &6=E[5,— .| < p1, | 52| < p:], on @, en tout point | z,, 3.} suffisamment
voisin de Q, 'inégalité

F(s))  Fawy

Uy € s
L
en posant
r =1 ’x (399
I, = ] ﬂ)‘ = —
S+ 04
Démonstration. — Conservons les notations précédentes; la transformation
2 R,
T, 5y —= o= — Ly
(T.) = w=

change le bicylindre & en . La T. P. W' change 6 C §j en 8" C 3 C &, par
conséquent la transformation W, = W~'T;' change & en &" € &. On peut donc
encore écrire, si A et B sont des points de € et A, et B, leurs images par W,

v

[ 1
@, (A, B!

1 i
1 Dt Ay By

ou encore
(’D‘v ! .,IA, I,,'B">w._. ; I,,le_), I.,IBgi.
R 2 [N 2 2 [

Prenons pour A le point T,|w!" | et pour B -le point T,{w};ona

A=W, A=W-'T}'A = W-T; T, : Wi : =W-! ; pln
B,=W,B=W-'T;'B=W-'T T.'w (=W~ {‘v

On a donc

(e.11) @ T3 Ts " |, T;'T::{W"}z%
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avec

Pour obtenir I'inégalité de I’énoncé, il ne nous reste qu'a faire augmenter n
indéfiniment dans I'inégalité (4 11) et a passer a la limite comme au numéro

précédent.
Tueoreme III. — Sous les hypothéses des théorémes précédents et en supposant
de plus que la T. P. W change le domaine

clu/ﬂ/(:i):E[O< :l+ 51< ”lr ; <I’y j::! : < ’/]
31+ 35

Dans un domaine intérieur au domaine

il

</ |u-{<q'],.
W|+W1

Copg (W) =E [() <4y <
le jacobien de la transformation W est borné en module supérieurement et infé-
rieurement en tout point du domaine C,,,, () par des quantités ne dépendant que
dem,p,q,m',p,q, T, et du domaine 3.

Démonstration. — Des hypothéses faites, il résulte que 1'on se trouve en
présence des domaines 6, G, B, A telsque 6 C G C B CcA.

Nous avons donc les inégalités suivantes entre les fonclions noyaux de ces
domaines (')

Ka(z: 2) < Km(z, 5) < Ka(z, Z)
Et comme J € B C @, on aura
K,(w, w)< Kg(sv, w) < Ki(w, w),

puisque 6 C G C A.

On en déduit 7 _
K (ﬂ, ‘) < Km(ﬂ ‘) a(”: s

Kg(w, w) ™ l\g(w, w)~ Ka(w, w)

Mais on sait que la fonction noyau d’un domaine est un invariant intégral
pour toutes les T. P., on a

Kg (s, 5) oGy, an) |?

Kg(ﬂ‘, w) T 95, 52)

D’ou
Kct(:'r 5) < d(svy, 1vy) |2 J(‘“’ =
Ky(w, w) 71 9(51, 52) a((v, w)

(*) Voir Journal de Crelle, 169, 1932, p. 1-4o.
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Pour démontrer notre proposition, il nous suffit de prouver que, dans les condi-

. , , Ka(z 2 , . . .
tions de I'énoncé, le rapport —#—) est borné inférieurement tandis que le

I\g(w ;')
Ko
( 2) est borné supérieurement.
a(w w)
Nous allons donc commencer par calculer chacune des fonctions noyaux

indiquées. Pour cela nous partirons du fait qu'il existe une T. P. changeant
chacun de ces domaines sur le bicylindre unitaire

rapport ———=

a=E[|z—1]<1, |5]<1]

dont la fonction noyau est

Ksl(z, E): — L

TI‘-’(Z1+51- /31:'1)2(1 - 52;2)2.

La transformation T, change & dans le bicylindre unitaire, on a donc

~1 Z?) 2

KG,(:’ Z):Kcl(z’ ;) ;)Et—ntz—)- '

Or on trouve immédiatement que

9(51, )P _
d(Lis L2)

2R2
r3R2

[1—2

et par conséquent .

— r
K.(z, 3)= 2
g L‘l(’z ) T‘[’| 24—+ 1)—

)l

de méme la transformation

si=r, 2= R

change en J le bicylindre unitaire &,. On a donc

- 041"“’
Ko (6 D =K, (5 ) |55

Or
()(“1! ‘2) 2

R2.

(i, L) =ik

Par conséquent il vient
. B _ rE R‘Z

K‘.,(:, z): 1

w[r (et 50) — e P [RE— 225

De méme on obtiendra par la transformation
:.Ont,n :2:92§‘.’;

qui change & en 8,

- pies
K.(5 3z)= — —T —
6( ) ﬁ"’l,bg(zri‘ 51)— 5131]_ [PE—Zzng
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Résumons ces résultats sous la forme suivante qui nous sera plus commode

-1
O
e

v e

Ks (5, 5) = e | 'F‘" k)
7:2(51+;1)‘[Pt— - —~] [p3— |5 )

51— 3
Ka(z,2)= riRy

’:2(51—1—;,)2[1'2* 5y |2 ]2[R?_,——[:2!'3]'-’

’

?

51+Z
~ 2R2
K,(z 5)= _ AT .
J(’ ) o - = )2 15’I2 : 2 1o, 1212
17(~1+~|) r——= lRl_n"?l,l

51+51_

Ces formules nous montrent que nous devons chercher maintenant des bornes

- - el Wy + W,

supérieures et inférieures pour le rapport ———- C’est ce que nous allons
51+ 5

faire maintenant par application des théorémes I et II.

Faisons d’abord les remarques suivantes :

s

a. Si le point (s,3,) appartient au domaine C,,,(s), le point (3}z])
appartiendra au domaine C, (5*). En effet, on a '

IR prog*

par conséquent .

0<:]+;f:ﬂ+~' LA
ry 1
et
1
st Fl"l z
ETR T N
5y +3) i+ 5 S1— 5
ry
enfin
= s 9
|"'2|_“Rl,"?]<Rl—

b. Si le point (w,w,) appartient a G, ., (w), le point (w]w}) appartiendra
aussi & un domaine analogue. En effet, on a

Wy * W!
W) = ————, Wy = =9
T Wi, 2T R,
d’ont
— 12 12 /
_ . r.m
o< wit i 2w I+ ri(wi+wr) 2P ST,
. |rg+ Wy I2 T3

puisque, du fait que (w,w,) appartiendra a C,. (%), 0n a

] <p(w+w) <m'p,
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et de méme
[y | [ewor | | oy 41y 4y | | w1+ s ,
W+ ) 21y [P vy + (71:,) Wy =+ e 2| “'1_|2_
(4 2 A Y
mais )
. 2wy |2
[ ST A Wy |+ Ty mp —+r,, ry—4 ——— ra,
< <m'p , \ | vy ~
)y - fy
donc
| w0} | fay | m'p' 4 ry - pim'p +r,) — p
wi+w) Wit " r ’
enfin
- 1 !
(Wi =l < L=

el

R') !

c. Si le point (3,3,) appartient & C,,,(3), le point (s)3)) appartient
2 Cpq.(3"). En effet, on a

Zy , 1

i ~
— 5 <a.
R,”"

’
EFS 2

Les calculs sont identiques a ceux faits en & et I'on a

, - amipr—4+rom’
o< s+ <<m= _P—',

re
de méme
sy n(mp =4 ry)
.1‘—,.<1)’:I( ,, '
5y 5 2
et :

' 1.
syl < q._fl_ R,

d. Si le point (w,w,) appartient a C,,,,(w), le point (w)w, ) appartient
Coipie- On a, en effet,

P e W
W) :—Pf, Wy =—
1 ‘2
d’ou les inégalités

23 !

TR m' W ; , _q
o<W+ wi<m = —; m L = <p\=p) [wy | <gy==--

P Wi — o P2

Ces remarques faites, appliquons le théoréme I; on a

* T 3;%5—!::|2>W,—“T:—|WH2 -
l =i = [}
ou ,
et 9] SR il P Ky R i iy B
X stz JTIwrl ey wi+wi ]
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d’ou
s:+z:[,_ B ]
4 EN 5+ 3}
|2 |er L s ~
wy w4+ w) jwy 2
* =
[ Wy =+ W)
Or on a évidemment
* " * o
1 1 3,+23 1 L sy, +w
";§" ‘1 -|'§‘! /Zg" |l *[‘gl
2 1Sy r 2y

r
D’autre part une borne supérieure du crochet numérateur est évidemment 1,
et une borne inférieure du crochet dénominateur est 1 — m*p*?. On a donc

z: I T, p™
_‘: < ri - ’i: %3 = .
#i 2w tmmp
T re)
Or
534 z ry—+w
A EA LT A
ﬂ"| Wy r
entraine
3 or, r
up—— .—_—T 1 p—
9y Ire— oy < ry
mais
S1+ 5 z 5 r
L ‘;l_< |I 1] :pr’_‘_|<al)r__’.
Wy =+ oy | ¥V | W rs
])/

Wy + W, . op r
Donc le rapport ——— est borné inférieurement par —— :
5 ] apr,

<29 ~)

Wy

a < —
S+ 3

avec :
__ry(1— m"p™?)
- Liptp'r

ou m'* et p’* ont les valeurs données dans la remarque 4. Appliquons main-

tenant le théoréme II; on a
Wy +wy— [

R
. 2 Tx |3 = PP
2 [yt
D’ou
o x Ik * 5 by |2
I, 2o+ 5 E i P L R f o |
1 3 11— % = |=| =~ T * I— " —
B 5"+ 3z o 19y Wy + W)

ou encore
Erlls
2+ zT" .
(Wi
Wi+ -W_’f

z""+z_','
2 Izl:—- .
Wy Wy
- lwlli

2| »
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Oron a

[I7
-

—+ & 11w+ w)
| PiT2 WY
Une borne inférieure du numérateur de la seconde fraction de I'inégalité

est 1—m,pj, et 1 est une-borne supérieure pour le dénominateur de cette
fraction. On a donc

1

2
|2 |5 et
D’autre part

% Zq 1
5=l e e
Donc
%1 Bla+r| Br
22} 04 o
or
34+ z—i |24 | Eﬁ .
wobwy | P T pn
Par conséquent le rapport W;_i_-—: est borné supérieurement parBT :
S+ 5 2
ik <b
S+ 5
avec
b— Prips

T = mph)’
ou p, et m, ont les valeurs indiquées dans la remarque c. On a donc

w.
u<&_i < b.
24+ Z

‘Bornons maintenant inférieurement le rapport Keé(w,w), Ona

<~1~v

. e D L)
Kq(z, ) __riR? /vvi—“—a>2 ] Wi+ Wy

—_— - YW = T -~ (2 F3
Ks(w, w) 0103 \ 2+ 2 . _ILI__] [R2— | z, |2]2
2y 54

. . s v, +w
Puisqu’on connait une borne inférieure de - ——' il nous suffitd’en chercher
51+ 5
une pour
[ 1 |°
S T3 — w1
. wy + W1
= T
ro+ EEN [R2— |z, ]2
%1+ %

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943. 6
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Or
[y |2 [y ] .
—_— W -—.<m p'? g | << y
po——— lalm_‘_ r (ls:]1<q)
18l 2L cmp (ml<g).
"'i+~1 A1+01

On a donc

(ps— m'p)* (pi—g" )
/> ; L
Ry(rs+mp?)?
par conséquent

ré(pl_nl/p/z)z(Pg_qlz)e gt (“: ‘)
Ripipi(ro+ mp')? (w, W )

a, =

a, est donc une borne inférieure du carré du module du jacobien de w.

Limitons maintenant supérieurement le rapport *”(( )) ona
. Wy
2 2 =~
[ e e oy
. Wi+ Wy .

Ky (z, ;) riR? <w1+ ;};)2
Kq (w, ¢—v) riR3

S5+ 5

S |21[’ 2R2_-22
ro— =2 VR =z
51+ 5

v+ Wy .
Comme on connait une borne supérieure de 1, il nous suffit d’en trouver
5+ 54

une pour la fraction du milieu. Il est clair que cette borne est

R} (r.+ m'p)?
(= mp ) (RI— g1’

par conséquent

Ko(22) _ RiriR3b:(rur m'p"y
Kq(w, w) ~ri(ri—mp*)*(Ri—g¢*)

:bn

b, est donc une borne supérieure pour le carré du module du jacobien.

5. LES TRANSFORMATIONS QUI LAISSENT INVARIANT UN POINT FRONTIERE DU QUATRILME
orbre. — Considérons encore le bicylindre unitaire

& =E[|2:|&1, k=1, 2]

et une T. P. W changeant &, dans un domaine § C &, et laissant invariant le
point frontiére Q (— 1, —1). Supposons de plus qu'il existe une suite dénom-
brable de points {3, 3"} convergeant vers Q et telle que la suite formée par
les images de ces points converge également vers Q. On aura donc

(5.1) lim 3 = lim W™ = lim 5{" = limw{P = — 1

n=ew n—=x n=ow n—w
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et nous ferons de plus les hypothéses suivantes

[ — l Zm 2.
‘ o << lim —{‘”)—P
(5.2) [ il
’ g2
' 0<IimLog[l |27

o LOQ‘[I . Jn.(lu)—rgj = I‘:s < 0.

=I<o (k=1,2),

43

Considérons le point | 5"s("! ct le point {z,z,}; on a encore, entre les dis-

tances non euclidiennes de ces points et de leurs images, 1'inégalité

(5.3) (Dgl{:‘"‘,:}zdbs{w‘m,w}.
Posons, comme au début du paragraphe précédent,

I I

Ei:LOg[l—HQ(zYuU)J’ P

1 I

Log[i — Hz(s5"M)|’

"= Logh— B (w()]”  ™7 Tog[i— ME(wy )]
= Log[1+ H(z{"")], Br=TLog[r+ H(s{»")],
Chr=Log[1+ H(w\{")], D,=Log[1+ H(w({"*)]

avec .
H(spot) = B0 5kl

et ’'on a encore

| g sl
0 <1—H2(z{mv) — [1— a8 P — 15 <1,

[EE
il en résulte immédiatement que
' ‘ lime;—=hms = limyn, =lim7n,=o,
n=w=o h—w» h=x n=—m»

"
5. .
(6.4 limA,=limB,=limC,=limD, = Loga.

n=m» n==» n—== n=mn

Avec ces notations, I'inégalité (5.3) s’écrit

ou encore
: LI L P > L aDum) — L (1 — 2By,
(5.5) e';’(l 2Ane) ‘m(l 9.C,,~n.):_02(1 2D,,) 62(1 2B,&,)?,
puis
g mh 1 1 3 N
€4 ™

1 1 1 . 1 o
S(1—2A,8) 4+ (1 —2B,8)22 = (1 —2C,m) 4+ 5 (1—2Dum)*
i 2 b 7y
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posons
A+ C B,+ D, .
_I"_—'i == 0(4")1 'l_——l' - 0'(..,"), (le - An: Zns Bn - Du = ﬁn-
- 4 = =+ -
&4 N Cz 72

Puisque A, B,, C,, D, tendent vers la méme limite finie lorsque n augmente
indéfiniment tandis que ¢,, €., 7, 7. tendent vers zéro, on a

lime{"=limo{"=lima,=limfB,=o

n== n=w» n=w=» h=wn

Les inégalités (5.6) s’écrivent alors :

; (oo (2 =)
(5.9) ‘ - (1—20y") : m+2a
1 1 1 1
2{—+ = )(a—a2d) (= — — ).
:<32 ‘fh>(l' 29 )<7)2 3 +2ﬁ>
Or
R § LY _
L1 et MG )y i is 2 :
e = B [l—‘W"’iHl—ml-]lll—»2 :-w]
(k=1, 2).

D’aprés les hypothéses (b.1) et (5.2), on peut évidemment poser

[1— 2] [ | 24 ) [In—wa"’wkH r e Pl we]
[I—IW’"’I’ eI [[i— e ] =PI+ af] 7

. 1
ou p" tend vers zéro avec -
D’autre part

Lo L —Log|t— 12()) + Log[t — H2 (1)),

&k Nk
Or
B P P
Log[l—H‘-’(z(,{"”)]:Log[I T 'J,_[l ‘,I e*)
=5 Ee
— ) 2 1— |5
'—Logll'—l”l; ‘]+Log{l = l
Sk Bk
_ 2
Log[1 — H2(@{")] = Log|1 — | w{" |2] 4 Log——=—1— L7l -
. ' [1— wfP #'
d’ou
1 I : “(/1) I — | wel2) 1 — | 2z 9
——|——=2L0g[1——|:‘,{"]]+Lo |~(,,12+L0g [ | ]2][ ‘:”l]‘_,'
w e ol [ — WP

Les deux derniers Log de cette formule tendent vers des limites finies lorsque »
augmente indéfiniment ; on peut donc poser

:éj_e_'_ %‘; = [Log(x — | 54" [2)] [2 + p”,
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. 1 * . o, , e
u;” tendant vers zéro avec - Les inégalités (5.7) s’écrivent alors

(5.8) fLog[1— |34 2|1 (2 + p{) (1 — 20)
Loyt 1 l [1— s ] 1w 2 ]>
<20, .0g r - (n)
X(za —+ lL.o l('l—|W1|2)|l+Zg Ii+p s
24 Log[1— [ 24" 2] (2 + p§") (x — 20%)
s

Yo 1— |5 |?) |14} (m]"
>} 2P Log |r<n-\wm|r+z»| ety

Divisons maintenant les deux membres de la premiére de ces inégalités par
Log[1—|5{"|?], quantité négative quand r est suffisamment grand ; on obtient
ainsi en passant a la limite : :

LO"~[— (1—jo )1+ 2

a—JaP)li+o ],
21‘3 Log[F1 ‘ 01‘9 la l»ol |I+(Vol )

(=) 1+z 2 |7

D’ou finalement, en passant des Log aux nombres, on a

[raslal e b

|l+a1| l—[‘vl]'

a I— W, | (14 5,0
S 14w 1— |z

A

Telle est la formule qui généralise au cas des points frontiéres du quatriéme
ordre celle obtenue par Miniatoff pour les points du second ordre.

Nous voulons étendre maintenant les propriétés que nous venons d'obtenir a
un domaine @ plus général. Nous ferons sur @3 les hypothéses suivantes :

1° (3 est tout entier i distance finie.
2° La frontiére de 3 comprend au moins un morceau des deux hypersurfaces

analytiques

P =E[s31="h (35, }), 0SA<aT], (W =E[s.=e, 0<pSan] (),

ou A(z,, A) est, pour toute valeur de X, une fonction analytique de z, définie °
dans un domaine suffisamment grand, dont la dérivée partielle par rapport a A
est toujours finie et positive; les t® sont donc les ensembles réunions des
morceaux de surfaces analytiques J;7(A) et J&(w).

3¢ Le point frontiére Q appartient a chacune des surfaces J’(A,) et J7(,).

Par la transformation )
N _IL(;._,,/,.,)—Z,’
5=

ih5 (3a, Ro)

sy—= 2L, — et

(') Bien que la forme de 1"’ soit trés particuliére, ce cas se rencontre assez fréquemment.
L’étude des domaines dont la frontiére est formée d’'un nombre fini d’hypersurfaces ana-
Iytiques est d’un trés haut intérét; I'intersection de ces hypersurfaces est la surface que
M. Bergmann appelle surface remarquable du domaine; elle joue, au point de vue de la
théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, un réle analogue a celui de la
courbe frontiére dans le cas d’une seule variable.
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nous introduisons deés coordonnées simultanément normales par rapport
aux lamelles J(%,) et J’(p,). La premiére est située dans le plan 3, =o,
la seconde dans le plan 3,=o0; nous supposons que si le point {vy|
n’appartient ni a J’(A,) ni & IP(1, ), les points{o, y}et{y, o|n’appartiennent
pas &.

4° Enfin nous supposerons satisfaites les hypothéses 4° et 5° que nous avons
déja faites dans le cas du point frontiére du second ordre.

Dans ces conditions M. Bergmann a montré que les domaines de comparaison
de 3 au point Q sont des bicylindres et que ce point appartient 4 la surface
remarquable de ces bicylindres. Un point frontiére tel que () est dit point
frontiére du quatriéme ordre.

On a alors le théoréme suivant

Tukorkme 1. — Etant donné un domaine & satifaisant aux hypothéses préce-
dentes, un point () de sa frontiére du quatriéme ordre et une T. P. W laissant
Sfixe Q et changeant B en G C B, s'il existe une suite dénombrable de
points {3, 5\ } convergeant vers ) telle que la suite formée par les images de ces
points converge également vers () et que

LYY — —F(,z:m )9 L{Y — —F 35" ) ) — ]_JO;[F(Z:W‘)I ’
CF Fwr) W TR YT DoglFGam)

tendent vers des limites fintes et positives I',, ', et I, lorsque n augmente indéfi-
niment, on a, en tout point { 3,, 3, | suffisamment voisin de Q, l'inégalité

L FG) gl <[3_ F(wp) 17 |
T3P F(ws) LT Jwi ] F(s))
en posant
— - . 5k . Wi
F(ny=n—+n— nn, ;,;:»0‘, Wy = m (k=1,2),

ot 9 est un nombre ne dépendant que du domaine 3.

Démonstration. — L’analogie extrémement étroite entre la démonstration de
ce théoréme (et de ceux qui vont suivre) avec celle que nous avons donnée au
paragraphe précédent nous permet d’étre trés bref.

M. Bergmann a démontré que l'on pouvait prendre comme domaine de
comparaison intérieur le bicylindre

I=E||z—0]<<0, k=1, 2]
et pour domaine de comparaison extérieur le bicylindre
A=F[|z+0]<0, k=1,2],

0 ne dépendant que de-&.
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Dans ces conditions la transformation

_ g L g
(T ) O_Cl ~21—

change J en @.

La transformation W, =WT, ™ change AenFCGCABCA Onadoncla
distance non euclidienne de deux points A et B et ce]]e de leurs images A,,
B, mesurée avec la métrique relative a ¢t

a{A,Bi2®@a A, B,].
La transformation

(T,) i

—I?C; (h—=1,2)

changele bicylindre unitaire &, = E [ |{,— 1| <1,k=1,2 | danslebicylindre &l
On a donc
Do {A.B} =, {T,"'A, T, B},
d’olt
s { T 'A, T ' B2 { T, Ay, Ty ' By )5
prenons pour A le point 'T', {3} et pour 8§ le point T’ {5}, Il vient

A=WA=WT, " A=WT,"' T} (s} =Wz | = [wn],
B=W,B=WT,"B=WT,"'T;{ s |=W{ s |={ w |,

Il

d’ou
(5-9) P { Ty [}, Ty {wh 2@ { Ty T s}, T Ty { 5],
Etl'on a

T;_‘{w}_—:wz.:w::'ie, TT (s=si=3  (k=1,2).

En faisant croitre n indéfiniment dans (5.9) et en passant i la limite, on
obtient I'inégalité de I’énoncé.

Tuonime Il. — Dans les mémes conditions qu’au théoréme précédent, en
remplacant seulement dans LY, LY, LY les 5* et w* par des 3'* et w'* et T',, T,,
Iy par ', T, T, si U'on suppose de plus qu’il existe a Uintérieur de G un bicy-
lindre & = E[|..,(— rl<r, k=1, 2], on a, en tout point {3,, 5,} suffisamment
voisin de Q, U'inégalité

F(wy) [s 0 <[r F(sy) l“’*J’]F’x
| BTorF FGry LT TP Ry
en posant

ik Sk v Wi —
5 par L Wil =3 (k=1,2).

Démonstration. — Conservons les notations précédentes, la transformation

0%k

(T) zk:"TC—k (k=1,2),
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change & en A. La transformation W—' change 6 C § en &' C B3 C @; par
conséquent la transformation W,=W~'T,”' change A en ' C @. On peut
donc encore écrire, si A et B sont deux points de A et A, et B, leurs images

par W,,
Pa{A,Bl2Dq {A, By}

ou
Ds {Ty'A, T,'Bl2ddg (T, Ay, T "By f;

prenons pour A le point T, {w'"} et pour B le point T {w!; on a

A =WoA=W—T,” T, wn | =W {win } = {500},
B,=W,B=W-'T,"T.{ w |=W—'{ w | = 5 |

d’ou
(5.10) @ {T T ], Ty TG w2 @ (T {5 ], Ty (s
avec

T Tiwl=wi ="  Tis|=s=_g  (k=12).

En faisant croitre n indéfiniment dans (5.10) et en passant i la limite, on
obtient les inégalités de I'énoncé.

Taeoreme LIL. — Sous les mémes hypothéses qu’aux deux théorémes précédents
et en supposant en outre que la T. P. W change le domaine

3 N ' _ z
C(z)=Elo<m <z + 5, <y, — ‘L <My 0< Tyt 5o < My, | ﬂ_ <m3],
- 51+ 5 Sy 5,
en un domazine intérieur au domaine
' -y ' 1 W'y I ’ o ' [ Wy { ' il
C(w) = E| o<m, <+ <<, — < My, O<Wy+ Wy<in,, — <m, |.
[ 220 o % Wt 4%y

Le module du jacobien de la transformation W est borné inférieurement et
supérieurement en tout point du domaine C(3) par des quantités ne dépendant

que des m;, m;, T';, T'; et de 3.
Démonstration. — 1l résulte de nos hypothéses que

scgca.

On a donc _ B _
Ka(w, w) < K(w,w) < Kg(w, W),

K (3, 3) étant toujours la fonction noyau du domaine.

De méme on a
Jcaca,

donc )
. Ka(s,3) <Ka(z,2) < Ky(3,3).
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Nous en concluons
: Ka(z, % < Kas(z’ z) < K:J(Z: Z)
Ks(w, w) ~ Kg(w, w) = Kq(w, w)

Kg(z,2) 9w, ) ]2
Ka(w,w) | 9(z1,3)

et comme

49

On voit que, pour demontrer notre proposition, il suffit de trouver une

Ka(s, 2)

borne inférieure pour —-—— et une borne supérieure pour Ko(s,
s(W, w Ka(w,
calculs faits au paragraphe précédent, on tire immédiatement
Ka(z, Z): - = 0: - = =3
7r2[0(:1+,:l)—|—sls,J'lO(:._,—q—;._, N
de méme
- 0+
Ky(3,5)= — —
a ) ﬁg[e(sl—i—;l)— 505 ) [9(»;+~2)— 5,55 |
et
— 4
K6(5r5> d

T o[t ) — s Pt 5) — seaa |

On en conclut que

[ R
Ka(s,2) (WH—M) (w, —i—wa) wi+wy || W @] o
KS(W,W) (.él+zi)(52+z‘l) le+ ]zlii_‘-’ro_'_ |Z_;i 2 pt
si+50 ] L B9+ Zy
et )
e 2[ [ovy 2 "'
- - e+——___'
K:;(z, :) (¢v1+ w1)2(w2+ wo [ W+ oy | Wt |
Ka(w, ) (z1+z,)(-g+~q)2[ NET [6 =T ]
A1+21 | 9~ 2o

" Des hypothéses faites, il résulte

| 51 | < mamg, 52| << my,my, | vy | << mymy, [ ows | << m, m

et par conséquent

2 Iz, ]-z
& << ;n,nl- ! < m, m,,
S+ 5 5y~ 5
e |2
Wy |2 Wy |2 .
—i 1I_ <mlym'}, ‘ |_ <m',m3?,
Wi+ 9y ot 1%

une borne inférieure de

[ 2
W+ 0y

[,. B
le —+
(r—mym2)32(r—m, mg3)

0+ mym2)2(0+mym2)*
Journ. de Math., tome XXI. —-,Fasc. 1, 1943.

9 1 9
. Lo |2
r— ——
(4 8 ol 4 O
- 12
|51

.# ].[O+ ~

5 + 2
est

:3) Des
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de méme une borne supérieure de

[0+ lu,| ]IO+ w;l ]'—’
w,-o—w Wy +w
T

51+ 3 Sa- 5,
D+ mlym2) (0 + m' m;?)>
(0 — mym?2 (0 — m, m? )

est

=B,
Pour avoir démontré notre proposition, il nous suffit de trouver des bornes

inférieures et supérieures pour

(o 50) (v )

(51 -+ 5) (52 + 3)

C’est ce que nous allons chercher maintenant. On peut trouver immédia-

tement ces bornes pour ' “' « En effet, par hypothéses, on a

~1+~f|

0 < my < 3+ 3,<< My, O <y <y vy <y,

Donc
m, 51 =+ % _3
— ot T A < oy
ny w4y !
ou
zlj oWy ey m', v
my &y + 5y my

Cela étant, les remarques suivantes sont a faire :

Si le point {3,, 5,} appartient a C(3), le point {3] 5,} appartiendra 4 un
domaine analogue. Les démonstrations sont les mémes qu’aux remarques
faites & propos du théoréme III du paragraphe précédent. Aussi bornons-nous
a donner les résultats

m,

* * *
my =5 ny = —, m; = m,, my= 5 my = im;.

b. Sile point {w, w,} appartient 4 C(w), le point {w; w{ appartient a un
domaine analogue. On trouve aisément

0m, e 2mPmlE+ 0m), e M (M mly 4 0)
m} = = — )= ey = ——,
02+ Om', + m2 m} [E
‘2 m ' ’ ’
m:t__ ka +em‘| ml*_mh(mbms_i_o)‘
A -—-—. 0T 5 — 0

c. Sile point {3, 5,} appartient & C(3), le point {z,* 5}*| appartient a un
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domaine analogue. On arrive facilement aux valeurs

. Om, __amimy+ Om, _ my(mamy+ 6)
M= T O+ mamd Ha== 62 ’ Pa= 6 ?
by = amim: + Om.i’ __my(mem;+0) ‘ !
e T R .

d. Sile point { w, w,| appartient a (), le point {w}* w}*| appartient aussi
a un domaine analogue; on obtient

,_m Ly R ,__m , ,
P.|——-T’ [+ = Ta Py == My, {J-_,l._-—F-g [Py = M.
. , Wy Wy
Nous sommes maintenant en état de trouver des bornes pour 2t W
: . Lo+ B9

- Appliquons le théoréme I; on a

ou encore
(5.11) I‘;:’;;;[I— |53 |2 ] [0} | l‘il
’ * Sy * % —_ * |2 -
i [23 55+ 55 (wi+ o) 1— | w3 }_ I
) ) Wy —+ W

Le second membre s'écrit

[ 1y =+ ) Ly ?
— - l+
\I‘ {0} | ” o 3*
1 1 (£ Sl B 3

p—— *
( A+ [ — 123 I i
E 5 +3 i

r.

\ -+ 5

Nous allons chercher une borne supérieure pour cette expression qui peut
encore s’écrire

wif r
g Wi W) Wi+ w51
p— -k E] *
Ty o042 [— [ |_.* Wy
ot s
~1 +"I
Des remarques a et b, il résulte que
my W wy omy
m} 435 m;
et les inégalités
. T Thi x
1 Slsl":»s‘Sl’ 'ugl‘vd-‘:‘vlsl
my=2 |z T my T2 ey T
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donnent
* —x *
1 W, + (v S
rag " —~;‘ __i. <'n.;,~
my T oz 43 |
donc
Lomi . z}' . m)
X} Ix = x| = 3 3
my my wy m,
et comme
|57 2
s, ;
= < m}|3}| < mim;,
-t -
5y + 5y

m, 1 oo N2 I
5 My —5s = 9
F. P 1—mymy? 2
on tirede (5.11)
W+ W, . Levy |2
lw.:, < % [ w3 w',—e—vT;
* (= ~ ’
S I R l FE
E o
or
Lo :._,-1::.131’ 1/’ <! «v._,—{—;w_,sl’
, my=2 || T s 2 |wy| T
d’ou
T e
]~"|_ = 2Lz l<mim
zh 435 8L+ z
il en résulte immédiatement que
- W, 2my
| — <T — s =
53 . 1— mm;
mais
"V_’; i 2 1—' —0 < oy
3} we+ 0 2 [wet+ 0]
ou ‘
[ 29
— I <ay
et comme
Ny A= Wy W
Wt e v | < m o
Fo—+ 5o [ 5 |
m

W,
Donc 22+ est borné supérieurement et I'on a

By+ 52
d(ﬂv’“ W2 ("'7‘) ._, 2’”:.,2

— M1
d(z1, z,) Ka(w, w) S m}

Nons avons ainsi obtenu une borne supérieure du carré du module

~

jacobien. -
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Appliquons maintenant le théoréme II. On a

Lo qwy P FGY) T 18V 12 Feel) s
(5.12) i Zl_I”.F( :

s F(ewy) =571 = ) et

Cherchons une borne inférieure du second membre écrit sous la forme

Wik wi [ wi ] i
1 I - ——
) [ W) W+ | sy
i, ey
S S
des remarques c et d, il résulte que
’ % —x ’ E _/_. 1% oy
i N DL S DN IS § 1
Pe )+ 5 P B2 |5 - s 2w B
1w w | gt 1 3 s
e o B TP =y ) PP
B3 ” s T s P “1 i
La borne inférieure de (5.12) est donc
I I
52=[IV4 ) P—,l] K
Prg” Pa
On a, par conséquent, d’apreés (5.12),
wy -+ wh e
Wyl 8. [y Wy + Wy
=y sy 153 °
2 21— —
B Sy 5y
En vertu toujours des remarques c et d, on a
’ /X
Sogs g
VT2 vy |
..I__S!. 32 “:2 <1
e 2 syl T
|55 I* 2
’_,,(+ ~ix < {'1'5 P'"’
d’ot1 )
W’; I"r_) ﬁ‘.’ _B
e ey B el
Zq P — pip)
or
o s Fo—+ 0 S+ 0] v 6w,
Tr|=|" 22 = 2> 12> B
3, ro 5 r Sa r| 2.
onc
Wy Py
| LB,
%2
Or
Wy Ws [wa] 1 ]| __ 7B
RN m | 5. | m' | z» m
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Il en résulte

Et 'on aura

IGINIE
(3. 34)

202 2 Ka(s. s
Bt ()< alez)
Kf;(ﬂ‘, ﬂ«‘)

Notre proposition est démontrée.

Remaroue 1. — Dans le cas ou I'y=1I", =1, on peut prendre m, = m, =o,
mais, dans ces conditions, les bornes que nous venons de donner ne sont plus
valables. Cependant un calcul analogue & celui fait au paragraphe précédent
pour le théoréme III permet de trouver ces nouvelles bornes.

Remarque II. — II est évident que les théorémes III, que nous venons de
donner, permettent de donner pour certains éléments géométriques, tels que :
volumes, surfaces, etc., d'une figure * image d'une figure F par une T. P. W
satisfaisant aux conditions indiquées des bornes inférieures et supérieures en
fonction des éléments correspondants de & .




