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Sur une méthodepermettantde trouver rapidement desformules

de quantificationutilisables en pratique (méthode dite des résidus) ,-

PAlt ROBERT MAZET,
Professeur à la Faculté des Sciences de Lille.

,
[Extrait d’un cours de Mécanique ondulatoire fait à l’Université de Stablack en 1942—43.]

_

PRELIMINAIRES. — Je rappellerai d’abord certaines propriétés des équations
difi‘érentielles linéaires en me limitant, en vue de la suite, à une équation du
second ordre à une fonction inconnue d’une variable <l;(æ). Soit

(l*t]/ d£]; __ .

dæ‘3 +Aâ +BtlJ—0 (A et B, fonct10ns de se).

. . A du .On peut faire disparaltre le terme en % en faisant le changement 4” = UV
et prenant U tel que 2U'+ AU : o. D’où

2 /v"+
<B—

â— _
Ô_>v=o.4 2

Nous supposerons ce changement effectué au préalable et prendrons
l’équation sous la forme
(‘) Z;Ë+H(æ)$=o. 

Si $.(æ) et $,(x) désignent deux solutions particulières choisies une fois
pour toutes, l’intégrale générale est de la forme
_ @:CQ.+D$,=C(%+p%) (C, D, p., constantes).

A chaque intégrale particulière correspond une valeur de p. qui permet de
- la distinguer au facteur C près et que l’on peut appeler son rang par rapport

à '.IJ. et %. _

Dans le plan complexe z=æ+iy, les seuls points singuliers que puisse
admettre une intégrale @ quelconque sont ceux de H(z) que nous supposerons
analytiquedans tout le plan.
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306 ROBERT MAZET.

va dz
Faisons le changement t]; = e . Il vient

(2) W'+W2+H(z)=o.
A chaque solution tl: de (1) correspond une solution de (2) W =

à %.
Les seuls points singuliers de W sont :

\l»1° Les points singuliers de %;, c’est-à-dire de q,», qui figurent parmi ceux
de H(z);

2° Les zéros de tl}, qui sont des pôles d’ordre un de W (développement de W au voisinage: “
_ + . . . , si a est l’ordre de multiplicité du zéro z,)._ u1 .

Traçons, dans le plan complexe, un cercle de grand rayon C(O, R);
cntourons d’autre part les points singuliers de H intérieurs à C : a, b, . . . de
petits cercles c’, c”,'. . . et les zéros de “l’ compris dans la région intermédiaire
(c’est—à-direintérieure à C et extérieure aux c’, c”, . . .) de petitscercles c, , c,, . . . .

W est holomorphe dans la région trouée; si, de plus, il est unzforme le long
des frontières, on peut écrire

f‘Wd;=/Wds+fWdz+….+fWdz+fWds—4—….,
C 4" "" "; 4'g

les intégrales étant prises une fois dans le sens positif.

PRINCIPE DE LA MÉTHODE. — Bornons—nous au cas où, à partir d’un rayon de C
suffisamment grand et de rayons des cercles c’, c”, . . . suffisamment petits,
les intégrales ne croissent plus en nombre et gardent toutes une valeur
constante et finie (résidu). (Cette hypothèse exclut le cas, pour W, d’un 7-

point singulier essentiel à résidu infini et, pour LlJ, d’un point d’accumu—_
lation de zéros se trouvant en a, b, . . . ou à l’infini.) -

On a, en désignant les résidus par la lettre K,
(3) K…=K,,+K;,+….+_qxzni,

9 étant le nombre des zéros de il» distincts des points singuliers de H et de_
l’infini et comptés avec leur ordre de multiplicité.qest doncun nombre entierêo.

Cette relation (3) exprime, pour chaque solution “l“ de rang p, le nombre
des zéros de cette solution en fonction des K, .c’est-à—dire des coefficients de
l’équation (1) et de p.; on pourrait l’écrire
(3') K,,(F)=K;;(H)+Kb('P—)+-…+ÇHX21ri.

Comme, en général, \IJ, et <.lJ2 et par suite pu, aussi bien que q… sont inconnus,
cette relation offre, en général, peu d’intérêt.
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Mais supposons que l’équation(I) résulte de l’équivalence à une constante E

(valeur propre) d’un opérateur hermitique linéaire agissant sur @ dans un
espace fonctionnel donné, et désignons désormais par tl) une fonction propre

‘ de l’équation (1) que nous écrirons pour la circ0nstancè

(l’) . %+H(æ,E)ÿ=o.

Il peut arriver que, compte tenu des propriétés des fonctions propres (condi—
tions aux limites définissant l’espace fonctionnel, carré sommable, etc.), le
rang p. de la fonction tl) disparaisse des expressions des K dans la relation (3’ )
[par exemple, si les seuls points singuliers que possède H appartiennent à
l’intervalle de configuration — extrémités, en général — et si les solutions
de(1’) sont toutes de carré non sommable, sauf une; ppur le point à l’infini,
lorsqu’il n’appartient pas à l’intervalle de configuration, voir l’exemple du
rotateur’spatial traité plus loin (*)].(3) donne alors une relation entre les
coefficients de (I’) et q qui constitue une formule de quantification, puisque q
ne peut être qu’entierêo.

En particulier, si E figure dans (3), on obtient E= E(q). La constante E
se trouve quantifiée.

CRITIQUE. — L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne pas les
fonctions propres elles—mêmes, de telle sorte qu’on ne sait pas si à une valeur
de q (entière êo) correspond, ou non, une fonction propre (°). Pour le savoir,

, il faudrait regarder comment se classent les fonctions propres selon le nombre
croissant de leurs zéros. Si les fonctions propres ont tous leurs zéros réels et
croissant d’unité en unité depuis zéro, q prend toutes les valeurs (c’est le cas
des fonctionspropres à polynomes, dont on démontre a priori que tous les zéros

. sont réels et compris dans l’intervalle de configuration). Si elles ont des zéros
imaginaires, ceux-ci apparaissent par paires (les coefficientsde H étant supposés

' réels) et q croît alors de 2 en 2. Remarquons que les fonctions propres de
_J’opérateur hamiltonien (fonctions d’onde) ont toujours, en pratique, une
" allure analogue à celle des cas à polynomes et que le nombre de leurs zéros

compris dans l’intervalle de configuration croît de 1 en 1 (comme les nœuds
d’une corde vibrante); en désignant alors par % le nombre des zéros éventuels
extérieurs à l’intervalle, il suffirait de poser q=q’+q0 pour que q’ prenne
toutes les valeurs entières êo.

Quoi qu’il en soit, la méthode donne sûrement, en admettant que ‘— ;? soit
uniforme, toutes les valeurs de E quantiquement possibles. Le fait qu’elle en
donne peut-être d’autres en plus n’est un inconvénient majeur que pour les 

(‘) Voir aussi le 2° Complément, p. 326. t
(*) Les valeurs de q correspondant à des valeurs réelles de E sont seules à considérer.
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questions où intervient la somme des états possibles (telles que les problèmes
de chaleurs spécifiques, si E désigne l’éenergie).

En regard de cet inconvénient la méthode est rapide dès que l’on a un
moyen simple de calculer les K. Or, pour cela, il suffit que la fonction W
admette un développement de Laurent au voisinage du point étudié, et que ce développement soit connu : le coefficient de 3 pour K,, ou celui de z_‘_ a, :--.
pour K… . .,donnera multiplié par 2ni, le rézsidu cherché. ' ‘

Pour que l’on se trouve dans ce cas, il faut d’abord que H admette elle—même
un tel développement. Nous devons, en outre, nous homer au cas où le premier
terme de ce dével0ppement est pair ('). Pratiquement, on cherchera à résoudre
l’équation (a) au moyen d’un développement à coefficients indéterminésdofit
le premier terme soit, au voisinage du point étudié, du même ordre que celui
de i \/— H(z) [si toutefois H ne s’efface pas alors devant W’, ce qui suppose,
à l’infini, H de l’ordre de z'“’ avecpê— 1 (*)]. On définira ainsi deux intégrales
particulières qui pourront jouer, au voisinage du point, le rôle de il». et de %.
La démonstration de la convergence des développements dans un cercle de
rayon non nul est une entreprise généralement difficile. On pourra, en -

pratique, se contenler de l’admettre, tout en notant que cette omission peut
exposer à des mécomples(en laissant, par exemple, supposer à tort que W
est uniforme).

'

Signalons, dès maintenant, un autre avantage de la méthode des résidus sur
lequel nous reviendrons plus loin : celle-ci se prête particulièrement bien
à l’étude d’un cas voisin d’un cas connu (effet d’une perturbation considérée
comme petite), car on peut admettre que la convergence se conserve et que le

'

nombre des zéros des fonctions propres reste le même d’un cas à l’autre.

EXEMPLES. —— 1° Oscillateur linéaire harmonique. — L’équation (I) est de la -'

forme
d')
(% + (a + @æ'£)dz=o,

avec
-z t 2 2

a @ E, ,B =——-
-lôLhÏÎ—°—v—°

(vo, fréquence classique).,-

Intervalle de configuration : — œîœâ+ œ.

Conditions aux limites : ala—+0 lorsque x,—>:tœ assez vite pour que
.+73/ 1l@dæ ait un sens. 
(‘) S’il était impair, W ne serait pas uniforme et il faudrait tourner deux fois autour

du point pour retrouver la détermination initiale. Ce cas est laissé de côté ici.
(’) Voir, au 1er Complément, p. 320 et suiv., des formules pour le calcul des résidus.
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L’équation (z) s’écrit

W’+ W2+ a + fixÊ= o.

Le seul point singulier éventuel est le point à l’infini…

Calcul de K… — Posons W = aæ+ a0+ % +“. . ., (2) devient
({

1 .+(cüæ*+zaaoæ+aâ+2am+...)+fifi+a=o.(t——-—..

Identifions à zéro : a“+ @: 0 donne pour a deux valeurs

a’=+v—_fi,
’

a"=—VÎ{î
d’où deux intégrales particulières

.
a" .v’

'—P1NCT: ‘P2N8__r (‘)
J—B étant réel et différent de zéro, la seule intégrale qui satisfasse aux

Conditions aux limites est «p,. Nous prendrons donc

a: a”'=— \/— (3.

: Ensuite
.

' nano: 0 donne ao: 0
o _

«a+a5+2am+a=o ' donne a1=—E+Î/=fi-2 _
D’où

K…= (— -;—
+

;/aÎ_Ç—)nfii.
Condition de quantification

l a .

——+—=—= entierZo
2 2\/_5 9 .(q, _)

OU -
E _ 1

m‘a—Q+?
résultat bien connu.

2° Mouvement ”de Ke'pler (atome d’hydrogène). — Une‘fois les variables
séparées, l’équation qui donne la partie R(r) de la fonction d’onde dépendant
du rayon vecteur r est de la forme

d*R dR
+Ë +<a+Ê—i—%)R=O,  dr" 217

avec
8n’m , 8 ’

“:_—h-‘r2h’ @: “h;n°ze=, y=—l(l+x) (lentierêo). (‘) Ici et dans toute la suite, le signe … est à lire ainsi : « se comporte (pour la valeur
. étudiée de la variable) comme... ».
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Intervalle de configuration : oârî+ oo.

Conditions aux limites (‘) : R= 0 pour r: 0 [toutefois, si l=o(y=o),
il suffit que R soit borné]; R-—>o lorsque r—>—l—œ, assez vite pour que

+œf RR r” dr ait un sens.
0

Le changement R = %V donne

V”+ <a+Ê+%>V=0, W’+W’+a+Ê+lzo.r2

Le seul point singulier est l’origine auquel on doit ajouter, pour le calcul
des K, le point à l’infini.

Calcul de K,,. — Posons W = a0+ % + . . ., (2) devient

a,
… @2a0a1——;—...+<a5+T+...)+a+;+….=o.,.-

Identifions à zéro : aË—l— et = 0 donne pour a0 deux valeurs

a3=+\/—_a, ’aii=_\/:7
d’où deux intégrales particulières

R,… iea’or, R… learnÎ‘ "

Si \/—— oc est réel et différent de zéro (E < o),”la seule intégrale qui satisfasse
aux conditions aux limites est R2. Nous prendrons donc dans le cas E < o (°)  ao= àz=— \/— du

Ensuite '

2a…,+fi=o donne a1=——-Ê-= 5_
2“» 2\/—a

D’où
K…= L2m‘.

2\/— oz—

Calcul de K… — Posons W = € + b0+ b,r+. . . , (2) devient

b b1
'

7———;+...+ '—2+--- +‘_2+---—0'" r I‘ 
(‘) Déduites des conditions d’uniformité et de carré sommable imposées dans l’espace à

la fonction d’onde. ' ' ' '

(2) Dans le cas E> o, la condition de carré sommable n’est pas vérifiée (domaine du
spectre continu).
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Identifiôns à zéro : —- b + b’+ y = 0 donne pour b deux valeurs

il,/= I+\/;_£lT’ bil= l_\/;_[iY,
d’où deux intégrales particulières

BIN rb'—1, R2N I‘M—1.

\/I—[|Y étant réel, la seule intégrale nulle (ou bornée si y=o) est R.,
'

à condition que \/ 1 — 4-y -— 1 go ou 750, ce qui a bien lieu.
. Nous prendrons donc b = b', d’où

Ko: _——l+V;_ 4Y 21n‘.

Condition de quantification

L=l+\/I—ÆY+
2\/—œ 2
 q (q entier go),

on, en remplaçant ac, 6, 7 par leurs valeurs et posant l+1+q=n
(nentierël+r)

2n2mozfie‘h=_ h2n2 ’

résultat bien connu.

‘ 3° Rotateur spatial-. — Après séparation des coordonnées sphériques cp et 6,
l’équation qui donne la partie ®(6) de la fonction d’onde est, en posant
cosô=E, de la forme

., dze .,do k(I _ç2) _2çŒ+ <Œ+ I_—_Ê>®=O,
 

?!
a

avec '

2

='%%£E, [c:—m2 [m entierâo].

Intervalle de configuration : — 1 ; € $ + 1 .

' Conditions aux limites (') : @ = 0 pour E = —_l— 1 [toutefois, sim = 0 (I: = 0),
il suffit que @ soit borné]: Le changement @ = ‘— V donne\/I-E'

I

VII+[ÎÎ_rz+(I__Î_Ç-Z—)Z]V=o ,

ga äk’ (k'=k+l).
I 2 _… _._——

W+WQ+—I—Ü+(l—Ei)2—O 
(‘) Déduites de la condition d’uniformité imposée'dans l‘espace à la fonction d‘onde.
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Les points singuliers sont les points +1 et —- 1 auxquels on doit ajouter,
pour le calcul des K, le point à l’infini.

Calcul de K.… — (2) s’écrit, au voisinage du point + 1, en posant E: 1 + e,

l 2 _l_,’_ ' ___l_ -—W+W+a( 28 4+°' .>+k<AÎ2 As+°")_o'
PosonsW=î—+b,+b.e+….,(2)devient

b b2 [c’ \
—Eî+…+<?+…)+ K_EE+…—o

Identifionsàzéro: — b + b’+ %
= 0 donne pour’b deux valeurs

b’=l+’/;_k=l+’/—k, b”=1—\/—k, 
d’où, pour l’équation en @, deux intégrales particulières

! 1— a'—- (:"—-
O. N e ", @. N e ‘

.

\/_——Ïc étant réel, la seule intégrale nulle (ou bornée si k = 0) est ©, .

Nous prendrons donc b = b’, d’où
1 ——kK+,= i%——21‘rz

Calcul de K_' . — On a visiblement
IL1= K+1.

Calcul de K,,. —— (z) s’écrit, au voisinage du point à l’infini,
] I I 2 .

W'+W”+a<—-;———+.…)+If’<;;+;æ+-..>=0. \"
€ € @

z ;;9

Posons W—__ ‘" +a?’.+ ., (2) devient
€

651 d? a
—r_2‘—nou+ T,î+oo- _:'—2'+009=00

@ @ &.

[dentifions à zéro : — a. + aÎ—— oc : 0 donne pour a. deux valeurs

, 1+\/1+4a ,, 1+\/1+[;a‘=—2_’ a‘=——z_’
d’où, pour l’équation en V, deux intégrales particulières

v.=z"‘P'<>’ “=ï“’P*(Ël’
Jñ'|

.—
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P. et P. étant deux fonctions
régulières à l’infini (si, du moins,,les séries

'

W.=_

%—
+. .et W.=a1——;.+ . sont conyergentes>-

L’1ntégrale qui correspond à notre fonction propre est, à un facteurconstant
près; dela forme V....—— V. + p.V_., y. étant a pnonquelconque, d’où

.-1:_‘ . W=IËY_= vil.…/2,

.__g. ,. (. ],
,

V_.P ]V._E[a.+0. E) V.:
@

’+O.(Ë> ,

O. et0. étant deux fonctions régulières
et, de plus, nulles‘a l’infini.

011
en déduit

avec.

ar_+O,+p(aï+Oz)v—i
1 W: ë

_

.

i
.

‘+ F*VÎ

""î"'aj‘vec‘l* =£—w+—TîR<È) R étant régulière à l’infini.
'

L’étude des points E=+1 et E=—I a montré qu’autour de chacun de
:

ces points la fonction W qui nous occupe est uniforme (‘ ). Elle doit donc être
_

unîf0rme à l’infini, ce qui implique (en excluant les cas p.: o et p.: ce qui
' - seront examinés à part) une première condition pour 01 : \

(4) ..'
_

'

\/1+[.a __ (entier).

Réciproquement, posons \/1 + 401 =p. Sip = 0, V. est à remplacer par

v;=r “_'1_“'î) =VL'=++:. (E)_ lIÏI(\I1____\}.2 1 _ î
)

“i'>_>ÿw{+%

Q étant régulièreàa,l’infini et l’on voit facilement que W ne peut être
unif0rme. Sip est un entier >1, les coefficients de W. sont calculables de

' proche en proche, tandis que ceux de W. sont indéterminés (p1mpa1r) ou en
général infinis (p pair) à partir de a,… (“ ). En exprimant alors Wà ]aide du
_se_i11W.:

e—-fwadî
—e"wdî

fe ] ’ dâ+e*
“_1—p 1+4k'—p2

_
. .

[W._ 25
+W +. . . ,

.U…*
. constante arb1tra1re], on constate que,

W : W.+  
- (’) On ne peut l’affirmer avec certitude que si le développement de W est convergent.

(‘-’) Les coefficients de W. sont désignés par a:, aâ, ..., ceux de W. par _aÏ, aÇÇ,
'

(les coeffic1ents de rang pair a'.'.. sont tous nuls).
.

Journ. de Math., tome XXIII. —— Faso. 4, 1944. , 4 I
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si p est impair, W est uniforme; si }) est pair, W n’est uniforme qu’à 1a_condi:
tion que a". soit nul, corrélativement, a' prend la forme 3 et lasérie Wp+1

est indéterminée (elle représente alors l’intégrale générale W, à l’exception
Î’

de W:) . . .

Cette condition (ap+,_— 0), qui vient s’ajouter à la condition (4) dans le càs
012 p est pair ( ), établit entre Ic’ et 11 une relation (4’) qu’il n’est pas besoin1ci
d’expliciter (2 ).

Moyennant (4) et (_4’ ), W est uniforme à l’infini quel que soit pf", de plus,
toutes les intégrales (sauf une) ont le même re'sza‘u et l’on peut écrire (en
excluant le cas u.*_—oo):

1 + \/Î—ÎÂËK..=a', >< 2'7ti= —=—2——27ri.
Condition de quantification

/ __
l—+———;+_“z

=1+V—k+q
‘

(q entierêo)

ou, en remplaçantoc et le par leurs valeurs et posant .

]m|+q=n (nentierglm'l),
./1+4a=2‘n+1 -

[ce qui satisfait à la‘condition (4)1<3),
etenfin

ai—n(n+1)‘,

résultat conforme à la formule de quantificationclassique (‘).
INFLUENCED’UN CHAMP rsnrunsnsua FAIBLE. — Supposons que l’équation d‘1(l) dæÈ—l—H(æ)aÿ=o

ait été étudiée pour H(æ)= H.,(æ) et soient il). une fonction propre,W la
|dérivée logarithmique correspondante. Posons

H(æ)EH.(a—)+1H.(æ), ' 
( ) La su1abondance de la condition ap+, =o dans le cas où p est impair est accidentelle

et provient de ce que, dans
l’exempleI

traité ici, H (E_) admet un développement pair.    ('— ) La 1elation (4’) s’écrirait: _’entier >o.
(°) ;) étant impair, la condition (1’) disparaît. On voit, de plus, qu’à l’infini W: W;n’aurait pas convenu, tandis que W: W. serait rentré dans le cas général.

d‘-’ . . d’(‘) On traiterai'tde la même façon l’opérateur de Fourier
8—52

et l’equat10n
d—æ":

— Eli = o

[intervalle : o-gæg [; conditions aux limites. : L]; (o) = ‘l‘ (l) = 0] après le changement
, . . . 1rx ,

prehmma1re cos—— =.g.!

«
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). étant un coefficient constanfsupposé petit. Il paraît légitime d’admettre
que, sous des conditions assez générales,‘a chaque fonction propre du premier
problème (dit non perturbé), correspond une fonction propre du deuxième qui
tend vers la première lorsque 7. —> o. A 410 correspond ainsi @(x, A) que nous
supppserons développablesuivant les puissances de >.

.. +:.p.+1ÿ.+…
…et dérivahle terme à terme.

—.

Nous ferons les mêmes hypothèses pour W
W:W.+71W.+. . ..

Il est facile d’écrire les équations auxquelles doivent obéir les termes suc-
cessifs W,,- . . .Substituons dans l’éequation (2)

\ 'wg+1W'+...+(Wä+aiW.W.+...)+H.+1H.=o

et égalons à zéro les coefficients des puissances successives de ). ( ). Le pre-
111ièr est nul par hypothèse, W0 étant solution de

“flo—‘l— “T‘â+ Ho(æ): O.

Bornons-nous au terme en ). (eflet du 1er ordrç)
f(5) .

. .. W;+2W0W1+H1=0
donne W. comme solution d’une équation linéaire.

Proposons-nous d’appliquer la méthode des résidus ‘a la fonction W du
problème perturbé. Notons toutefois que nous ne savons pas a priori quelle
solution convient pour W parmi l’ensemble des solutions de l’éequation (5).

SiWii.,
désigne le rang de cette solution (’ ), nous pouvons la représenter par

W(æ1 i‘°l)
Si l’ona le droit d’appliquer à W la formule fondamentale (3), on peut

.
écrire pour chaque résidu

K=f“rd:=fWodz+ljW-1d:+.. -=Ko+)..K1+.

Par hypothèse, K0 ne contient pas explicitement p…, rang de 1140 (ou de VW).
Supposons que, de même, K. ne' contienne pas eæplicztement 11. et négligeons,
comme nous l'avons du, les termes en 71“ et plus. On a, pour le problème
perturbé,

(Ko).+À(K1).=(Ko)a-+—7.(K1)a+(Ko)b+l(Ki)b+.…+q >< 2111, 
'(1) Le raisonnement,vaudrait encore dans le cas plus général d’une fonction H(x, ).)

développable suivant les puissances de )..
(’) Par rapport à deux intégrales particulières choisies une fois pour toutes.
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tandis que l’on avait, pourle problèmenon perturbé,
(K,)…= (K,),,+ (K,)b+. . .’+ q >< mi,

avec, pour g, les mêmes valeurs dans les deux cas (‘ ).
Les valeurs pr0pres E du cas non perturbé se trouvent ainsi remplacées par

des valeurs voisines E + 3E, 3E étant de l’ordre de ’A.

Remarques. — Dans le calcul des K,, on peut s’aider des remarques sui—
vantes : -

' ' ‘

a. Si W,, est de l’ordre de J— H,(z), W sera, en raison de la continuité
admise pour ’A = o, de l’ordre de

‘  —H0 XH1N—Ho_)t—V(+ )\/
N—’-Ho

Par suite, W sera de l’ordre de  A “!ou, ce qui revient au meme, de W -

On pourra souvent, grâce à ce renseignement, reconnaître l’intégraleW qui . ,

convient (voir l’exemple ci—dessous).
1). L’intégrale générale de l’équation (5 ) est la somme de l'intégrale

géné—
. rale de l’équation sans second membre

W', + 2W,,VV,= 0

[qui donne W, = 114132] et d’une intégrale particulière de l’équationcomplète…

Si donc %” admet un développement ne contenant pas de terme en% (ou
en _ , ”>, K, sera indépendantde p.,.

EXEMPLE(' ). — Efet Stark du premzer ordre (atome d’hydrogène). —- Si l’on
suppose un champ électrique uniforme, d’intensité F, parallèle à Oz, l’équa—
tion de Schrôdinger s’écrit ‘2 2
(6) A4)+8Tch,m°<E+-Zri—eF;)tp=o.

Une difficulté se présente.' il faut séparer les variables avant d’appliquer la
méthode, celle——ci n ’opérant que sur une fonction d’une seule variable (com—
plexe), or, en coordonnées sphériques r, 6, <p, elles ne se séparent plus (seul,
:p se sépare encore par suite de la symétriede révolution); il faut donc tout
d’abord chercher de nouvelles coordonnées pour lesquelles les trois variables
se séparent. —

'

-

'
/

) Si toutefois )\ n’est pas trop g1and
)Voir un autre exemple au 2° Complément, p. 325 et suiv.

((
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d._‘_ Séparation des variables. — On y réussit en prenant des coordonnées
paraboliquesE, 1], ça. Si l’on pose

“PU—î; m <P)=‘D(°P)X(E)Y(n)y

d d’ 2®
' . > E .

&<p se sépare immédiatement d_<p’ =—m , avec m ent1er =o . nsu1te et 71

se séparent et les équations qui donnent X et Y s’écrivent, tous calculs faits,
' 2 2

d<ïdx>+2nm°[E*+Zeî— fi—e—F-Ef—
mh

ë']X=0, îg ”ÎEÎ h 81t*non
d dY

_
an2 m., , eF

n—2
m'lh‘2 1 _a<e>+ , [E+w+— —w1<»

@ étant le paramètre de séparation. Ces deux équations sont de la même forme

d*f :d_f+(_…g+g_…___o, 
 

(7) ' ' ds- + d

si i’on pose respectivement
‘ ns={î, f={ë-

A”=î—“ÂÏ“E B=‘%”E(zezîeÿ, (:=—"Zi; ).=i7T!ZÊ°6F.

* b. Application de
la_

méthode] des résidus. -— En 'faisànt le changement

f= ËV,'(7) devient
'

V”+(A+B+%—ls)V =o [C’=C+â]-
Nous nous proposons de traiter Comme une perturbation le terme — ls

supposé petit (revient à supposer F petit).
Résolvons d’abord le problème non perturbé

W’,+Wâ+A+ E + % :o.
On retrouve l’équation de la page 310 (A, B, C’ ,W… 3 remplaçant respecti-

vement a, @, y, W,r),
En supposant 1 — 4C’êo (') (ou 02 à, ce qui a bien lieu); il vient, comme

conditionde quantification,
B

'

1+\/1—4C/ .__ = + ent1er 2 o ,
2 V—— A , q (q _ )

( ) Cette légère modification par rapport à la
page

311 provient de ce que nous avons

icif= ‘TV
au l1eu deR=—V.
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que nous devons appliquer aux deux équations séparément. Utilisons l’indice 1

pour l’équation en X, 2 pour l’équation en Y et remplaçons C’ par‘sa valeur B1 1+|m| .__ —— __ >
2\/—_A

_
2

+ qi (qi entier :0),

B.; i+lml .: —-——- ‘>
2\/_—_A 2

+ 9; (q, entier :o).

Ajoutons membre à membre pour éliminer @

B1+Bz
2\/-—A
  =1+]m]+q,+qun (n,entierê1+lm|).

Cette condition redonne la condition de la page 31 1 sous une formeéquiva-
lente (pour le voir, poser par exemple 91 = l—

|
ml, avec l entier _Z_|m|,

et q., = q entier 20).
Étudions maintenant le problème perturbé.
L’équation (5) s’écrit

W’, + 2W0W1—s=o.

Pour chaque résidu, nous chercherons une intégrale particulière parla
méthode des coefficients indéterminés, connaissant le développement de W..
Comme précédemment, nous ne nous inquiéterons pas de la convergence et

\' ' A I
pOI’ÈCI‘OHSnotre lflt€I‘€t «SUP le terme en ; '

Les points singuliers sont ceux de W., et de H,, C’est—à-dire l’origine et le '-

point à,l’infini. '

Calcul de (K. ),,. — On a trouvé page 310 (nouvelles notations)

W0=ao+fi+ rÏ—+… (i),
S S'

avec
_ — __ B

' _a,—aî—C’ao_—\/—A, (ll—""— zz)“, {lg—T'
(5) s’écrit donc, au voisinage du point à l’infini,

a a»

W'Ï+2<ao+_'s—’+Ë+...>Wi—S=O.
Il existera uneintégrale particulière dont le premier terme sera du même

. H . ,
ordre que celu1 de

W’—
s1 H4 ne s’efface pas alors devant W1. Posons donc

0 .

W4=bs+bo+%+. ..,(5) devient

b a a b
—;È—...+2<ao+ —â+s—î+...><bs+bo+î’+.…>—s=o. 

(‘) On doit calculer un terme de plus que pour le problème non perturbé. —



M_È_THODE
PERMETTANT DE TROUVER DES FORMULES DE

QUANTIF_ICATION. 319

Idéntifions à zéro .

Iaa,b——1=o donné b =—,
l’- . .

2ao.
fr—

‘

" b.+2(aobo+aib)=o donne bo=—l—Î—îaï,
.

'

_
ao

.:Î' .
_

' ' aob1+ mbè+ a.b= o . _“donne b1= ___—@+
MÉ_‘

3
za.,a__

:. _- _;. __
_

- » .

_

.

_

a;0 -

W. étant de l’ordre de \/'—Ho,'— la remarque a de la page 316 s’applique :

W doit être de l’ordre
de—W—

N&, Par ailleurs q;°°N ““°°‘. L’unique intégrale
qui puisse convenir est don“: ] ’intégrale particulière-ecalculée ci-dessus. Ilen

..1ëvlte que '
* 2 -

(K;),=b,xzm‘=———äani.
[:(—A)2

1H»»- ’——"

Czdculde(K, )… ——"Ona trouvépage310 (nouvelles notations)
'!.4 _

Wo: —+ao+
(5)s’écritdonc, au Ÿoisinàgede l’origine, .. ::: _r_:

:
'

&. 7 '_ W'1+2<—+a0+… ->W1_-°$=O_.
-:£°"ÏM{»_

' . . .

__
s ,

_

Ÿ‘*Ôn éstèonduit à cherà'Ïl‘ une intégrale particulière de la forme“" ' " W;=b,r+.
'

Comme Wo est de_ l’ordre de \/——H.,; W doit être de l’ordre deH— rv & ;

11n’y & donc pas de terme en-let (K, ).,——_ o.
La cor_ul_ztwn de qudntzficatwn 5’écrit alOrs, pour l’équation (7),a l’approxi—

mationretenue   :.‘.’
_z_. .-

., ,
_

'

3B2 C'‘ ‘ ' 'B' A .+VTŒI
,.J,'”'…_'. . -' . » '2‘/:—+)‘ _.= 2

+q.
__-_1

_J__
_ ___—_v.

_ 4(_A)2

Nousdevons l’écrire séparémentpour chacune des deux équations en X et

     en Y; il vient,_ en posant A = ”
[';—WF,

_

.

B

‘

__3ÎÏ_U l+_m_" ° +Â———î=———-+ (q1 eÎ1tierêo),
°V—A— 4<—A)°' "

‘3Bâ ,"
'

'

B: — A
_ ' l+îm ‘

'

.—Â——.=-———+L 2ent1erZo ..
2\/—_A [.(—A)% 2_

q2 (q _ )



320 , ROBERT MAZET.

Eliminons @,
_ ' 2__ 2 -

'

B1+B2 _îÂB_’.—È=I_+lnzl+q1+qun (n entierêt—l—lml).
%

Bî _ Bg .
————5 par sa part1e

_ (— A)î ‘

.

principale pour X N 0 (elle n’est autre que la valeur de ladite expression dans
le cas non perturbé). On a

Dans le terme correctif en X, on peut remplacer   B‘+B’Nn. B‘Î_Êîwqi—qm '
2\/—A 2\/—A

avec

B.+B.=“îf’°Zæ. 
On en déduit

BÎ—Bâ 32n‘(q1—q2)_ 
(—A)%

N (B1+Bâl3

D’où
B1+Ba_ 24"’(91f‘72)—_

[
24n3(q1_q2)î…

2\/—A—n+ (BI+B2)3 7._n I+ (B1+B2)3' .

En tirant de là A, développant la puissance — 2 du crochet jusqu’au terme
en 7\, remplaçant les lettres par leurs valeurs et simplifiant, il vient finalement

2712moZ‘36* 3'h2n(qr—q2)E=_
h‘*n2 8n“m°Ze\

F, 
formule déjà établie_dans l’ancienne théorie des quanta par Schwarzschild et
Epstein et retrouvée par Schrôdinger en Mécanique ondulatoi-re par une voie
différente de celle que nous avons suivie (‘ ).

l'” COMPLEMENT.

a. FORMULES POUR LE CALCUL DES nÉsinus. — On établit facilement les formules
suivantes qui dispensent de refaire, dans chaque cas particulier, les opérations
de développement indéterminé et d’identification nécessitéespar le calcul des K.

oc. Point à l’infini. —— Hypothèse
H(æ) N a…x’” (220% o, pèentier).

. 
#) La méthode utilisée par Schrôdinger, dite méthode des perturbations, donne non

seulement les valeurs propres modifiées, mais encore les fonctions propres modifiées. Mais
elle exige, dès le départ, la connaissance des fonctions propres du cas non perturbé et
nécessite des calculs longs et compliqués. Elle est, par suite, moins avantageuse que celle—ci
lorsqu’on ne s’intéresse qu’aux valeurs propres. Toutefois, elle reste' seule applicable
lorsque la perturbation fait disparaître la séparation des variables. --
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Si le pointfaitpartie de l ’intervalle de configuration (‘) :

pêo. KL=—fV—H(SldS—ËX2TÜ(:

(le radical désignant la détermination positive pour 3 = a: positif et très grand)
à appliquer lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales Wrv iJ— a.,æ"
donne une fonction

&lJ ayant le comportementvoulu (’).

P=—ï- K»=—f\/—__ +% ><21ti

(le radical désignant la déterminationpositive pour z =-æ positif et très grand)
Ii\/I—Aao 1

2 a:

        
à appliquer lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales W N
donne une fonction 41 ayant le comportementvoulu.

Dans le cas où les deux intégrales conviennent et où l’on sait, par l’étude
des autres points singuliers, que W doit être uniforme à l’infini

K=+/Ç\/—H(z)+—d5+â ><2m‘,

sous réserve que \/1 — 4a0 soit un nombre entier r > 1 (le cas 1 — 4a0 : 1 ,

qui correspond à a,: 0, est à considérer à part) et, en outre, que le coefficient de æ_("+“ dans le développement de W :
1:—ær + . soit indéterminé (de la

9 3
‘

forme 0) ( ).

pâ —2- _K,,= nui

à appliquer lorsque l’intégrale générale W N
5—2

donne une fonction @ ayant le
comportementvoulu (“);

K…= o

ao
2]? + _

x2P+‘ , et elle seule, à appliquer lorsque l’intégrale particulière Wm—
donne une fonction a]; ayant le comportement voulu. 

(i) Si'p est pair, nous supposons que a: atteint l’infini du côté positzfseulement.
(2) Il s’agit ici de la fonction q; antérieure au changement éventuel destiné à faire

.
* d .disparaître le terme en —”’- - - -

_dx .

—n(3) Exceptmnnellement, l’1ntegrale W: W +. . . ex1gera1t le Signe — devant _/ —

c . . , .f '

.. a . . , ,(”) Toutefons l’mtegrale paru—where Ww —
2

°
_
x"“"- donnerait un resndu nul.

[.
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Si le point ne faitpaspartie de l ’intervalle de configuration :' ' I l ,

[Î_—l. Kœ_+‘[\/—H(4)+A—zidæ+-äx2fil
(le radical désignant la déterminationpositive pour z = x positif et très grand)
sous les mêmes réserves que ci-dessus. -

p5—2. K,,=ani (1).

@. Point à distancefinie (a: =
ao).

— Hypothèse

H(x)… î,°p (ao7€o,p entier).

Si le pointfaitpartie de l’intervalle de configuration (“’) :

pZz. K0=+fV—:ÎÆÎÎ)dz+—Ëxani

(le radical désignant la détermination positive pour z_—— x:+ a) à appliquer
lorsqu’une, et une seule, des deux intégralesW N+—“_æa°donne une fonction _‘i'

ayant le comportementvoulu (3 ).

p=1. K0=+f\/—H(z)+A—L,dz+âxani
(le radical désignant la détermination positive pour z = x =+ &) à appliquer

Ii“ 1— a 1
'

—‘/2—[1—°ædonne une

.

lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales W N
fonction

<.IJ
ayant le comportementvoulu.

Dans le cas où les deux intégrales conviennent et où l’on sait, par l’étude
des autres points singuliers, que W doit être uniforme pour 2 = o,

1 l .

=—/‘/—H(z)+—,—îdz+— ><27n,
't," 45 2

sous réserve que \/ 1 — 4a0 soit un nombre entier r > 1 (le cas \/1 — 400 = 1,

qui correspond à a,: 0, est à considérer à part) et, en outre, que le coefficient
1 —— Ï' de æ"“" dans le développement de W = +. soit indéterminé (de la

forme g) (“).
PË 0- Ko= () (pas de singularité).

2.’L‘_ 
( ) Même remarque qu’à la page 321 ( ).
(‘-’) Si ;) est pair, nous supposons que x atteint zéro du côté positifseulement.( ) Même remarque quà la page 321 (2 ).
("*) Exceptionnellement, l’intégrale exigerait le signe + devant/c‘
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Si le point ne faitpas partie de l‘intervalle de configuration

p=1. , K.=—[\/—H(z)+—lëdz+âxmi
, (le radical désignant la détermination positive pour z=æ=+ &) sous les
mêmes réserves que ci--dessus.

pSo. 0: (pas de singularité).

b. RELATIONS ENTRE LA METHODE DES nEsmus ET LES MÉTHODES DE MM. BRILLOUIN,

WENTZEL ET KRAMERS. — La méthode des résidus permet d’éclairer d’un jour
nouveau les formules de quantification approchée pr0poséespar MM. Brillouin,
Wentzel et Kramers. .

La méthode de MM. Brillouin et Wentzel revient à tracerun contour fermé F
longeant le segment (x, , cv,) de l’intervallede configuration le longduquel H(œ)

[remplacé par——4122 y(æ)] est >o, et à écrire

(8) fWdz=q><am‘ (q, entierêo),
I‘

en assignant à W un développement en série suivant les puissances de la dont
le début peut s’écrire _ HI

Î<V—H—m+...>.
On voit que le principe de la méthode des résidus_est inclus dans cette formule.

L’identité devient complète si l’on désigne par I‘ un contour fermé entourant les
zéros “z. , z,, . . . de q; intérieurs à (C) et extérieursaux petits cerclesc’, c”, .. . (‘).

MM. Brillouin et Wentzel se limitent ainsi à l’hypothèse, communément
admise, où tOus‘ les zéros caractéristiques (°) de a]; sont réels et situés sur (a:, , x,).

D’autre part, ils utilisent des expressions approchées de l’intégrale du
premier membre, obtenues en limitant le développement de Wa‘ases termes
de rangs successifs, ce qui introduit un raisonnement délicat au voisinage des
points a:. et a:, où le développementest divergent.

La méthode des résidus montre que, si l’on admet que tous les zéros de al:

(autres que ceux qui se trouvent éventuellement aux points singuliers de H ou
à l’infini) sont réels et situés sur (m., as,), on a

fWdz=/Wdz—/Wdz—fWdz—.…,P ”0 'c’ c”

ce qui permet la quantification exacte chaque fois que l’on sait calculer les
résidus. ( ) Vozr p. 306.

(2 ) C‘est—à—dire dont le nombre est égal au nombre quantique q.
42.
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En remplaçant, dans la relation (8), W par ——H— 4H—H, on trouve la "
premièreformule approchéede Brillouin-Wentzel, —

‘

(9) '

.

.
2fr,t/ÿdæ=<q+ â>h.

,

’

-
Celle--ci est rigoureuse si y(z) n’a pas de singularité à distance finie, ne

s ’annule pas en dehors des points a:, et x, et est à l’infini (que l’on doit
supposer faire partie de l’intervalle de configuration) de l’Ordre de :’( ). En
efl'et,onaalors —

. . .

,

fWdz=/Wd7=—f“—Hdz—£Xani (*) '
'“_v«P o

'
c 2 -. .

__Hdz=_ï£î ‘ "
_"d.fev , h ><2]; ,1/y x

Si y(z) a une singularité à distance finie (par exemple, à l’origine),laformule (9) n’est plus rigoureuse.
_

La formule approchée améliorée proposée par Kramers pour le cas ou y a.
h* .t__.

-,
une smgularzté à l’orzgme revient à remplacer dans (9)y pary*=y—

1—63* œ"
‘

et x., 322 par x',, x., zéros dey*.
Elle est ngoureuse si, l’origine et l’infini appartenant à l’intervalle de

et

configuration, y est à l’origine de l’ordre de(ca, n’a pas d’autre singulañté_
à distance finie ou infinie et ne s ’annule pas en dehors des points a:, et a:, ( ).
En efiet, on a alors

[Wdz=fWdz—[Wdz=—
[J—Hdz—(f(/—H+dz+â ><2m‘

t/V—Hd5—l—f‘/—_H+r _

27Tl

=—f\/—H+Èd»+/\/—H+—do(=—_X2/æâ‘/Ï _IL'ôflgÆ'l—ad

( ) Tel est le cas de l’oseillateur linéaire harmonique.
(2 ) Voir 1er Complément, p. 320. V_H désigne la détermination positive pour a; réel et

très grand.
(3 ) Tel est le cas du mouvement de Képler et, plus généralement, d’une fonction de

‘)
  

a bforces de la forme ; + ;. (a, b : constantes). Noter que, h étant très petit, y* ne s ’annule
\pas en dehors des points æ’. et æ'2, très voisins de x, et ma.

(‘) Voir 1er Complément, pp. 320 et 322. Dans la première intégrale, \/— H désigne la
/ 1 . .détermination positive pour :; réel et très grand; dans la deuxième, V — H + Ü de51gne

la déterminationpositive po… x =+ s.( ) La déterminationposztzve à l’infini est la même que la détermination négatzve pour
’x=+ :, cm elle change de signe en contournant soit_l’origine, soit la coupure (Æ'-——-a:', ).
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En dehors de la détermination rigoureuse ou approchée des valeurs pr0pres,
les méthodes de Brillouin-Wentzel et de Kramers fournissent des expressions
approchées des fonctions propres qui conservent tout leur intérêt lorsqu’on
utilise la méthode des résidus. Elles permettent_en effet de se représenter, une

fois les valeurs propres déterminées, les fonctions propres correspondantà ces
valeurs. '

2° COMPLEMENT.

Application de la méthode des résidus à l’étude mécanique de la molécule
assimilée à un solide de Lagrange.

Supposons d’abord le champ électrique extérieur nul.
En rapportant la molécule à des axes Oyæyz de directions fixes issus de son

centre de gravité O et prenant comme paramètres les angles d’Euler tl), 0, cp,

on sait que les variables se séparent; on est amené à poser, v désignant la
fonction d’onde,

'

v : 0(6) eil“ll+f'<Pl (r, 1", entiers ê o).

L’équati0nqui donne ®(6) est, en posant cost) : E, de la forme

d—zo ,d0 k+fg _
(l—Ez)—CÆ—z—2QÆ+<Œ+ _ >@—O15'—’

87:2A A ,7

—712_E+<1_ë>1‘2
(l),

k=——(r"+r”), f= 21'r’.

 
avec

a:

Le problème est donc très analogue-au problème du rotatear spatial (’) et
ne s’en distingue que par la présence du terme en f E .

Intervalle de configuration : — 1 g£g+ 1.
Conditions aux limites : ®=o pour E =i 1 [toutefois, si T=T'= o(lc=]:0),

il suffit que @ soit borné]. Le changement @ =
_I_£-

V donne
vr— '2

V”+
[__“_.w

+ k_“’Îfq_—Ê_]V=O1—; (l—ê')2
« F—Ff”

(Æ:=k—+I)
! 2 '-3 _W+W +—1_E2+———(1_Ê)2_0

Les points singuliers sont les points + 1 et — 1 auxquels on doit ajouter,
pour le calcul des K, le point à l’infini. 

‘ A et C sont les moments principauxd’inertie.' ( )
(’) Voir page 31 1 et suivantes.
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Ôalcul de K+, . —— Si l’on pose €: 1 + e, il vient

      
_ k'+fH(E) _? + . . .

Utilisons la formule du 1°r Complément, page 322 (le point fait partie de

l’intervallede configuration, p = 1 , al,:
k—Î£> _

L1=+/\/—Ælî——:f… +—g><27ri,

car, seule, l’intégrale W … LÎl/I_Z_Ï__f :—
donne, en supposant \/1 —— [c’—j”

réel (1—k’——fä0, ce qui a bien lieu), une fonction- @ (N s—ïeflvde) nulle .

(ou bornée sik=f=o). … .

Onaaussitôt;

\/;. kl+j+___+_l_=…+___,  
452 .’4 52 25

d’où \
_ '

\/ . — ’f’—f ! .K+1_ <—2—— + ; 21rz.

Calcul de K_. . — On trouve de la même façon

K—1=Œ<W__Æî_f+

2)21r[_

CalculdeK. —H(E)=— —

Utilisons la formule du 1°' CÂmplément, page 321 (le point ne fait pas partie
de l’intervalle de configuration,p=— 1, a.,=— et; W, uniforme autour de
+ 1 et de — 1 , doit être uniforme à l’infini) '

a I 1 .

K…=+/\/.-+…+—,,dë+-—Xflftc,-c @" fm %

sous réserve que \/1 + 401 soit un nombre entier r > 1 (‘) et, en outre, que le   
' - ! I+r ° ' r _coeffic1ent de €*”… dans le developpement de W =

2.: +. . . s01t 1nde-
terminé.

On a aussitôt
(1 1+ et;+…+ ., —V_4+.…. _ _422_ 2;—

D’où

K…=<V_I_+Aa+ ;)27ri.2 
(‘) Le cas \/1 + Aa =1(_a: 0) est à considérer à part.
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Condition de quanùfication vm+l=mfl_l+…+î+q (q,entierâo),

2 2 2 2 2 2

\/1—+—40!=V1_—If'““f+\/I”"'—‘"f“’“°‘q"'"I
=|r-r‘|+lr+r’l+zq+r
=2(q+r*)+1
=2n+1, -

enbosant
r*= ”__—T-I—IËJ—Tfl: n=q+r* (n, entierêr*') (1).

La condition J1+ 4a entier > 1 est satisfaite pour n21 de nième que la
condition relative au coefficient de E“_‘"“’ [ici E““”*”].

On a finalement '

a=n(n+1) (n, entier 27* et 21),

h’ h2 ‘1 1
'__ _ _ __ _ 2E_8w°An(n+l)+8nz<C A)r’.

Examinons à part le cas n= o(oc = 0):
On a forcément œ*=o, T=T'= o, k=f=o.
Al’ihfini

« .

>

H " =—I.——=-I—
.

(€) (1—&*)‘ ä*+
D’où K,=21ri (2).

'Au pointE=+1
I

H(E)=æ+..…
D’où

K+,:%xzm‘ (=).

De même
{

«I .
…. K_,=-2— >< cm.

La relation de quantification 1 =
à + à

+q est vérifiée pour q=o. La
.valeur n = 0 est donc acceptable. 

(‘) f* est la plus grande des deux valeurs IT] et
] t’ [.(‘) Voir page 321.

(°) Voir page 322.
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INFLUENCE D’UN CHAMP ÉLECTRIQUE FAIBLE. — Supposons l’existence d’uneha‘mP
électrique uniforme de faible intensité F parallèle à l’axe Oz.

En désignantpar p. le moment électrique de la molécule (moment parallèle
à l’axe de révolution Oz. ), on doit tenir compte d’une fonction de forces

p.F cost): pLFE.

L’équation qui donne ®(0) s’écrit maintenant

d*0' dB , k+f£__r‘z __ _ _(]
Q’d£’ 2E Œ+<a+lç+ 1 £2)0_0, 

'

:
avec X = 8”ÎA uF supposé petit, et l’équation en W

a+7£ k+f£ __ W’+W*+ —01
1—52 0-5”)2

Posons
W=“ÏO+J\W1+-oc

avec
, a [(+

EW0+Wä+—Tê+——,fe—'2=o. ,

' I—‘ç (l—c) ,
.

_
On a, en se limitant au terme en X (eflet du I" ordre),‘

, " '
:p…

(10) W1+2WOWI+Î—g—=o. _

E‘!

Les points singuliers sont toujours + 1 et —1, auxquels on doit ajouter,
pour le calcul des K, le point à l’infini.

Calculde K_. — Wo= a—’ + %.Ï+. . ..
€

En portant dans W;+ Wâ— %
+

513
+. . .= o et identifiant, on trouve

_al+aî_d=0, d’où a]=li—.‘/_;_i—_Æ.—î
(|),

—2a+2aa+f:o d’où a=——f—,
2 1 2 ; : _2(a,—1)

en supposant toutefois a, yé 1, ou a 75 0 ("‘). 
(‘) Voir page 312 la remarque sur le développementde l’intégrale générale W.
(*) Cela exclut du raisonnement la valeur n=o pour laquelle a, serait indéterminé(f:0).
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L’équation (ro) s’écrit alors, au voisinage de l’infini,

a a 1 1

W',+2(%+;Ë+….>Wi— ;——;;+.…=o.
€ € € @

Posons
6W,: b.,+ € +. ..

et iden tifions. Il vient
2ab——1=o d’où b=—»l 0 ) 0 2a‘

— b1+ 2ÿ(a,bi+ agbo) :O,

261250 _ az Îb =- _— = ___O’ Gai—l a,(2a1—1) 2aV1+ûa
  

Comme %”rvE“’“* et que, d’autre part, 2a,>1, (K,)°° est indépendant
de p.(')etl’ona '

K…=(a,+Àb,)zni=<li+’/I+4a+ L>2ni., 2 zaV1+ûa
 

Calcùl de K+. . — (ro) s’écrit, en posant E: 1 + &,

WQ+2W0W1—————...:o.
.

—— . ,. H '

Comme W0 est de l’ordre de \/—— H.,, W1 d01t etre de l’ordre de —‘— m const. ;
0

. I , o ; ' AIl n’y-a donc pas de terme en E’ le re51du complementaire est nul; de meme
pour K…..

Condition de_ quantification(cas perturbé)   _ /_ _ /1+'1+4a+ 7\f =\/_l k f+l+V_l_Æ—___f+l+q (q,ent1€rêo),
? 2aV1+4a ? 2 2- 2— Ïf * .V1+4a+———=z(g+r)+1=zn+r (n,ent1erêr).

aV1+4a
On peut, dans le terme correctif en 7\, remplacer Îf_û par sa partie

oc 1+ a
principalepour )\ mo, autrement dit remplacer et par n(n + 1)

' —_ ).j ‘A]V1+ÀŒ_2n+I—m(zîl—)ÿ (2)‘a=n(n+1)————2n(n+w 
(‘) Voir la remarque b de la page 316.

' (') En négligeant les termes en P et suiv.
Journ. de Math., tome XXIII. — Faso. 4, 1944. 43
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_

D’où finalement
h2 h2 1 1 pm“+ + _ .. __ _ 2_ 1= _LE

871-

La valeur n :o, pour laquelle on est nul dans le cas non perturbé, est exclue.
La méthode ne permet pas de calculer 8E dans ce cas (“‘).

(‘) Ce résultat a été trouvé par Fr. Reiche (1926) par une méthode beaucoup plus longue.
(2) En reprenant l’étude dans ce cas particulier (r:r'=k=f=o), on constaterait

 
que le résidu complémentaire (Ki)°° dépend du rang p., de W“

—‘. ç_' _

'Ê?ÿ‘ë "‘Ù\È‘
'

“â «_": l
) ‘il

"‘ '

-ç3 \
\,.

. . '

ç,' ‘._ ,//.
///l)H \\ "?   

 
 


