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SUR LA THEORIE DES MILIEUX CONTINUS EN EQUILIBRE LIMITE. 77  
Sur la théorie des milieux: continus en équilibre limite

et sur la théorie des voiles minces;

l’AR AnnnÉ (EI—IABBUEAU.

I. —- Introduction.

Nous allons exposer les bases d’ordre analytique de la théorie des milieux
continus isotmpe: en équzlzbre li'mzte plan et celles de la théorie des vozles
minces(‘ ).

Le paragraphe II de ce travail renferme diverses considérations dont nous
ferons l’application, dans les paragraphes III et IV, aux deux questions sus-
indiquées.

II. — Considérations préliminaires.

Soient les trois équations
. .

().5| ():-_; _ ,

(‘)_ ;).—1: + (TV
_ X,

’ ():-1 ()53 _… 5+w—“
(3) . F(æ, y, z,, :… 5;;) = 0,

où :. , s,, :, sont des fonctions inconnuesde x et y;
_X et Y, des fonctions données de x et y;
F, une fonction donnée de a:, y, ::., z._,, :…

Posons
- ‘«)F , «||—‘ ar ar(4)

()), —‘l \”1 _ __ —— | . _ ',

Dans les formules (4), les dérivations sont faites en regardant x, y
sa,".… comme des variables indépendantes.

7:| 
(’) Les ingénieurs appellent « voiles minces » des pa|0i5 dont l'épaisseur pout èln

regardée comme infiniment petite par …t à lenus auues dimensions. Ils admetten
que, en chaque point, les contraintes ont s…œesçlans le plan tangent à la Slllf£lu
moyenne du voile.

___—_!
,
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Dérivant (3) par rapport ày, nous avons
():. ():, J: -, )

1 _ ) )__ __—_ = . , .(.)) l,+l dy +1"dy+l dy o. "
Posons

'

_ di+/;_—_] __(©)
_ W '—Pi,i>

()“l-1 __(7) »

‘ m—°‘M
Supposant

(8) P3#”:
J

éliminons
%î—’

de (2) au moyen de (5) et, dans P,, P,, P,, P_,., 1‘emplacons—z21

par une de ses valeurs, en fonction de a:,y, z,, z,, définies par (3). OnpourraitÇ
évidemment, moyennant une hypothèse différente, procéder. d‘une; (autre..

dz,ou r n o - - (); . ôAZQ
' ""Si — “s'man1ere en el1m1nant s01t :, et —’, so1t zo, —.—-et — au lieu de ‘z',et -—‘-'—’ “"""

' dæ ! 050 d) .,: a ',
—xuith" '

Nous avons ici . .

‘

.“ . 1,1-
<œ pm+ww—X=w . »". —.’nna
(IO) P:1ïîïl,o_ P1]’o,1 _ Pzwu,1— ()'P:;+ Py): 0- ; _._.,a;ïf_

Notre problème est ainsi ramené à l’étude, pour chaquesolution 2, de (3), .

dun systéme de deux équatzons lme'azres aux dérivées partielles du prem1erordre
de deux fonctwm inconnues,:, et…,, des deùæ vanables a: ety. ‘ ,

Considérons, dans le plan æ0y, un arc de courbe, C, coupé en un seul point
par toute parallèlea Oy. Posons, pour cet arc, "

(11) il: d)’

et
(n) A=mw+rw+va'.'”ffv f_“*f'

L’application au système (9), (10) de la théorie des systèxflemd?équafibns
aux dérivées partielles du premier ordre conduit aux résultats suivants,”
l’on peut obtenir aussi, directement, en raisonnant sur le système pattîCuñer
considéré. - - _

Les données sont supposées vérifier les conditionsd'analyticitéqu ’exigent
certaines démonstrations indiquées par la suite. -

_

.
… ?

' \»

PREMIER CAS. —— A # o. Donnons-—nous arbitrairementl’arc C et lesqvaleursde:, et :, le long de cet arc de manière, toutefois, que nous ayons A ;£o.
On démontre qu’on peut déterminer, pour tout point (x,, y,) de C, une

série entière en a: — cc,, , y—y,, uniqueet convergente, représentant5, et une
série entière en a: — x, , y —y,, unique et convergente, représentant s,.
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‘

_— -Deux1Eua CAS. —— A = 0. Si, le long d’un arc C, on a

(. 1153 )4
.

_

A = o,

C appartient à une courbe caractéristique(') du système (9), (10).
Désignmis par p.. et y., les deux racines de (13). Ce sont des fonctions de w, .

y, z. , z, que l’on peut déduire des données. On a
‘ " -' P. P…” 1h+ {l'—_ rfn ms.: 1;-

Les courbes caractéristiques ne sont réelles que dans les domainesoù l’on_a
(15) Pâ—4P,P,go.

Nous supposons p., différent de p...
Nous appellerons courbes caractéristiques de la première famille celles qui

_ correspondentà p.. et courbes caractéristiques de la deuxième famille, celles
qui correspondenta u.,.

,Considérons, par exemple, un arc, C, d’une courbe de la première famille.
Pour que ron puisse déterminer des valeurs prises sur C par les dérivées

'

partielles premières de z, et Z,, ou doit avoir sur C‘
' (36;) -

’
.

" l)1'dzl _
I’31J—1 d:: + [_P1 X +P—1(Yl)3+ P\)J dJ«': U.

Il s’ensuit que, pour que ce calcul“ soit possible, les valeurs de ac, y, :.., :,
sur C, fonctions d’une seule variable, a: par exemple, doivent satisfaire à

(17) _ dy—p,dæ=o
età(iô).

Nouspouvons choisir ces valeurs des dzverscs mamères indiquées ci-après :ir;
.:. ,» . . ‘ i | (l) .

fd. Donnons—nousy en fonction deæ; Ïz est alors une fonction connue de a:;

d’autre part, pt, est une fonction de a:, y, :., z2 déduite des données; nous
. .

' ddevons prendre, pour la valeur de :, sur C, une fonction de a:, y, _—y et :.
.

- da;
satisfaisant à (17); et, si nous portons dans (16) cette valeur de :.._., puis si

.
_

' dl _nous remplaçonsyet à par leurs valeurs en fonction de a:, nous obtenons une
équation différentielle ordinaire du premier ordre qui donne, pour la valeur
de s. sur C, une fonction de a: dépendant d’une constante arbitraire. 

(1) Dans les théories des systèmes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre
et des équations aux dérivées partielles du second ordre, lorsqu’il y a deux variables
indépendantes a: et y, on appelle souvent « courbes caractéristiques » soit les lignes

, situées sur les surfaces intégrales et constituant les supports des multiplicités caracté1is—
tiques, soit les projections des dites lignes sur le plan æOy (la p10jectionétant faite paral-
lèlementa l’axe des :); Ici, il s’agit de ces projections.
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b. Donnons—nous:, en fonction de a: sur l’arc C, sans nous donner celui—ci;
les deux équations (16) et (rficonstituent un système de deux équatio‘ns'difl'é4
rentielles ordinaires du premier ordre aux deux fonctions inconnuesy et z, ; ce
système détermine les valeurs de y et z, sur C en fonction de a:etde deut_
constantes arbitraires. Résultat analogue si l’on permute les rôlesde:,“ et
de z,. ' ‘

Tout système de fonctionsæ, y, s,, :2 d’une seule variable satisfaisant à (16)
et (17) est une caractérzstzque d’ordre nul.

Désignons maintenant par

E., le membre de gauche de (9);
E… le membre de gauche de (10);
(!E, dE.;
d_y—i et…dy‘

les fonctions z,, z,, et leurs dérivées premières étant supposées remplacées,
préalablement dans E, et E_ par leurs valeu1s en a: ety; __;,,j

dlE t dE? ] * 11 s d dérivé s
c—i-l—Êiet‘ÎiE—i.

n r nf
,

t u l1ié
i

(… e ('ä'ÿ' es pat 6 es e dy‘ e e erman & en
_

dérivée partielle du (1+ 1)“"ne ordre de z, , ni de z, , par rapport à xety

, les dérivées partielles du i'°“‘° ordre de E et E, par rapportay_,l

 
Les valeurs sur G des quatre dérzvées partielles du premier ordre de :, e£-z,'

doivent satisfaire aux cinq équations
E1=O, Ez:0, . '

-— YI'1.“Î,_

(18) (P1.o+Po,1Pi)délf“—‘dzn
A

(151,o+ 550.1 p.,)dw=dz,, '

'-
dE dE

Pldpo1l_P3pfidwüî+l.Pî<—1)—F1(Îÿ)]dæ=o.dy

Les quatre premièreséquations (18) se réduisenta trois distinctes. Ô11peut
tirer de celles——ci, pourp, ,, m, ,, , m,, ,,des expressions où, des quatredérivéeg)
premières, ne figure que p,, ,. Et la dernière équation (18) devient une équa-i
tion différentielle ordinaire du premier ordre dans laquelle a: est la variableet
la valeur de p,, , sur C, la fonction1nconnue. L’intégrati0n de cette

équati0nintroduit une constante arbitraire nouvelle. .
De même, les valeurs sur G des 2(n + 1) dérwe‘espartielles du n“"“’_ ordre de

z,
et de@, doivent satisfaire aux an + 3 équations

dll—l E1 du—1X ,

, ;! .W EP1,n—4+Œo,,,—*
}ÙTÎ

:(),
d”“‘E dll—lE
W;T2— Pswi,n—1'— P1Po"_ P250,"+ ( °d_yn—1z>

:: O’,
[ .( 9)

(Pi+1,rt—i—i + P—1Pi.n—i) dû) = dpz.,._1_i (!= o, 1, . . ., n — 1),
(@+1n-z-1—l—p,w…_,)dæ=dwin_,_i (i=o, [, _ _, n…1))

1 P1dPOn—‘P'SP'1 dmon+Lp (ddIlË—:>_— P'1 (d_d'3Ez)ldæ=o
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. Dans le système (19), les quatre équations

dti—1 E1 dn—1 E2—— : o, _ : o,dyïl-Î dy"-i
(Pi.n—1 + P—‘1Po.n) dT= dPo,n—i; (UI,n—1 + PIG—70,n) d-T= dÜo,n—I'

se réduisent à trois équations distinctes et les 2n+ 2 premières équations se

réduisent ainsi à 2n+ I équations distinctes. On peut tirer de celles—ci, pour
:, toutes les dérivées d’ordre n à l’exception de p., ,, par exemple, des expressions
où, de toutes les dérivéesn‘°“‘°’, ne figure que p,, ,,. Compte tenu des calculs

_ précédents, la dernière équation (19) peut être regardée comme une équation
. difi'érentielle ordinaire dupremierordre dans laquelle a: est la variable et la
:;väleur dep… sur C,_ la fonctionInconnue.
' L‘intégration de cette équation dij‘érentieüe introduit une nouvelle constante

? arbitmim; et il en est ainsi à chaque stade des calculs.

L’équation (16) et la dernièreéquation (18) sont des formes particulières de
> la;dernière équatibn (19).

En résumé, le problèmede la détermination des séries ;, et z,, pour A = 0,

présente les deux cas suivants.
a. Les valeurs le

dlong
d’un arc C, en fonctionde a:, que l’on se donne pour _,)f

z,, :, satisfont àd_: p., sans satisfaire à (16), ou satisfont à -Z—y—: ,a,

_ sanssatisfaire à .l’analogue de ( 16) correspondant à p.,, le problème est alors
, ànpossz‘ble,

ii.-b; *Les valeurs le long de C, en fonction de a:, que l’on se donne pour y,
z,, :, satisfonta—

dy : p., et à(16), ou bien‘a d——__ p., et à l’analogue de (16),
la Problème est alors indéterminé dans les conditionsqui viennent d’être précisées.

On peut démontrer la convergence, sous certaines conditions, des séries
obtenues dans le cas 6, notamment en rattachant ce point à la théorie des
équations aux dérivées partielles du second ordre à l’aide de la remarque
suivantes

=RBMARQUE. — Soient P(æ, y) et Q(x, y) deux fonctions déterminées de w
et y telles que

(20)
_ d—æ_X, îÿ._Y.

Posons
—

' ô“D ’ “D 620(“) —‘1—— 553+P; »2—“ W) »::—ÏJÇ;ŸQ,

où (Il est une fonction de a: et y à déterminer.
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Ces expressions (21) satisfont aux équations (1) et (2); et, en vertu de (3),
on doit avoir

d’ (I) ÔË‘D ()‘34D
(112)

F""<
)? )_()-1—().rd_ï,fi+Q)—O.

Posons

QË— {Lu—__) È_ Œil—_, Ë_-—- 22—E—“Î‘@,
— ,, — _ a, — "‘ {… —f

—’ …, — ,,a _ '

L’équation (5) devient ici

0 faut» 'a1> , a=<1> aux» ao(43) P1 Î)Ë+äÿ>—IÈW+P3 (;)—r’)(Ï +—à.—Ï>+P,-=0,
étant entendu que, dans P., P,, P;, et P,, on doit remplacer

;- 020 )—
_.1 par

}Î_Î‘Î
+»l _ ([+ P.

_ ar _ â“D __ ,"" P d;rày— ]'
:, par une fonction de q + P, 1), af, y, solution de (3).

L’équation (23) s’écrit
(ÎZ[|) P;;Ï' — PQS + l)|l +])1îî—P + p3Y_ + I).": O,

équation lznéaire dont tous les coefficients sont des fonctions connues de cv, y,
p, q seuls.

C’est une forme particulière de l’équationde Monge—Ampère.
Les courbes caractéristiquesde (22) et de (24) sont identiques à

cel,lesd'usystème (9), (to).
Supposonsque nous nous donnions les valeurs de z, et de 22 le long d’un arc

de courbe n’appartenantpas à
uàne

courbe caractéristique. Nous avons aussitôt

-k‘,\\\\

les valeurs de 11: g— et de q_— —ïle long de Cet arc et nous en déduisons celles
de u le long de l’arc, à une constante arbitrai1e additive près. Celle‘-ciso
retrouve dansla solution de (24), attendu que cette équation ne renferme pas…
La constante arbitraire est, par suite, sans effet sur les valeurs des fonc-
tions :,(x, y)—__ q+P, :,(æ, y) =—p qui sont les véritables inconnuesdu »

problème.

III. —- Èquilibres limites plans des milieux continus isotropes.

L’équilibre est supposé limite en tout point. Les forces et les contraintes
sont indépendantes de la coordonnée : du système trirectangulaire Oæyz
choisi. -
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Considérons le cas d’un milieu isotmpe hétérogène. Nous supposons que la
courûe inm'mèçue (‘) relative à tout point (a:, y, :) du milieu est représentée
par-une équation dont la forme est indépendante de la position du point et
danslaqudle les deuxparamètres a: etyfigurent commeparamètres (°).

' La contrainte-s’exerçantsur les éléments de tout plan perpendiculaire à
l’axe(les x est une’contrainteprincipale, dont la valeur est fonction de w et y
seuls. Elle est supposée comprise entre les valeurs des dtux autres contraintes
principales.

L’étude'a faire se ramène donc‘a celle du milieu dans le plan aO_).
Les compressionsseront considérées comme positives.
Désignonspar
N_…,la composante normale, comptés positivement dans le sens Ox, de la

_

contrainte s’exerçant sur l’élément dont la demi—normale intérieure est dirigée
suivant Oæ; '

N,, la composante normale, comptée positivement dans le sens Oy, de la
contrainte s’exerçant sur l’élément dont la demi—normale intérieure est dirigée
suivant 0y,

T.… la composante tangentielle, comptée positivement dans le sens Ox, de
cette dernière contrainte, .

X et Y, les composantes, rapportées à l’unité de surface, de la force exté-
rieure, qui est supposée pouvoir varier dans le plan xOg.
Posons

(25) ' m : _N_"'+l\". .
'.).

L’équilibreétant limite partout, la circonférence de Mohr, de centre (m, o),
passant par les points (N… TJ,.) et (N,, T,,,), est, pour tout point du milieu,
.tangente à la courbe intrinsèque relative à ce point. Il s’ensuit que son rayon
doit être égal à une fonction donnée, a, de m, a: et y.

On a donc
âN.L‘ âTa:_\' __ r

, d'I… «)N. _ .."”. . $ +
737

-— ‘»
(28) (N1.—— N,.)2+'4Tîy—4aî(m, æ,y)=o.

a,*re‘gttrdée comme fonction de m, a:, y, est donc une fonction donnée de m, a:
et y, mais m est une fonction inconnue, à déterminer, de x et y. 
( ) Pour la déflnztion de la courbe i'.nhmse‘que, voi1 CAQUOT, aqui/ihre des massz_'fiv â

frottement mterne, 1934, p. 1 et 53a 57.(’ ) CHARRUEAU, Sur les équihbrev li'mztes des milieux continus (C. R. Acad. Sc.,
8 décembre 1941, p. 820 à 822).
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Le système (26), (27), (28) est analogue à celui des équations (1), (a), (3).
Soit (V, ”E) le point de ta‘ngence, dans le demi—plan æ>o, de la courbe

intrinsèque l‘…. relative au point (a:, y) et de la circonférence de Mohr, de
centre (m, 0), relative ausSi au point (av, y). v et *: sont des fonctions de m, -

x,y faciles à déterminer et que nous regarderons comme connues. -

’

Les quantités..., :… z,, P,, Pa, P,, P du
paragraphe

II ont ici les Valeur-‘s
suivantes ,

»l
(29) ' 'Zl=Næ) 52=Tmy, ;,,= _Y) .

' " _, .”:
,

(30) ‘ P— 2 (N'_N_)_Qa_Ôa(m,æ,y)
A

. '. '

1— "T ’ dm ’

(31) » P.}: 8'Tæy,

(M) 'P,= ——9DN…——N)+aafiïfiäälq
. ‘ôa(m a: y) à _ ” "__) ___— _,, ' _ f .(33) | ,-— 8a dy

_

,
'

, /\
On a '

,
'

(34) .
- u?=(m-.—v)fi+ç2

et
'

ada(m, ac, ) )(35)
dm

_àv(m, æ,y)+TÔT(I?.Zi 39: J'l_
dm

_

…dm
=(m——v)h

Si tango est le coetficient angulaire, par rapport à l’axe de ]”IJ,,de la
tangente à cette courbe au point (v, ”t), on a ' (36) ô‘r(m, a:, y):ôv(m, a:, y)tgdm dm

_

et
(37) m —v=rtgcp. {_l"'_L"';‘V

La formule (35) s’écrit donc

ada(m, æ,y)._ _(38)
a—-———-ô—-”z—— , V.

Posons _
(39) N;—v=£, Ny—v=n.

.

Compte tenu de (25); (38) et (39), les formules (30) et (32) deviennent
(40)

_
P = — 4m

'

(41) ' ' = … 45

Les équations (13) et (16) s’écrivent ici
(42) £p*—2T_…p+fl=0
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et
(13) n4Næf—£pidTæ_.——

:
nX—

mLEY—1—aa"_“L'%y_æ_ü] î'dx=o.De … . -.

':‘3+
<———NŒ+

N" :— v)'= ___—(N“:N,)— + T;_.,
2 ,.

,-ontire

(4À)m ,
T;,.——

_

rê=_(N,-»)(N———v)=£n.

Les cieuxracines de (42) sont \
hi) .…

_ ‘

ii
:.

ZT.1:v'—‘ ': . 'l‘.r‘—+T
(45) '

.'
" Ft=.-+Î: r.U-2=

"E
-

.îs‘hjes _éqflations des caractéristiquesd’ordre nul, sont :

…pour la première famille de courbes caractéristiques,
.".. . ‘‘);,— ‘.1îÎ«."Î

'

1461
.f,1ä‘i '

dv—p,dæ=:o,
,. 2__aâa(m œ, )

p,dN,—fl_,.,._[F,X—Y_Î—à’Î—y—]dæ=o 

,\:et,_pour la seconde famille de courbes caractéristiques,
._,.-\ … .

- dy—pgdæ=o,
(491)15=. ‘ ...” Ç

.

P_1idN_r—ffrmyfi
[‘.]..‘X—

Y ——
ÆË—Ëîjæ,_y_)—]

(11:20.

E, n,} p.. , y., sont des fonctions connues de N… T,… a: et y.
Ces résultats obtenus, voyons quelles sont, dans le milieu, en un point

quelconquedu plan æ0y, les directions des lignes de gli.ssement
Désignons par 0 l’angle que forme avec le demi——axe des a: positifs la demt-

_normale intérieure d’un élément.
L’effort tangentiel sur cet élément sera compté positivementdans le sens de

la demi—droite0 — ;- Pour deux éléments de même direction ayant des demi—

normales intérieures opposées, les contraintes ont leurs composantes tangen-
tielles égales, en valeur algébrique, et il en est de même évidemmentde leurs
composantesnormales.

Soit tango: le coefficient angulaire, par rapport à l’axe des a:, de la normale
à une‘direction de glissement.On a '

v—__ Nœ cos‘a + N, sin%z + 2Tæy sine: cosa,
. . — . .if =— (N,-—— N,) s1na cosa — T…,(cos‘-’oz -— s1n‘3a).

On en déduit
&: Nœ— »: [(N…—— N,—) sinoz — 2Tæ_,cosa] since,

et -
…

_
Tr.—4.7:—[(N,v—Ny)sina——2T…cosa]cosa.

Jour». de Math.. tome XXIII. — Faso. 2, 1944.
‘ 12
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_ :— T:ry _

1.

Les directions des éléments correspondants ont des coefficients angulaires
égaux à  

On obtiendrait encore ce résultat facilement au moyen d’une figure de.
Mohr. * . -

'
4

Ainsi donc, en tout point, les éléments de glissement sont dirigés suivant
les‘ directions correspondant à p., et à p…_. des formules (45). ‘

Les courbes caractéristiques se confondent donc avec les lignes de glissement.

Les composantes des contraintes sur les deux éléments, de demi—normales
intérieures opposées, dirigés suivant la tangente à la courbe caractéristique de
la premiere famille sont égalesa v et”:

Les composantes analogues, relatives à la courbe caractéristique de la
deuxzème famille, sont égalesa v et — ..

Les autres considérations du paragraphe 11 relatives à la résolution du pro-
blème de Cauchy dans le,cas où le système de solutionsest unique 011 dans 'le
cas de l’indéterminati0n s’appliquent ici, également, d’une façon immédiate.
Il en est ainsi notamment de la remarque finale dudit paragraphe 11.

REMARQUE. — Dans le cas partzculier de milieux homogènes, on a

da(m, .L‘, ))
()) (::).

Les équations (46) et(fi7) deviennent

l dy——wdx=h,(49)
) mv dT

, , __
_‘J“‘l '—:l"—‘ ' .—_‘11—(P-2\—\)dæ_0

et
d —— d :: ,

(50) 7 P2 ‘” °
lp.1le—Œ,—(p,X—Y)dæ=o.

Pour ce cas, M. Mandel ( ) a signalé déjà que les courbes caractéristiques
se confondent avec les lignes de glissement('-’ ).

(‘) C. R. Acad. Sc., 31 janvier 1938, p. 317 et 318.
_

("-‘) Entre l’époque où le présent mémoire a été rédigé et celle où les épreuves ont été
corrigées, nous avons indiqué d’autres résultats concernant les équilibres limites plans des
milieux continus dans trois notes insérées aux C. R. Acad. Sc. des 4 octobre, 18 octobre

.

et 8 novembre 1943.
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IV. —— Équilibre des voiles minces.

Par hypothèse, les contraintes en tout point sont situées
dans

le plan
tangent en ce point à la surface moyenne S du voile.

SOit
(5!) =/(Ji ))
l’éequation de S en coordonnées cartésiennes (rectangulairesou obliques).

G0nsidéronsun point quelconque, m, de S et deux éléments linéaires situés
”sur 8, l’un mm, parallèle au planæOz, l’autre mm. parallèle au plan yOz.
Soient mt. et mt2 les tangentes en m à ces deux éléments d’arcs.

Désignons par:
n. et 0, les composantes parallèles à mt, et à mL_. de la contrainte, rapportée

à l’unité de longueur, agissant sur mm,;
n, et 0, les composantes parallèles à mt, et à mt. de la contrainte, rapportée

à l’unité de longueur, agissant sur mm,,
.

a., o, y, et 0, B,, y_,, les paramètres principaux respectifs de mr:‘ et de mt..;
(11, l’angle des axes 0.1: et Oy, .

X Y
?.Œ’ sinco’ since

unité de surface de la projection de S sur le plan 3309! (faite parallèlement
à Oz).

  , les composantes suivant les axes de la force extérieure, par-

X, Y, Z sont des fonctions données de a: et y.
_ Posons ,

(""/___ Ô/_ 0__"f…(52) “0? —P‘f …0_——»=
’ «T‘»-' '

‘,l 0 , ()
. ..

_(53)_1
.

_ L—:£À——%YÊ:U, n,—Ëî=v,, ne a—l=v2.

J 30n sait que les équations d’équilibre du voile sont

 
011 06 -

,

5 _, _( 4)
»

dæ+ôy= X
06 dV2_ ,(55)

-. »B.—r+dy_ï’
(56) .

'

. R»,+zSê+Tv.—U=o.

Ce système d’équations rentre dans le type étudié au paragraphe 11.
Il présente, d’aille‘urs, deux particularités : le premier membre de (56) est
une —-expression linéaire des trois fonctions inconnues v,, 0, v._. et les coeffi—
cients R, 28, T, — U sont des fonctions données dé 3: ety seuls.
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Nous allons appliquer la théorie relative au système (1), (2), (3), exposée
dans le paragraphe11. Nous aurons ici

21 = ‘)1, 52 = 6, Z:t : 1l-_1,

P,:R, Po=28_ P3=T1
on ' as or fau

P’I— ()_'Î
v, +2 (T) 6 +

1—)_) 'ÏÎÏ
L’équation (13) s’écrit

57) Tp“+aSp+R=o
;

Donc les courbes caractéristiques du système (54), (55), (56) sont lespro-
jections sur le plan xOy des lignes asymptotiquesde S (‘ ) (projections

faitesparallèlement à l’axe des 3). , …

Les racines de (57) sont

—S+VS"_———RT
_‘/S———,——Ï——_R_TP": AT au":

Les équations des caractén'stiquesd’ordre nul sont

(58)
y "‘æ "’

((p.; lv,— (IG)T — [(…X — Y)'l‘ —— P,fldæ=o
(‘t . .

' '

l —— d ::(59)
(y

11.2 a: o,

? (… d», _ dG)T _ [<… x _ Y)T _ P,] dan: 0.

Les courbes caractéristiques ne sont réelles que si

s'2— RT g…

Les autres considérations du paragraphe Il s’appliquent également d’une
laçon immédiate.

On peut encore traiter la questzon en partant des équations d’équilibre corres—
pondant à deux famzlles quelconques de courbes orthogonales tracées sur la
surface (’) et en les ramenant à un système de deux équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre à deux fonctions inconnues de deux
variables.

REMARQUF. — L’éequation (22) prend1ci la forme
.

024) du!) à (D
(60) TÔæ'_ZSW+RTÏ2+PR+QT—U=O, 

() Rappelons que, de même, dans la théorie de la déformation des surfaces, les
courbes constituant les suppo1ts des multiplicités caractéristiques sont les lignes asymp—
totiques des surfaces intégrales

(- ) Voi,r par exemple, Luconnc, Théorie mathématique de l’élast1cüé, -p. 24(Me‘m0—:
rial des Sciences mathématiques). ‘
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équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre de (I), et dans laquelle
R, S, T‘, P, Q, U sont des fonctions connues de x et y.

Donnons—nous sur la surface un arc, C, de courbe n’appartenant pas à une
ligne asymptotiqueet, le long de cet arc, des valeurs de v., 6 et \»2 satisfaisant
à (56). De

(6!) vi: d£<D . 020 _“-à (D
——_+J’, 6=——W, _ôæ, +(\),

on dédu1t- les valeurs des trois dérivées secondes de (I) le long de la projection
de C sur le plan æOy. Comme (60) ne renferme ni (I), ni ses dérivées partielles
du premier ordre, les valeurs des dérivées secondes sur la projection de C
déterminent une solution de (60) à une fonction linéaire arbitraire près de a:
et y. L'existence de cette partie arbitraire est sans eflet, d’après (61), sur
les expressions des inconnues v., 6 et v._, en fonction de w et y, puisque les

dérivées secondes de cette partie arbitraire sont nulles.
Étant donnée la forme partzcuh'ère, avantageuse, de (60 ), il n’y a pas lieu

dutiliser1ci l’éequation (24) de la remarque finale du paragraphe Il.


