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Sur la continuité des dérivées du potentiel;
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CHAPITRE I.
Introduction. ._

, .

1. On connaît l’importance de la théorie du potentiel.; plusieurs problèmes
fondamentaux de l’Hydrodynamique,de la théorie de, l’Élasticité, de l’Elec—
tricité, etc., se ramènent, en dernière analyse, à l’étude des problèmesaux
limites intéressant les fonctions harmoniques, celles--ci étant

exprimées
à

l’aide des potentiels convenables. —

Une des principalesdifficultés que l’on rencontre dans la discussion de tels
problèmes trouve s0n origine dans la forme même des expressions utilisées“
pour représenter les potentiels : celles—ci, en efl’et’(0u certaines de“l‘eù‘iè
dérivées), perdent toute signification ou présententdes discontiûuités 'sur les
multiplicités—supports des masses attirantes. On reconnaît aisément que la
manière dont se comportent les expressions envisagées en leurs pointsp.d_ç
singularité est étroitement liée aux propriétés de régularité des distributions
des densités d’une part, et aux propriétés de régularité des multiplicités—
supports d’autre part. Un exemple classique justifiera cette assertion. Consi—
dérons dans l’espace à trois dimensions un domaine D dont l’élémænt de
volume au point P sera noté d't‘; soient p.(P) la densité cubique de la matière
attirante en P, U(M) le potentiel créé par l’ensemble des masses attlrantes_
contenues dans D au point M; on a  _ MP)(1) U(M)..

MP
(.h'

11 est clair que l’élément différentiel de l’expression précédente de U(_M-)
possède (lorsque M est intérieur à D), une singularité au point M, et
cependant on sait que la fonction U(M) admet des dérivées partielles de
deuxième ordre continues dans D et vérifie dans ce domaine l’équation de
Poisson ' "

AU =— MMM)

toutes les fois que la fonction p…(M) admet dans D des dérivées—partiellesde
premier ordre continues; c’est donc bien une hypothèse derégularitécon0er.—
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nant la répartition des masses attirantes qui permet de justifier le résultat qui
précède.
*.»Puttr les applications, il est fort important d’établir des pr0priétés ana—

JOgues sous des hypothèses plus larges. Dans cet ordre d’idées, nous devons,
en.zwemier lien, signaler les résultats fondamentaux de Hôlder [! ], de
Liap‘ounoñ‘ [2] et de Korn [3] dont on trouvera un eXposé synthétique (avec
d’importants compléments personnels) dans l’ouvrage de M. N. Günther [4].
A titre d’exemple, rappelons un énoncé dû à ces auteurs : si la fonction p.(M)
vérifie dans le domaine D une condition de Hôlder ( ' ) d’indice oz

. .t. . .-

'
,

."(’2)” ' ‘ ' |pL(M)——p.(P)lâconst.[MP]au (o<oz<1),

' M et P étant deux points quelconques intériems à D, les dérivées
%——

., ,
%—lu

%——et_, (a:, y, z étant les coordonnées cartésiennes de M), existent dans D et y

vérifientune inégalité de la forme ( 2) de même zndtce «; le laplacien AU de U
_seraencoreégal& —41m. (). Si 1’on fait 01—_ 1 dans l’inégalité (2), le résultat

() [
précédentdoit être retouché et les dérivées—Î___ vérifient dans D une iné—

gâlitédti type(2)ou oc est aussi voisin de 1 qu ’on le veut.
'Oüremarquera que l’énoncé ci-dessus ne se borne pas à faire connaître une

condition suffisantepour assurer l’existence des dérivées secondes du potentiel
newtonien, défini par (1), mais fournit encore un module de continuité pour
des dérivées en cause; c’est là un genre de propositions particulièrement utile
dans les applications.
—:Înîirtl..;
1:21 Les seuleshypothèses de régularité que font intervenir les énOncés pré—

(éédfllttB intéressent la densité p.(M); par contre, l’étude des propriétés du
{pldïentiel defisimple ou de double couche nécessite quelques précisions sur la
;.{nàturé;des* multiplicités—supports des masses attirantes : ces multiplicités
(iut‘faees ou courbes) seront supposées pourmes de plans tangents ou de
tangentes continues (sauf le long de quelqueslignes ou en quelques points
singuliers). Lorsque le module de continuité de ces éléments de contact est

—hëlderiend’indice «(nous préciserons plus tard le sens de cette locution), en

même. temps que celui de la densité superficielle p(M) des masses attirantes,
étalées sur les mdltiplicités—supports, on peut résumercomme il suit l’ensemble
des résultats acquis par les auteurs précités : certaines dérivées des potentiels
considérésvérifient une condition de Holder de même indice. 

.(1) Quelques auteurs appellent condition de Lipschil: généralisée l’inégalité (2) du
texte. G. Giraud m’a signalé, du reste, que la priorité en cette matière appartient, sans
conteste, à Lipsehitz; nous nous en tiendrons cependant à l’attributionconsacrée par l’usage.

(2) Ce résultat est dû à Hôlder (loc. cit. ).
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5. A ma connaissance, les problèmes dont on vient de rappeler les énoncés ,

n’ont été étudiés que dans l’hypothèse de la continuité hôlderienne. Le but de
ce travail estd’appliquer les raisonnements de Liapounofl’, Korn et dé Günther.
à (les cas plus généraux. Soit f(MP) le module de continuité commun à’<lfù

densité des masses attirantes (spatiales ou Superficielles)et aux multiplicités—
supports; de par sa définition même, nous avons, par exemple (cas de la distri—
bution cubique), '

($) le(M)—H(P)lâflMP), "' J

\
oùf (MP) est une fonction positive, continue, non décroissante (‘) de la
distance MP, telle que f(o) = 0. Nous poserons

' MP

… <p(MP>=[ f—îer.

»,
-î—l î!”“

en admettant essentiellement que l’intégraledu second membre a_ùhsem. D’après
cela, ç(MP) possède toutes les propriétés d’un module de continuité, puisque
c’estune fonction positive, continue, non décroissante de son argument,mille
en même temps que MP. Nous dirons que le module de continuité ç(MP)est
a.ssoczé au module de continuité [(MP). Nous supposerons de plus qu’à;t0ùt
nombre positif a correspond une constante K(f, a) telle que …_._..n--_;

(A’) MP -f—_.—ff’dr<K<f a><p<MP>
MP , {HP)

nous nous proposons de faire voir qu’aux masses attirantes et aux multiplicité?»—
supports vérifiant des inégalités telles que (3), correspondent des poten‘ùels
dont les dérivées d’ordre déterminé (variable d’une expression à l’autre)
possèdent, à une constante multiplicative près, le module de continuité<p(MB)
associé à f(MP). Si, par exemple, on examine le potentiel ne”wtonien(!)
créé par une répartition spatiale des masses, vérifiant (3)àal’intérieur deD,

, . , ‘-’ I '3 d'3 . . ,
. .

,

les der1vees %, %)—U
et —(,:Ë ex1stcront; de plus, celles—m verifieront dans le 

(‘) L'hypothèsede la non—décroissance du module de continuité f(r) est superfluédaïis
beaucoup d’applications. ”Il suffit souvent que f(r) satisfasse à la condition suivante”:
8 étant un nomlne positif aussi petit que l’on veut, on peut déte1mine1 un nombre
positif n(s) assez petit pc… que l’inégalité

f(f')âê
nérân(s).

ait lieu dès que

Mais nous avons adopté une définition plus restrictivedef(r), à laquelle satisfont tous les
modules de continuité usuels et qui offre de grands avantages.
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domaine D l’équation de Poisson et satisferont aux inégalitéstelles que

dîU\ __ ‘ZîËÜ)n ( ().Z‘2 )_w

iô’i’1 M et; M’ sont deux points intérieurs à D, où const. désigne un nombre
positif fixé et où ç(MP) se déduit de (3) au moyen de (4). Si, en parti-

const.Culier, [(MP)—_ M—PÎ o< a < 1, c’est-à—diresi la continuitéde la densité est

5 const. cp ( MM’ ),
 

. bôlderîenne, le module <p(MP) associé correspondant sera, d’après (4),
également hôlderien; on_retrouve ainsi les résultats de Liapounofi‘et de Korn.

 

.;. . . t. \ ° ' ' r ‘Si,au contra1re,f(MP)= —
cons ,,, n>1, c’est-a-d1re Si la dens1te est a

_.

' ‘ “gm—vi
cputinuité logarithmique, il vient, d’après (4),

.:; 1_.
.

q9(MP)= const." "
Log

M—Pl 

,ldans ma Thèse, j’ai été amené à considérer d’une manière systématique ce
mode de continuité, qui s’introduit d’une manière naturelle dans l’étude des

problèmes de représentation conforme de Riemann et de Helmholtz [5]. Cette
circonstance semble devoir accroître l’importance (dans le cas du potentiel
plan, tout au moins) du module de continuité logarithmique qu ’on vient
de définir.

Bien entendu, il serait aisé de multiplier les exemplessdes modules associés

satisfaisant aux conditions (4) et (4' ) età toutes les conditions complémen-
taires de régularité qui seront énumérées au paragraphe 9bz‘s; nous nous

hornerons aux exemples précités qui paraissent à la fois les plus connus, les
plus simples et les plus utiles.

Remarque. — Nos conclusions s’appliquent à tous les modules usuels de
continuité, excepté la continuité au sens de Lipschitz

f(MP): const.MP.

Dans ce cas, en effet, le module de continuité cp(MP) qui intervient dans les
applications n’est plus donné par la formule (4), mais, pour des raisons qui
seront précisées au paragraphe 9 bis, est de la forme

cp(MP)_—— const.MP
 

Log— ,
Mll_—’ 

donc, a fortiori, de la forme
<p(MP): const. MP“,

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 14
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où ou est une constante aussi voisine de l’unité qu’on le veut. Pouréviter les
redites, nous exclurons une fois pour toutes le cas où le module f(MP) soit
lipschitzien. Ceci ne constitue pas une restriction sérieuse puisque le module .

de continuité lipschitzien a été étudié directement par plusieurs auteurs. Du
reste, les méthodes du présent Mémoire peuvent être étendues à ce mode de
eontinuité[cf., p. 106, le renvoi (‘) à la formule (_4’) du paragraphe 9 bis]. !

11. En dernièreanalyse, les propriétés de continuité des dérivées*dupotentiel ‘

que nous aurons à considérer tiennent à l’existence de l’intégralefMPIf——(r’dr,

et à l’inégalité (4’). L’idée d’utiliser l’expression q>(MP) [cf. (4)] d’une ma—
nière générale, sans particulariser la forme de j(MP), est due, semble—t-il,
à.G Morera[6]. Mais cet auteur ne s’est placéàace point de vue que pour

établir l’existence de certaines dérivées du potentiel, sans se préoccuperdé
leur mode de continuité; encore ne l’a-t-il fait que dans le cas particulier
du potentiel newtonien.

5. Les méthodes que j’emploie ne sont pas, en général, nouvelles. Pour les
démonstrations, j’ai fait de larges emprunts aux Mémoires fondamentaux de
Liapounoff et de Korn, ainsi qu’à l’ouvrage déjà cité de M. Günther. {J’ai
utilisé également quelques résultats de L. Lichtenstein [7] sous la forme que
M. H. Villat [8] leur a donnée. -

Du reste, les méthodes de ceux qui ont abordé la théorie sont très voisines
quant à leur principe. Il s’agit toujours d’étudier les intégrales ou‘ des diffé—
rences d’intégrales dont le noyau devient singulier au point M, intérieur au
domaine d’intégration D et, éventuellement, en un point M, , voisin de M. 011
partage alors D en domaines partiels D — L(M, R), L(M, R) — L(_M, 2MM,)‘,
L(M, 2MM,) où L(M, R) désigne une sphère centrée sur M et de ray0n B
assez petit pour que L(M, R) soit contenue dans D. De plus, dans la sphère
L(M, R), l’élémentdifférentiel des intégrales étudiées possède, par hypothèse,
certaines propriétés de régularité. Il suit de là que les sommationsdes noyaux,
étendues au domaine D——L(M, B), sont exemptes de singularités, celles
étendues au domaine L(M, R)—L(M, 2MM,) sont bornées, en vertu des
hypothèses de régularité, alors que le domaine L(M, 2MM,) fournit une
contribution qui tend vers zéro avec 2MM,. Ce sont de tels artifices qui_ofi't
servi à Fatou et à Priwaloff dans leurs études sur les valeurs frontières des
fonctions analytiques complexes, définies dans un cercle par la formule de
Poisson—Schwarz (voir ma Thèse, @ ll, loc. cit. [5] cf. aussi la Thèse de
M. A. Oudart, loc. cit. [S’], @@ 29 et‘29’).

Les méthodes ne diffèrent que par les transformationsappliquées aux noyaux
pour mettre en évidence les singularités de ceux-ci. Je me borne, en général,
à reprendre les calculs des auteurs précités et à montrer que leurs conclusions
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subsistent lorsqu’on substitue à l’hypothèse de la continuité hôlderienne des
hypothèses—plus larges qui seront” énoncées au paragraphe 9bis. J’ai suivi, en
principe, le mode d’exmsition adapté par M. Günther; plusieurs artifices
utilisésdans cepMémoire lui sont dus (spécialement ceux que j’emploie dans
l’étude des dérivées obliques du potentiel de simple couche et qui ont permis
à cet auteur de justifier les résultats que Liapounofi‘ s’est borné à énoncer).-
.r: Aussi, uia contribution personnelle à la théorie est—elle des-plus modestes.
<d.’ai=d’abord montré que toutes les hypothèses préliminaires, connues sous le
=… des hypothèses de Liapounofi‘, ne sont pas indépendantes entre elles.
Faut—être ai-je réussi aussi à systématiserun peu plus les procédés disparates
=auXquelsles a1iteurs précités ont eu recours et, par la, à donner à l’expo”séde
du théorie un peu plus d’unité et de simplicité; je pense, également, avoir
mieux dégagé la provenance des constantes qui interviennent dans lesiné-

‘galitésg
ce qui peut avoir son prix dans les applications.

.. ,
_

'==6. HPetrini [9] a publié un Mémoire fondamental sur le problème de
“l"existencedes dérivées du potentiel; il n’est pas inutile dinsister sur la diiTé—
rè1icé entreson point de vue et celuiauquelJe me suis constammentplacé au
cours de ce travail. «

Pour Petrini, l’important est de déterminer les conditions à la fois néces-
saires et suffisantes pour assurer l’existertce'de certaines dérivées du potentiel
en un point déterminé, et cela, sans se préoccuper du mode de continuité de
celles—ci. ces ”résultats, d’un caractère local comme on le voit, ramènent le
,problème à la discussion de la convergence de quelques expressions intégrales.ii est clair, dès lors, qu’on ne peut préciser davantage le mode de continuité
deséléments donnésssans que la

condition nécessaire ettsuffisante cesse d’etre
nécessaire.
Au cOntraire, nous che1cheronsaaimposer aux données des conditions de

continuité suffisantes et explicites, moyennant lesquelles les expressions inté—
’graleèdu potentiel (ou de.ses dérivées) posséderont un module de continuité
bien déterminédans tout le domaine de définition des expressions en cause.

‘

7. Signalons que les résultats obtenus dans ce travail permettent d’étendre
sans difficulté la portée de plusieurs travaux récents d’Analy se et de Physique
mathématique, travaux qui utilisent d’une manière exclusive la continuité

=- hôlderienne.
A titre d’exemple, nous citerons les conclusions de M. J. Hadamard [10],

relatives à la propagation des discontinuités dans les milieux fluides, de
M” P. Dubreil [il], relatives aux ondes liquides, de M. H. Poncin [12],
relatives à la cinématique des milieux continus, de M. C. Jacob [i3 ], relatives
aux problèmes aux limites de la théorie des fonctions harmoniques, de
G. Giraud [14], relatives aux équations intégrales, etc. Je ne reviendrai pas
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sur le détail de ces extensions et je me bornerai à reprendre, à la faveur des
résultats nouvellement acquis, un calcul de G. Giraud, important en raison de

'

ses applications à la théorie des équations intégrales. D’une manièregénérale,
on pourra remplacer dans les travaux précités la continuité hôlderienne par les
conditions moins restrictives introduites au paragraphe 9"” pour obtenir des
conclusions encore valables.

J’ai voulu présenter un exposé complet et autonome de la théorie. J’ai donc
tenu à éviter, dans toute la mesure du possible, des renvois à d’autres Mémoires
originauxet n’ai pas craint de reproduire plus d’une démonstrationque d’aucuns
pourront trouver inutile parce que trop classique; le lecteur avertin’aut‘h
aucune peine à passer les paragraphes correspondants, destinés uniquementà
ceux qui désireraient se familiariser pour la première fois avec la théorie d_il
potentiel. « -

,

,

L’étude du problème de la continuité des dérivées du potentiel m’aété
suggérée par M. H. Villat; je le remercie très vivement de l’intérêt qu ’il a
bien voulu porterà mes recherches et des encouragements et des directiVesque
je n’ai cessé de recevoir de lui. J’exprimc également toute ma gratitude
à M. A. Denjoy pour toutes les utiles indications dont je lui suis redevable.

. ,11

CHAPITRE II. -

Hypothèses de régularité.
Propriétés élémentaires des surfaces de Liapounofl.

.;1_‘—

8. Pour simplifier et abréger l’exposé, je me bornerai au cas du potenttèl
newtonien créé par des masses attirantes à trois dimensions, comme aux
potentiels de simple et de double couche dans l’espace ordinaire. Mais
l’extension au cas de deux ou de plus de trois dimensions serait immédiate.
En particulier, le lecteur pourra se repo1ter aux travaux de M. Giraud, déjà
cités pour se rendre compte des retouches qu’il y aurait lieu d’apporter à
notre exposition pour l’adapter au cas de n dimensions. ’

Bien que nous ayonsdéjà défini (cf. g5) le sens de certaines locutions,
nous reprenonsla question de nouveau, en raison de son importance.

9. Soit p(M) une fonction scalaire du point M(æ, y, z) de l’espace ordi-
naire, rapporté à un système d’axes de coordonnées rectangulaires Oæyz;
nous admettrons que XJ.(M) est définie dans un domaine borné D où elle pds—
sède le module de contmu1té f(MP), cela veut dire que l’on a pour deux points
quelconques, M et P, de D '

13) le(M)—H(P)lëf<Ml’),
où f(MP) est une fonction positive, continue, non décroissante de son
argument, nulle pour MP : o.
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fî—Nousrdirons encore'qùe la fonction p.(M) vérifie dans D une condition (f),
ou que la fonction p(M) appartient dans D à l’espace abstrait (f) (').

'gbz.‘rill faut,“ maintenant, introduire relativement au module f(MP )
--quelques._hxpotbèsescomplémentaires de régularité et de préciser, en parti-
cu}herfla manière_dont[( MP), ou f(r),tendvers zéro avec son argument.
ËFŒËÿQÊQÇS; d’abord, que l’ordre de l’infiniment petit [(r) n’est pas changé
logsqu’onremplace](r) par Kf(r), K étant une constante positive fixe; le

(

WeË=Ê,ÊQQËÏVFÜÜé n’est alors pas altéré etil nous arrivera d’écrire ](r) au
lipudelflf(r),à condition de préciser avec soin la_manière dont K peut être
majorée. '

“‘Il y a graùdintérêt à se limiter aux modules les plus réguliers quand on ne
vise pas à atteindre une généralité superflue pour les applications. Du reste,
chaque module f(r) peut être remplacé par un module dominant f.(r) [tel

'qhüxf(r)gf,(zr)], la différence f,(r)—f(r) pouvant devenir aussi petite
qu’on le veut et f, (r) étant une fonction aussi régulière qu’on le veut.
Nous pbdŸOns_ donc Supposer, sans restreindre pratiquement la généralité

rdæ—n0tre théorie, quella dérivée f’(r) existe et est continue sauf pour r=0,
'

- . - .‘ r . . , . , . . » .
en'ÿénér‘al. D’apres cela, [(?—) tend vers une limitedetermmee, fime ou infime,
lorsque r tend vers zéro, En tout état de cause, il existe une constante posi-

‘ tive lc, non nulle telle que
f(f)lim — à le".l':0 .

Sinon, en effet, nous aurions
_

lim‘fl—f.) : 0,r: 0 '

enfsorte-que, d’après (3); toutés les dérivées partielles de p.(P) seraient nulles
et p(P) se réduirait à une constante. Il Suit de là qu’en écartant le cas de la
continuité lipschitzienne \

'

f(r) : const. ",
f(r) '

où lim -7,— est bornée, on a, en général,r=o
. !‘lunü : oo

I-‘=0 " 
(‘.) Lorsque' la continuité sera hôlderienne d’indice a (cf. gl), nous dirons que p.(M)

appartient à l’espace H,; enfin, lorsque la continuitésera logarithmique d’indice n ((f. g 3),
nous dirons que y.(M) appartient à l’espace L,..

(‘) ILiapounofl‘ s’est borné au cas où

f(MP):const.MP“'g o<z<1.
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On pourra alors écrire en multipliant, au besoin, f(1) par une constante pbsi—

tiveconvenable . ,
_ _. _;-…

, MP<f(MP), ' ‘ '

de telle sorte que cette inégalité demeure valable dans tous les intervalles
bornés de MP =r que l’on auraaaenvisagèr. Par exemple, si“ l’onconsiderè
une répartition Spatiale des masses attirantés dansun domaine home!)} ouu'1i’Ë
répartition superficielle sur la surface S qui limite D, dont la densitéVérifielii
condition (f), la conStan‘te multiplicative que nous venons d’1ntrodu'iÈe"HD,}
en général, fonction du diamètre 1 de l’ensemble D —’|— S et une fonct1onnnelÏe
du modulef(r) lui-même. Comme D est borné, l est borné, par a1fieui's,“ lè

' i.:' "\eli .

quotient f_(rr) est borné dans l’intervalle oSr_<_l, car pour r;£o,f(r);£o,f(r) étant une fonction continue etcroissante.
En ce qui concerne l’ordre de l’infiniment petit f(r), il seratoujours papa

posé que f(r) tend vers zéro assez vite pour assurer l’exist‘enee- du module
associé q:(r), défini par (4). Il est clair, par ailleurs, que l’intéäralefüféî—Ïfl’ä’
où a ‘est une constante positive, diverge lorsque & tend vers zéro.‘Nouë
admettrons,cependant, qu ’on peut trouver une constante positiveK(.f,a),.
qui sera une fonctionnelle de f(r) et de a, telle que [cf. 8 5] ( )

. î4-.' ‘l{‘.

.
:")i.‘

(il) êfaëdl'gK(f1ft)fc‘f+Ô-dr=K(fl a)<P(s) pour bgsga ”: ' '

Remarquons que tous les modules usuels, le cas de la continuitédipschit'—
zienne excepté, satisfont à la condition précédente; en particulieron le vérifie
aisément pour la continuité hôlderiennef(r): Const.r“, 0 < et < 1 et pourla

const.
'

continuité logarithmiquef(") =W , n > 1-. D’unemanièreplus générale,. 
( ) Rema1quons qu’il se1ait aisé d’étend1e les méthodes du p1ésent Mémoirea une caté—

g»orie de modules de continuité un peu plus,,Générale. En effet, il peut se faire que f(r)ne.
vérifie pas (A’), mais une inégalité telle que

___—.

 ef L(rf—’dFSLP(E).

o1‘1 li(£) est un module de continuité, plus faible que le module associé cp(e), c’est-à-dire.

tel que
li111ïîîä=o.

Dans ce cas, les conclusions de ce travail demeurent valables à
c.—O A

.

condition de remplacer partout o(;) par ».!1(;).
Tel est, en particulier, le cas du module lipscl1ilzienf(r )—__ const. r. Son module associé

est enco1e lipschitzien, mais l’ inégalité (4’) n’est plus satisfaite. Il suffira alors de cboisi1
pour n,b(;) le module const. r“, o <a < 1 (cf. la remarque finale duparagraphe 3).
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il ensera ainsiftoutes les fois que  
E=0

(41!)
'

llDÏEÇÊË;Ê/Ï<la

]: étant une constante positive. Tout revient, en effet, à vérifier (4’) pOur de

petites valeurs de &, puisque/i f__î_f_}ldr
est continue et dérivable tant queie=%o.

Or, en appliquant la règle de l’Hopital, nous avons [cf. (4)]

_”; _ . E[”f_(r)d "/__(I‘r)d
.,] =lim—————321—-<p(e> … f_.<e>

€

D’après cela, le premiermembresera borné pour a = o en même temps que le
premier terme du secondmembre. Or il vient, en appliquant une deuxième fois
la règle de l’Hopital,
i"1'

È':. —
‘

a—‘—/—(_2—r)dr
. . ; . llim : lun  ,

‘ , . \Comme, d’apres (A”) et comme f’(e)go,
,.

_ lim 1—t—:fl(ê€)]>1 —k>o,
_ ' E=°[ f(£)

le.second membre de l’égalité précédente sera majoré par
1 _I_ /{

, ce qui achève
de justifier (4’ ).

’

Notons enfin,- qu’enmultipliant, au besoin, cp(r) par une constante positive
convenable qui dépendra de f(r)et de l’amplitude, toujours finie, de l’inten—
va_lle des variations de r, on peut toujours écrire .

  
'(_4”)j

' f(r‘)ê<?(r)-

Il n’y a besôin de vérifier (4’”) que pour de petites valeurs de r,
puisque

cp(r)>o
pour r> 0. Or, la règle de l’Hopital donne [cf. (4”)]  

1i_3£ÊÏË=Ææ;’ÇJÏ®-

Il suit de là que le quotient
£%—;

reste borné dans le voisinage de r: c, ce qui
justifie notre ass'ertion.

Remarques. —'— et. Nous sommes maintenant en mesure de préciser les indi—
cations sommaires, dOnnées au cours du paragraphe 5, sur la méthode que nous
suivrons. En dernière analyse, les intégrales singulières que nous étudierons
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se présenteront —— en posant MP =r et en négligeant des facteurs bornés -—’—-

sous la forme ,

!MM' ,[ lH(l)—H(Mlldr
0

_

"
._— \

lorsqu’il s’agit d’intégrations étendues au domaine L(M, 2MM’), où sous la
forme _

i
“ P _ M)…, I_HLLFtLJd,,.,

-MM'
_

.

lorsqu’il s’agit d’intégrations étendues au domaine L(M, R)— L(M, 2MM’).
Comme la densité p.(P) vérifie une condition (f), nous pourrons majorer les
valeurs absolues de ces intégrales par des expressions telles que

euu' _[ fli)dl' 'et MM R/(r’dr EMM '2
  

qui, d’après (4), (4') et (4”), sont respectivement majorées par <p(2MM’) et

;K(f, R)ç(2MM’). On voit donc qu’en fait tous les résultats de Günther et

de Liapounofi' tiennent à l’existence — dans le cas du module de continuité
hôlderien —— du module associé également hôlderien et à l’existence d’uneconstante telle que K(f, (1) [cf. (4’)]

b. Pour les applications, il est souvent de la plus haute importance d’expli—
citer les constantes multiplicativesqui figurent dans l’expression d’un module
de continuité. Malheureusement; dans certains cas cette explicitation est trés
laborieuse si l’on veut aboutir à des énoncés généraux; du reste, les formules
obtenues seraient d’une complication qui les rendraient inutilisables. Voici
donc la solution intermédiairea laquelleJe me suis arrêté *

Au cours des Chapitres III, IV, V et les trois premiers paragraphes du
Chapitre VII (le paragraphe 51 bis excepté), je suppose simplement que le
module cp(r) se déduit de f(r) au moyen de l’opération (4) et qu’il contient en
outre en facteur une constante multiplicative telle que les inégalités

f<f(f)â<P(f‘)
soient vérifiées dans tout le domaineoù r est susceptible de varier. Nous avons»
vu, au cours de ce paragraphe, qu’une telle constante existe toujours et qu’elle
peut être majorée par une fonction du diamètre lde la multiplicité-supportdes
masses attirantes. Il suit de là que nous n’emploierons pas dans cp(r) la cons—
tante multiplicative K(f, a), définie par (4); cela permet de mieux mettre en
évidence les propriétésqui résultent de l’hypothèse de régularité que tra—
duit (4’) et 'de donner aux inégalités des chapitres précités, sans trop les
alourdir, une forme aussi explicite que possible.
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Au contraire, dans le Chapitre VI et dans les paragraphes finals du Cha-

pitre VII, je me borne à établir l’existence des constantes multiplicatives
bornées dans l’expression du module de continuité. Mais je me suis efforcé de
conduire la rédaction de manière à permettre au lecteurd’expliciter facilement
toutes les limitations désirables dans les applications‘qu’il aurait à faire des
méthodes exposées dans ce Mémoire.

0. Les notations que j’ai choisies offrent, à ce qu’il m’a semblé, l’avantage
d’une simplicité relative. Mais cette simplicité n’est pas sans présenter des
inconvénients. Pour abi‘éger les écritures, j’utilise la même notation f(MP)
pour représenter le module de continuité de la densité pt(P) des masses atti-
rantes et celui des surfaces sur lesquelles ces masses sont répandues (ef.bS.10)
Il en résulte que les inégalités que nous aurons à écrire se présentent sous une
forme hétérogène. De plus cette notation condensée ne permet pas de dis-
tinguer les propriétés des potentiels qui résultent de l’hypothèse de la régu—
larité des masses attirantes des propriétés qu ’entraîne l’hypothèse de régu—
larité de leur multiplicité—support.

10. Nous appellerons S la surface fermée qui limite le domaine D; pour
simplifier, nous pourrons supposer que D est d’un seul tenant.

Lorsque nous étudierons les potentielscréés dans lespace par des répartitions
de simple ou de double couche étalées sur S, nous admettrons, en outre, que
la surface fermée S possède les propriétés suivantes : on peut décomposer S en
un nombre fini de portions de surface d’un seul tenant S,, S,, .. ., S… que
nous appellerons portions régulières de S, chacune des portions S,— étant assu-
jettie à satisfaire aux trois conditions ci-après, que nous appellerons condi—
tionsde Liapounofi' généralisées ou plus simplement les conditions L, (‘).

. 1° En chacun de ses points étrangers à sa frontière, S,— admet un plan tangent
et, par suite, une normale bien déterminée.

2" Soient M et P deuxpoints de S,, (fi, N—>’> l’angle des demi—normales lî et lî’
(extérieures toutes les deux à S, pourfixer les idées) en M et en P à S,- : on a

(5)
-

'

.

l(N' N)l<f<MP),

où f(r) désigne un module de continuité (cf. 59). La fonction f(MP) sera
dite le module de continuité de la multiplicité—support S.

3° Considérons une sphère centrée en un point M de S, et de rayon p(M) assez
petit pour que l’intersection de la portion de S,—, intérieure à la sphère avec toute 
( ) Dans le cours du Chapit1e VIII, nous montre10ns que la deuxième des conditions L;

entraîne la troisième; celle--ci est, par suite, su1abondante (cf. à ce sujet la p1emiè1e partie
du Chapitre VIII).

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 15
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parallèle à la normale en M à S,— se réduise à un point unique. Il est clair que
toute sphère concentrique à M et de rayon inférieur à p(M) possède la même
propriété. Nous admettrons que l’ensembledes nombres p(M) relatifs à l'ensemble!
des points de la surface S admet une borne inférieure non nulle R. -

11. Nous désignerons par L(M, R) ou, plus simplement L(M), la sphère
ainsi attachée au point M et nous lui donnerons à la suite de M. Günther, le
nom de sphère de Liapounofi’, et cela bien que 0. Hôlder l’ait déjà introduite
bien avant l’analyste russe. Plus généralement, nous désignerons par L(M, r)toute sphère centrée sur M et de rayonr.

D’après la définition même de R', toute sphère L(M, r) telle que R>rpo‘s—
sède la propriété énoncée à l’alinéa 3 du précédent paragraphe, cela nous

'

permettra, le cas échéant, de choisir le rayon commun à toutes les sphères
de Liapounofl' assez petit, mais fini, de manièreà satisfaire à certaines condi’—

' tions supplémentairesqui seront précisées par lasuite.‘ "'

12. Nous pouvons maintenant nous faire une idée précise des surfacesde
Liapounol’f S. Celles——ci seront constituées par des portions de surface régu—
lières S,, se raccordant entre elles le long des arêtes de rebroussement de“ la
surface fermée S, un point M de S,— est dit régulier s’il est étranger à la fron-
tière de S,. D’après ce qui précède, le plan tangent en M à S,— tend vers une
position limite bien déterminée lorsque le pointordinaire M tend vers un point
frontière P de S,. Mais le point P pouvant apparteniràaplusieurs portions
régulières de Sa la fois, la surface S peut admettre en P plusieurs plans tan-
gents. Précisons quelques autres conséquences des hypothèses de Liapounof’f.

Soit
_

(6) F,(æ,y, z)=o (i=1,2, ....n)
l’équation de la portion S,- de S. D’après lapremière hypothèsede Liapdunofi',
il existe une normale en chaque point de S,, par suite, en chaque point M de S,—

’

F Fles dérivées 25, d——‘
d—’existent et l’une au moins, de ces dérivées n’est pasda: dy dz

nulle (sans quoi les trois cosinus directeurs de la normale seraient nuls, ce qui
est impossible). Le théorème fondamental sur les fonctions implicites montre
qu’on peut alors résoudre (6) par rapport à l’une, au moins, des variables _x,
y, 3 (par rapportà z, pour fixer les idées) et mettre l’éequation de S,— sous la
forme
(6’) z=d>,(æ,y)
valable dans un voisinage suffisamment petit de M, la fonction (D,—(œ, y) étant
dérivable une fois par rapport à chacun de ses arguments.

15. La troisième hypothèse de Liapounofl' nous permettra de préciser le
domaine de validité de la forme (6’) de (6) par rapport à un système privi-
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légié d’axes de coordonnées : au-paragraphe 20,“ nous étendron_s ces conclu-
sions à un système d’axes quelconque.

. Rapportons S au système d’axes rectangulaires Ma: f:: dont l’origine coïn—
cide avec le point considéré M de S,- et dont l’axe Mz coïncide avec une des
deux demi-normales à S,— en M. Les axes Ma: et My seront alors situés dans le
plan tangent au point M àla portion S,- de S.

.

Envisageons ensuite la portion E(M, R) ou, plus brièvement, E(M) de S
intérieure à la Sphère L(M, R) ou L(M) (cf. @ “) attachée à M; plus
généralement, nous désignerons par Z(M, r) la portion de S,- intérieure
,à L(M, r). D’après l’alinéa 3 du paragraphe 10, à tout point p de coor-
données a:, y, 0, situé à l’intérieur du grand cercle, section de L(M) par le
plan z=o, c’est—à-dire, à tout point p(x, y, 0) tel que x“+y”êR’, il ne
correspond qu’un seul point de Z(M) au plus; il suit de là que relativement
au système d’axes envisagé, l’équation de Z(M) pourra se mettre sous la
forme (6’), puisque chaque point P de Z(M) se projette à l’intérieur du
cerelez=o, æ°+y’=R’. ’

14. Reprenons les notations du deuxième alinéa du paragraphe 10; les
’

v

. \ ‘ I + +
axes Oxyz sont ma1ntenant supposés quelconques. Sment (N, a:), (N, y),

_

(N, :) lesangles de la normale extérieure,pour fixer les idées, menée à S par
Sun point M de S,—, (N’, x,) (N’, y), (N’ , :) les éléments analogues, relatifs au

point P de S,—. Nousavons

(NV7 “) ‘:(Nl xs)
(îæ)— (fixée)

_

2

SID——
    

lcos(N, a:) — cos(N’, m)l=2

_S_2 sin
  

- Comme pour tout au réel |$|51, on en déduit

l…(fi, w) —cos(ñ œ) lgl(îz x) — (& x)l.

'Considérons alors le trièdrc de sommet O, formé par les demi—droites Ox et
+ _-»

les dem1—dr01tes paralleles aux demi—normales N et N’, la d1fi'érence de deux
faces de ce trièdrc étant inférieure, en valeur absolue, à la troisième face, nous
avons

l(N,vw) —— (Èç œ) ls(î È/)l

d’où, en combinant lesädeux dernières inégalités avec (5), on tire

@)
_

leo—«(K, x)—oœ(îa æ)lgf<MP>
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valable, rappelons—le, pour deux points quelconques M et P de la portion
S;(i=r, 2, ..., n). Des inégalités analogues valent, évidemment, pour les

_
—> . —>

cosmus directeurs restants, cos<N, y) et cos(N, z).

15. Reprenons maintenant le voisinage Z(M) de M sur Si, introduit au
paragraphe 15. Nous allons établir le lemme suivant :

Le domaine X(M) est nécessairement d’un seul tenant toutes les fois que le
.

rayon R de la sphère L(M) correspondante satisfait à la condition

(8) f(R)È %
où [(r) est le module de continuité de la surface S (cf. @ 10).

Remarquons que, d’après sa définition même, [(r) est une fonction non.
décroissante et continue de son argument telle que f(o) — 0; on pourra donc
toujours choisirR assez petit pour que l’inégalité(8) soit vérifiée. Aussi dans la
suite.duMémoire il sera toujourssupposé que la longueurR vérifie la condition (8). '

 
{

Fig. :.

llz I".m
!I‘ *"_'s_‘\
. ' | ;
: A i a:

t' I' I. Im, ,
IIII/I’

C /
æ{b_J"‘

  
Cela étant, rapportons Z(M) au système d’axes Mæyz défini au para—

graphe 15; l’équation de E(M) pourra être mise sous la forme
(9) s=®(æ,y).

.

Pour étudier E(M), nous allons considérer X(M) comme engendrée par des
arcs de courbes planes F, sections de Z(M) par des plans passant par Mz.
Rien n’empêche, pour étudier une telle section, de la supposer contenue dans
le plan y = o, en efi‘ectuant au besoin une‘ rotation des axes Mæy. L’équation
de l’arc I‘ che'rché sera alors '

(…) z=®(æ,o), |æl<R.
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Le lemme précité revient donc ‘a dire que l’intersection de l’arc de courbe F,
représenté par (10) avec le cercle C d’équation z‘-’+x"=R‘-‘ [section de la
sphère L(M) par le plan y= o.] se compose de deux points(‘) au plus (cette
intersection se réduisant à un point unique lorsque M est voisin de la frontière
de la portion S,); en d’autres termes, que la configuration représentée sur la
>

' /\ A . ‘figure 1 (où l’arc I‘ se compose de deux arcs m.m, et mama) est 1mposs1ble.
C’est ce qui va résulter des remarques suivantes, concernant la pente de
l’arc I‘; il est clair, d'ailleurs, que cette pente existe puisque I‘ est la section
plane d’une surface douée de plan tangent.

16. Reprenons les notations du paragraphe 14; nous avons, P étant un
point quelconque de Z(M),

lcos”(N, z) — c'os“(N’, z)l=|1—cos(N’, z)] =15in2(N’, z)|â(N’, z)*,

puisque Mz est orienté suivant la normale en M àZ(M), dont P fait également
partie; comme Z(M) est ,une portion régulière de S, l’alinéa 3 du para—
graphe 10 montre que

|(ñ z) lêf(MP)-

La comparaison des deux dernières
inégalités5

donne, eu égard à (8),

(u) sin‘(N’, :=)<…(MP)]

17. Cela étant, utilisons le fait que la portion régulière Z(M) de S,
possedant un plan tangent en chacun de ses points, est donnée par une
équation telle que (9); nous aurons alors

leos(Nîz)l= I (x2+y‘lgR2).

V+ (3%?) (3—Ï.Î)

(î—î)Ïî<%Ê>îù
‘+(Ê)L+(Ê>L

(*) D’abscisses de signes opposés. D’une part, en effet, l’arc P passe par M; d’autre part,
d’après la troisième hypothèse de Liapounolf, à une valeur de au, il ne peut correspondre
qu’un point de I‘.

 
On tire de là

sin?(fiÎ z) = S[f(MP)P

et ensuite   



114 JULIEN KRAVTCHENKO.

Il vient alors, eu égard à (1 1),

(%Ë)Î.+ <%”)g_g…M…
On déduit de là les majorations

_

(m)
. I<Ë)JSÏ—Êf(MP)êI—î; |(3—î—’)P|s}Ëf<MP>gà;

valables pour tout point P de E(M ).

Remarque. — Rappelonsque les coordonnées æ’ , y’ de P, vérifient l’inégalité
æ'=+ yag Re.

La réciproque n’est pas vraie : à un. point æ’, y’, z'=o du cercle défini par
l’équation précédente, il ne correspond pas nécessairement un point de Z(M).

18. Soit m’, le pomt symétrique de m. par rapport à Mac; s1 l’arc m,m,
existe, ses extrém1tésm, et m3 devront être s1tuées sur l’arc m, Am4 du cercle C

(ou sur l’arc n®,), puisque l’intersection de F avec toute parallèle à Mz
doit se réduire à un point unique. Comme chaque portion de F possède une,
tangente continue [puisque sur 8,- dont Z(M) et, par suite, F font partie, le

_

plan tangent à S varie d’une manière continue], il existe un pointp, au moins,

sur l’arc nÎ,—n\z3 où la tangente est parallèle à la corde mam, (en vertu du
théorème de Rolle). Or, le cercle est une courbe convexe; la pente de la
droite m,m3 est donc au moins égale (en valeur absolue) à la pente de la
tangente en m, au cercle C. Mais de (10) et (12) il résulte que la petite de F _

. , . .
, 5 . , . —est, en valeur absolue, 1nfer1eure & E' Cela montre que le coefficient angulaire

.
. 5 . .

'

.de la dr01te Mm, vaut au plus
1—2'

Par su1te, le coeffic1ent angulaire de la

tangente à C en m, est, au moins, égal à % en valeur absolue; il en résulteraitA
que la pente de la corde m,m3 et, par conséquent, de la tangente à l’arc m,m,
de F au point 1), précédemment défini, serait, a fortiori, supérieure à

l—52

! ' r ' 5Or, d’apres ce que nous avons vu, la pente de I‘ est 1nfer1eure à B et cette
contradiction établit notre lemme.

.

La marche suivie permet de préciser le domaine de validité des formules (g)
et (10). D’après ce qui précède, la valeur absolue de l’abscisse du point m, est

minorée '1 rp(r—
13—Ê—_,R donc a fo tzorz par—-53R, puisque le coefficient angulaire

de Mm, est majoré, en module, par%Par suite, la représentation (g) et (10)
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du voisinage Z(M) de M sur S sera, à coup sûr, valable pour la portion d(M)
de Z(M) qui se projette sur le plan Mæy à l’intérieur du cercle C(R) défini par

2 2
25

2

—

Si, en particulier, le point M est un point ordinaire de S, et si le rayon R
est assez petit pour que L(M) ne contienne aucune arête de rebroussement
de S, chaque point du plan z—_ 0 dont les coordonnées x et y vérifient (13)
est la projection d’un seul peint de Z(M). Le domaine d(M) ainsi défini sera
utilisé dans la suite (cf. 5 26).

19. Voici un second corollaire des hypothèses de Liapounofi‘. En respec—
tant lesconventions des paragraphes 15 et 14, le nouveau lemme s’énonce

comme suit.
L’mtersectzon de E(M) avec toute drone dont langle avec la normale Mz

à E(M) en M est inférieur à une constante ce, ne dépendant que de B, se réduzt
à “unpoint unique. Lorsque le rayonR de L(M) vérifie (8), on peutprendreou = %.

En effet, choisissons l’axe Mas de manière que le plan Mæz soit parallèle à la

dr01'tè
D, satisfaisant aux conditions de l’énoncé et, par suite, inclinée de/

moins de—3sur Mz (c’est—à—dire de plus de71—6sur Many), d’après cela, D sera

contenue dans le plan y=c. La section de Ê(M) par ce plan sera un arc de
courbe défini par les équations
(I4) , ": =(D(æ7 C), _)’ =0) '
æ pouvant varier dans l’intervalle (—R, B) au plus. Si l’intersection de
l’arc (14) avec D se composait de plus d’un point, il y aurait, sur cet arc au
moins un point P en lequel la tangente à l’arc serait parallèle à D; en effet,
Z(M) est une portion de S.—; son intersection avec le plany: c possède donc
une tangente continue, en sorte que le théorème de Roll s’applique à l’arc
de (14) soutenu par la corde D. Au point P on aurait donc

011)
5

(.—. . > _=_ _.=tang6 \/ä
> 12

.

, . _ . , . . 5Or, d’après (12), le prem1er membre d01t etre inferieur a 1—5, et cette

 

contradictionjustifie notre lemme.

Remarque. — Le même raisonnement montre, d’ailleurs, que si le rayon R,
commun à toutes les sphères de Liapounofi' tend vers zéro, (» tend unifor-

fl . . . ‘ l ‘ . . . .
mément vers ;; on aura1t donc pu ch01s1r R de man1ere que o) s01t au551 voxsm

de
%

qu’on le veut.
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20. Attachons alors à chaque point M de S,— (i=1, 2, . . . , n) un cône de
révolution de sommet M, axé sur la normale en M à S,— et d’ouverture au)
(cf. @ 19); nous noterons G(M) cette surface auxiliaire et nous lui donnerons
le nom de cône de Günther. D’après le lemme du précédent paragraphe, toute
parallèle à une droite passant par M et contenue dans G(M) coupe Z(M) en
un point unique. Je dis, de plus, que si la condition (8) est satisfaite, tout
trièdre trirectangle Mæyz, de sommet M a une arête au moins à l’intérieur
de G(M) et cela quelles que soient les orientations des axes Mæ, My et Mz.
Si, en effet, les droites Mar, My, Mz étaient toutes trois extérieures à G(M),
les trois cosinus directeurs de la normale MN en M — qui coïncide avec l’axe
de G(M) — à la surface S seraient inférieurs en' valeur absolue à

cosâ—r
=

$ et
on aurait ' '

2
cos”(N, x) + cosî(N, y) + cos‘-’(N, z)â3 (â) < I.

- Or cette inégalité est incompatible avec la condition
cos*(N, a:) + cos”(N, y) + cos’(N, z) =1,

à laquelle sont assujettis les trois cosinus directeurs en cause. Le lemme du
paragraphe 19 montre alors que toute parallèle à l’un, au moins, des axes Mac,
My ou Mz rencontre le voisinage Z(M) en un point au plus; il en sera, par
suite de même des parallèles à l’une, au moins, des arêtes d’un trièdre
trirectangle quelconque Oæyz, en sorte que l’équation de la portion Z(M)
d’une surface de Liapounofi° pourra être toujours résolue par rapport à l’une,
au moins, des coordonnées x, y, z et prendra l’une, au moins, des formes

z =®(æ, y), y= (Mz, 36); w=®;()æ Z),

valable dans un domaine d’aire non nulle.

21. Malgré son caractère intuitif et élémentaire à la fois, la conclusion
ci-dessus est de grande importance; nous allons montrer qu’on peut décom-
poser toute surface de Liapounoff en un nombre fini de domaines simplement
connexes et réguliers, chacun de ces domaines étant représentable par l’une,
au moins des formules ci-dessus et cela par rapport à un système arbitraire
d’axes.

Menons, en effet, un réseau de plans, parallèles au plan Oxy, équidistants
entre eux, la distance de deux plans consécutifs [évaluée en fonction du

‘ ° \« r r \ R ’rayon B des spheres L(M) relat1ves a S] etant egale a Ë- Constru1sons, de

même, les réseaux similaires relatifs aux plans Oxy et Oyz. L’espace est ainsi
empli de cubes que nous appellerons cubes c. Cela posé, remarquons que le
domaine D, limité par S, est, par hypothèse, borné; cela veut dire qu’il existe



SUR LA CONTINUITÉ DES DÉRIVÉES DU POTENTIEL. ,

117

une suite de cubes 0, c,,c,, . . ., e,, (I: borné) telle que tout point de D, et, par
suite, tout point de S, fasse partie de l’un, au moins, des cubes de la suite. La
propriété reste vraie,a fortzon pour la suite des sphères K,, circonscritesaux

cubes c,. Or, le rayon des K,— est égal à}:— -Si donc on prend un point M- situé

sur la portion de S, intérieure à la sphèrîæ K,, cette sphère K,- (et, par suite, la
portion considérée de S) serait intérieure à la sphère L(M,—) dont le rayon,
par définition, est le double de celui de K. Cela montre que toute la surface S
peut êt1e recouverte à l’aide de la suite L(M,—) (z——__ 1, 2, ,le) de sphères de
Liapounoff et, par Suite, de domaines E(M,) correspondants; cela justifie le
résultat annoncé. Réciproquement,toute surface décomposable en un nombre
fini de portions telles que Z(M,—)est une surface de Liapounoff pourvu que (5)
soit valable pour chaque Z(M,).

Or, les identités intégrales, telles que les formules de Green et de Stokes,
s’appliquent aux’surfaces formées par un nombre fini de portions telles que

Z(M). Si, par 'exemple, S est une surface fermée de Liapounoff, ?! le vecteur
\unitaire porté par la normale extérieure a cette surface, U(x, y, 2) une

’ fonction scalaire suffisamment régulière (possédant, par exemple, des dérivées
dU, Ê’—J intégrablesdans le domaine D limité par S), on a@ dz

+ ———>

ÆAU dædydz =fln.gradUda,|) s

du désignant l’élément d’aire de S; on trouvera la démonstration de ce résultat
dans tout traité d’Analyse (‘). L’intégrale du second membre se définit sans
difficulté, puisqu’elle est égale à la somme d’un nombre fini d’expressions

partielles%Ë
,

telles que J. On connaît, d’autre part, le rôle fondamental que jouent de

telles identités dans la théorie des fonctions harmoniques; cela justifie l’étude
détaillée des surfaces de Liapounoff auxquelles s’appliquent les relations inté—
grales en cause.

22. Nous allons, maintenant, faire connaître quelques propriétés des
surfaces de Liapounotf qui nous seront spécialement utiles dans l’étude des
potentiels de simple et de double couches. Reprenons le système d’axes Mæyz,
défini au paragraphe 15. Nous avons reconnu que relativement à ce système
d’axes l’éequation de E(M), lorsque M était un point ordinaire de S, était de
la forme

" : ®(‘T7 .Ï)

dans un voisinage fini du point M, situé dans le plan Many, par exemple, 
(‘) Cf. M. GÜNTIIER, loc. cit., pp. 108-116.

Journ. de Math., tome XXIII. — Faso. ‘2, 1944. 16
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dans le domaine défini par (13). Comme dans ce dernier domaine, les
' ° ' d® d‘D

der1vees —— et existent, le théorème des accroissements finis s’applique etda: dy
_

nous avons, <D(o, 0) étant nul,

5 z— (@
00(l ) _y

Ô_}’>x,fiy+æ<âî)eaæfi,

où les indices indiquent les valeurs où l’on calcule les dérivées partielles, et
où 0 et 6, Sont des nombres compris entre 0 et" 1. Le point Métant, par
hypothèse, un point ordinaire de S, il existe un point Q de 2(M)dont les
coordonnéessoientcv, fly, <I>(æ, 6y) et un point Q’ de Z(M) de coordonnées:
0 a:, o, @@ a:, 'o). Soit r la plus grande des distances MQ ou MQ'; les
inégalités (12) s’appliquant et la fonction f(MP) étant non décroissante,
nous avons . …

<15’> |(Z—Ï)Q _Êf<r), |(%Ê)Q si—Ëm1

Mais les droites MQ et MQ’ coupent E(M) en deux points; elles sont, par
suite, extérieurs au cône G(M). Il s’ensuit que les longueursdes projections des)
segments MQ et MQ’ sur Maty sont, d’une part, minorées par le nombre rsinœ
[cf. pour G(M) et m les paragraphes 19 et 20] et majorées, d’autre part, par
la longueur de la projection de MP sur Mary, donc majoréés par

MP, il
s’ensuit qu’on peut écrire

  

r sinon < MP,
d’où —-  f<r><f(sinî)

Moyennant (15’), (15)_donne, eu égard à l’inégalité précédente, -

'
_ |z| <13 MP…” ' MP=îif since

'

Il faut remarquerque cette inégalité n’a été démontrée que sous réserve que
M est un point ordinaire de la surface S; mais il serait facile, au prix d’un
changement insignifiant du raisonnement, de l’étendre aux différentsvoisinages
d’un point M commun à plusieurs portions régulières S de S— il suffirait
d’englober S- dans une surface de Liapounofi', autre que S, pour laquelle M
serait un point ordinaire.

  

25. Ceci étant, reprenons les notations du paragraphe 14; comme, en
__> «

,

l’especc, la normale N est or1entée su1vant _Mz, nous avons, en fa15anL
cos(N, x) = 0 dans (7),
(17) ICOS(N’, x)lâf(MP), |'cos<Nb y,>15f<MP>Â
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Par ailleurs, nous avons

J’cos(MP, N’):
M_P

—’,cos(N æ)—l— cos(N’,y)—t—MËcos(N’,z).M_P

’

Comme lÎË3lêl’ [cos(N’, z)|ê1, les inégalités (16) et (m)-permettent d’en
déduire ,

,

:_ _+ _). MP
(:?) loos(MP, N)lgaf<MP>+,

,,3f(f’—P-,nw)s’—,,—5f(,,’f,Ï,)<5f(…)-  
_. 24._ D’un autrecôté, cos(N, z) = 1, car, dans le cas présent, les directionsMN
et Mz coïncident; l’inégalité (7) s’écrit donc ici [cf. (5)]

(N1N’)
léos(N, z) _‘ cos(N’, z)

|
= 1 _ cbs(N','z): 2 sin2-— <_;(N N’)-;l (N, N’) 1=g[f(Mr)]z.

D’après cela [cf. (8)];
25 _ 144_ I —— ' 5 > ___—'(18!) _ [cos(N,N)l—|COS(N’ )l=’
169 169

Soit alors da, l’élément d'aire de S au point P, de’ la projection de cette aire
'

sur le plan Mæy; nous avons

<-1—-—69]d0’|<2 |daf|.
 "“” ' ©

.

‘d°'= î‘“>l=
25. Nous sommes maintenantà même de résumerlesconséquencesdéduites

des hypothèses de Liapoùnoff et qui serviront de base aux-discussions qui
suivent. Nous simplifierons d’ailleurs nos énoncés en nous limitant exclusi-
vement aux voisinages des points ordinaires de S. Désormais, M sera un point
intérieur de la portion régulière S de S et R désignera le rayon de la sphère
de Liapounofi' L(M, R) qui ne contiendra aucun point frontière de S,. D’après
les hypothèses faites (M intérieur à S,), R est différent de zéro, mais il n’est
pas minoré uniformément pour tous les points intérieurs de S,— par un nombre
positif fixe. Il serait, d’ailleurs, facile de préciser la manière dont se com-
portent en les points singuliers de S les expressions que nous aurons à
considérer et le développement du présent chapitre sont justement destinés à
fournir au lecteur tous les instruments indispensables de calcul. Mais nous
nous abstiendrons de faire cette extension pour unifier et abréger notre
exposition. Le lecteur trouvera, du reste, les résultats définitifs pour les
arêtes de rebroussements dans le Cours d’Analyse d’Édouard Goursat, par
exemple [15], qui seront valables encore dans le cas des surfaces de Liapounofï.

Ceci étant, rappelons une fois encore que R a été choisi assez petit pour
satisfaireàal’inégalité (8). Moyennant cela, le voisinage Z(M) de M sur S
sera, d’après (16), (18),(18’) et (19) assez voisin d’un disque plan de rayon R.
D’après (16), en effet, les cotes des points de Z(M) varient assez peu, alors que,
d’après (18) et (18’), les ondulations de E(M) sont suffisamment amorties.
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Enfin, (19) permet de majorer l’aire de E(M) à l’aide de celle de sa projection
sur le plan tangent Mxy. Et ce sont ces propriétés qui garantissent la
régularité des expressionsque nous aurons à étudier par la suite.

Jusqu’ici nous n’avons pas en à préciser la manière dont se comporte le
module de continuité f(MP) de la surface S dans le voisinage de MP=_o.
Pour aller plus loin, il nous faut désormais supposer que f(MP) s’évanouit
assez rapidement avec MP pour que le module de continuité cp(MP), associé
à f(MP) au moyen des formules (4) existe et pour que, plus généralement,
toutes les hypothèses du paragraphe 9 bis soient valables. C’est l’hypothèse
que nous ferons désormais; elle nous permettra d’établir la convergence de
certaines expressions intégrales attachées aux surfaces de Liapounofl et,'en
particulier, de développer la théorie élémentaire des potentiels de simple et de
double couche.

CHAPITRE III;
Propriétés élémentaires du potentiel de double _couche

attachées aux surfaces généralisées de Liapounofl’.

, 26. Considérons une distribution superficielle des masses sur S; soient p(P)
la densité de cette répartition au point P de S, V(M) le potentiel de double
couche créé au point M par les masses attirantes envisagées

_ MP, N’(20) V(M)=flp. (p) “___—“(MP3)da.

L’élément différentiel de l’intégrale du second membre est une expression
régulière de M tant que M est étranger à la surface _.S Nous allons faire voir
que si S est une surface de Liapounoff, le second membre de (20) est encore
convergent lorsque M est un point de S : à condition, toutefois, que la
fonction p…(P) soit bornée
(…

‘ IH(P)I<A (A>..)_.
En effet, il suffira de montrer que l’intégrale

, __ P)cos(MP, N’) ,(21)
.

I
_fl…MW M—_P———2

—————da

étendue a un voisinage d(M) suffisamment petit du point M de S, est finie et
que sa valeur absolue tend vers zéro avec le diamètre de d(M).

Or, sans restreindre la généralité ('), on peut_supposerque M est un point 
(’) D’après ce que nous avons vu au paragraphe 13, le cylindre considéré.dans le texte

peut découper sur S des portions appartenant à plusieurs voisinages Z(M) de M; cela se
produit lorsque le point M est commun à une ou à plusieurs arêtes de rebroussement de S.
Les raisonnements du texte s’appliquent à chacun de ces voisinages et, par suite, à leur
somme.
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régulier de S; il est possible alors de choisir un nombre positif R., assez petit,
mais non nul, de façon que la projection de d(M) sur le plan tangent en M à 8
soit l’intérieur du cercle C(R,) de centre M et de rayon R1 ;

1—53
R; le domaine

d(M) fait alors sûrement partie de Z(M) [cf. le paragraphe 18 et, en particulier,
l’inégalité (13)], c’est une portion d’un seul tenant, qui se correspond biuni-
voquement, point par point, avec C(R. ). Rapportons le domaine d’intégration
au trièdre Mæyz, utilisé au cours des paragraphes 15 et 22; les majorations
(18) et (19) sont valables et nous avons [cf. (21 )]

cos—(__MP,N’)J P(P)——MP"d.…)

     A f<5in——œ->lda’l=864 … MP"(??)
  

Dans le plan Maty, passons aux coordonnéespolaires p et a];

æ=pgcosd;, y=psinuÿ.

Le rayon vecteur p est la projection de MP sur Many; comme la droite MP est
extérieure au cône de Günther G(M) (cf. les paragraphes19 et 20), on a  MP sinœâpâMP,
d'où

MP s—.P—, ‘
P_,slsmœ‘—sm%o P2—p2

et enfin, le module de continuitéf(r) étant une fonCtion non décroissante de
son argument

f(s—Îîî) =f<r—rî-—…>
Comme |dc’ ]

= p dp du];, on déduit de là
MP p a

f<-—> f<-——>
—

fl %|dæ(gfl _“ïïdpda=gnf f(—_r)dr.
cm.) cm.) ? o

’
.

Cette inégalité, jointe à (4) (cf. â25), permet de mettre (22) sous la forme     cos(MP, N’) <4225 R1 . 5(23)
d(M)P(P) MP2 da =243 7rA(P<sinîœ) <R’ÊÊR>.

Or, d’après la définition même du module de continuité (4),
Ÿ<sinR‘îw>

tend
vers zéro avec R,, en sorte que l’intégrale (20) est bien convergente. .

Considérons alors la sphère L(M, R.) et le voisinage E(M, R,) corres—
pondant (cf. les paragraphes“ et 15); il est clair que E(M, R,) est intérieur
à d(M), en sorte que

Æ(M,R,l Æ(M)
’ê
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En comparant les deux dernières inégalités, on voit que

J 005(1Î1Î) lî’)H(P)————Â——dfï
E(M,R,) MP-

<fl
leos(MP,Ê’)l|P(P)l——+—ldal:

Emma
'

4225 R 11
'

'5< _ _= 432 7TAc?<sin;on") IO7IA(P(sin'-ce), pour Ré
13R'_

Dans la suite, nous aurons souvent l’occasion d’utiliser les majorations (23)
et (23’) du potentiel de double couche créé par les masses contenues à
l’intérieur de d(M). '

Remarque. — On notera que l’énoncé précédent ne repose sur aucune hypo—
thèse de régularité de la densité pt(P), que nous supposons simplement inté-
grable sur la multiplicité support S; il suffit donc, pour assurer l’existence du
potentiel (20), et aussi de quelques autres expressions qui vont être intro—
duites, que S soit une surface de Liapounofi'. Au contraire, l’étudie des
conditions de dérivabilité ou, simplement, l’étude des modes de continuité des
expressions en cause reposeront sur des propriétés de régularité de p(P) que
nous introduirons en temps utile.

(23’)
    

27. Le résultat du précédent paragraphe nous permettra d’étendre au cas
des surfaces de Liapounofi les résultats classiques relatifs à l’intégrale de
Gauss. Faisons ,U.(P>= 1 dans(2o) ' '

eos MP, N’)
V<M>=[[ <——M——P;

da,

formule où N' désigne la normale extérieure à D.
On sait que la valeur absolue de 393%‘Ï—g-Ïîdaest égalea l’angle solide sous

lequel on voit, du point M l’élément d’aire da de S, placé au
point

P. De là
les démonstrations élémentaires des formules de Gauss

MP N’
0, si M est extérieur à D,

cos ‘

. . , . .(24) '
fl—LM—l—J’—)da: (nr, 51 M est interieur a D,

L S an, si M est un point ordinaire de S.

Mais nous ne saurions nous contenter d’une vérification aussi rapide qui fait
appel, d’ailleurs, à des propriétés que toutes les surfaces de Liapounoff ne
possèdent pas. En ce qui concerne les deux premières formules (24), nous
n’ avons qu’à reprendre la marche classique. Considérons donc dans D une
fonction harmonique U(M), régulière àl’intérieur de D et possédant sur S une

dUdérivée normale
%—

régulière. Comme les formules de Green s’appliquent aux
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surfaces de Liapounoff (cf. @ 21), nous pouvons exprimer la valeur de U(M)
en chaque point de D, connaissantU(M) sur S et ËU— sur la même multiplicitédn

U(M)=

OÈ_Æ%
1\ÏÏL++fl’U(P) cos(+_£,N )

de‘, si M est intérieur à D,

dU da‘ eos(MP, N’) _ '_ ‘
-

=.ZÎ’Î“ sd” MP +flU(P)————MP”
de‘, 51 M est exterieur a D;

rappelons que ÎûUdésigne la dérivée prise suivant la normale exter1eure. Or,
U'(M)=1 est une fonction harmonique, régulière dans D, dont toutes les
dérivées partielles sont nulles. Les relations précédentes s’appliquent donc
à‘ U(M)=I et se réduisent dans ce cas particulier aux deux premières for—

mules (24); celles-ci ne sont donc que les corollaires immédiats des formules
de Green et s’appliquent à toute surface fermée pour‘laquelle ces formules
demeurent valables.‘

Passons maintenant à la formule (243); M étant un point ordinaire de S, on
peut trouver une sphère L(M, r) (cf. pour les notations, @ “) telle que la

portion Z(M, r) correspondante ne contienne aucun point singulier de S.
Appelons L.(M, r) [ou L2(M, r)] la portion de la surface de L(M, r) inté—

rieure (ou extérieure) à D:, Z(M, r) et chacune des portions L. (M, r), I…(M, r)
sont d’un seul tenant, dès que r'S_R (C]. 5 15). D’après cela, les domaines
limités par les surfaces fermées de Liapounoff S — Z(M, r) + L, (M, r), d’une
part et S —E(M, r)+ L,,(M, r) d’autre part sont d’un seul tenant; de plus,
les relations (24.) et (mi,) leur sont applicables.
,Lepoint M étant intérieur à l’un et extérieur à l’autre, nous avons

fl‘ _'
cos (M$, lÎ')

da +fl cos (MD, î’) da— 0
s—E(M,r) L1 (M,r)

_ ’MP2 MP2

”’
A __COS(fi—lä’ 1ÎI>I)da' +fl ———’ËOS(Ki—â ”’>/) de _ 41r

» s—E(M,r) L.(M,r)
_ ’MP" MP2

' On observera que dans la première formule la normale l‘Î’ sur L,(M, r) est
prise vers l’intérieur de L(M, r), c’est-à-dire, vers l’extérieur du domaine
limité par S —— Z(M, r) + L, (M, r); le fait opposé a lieu sur L2(M, r) dans la
deuxième formule. En additionnant membre à membre les deux relations
ci-dessus, on trouve

(M? €?)(25) 2fl ' (Pi—MP_À’—da
_

s-Em,;->
. ——> -> ——> +
_…m __<W ……

L L, (“’,—)
Ml):

. L,(M, ” A“): J .
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Introduisons le cône G(M) de Günther (cf. gg 19 et 20); G(M), d’après
sa propriété fondamentale, est étranger à l’intersection de S avec L(M, r) et
découpe sur L, (M, r) et L2(M, r) respectivementdes calottes égales. Eu égard

— -—>

au sens des normales N’ sur L, et La, on —voit que l’élément différentiel
—-> +cos(MP, N’)
MP= ,

opposés des calottes en cause. L’accolade du second membre de (25) se réduit
donc aux intégrales de surface prises sur la zone de L(M, r) extérieure au
cône G(M). Mais on peut choisir r assez petit pour que l’angle d’ouverture 20)
de G(M) soit aussi voisin de Tt qu’on le veut (cf. la remarque finale du para—
graphe 19); l’aire de la zone sphérique considérée ci-dessus sera alors aussi
voisine de zéro qu’on le veut, et il en sera donc de même des intégrales de

—> ->
' '

cos(MP, N’)
MP2

permet de tirer de (25) la relation limite
- sa @)

limfl Ê———’—ida=27ü
s—2(M,r)

do a des valeurs égales et opposées en des points diamétralement

 

surface d’élément différentiel de étendues à cette zone. [Cela

r=0 MP2

qui justifie complètement le dernier résultat de Gauss.
Remarquons qu’en serrant un peu les raisonnements du texte, nous aurions

pu étudier l’intégrale de Gauss en un point singulier de la surface; mais nous
omettrons cette discussionpour abréger notre exposé.

Les formules de Gauss mettent en évidence, dans le cas particulier où
p.(P):i 1, la discontinuité du potentiel de double couche sur la multiplicité
support S. Nous allons étendre ces conclusions au _cas général où ce potentiel
est défini pour (20), toujours, bien entendu, sous réserve que 5 soit une surface
de Liapounofi‘. '

28. Soient M, un point ordinaire de la surface P, X(M) son voisinage
défini au paragraphe 15, M’ un point de l’espace voisin de M (M' est (situé ou
non sur 8). Le potentiel V(M) étant défini par (20), nous avons identi-
quement ('> ‘

(26) V(M’)—V(M)=I(M’)—l(M)+I,(M’)—I,(M)
M eos(M’P,N’)d _ M cos(MP,N')d ;+n(

)_[£——————Mln
0 r( )Æ——Mm a

onaposé
…

‘ … M’P, N’(go,) 1 (M’)=/Î […P)- p(M)]%ÊT——)claUS—E(M)
_ 

(‘) La mise en évidence de [p.(P) — p(M)] ne sera utile que dans les paragraphesulté-
rieurs, où la densité pL(P) sera supposée continue.
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et

…… 11(M’)=flm 1p<P>—…M>_lî‘i“TN“,—;—Ëidaç

on farmera [(M) et I. (M) en remplaçant M’ par M dans (26',) et (26',).
_

,Les deux fonctions de M’ ainsi définies sont donc des potentiels d-e double
couche, de densité égale à [p.(P) -— 1L(M)]. Nous allons étudier la continuité
de l(M’) dans le voisinage de M.

' supposonsque l’on ait
.(a7) " / MM'< % .

'Ë

"R étant le rayon de L(M).' de la définition même de X(M) il résulte alors que

pour tout point P dela multiplicité S —— “(M),la distanceM’P >87 R, en sorte
‘ que

(“7")
=

'

. Mll’ ll/\

2

K.

Le second membre de l’inégalité précédente étant un nombre fixe, on voit
que lepotentielde double couche l(M’) est une fonction analytique et régu—

lière de MI dans la sphère L M,
%>; par suite, les expressions Ï__l(\l’)'

»âI(M')
e_.-t\àl(M’)"ä'yf"‘°

les coordonnéesde M’. Pour préciser, nous avons dabord [cf. (21)]
|F(l’)—H(M)lêflÀ

() 1 _

.Si maintenant nous appelons E, 11, C les coordonnées du point courant P,

 
|

peuvent être majorées dans L(M, %)» æ’, y’," désignant

et puis [cf.(27')]
21305(PM’, Ox)

< 16
——NÎ’PT—_ : Hi"  

_ . . . —>
_

et, B, 7 les cosmus directeurs de la normale extérieure N’ en P à 8, nous avons

cus(Îl’Î’, ?): “(€*-"’) + 5(n — .)") + 7(Ç —-.:/)   M’l’
On tire de là

' dcos(M’P, N’)
.

”7ÿ ", (m’—E) 1

'

z .’.__ — ' __ < <...
d.v’ ‘“ °°S (M 1 ’ N) M’P M’l’ = …) = a  

   
et ensuite

  

H)S(\l l’. \')
,l'|nÔ_)’L" _N_—”_l’l’-

-D’après cela, la formule de la différentiation sous le signe j]s ’applique au
., . , . . R

second membre de (ah,) lorsque M’ est intérieur 3 L<M, —)7et nous avons en

Journ. de Math., tome XXIII. -— Fasc. 2, 1944. 1 7
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désignant par a la surface totale de S,
dl(M')

âæ’
80
ÎÎ“ Aa.ll/\

  

On déduit de là
(28) l(M')— I(M)[g îÎÎAaMM’, MM/g%._ 

Le potentiel I(MI) possède donc dans L(M, %) la continuité lipschitzieniœ,
le résultat du paragraphe 5 bis montre qu’on a, a fortiori,

(28’) ll(M/)_I(M)152Î[Ç’Aaç(MM'),

cp(MM’) étant le module de continuité, supposé existant, associé au modulede:
continuité f(MM’) de la surface S.

29. Nous allons, à présent, étudier le potentiel(2ô',). Cette fois, il est
indispensable de préciser la manière dont le point M' tend vers M. Nous sup-
poserons d’abord que M' se déplace sur la surface S; dans ce cas, il est inutile
d’admettre la continuité de p.(P), et il suffit que cette densité_vérifie (21) pour
justifier notre résultat. De (27), il résulte que M" appartient alors au.

domaine Z(M, %) (cf. 5 15); il en résulte aussi que la sphère L(M, zMM’) est

encore intérieure à la sphère L(M, R), de sorte que L(M, 2MM’) possède
toutes les propriétésdes sphères de Liapounofi'et que, enparticulier,E(M,q2MM’)
est intérieur à Z(M). Comme nous avons [cf. (26'__,)]

É(M)—É(M,2MW) 'E(M,2MM’)
_

4

[et une formule analogue pour I,(M’)], les limitations (23’) s’appliquent à_,la
. , . , R 5 .

deux1eme 1ntegrale du second membre, car R. = 2MM’â Î < Îä R. Par suite,
il vient

'\ .
) / !eos(Ml , N )da' 5201:A<p <2M2M)sm (»ÀJ_(l)) —— M _)

|Æ(M,E)lhl'}ii
IJ.( >| 1\lP-

Puisque IP—<P)— .U—(M)iîâA—
Une majoration à peu près semblable vaut pour l’intégrale

Æ…lu<P>
_…M)J —°ä%—Ëi—N—)da-

Considérons, en effet, la sphère L(M’, 3MM’), centrée sur M’. D’après (27),

2MM’< %, en sorte que L(M’, 3MM’) estintérieure à L(M, B) mais contient
L(M, 2MM’). Il suit de l‘a que 2( M’, 3MM’) possède toutes les propriétésdu
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voi'sinàgé de Liapoun0ffet contient Z(M, 2MM’); comme 3MM’< %13 < % B,
les inégalités (23) et (23’) s’appliquent au potentiel considéré et au voisinage
Z(M', R. ) =Z)M’, 3MM’); nous avons donc

’ M'P, N' , (M'P. N']] [p<P>-—p<M>]ÊËÉWPT—’da|gfl . lP(l’)—H(M)IŒW—)—CÏU
La! sur) ‘11 111111 _

3MM’)sin2 ou
 

SeonAcp<

L’ensemble de ces résultats permet d’écrire, la fonction <p(r) étant non
' décroissante,  ! l’(°°) lh<M'>—l(M) <40owAo(Îi.i—-—œ>+1,
avec .

(29)JZ.ÏÎ['—1L<P)—e(M)li°b(MP’ Nl)
-— °°S<ÏJÎ

@] du
2 (‘U——L(M,2MM) M'P2 M-Pz

.
  

Oron a identiquement

cos(M'P, N’) _ cos(MP, N’)
M'P2 MP2

==M’PCOS(M’P, N’)— MP eos<NlP, N’)
MP (@ K,) 1 1

M’l‘“ + 005 ’ (W—Wl'
Il est facile de transformer le numérateur du premier terme du second

  
membre. Projetons sur l’axe N' I’égalité

géométrique___;
_ _

MM’=PM’—PM; ,

. . . . _+ '—Ÿ_Ÿ>.Il went, en or1entant les drortes MM’, PM’ et PM dans les sens MM’, PM'
——>

et PM,
W 005 (fifi, @) : EW cos(Pl\Î’, Ÿ') _1)T11115(17Ÿ1\1,N'),\

———> —> -—>‘
en remarquant que cos<PM’, N’)=—cos(—_>’PP, N’) et que l\—l.—W= MM’,
P '=—MP, PM“"=_ MP

___} _) ,__ __
MM' COS(MM', l\”) : M'l’ cus(M'Î’, N>’) —— MP cus<Mî, Ÿ’).

Cela permet d’écrire
——> —ÿ

_
, ———>

—>/
(30) cos(x:g;

N) _
w<Riî—l

N) 
—-+ —>: MËËË%Œ + MP cos(ÏIŸP, Î‘Ÿ) (WP-' — È)
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On remarquera que les formules (29’ ) et (30) sont valables quelle que soit
la position du point M dans l’espace; cette remarque nous servira au cours
du paragraphe suivant. Or, nous avons identiquement '

cos(Mfi, 1îr):…(1î1îr, K) + cus(1î1î, M) _ «:…—(M‘Mî 11),

N, rappelons—le, étant la normale extérieure à S au point M. Comme M est
un point régulier de S et comme M’ est sur S, l’inégalité (18) s’appliqMe,à
condition d’y remplacerP par M et M par M’; il vient alors ' 

111r>
«

' "
sinon

lcos(MM’, N)l<2_
—5-f<

D’un autre côté '

l……(mî, 1Î‘f) _ cps(MlVÎ', R)
]
gl (M1Îf î) _(M—Mî N)I.

Mais dans le trièdre, dont les arêtes sont orientées parallèlement aux‘vec—

teurs MM’, N, N', on a. les inégalités classiques qui, eu égard à (5), permettent
d’écrire

I(N”Mc N”)— (M1? N) H (N N') l<f<MP>,

en sorte qu’en réunissant l’ensemble des résultats précédents et en observant
que MP <Msince

. '
(31) ]cos(MM’, N')[g leos(MM’,N)l+lcos(Mlî’, N’)—eus(hä,N)l

'
IMM’ " MW MP

“S625f<si1—1œ>+f(MP)g ÎÊf(-siliœ>+f(sinm)
Enfin, nous avons, quelle que soit la position du point M’ dans l’espace,

 
  

|MP _ M’P|(MP’+M'P’+MP.M'P)
"

\") 1 1 __ MP“—M’l“ _‘ M’P” MP=
_ MW.MP2 “ 

  M'P“.MP2

< Ml’ ... M'P
|
(MP + MIP.)’

___ M'P“.MP’
Mais IMP —M’P {EMM’ (*

P M'P ?

Œ_Ëë__l <10,

d’où
, MM'__ _— <_——'

ll\“’ (M,—T), Ml”) ‘: Nl'l’,l\ll”

En effet, le point P est extérieur à la sphère L(M, 2MM’), puisqu’il décrit le
domaine E(M)— Z(M, 2MM’); on a donc

MP '

3 __( 2) Mil) <27
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ce qui justifie la première des inégalités précédentes, alors qu’on tire de la
seconde

 

, 1 < 2MM’(32) |MP<M'1H MP“) = MP=

et finalement, eu égard à (18), l’inégalité
- — “‘> “> 1 1

4

250 MM’ MP' ” __ _ _ < _ '__. _(33)
__ lMPCOS(MP’ 1\)(M'Pv MP“) = 3 MP=—f(sil…>’ 

valable, répétons—le, que le point M’ soit sur S ou non, pourvu que P
appar—tienne àE(M)——E(M,‘ 2MM').

Dès lors, (21), (30), (31) et (33) permettent de déduire de (29’) l’inégalité
'

(34) J<ËAf(MM)MM'fl l_d°l
+5_48A.MMJÏ f(i‘l—p)£'i;”…" Ë(M)—Ë(M,2MM’)M_P «M)—211, «mn) KS'"°’ MP

‘à condition détemplacer dans( 29’) Kill/T par sa majoranlefi [cf. (32)].

 
Pour évaluer les intégrales du second membre de (34), nous utiliserons le

système des coordonnées polaires introduit au paragraphe 26, dont toutes les
conclusionss'appliquent; nous avons donc d’abord

! l
-.

—MP“ <
‘Z_—=

et puis, compte tenu de (19),
…… îÎ—îo

odpdul».

D’après la définition même de ou, le domaine d’intégration
Z(M)—.‘.(M, 2MM)

se projette sur le plan tangent Mæy en M à S à l’intérieur de la couronne
circulaire

2MM’ sinœêpâ R,
en sorte que nous avons

fl‘ S_1__69£/‘”d‘pr’_; _
. 2(…_E(M,2MM')NldP _l!l[l ‘2.\ll\l’slnoo‘°_l

_Ëfi 1 __1_ < 1697: 1—
72 2MM’sinœ R : 1445inœ MM'

(%")
  

et ensuite [cf. (4) et (4' )], comme %—Îî < —.—P—,
sun-m

MPf(sin
œ>dv]' 169f /“‘f<5i112)œ, d4» ———dpJE(u)—Em‘,exm_Ml ‘

11111 un n) 1°

R) cJ<2MM'1097:f’5111'—’œ ‘
_

smc)

141 si…» MM'

 
  

(35)   
1l/\
 )
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‘ , R , . u . o , l ‘

ou l\ (f, m) des1gne une constante pos1t1ve bien determ1née, dépendantde

la forme de f(MP) et desi ü)-Moyennant ces inégalités, (34) donne

169 7: MM’
(

R 2MM’
JËŒ sinœA[mo‘/<sinœ>+200K f’sin''œ>ç( sinon )]

Comme œ>%, on a

   
——<‘hsinœ

en sorte que, eu égard à (4”’) et au fait que le module de continuité estune
fonction croissante de l’argument, on a

2MM’\ MM'
<?< since )êf<sinm)

et finalement
(36)

_ J<8nA[100+50K<f,——
R

——)]cp<°iwMl).sin2 (1) SII] &)

  
Examinons enfin les deux derniers termes de la formule (26). Les points M

et M’ étant des points ordinaires de 8, la formule (,24;,) s’applique et nous
avons

”(M)[flCOS(Ë-—î—llïl
Nl)d0'

_ÆCOS($Ê_Ê_,
Ni)daa]=p(M)(2n—21r)=m

L’ensemble des résultats (28’), (29) et (36) permettent alors, compte tenu
de la relation précédente, de déduire de (26) l’inégalité

|V(M’) _ V(M)|< L5ÈAaç(MM')+50nAç(Ë—_M_M')blll'û.)

+
87rA[1oo

+ 50K (f,……îR)JŸ (ÎËÎÏ) )
! <40t 3.MMSlll'ù)

  >_- …Mais w_ 3, donc——in‘-’œ_ 3

décroissante de r, on déduit de là

(37) ;V(Mf)_V(M)|<A[î42a+saon+gooK(fi_…._Î;_m)]ç(…M/), MM’g

_4MM’. Comme <p(r) est une fonction non

E.R 8

L’inégalité (37) nous permet alors de conclure :

Lorsque la densité p(P) de répartition des masses attirantes sur une surface de
Liapounoÿ" S est une fonction bornée et intégrable [cf. (at)], le potentiel de
double couche .

eos( MP N’
V…(M):fl…p)_M_PËJÆ

.. &
V
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eSt= une fonction de M continue àl’inlérieurde chaque portion régulière S,: de S
_et_yqvértfic une condition (<p) [cf. ê9].

Remarque. — On observera que l’inégalité (37) n’est pas homogène; le

R—, est, en effet, de l’ordreÈ
est une constante numérique pure. Cela tient à ce que la fonction f(r) n’a pas
.la même dimension dans toutes les inégalités où elle intervient; tantôt [cf. (3)]
elle a les dimensions d’une densité, tantôt c’est une quantité sans dimensions
[cf. (5)]. En particulier, le passage de (28) à (28’) repose sur l’hypothèse que
l’inégalité MM’ÉÇ(MM’) est purement numérique. 'A l‘avenir nous aurons à
manier plus d’une inégalité hétérogène.

terme— , alors que le second terme de la parenthèse

50. Passonsmaintenant à l’examen du cas où M’ tend vers M en se déplaçant
sur la normale MN à S en M. Remarquons d’abord qu ’on peut écrire
[cf (24>.s24] M N,

p(M)££%PLÇ—)dazarp(M),
puisque M est un point ordinaire de S, alors que les deux premières for—
mules (24) donnent

éos(MP,N___’) 472, si M’ est intérieur à S.

 0, si M est extérieur à S.

Comme, par ailleurs, toutes les conclusions du paragraphe 28 subsistent
intégralement, moyennant l’inégalité (27) que nous supposerons toujours
vérifiée, l‘ensemble des résultats précédents permet de déduire de (26) et
de (28’)

_ ,
' .

(38) !V(M’)—V(M)—2WP(M)iS-ËÏ)A?©(MM’)+|L(M’)—L(M)!
’

‘

pour M’ intérieur àD,
‘

(se) |V(M’)—V(M)+znp(M)!â%Aaç(MM’)—P11(M)—I(M)i

our M’ extér‘ieu1 à D,P

ou: l.”(M’) est encore le potentiel donné par (26'__,_.)
Nous nous proposons de trouver une majorante

s’annule avec MM’.
Reprenonsa cet effet la marche suivie au paragraphe29, nous avons

,(M)| qui         

 

 

(39) 11(M')—L(M)lâJ+ [ '……,,,…,,Œ%Æda‘E(M,2MM')

s(MP, N)+ { (P>— <M>]—°————d
dv,—£:m,mm ” Pi

_

MP

inégalité où l’expression J est définie par (29’).
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Les raisonnements du début du paragraphe 29 s’appliquent tels quels à la

M)- D’un dernière intégrale (39), en sorte qu’elle est majorée par 2011A9<2sin*œ
autre côté, nous avons dans le triangle rectiligne MM’P

M' P sinPM’M: MP sin PMM’,

les angles étant pris en valeur absolue. On déduit de là

_ /\
1_ __ s1nPM’M 1 ( 1 1“ [ smPMM' Ml smPMM' Ml

Or, la droite MP coupe Z(M, 2MM’),intérieure àla portion Z(M), en deux
points au moins. Par suite, MP est extérieure au cône de Günther G(M), axé
sur la normale en M à S, c’est-à—dire sur MM’(cf.ë 19 et 20); oula donc
PMM’> g- lorsque P balaie Z(M, '2MM’), en sorte que l’inégalité précédente
donne   

 

   
’
P< %}

‘
<

1_2'_.

Comme cos(M’P, N’)jg 1, cela permet d’écrire [cf. (21) et (23’)]
, eos(M’l’, N’) de‘(4°)

|
(P)—H(M)l——…dflê8A_ _—

v21«_11.znm
H ' M,P' ' E(M,2MM'}MIH

, I {
. .

580fiA9<2M2M>580fiAQ(3MM’),_ sm (» ‘

puisque, d’après (27), 2MM’<R[13—3<
—R et que sinon—_.— ‘Ë

_
_

Tout revient, dès lors, à étudier l’expression J, définie par (29’) lorsque M’
tend vers M en suivant la normale en M à S. Or, ainsi que nous l’avons fait
remarquer au cours du paragraphe 29, la forme (30) de l’élément différentiel
de J est valable quelle que soit la position du point M’ dans l’espace; de même,
la majoration (33) du second terme du second membre de (30) subsiste
moyennantla seule réserve que P appartienneàla portion Z(M)—E(M, 2MM’);
or, on a montré qu’alors la contribution à J du terme correspondant s’évanouit
«n un même temps que MM’. Mais cette fois, nous ne pouvons affirmer que
l’intégrale

‘

, eos(MM',N’) ‘ _MM
fluo—...“ °\l\l: Mil… HL(P) ”(M)]da

[qui, d’après (29’) et (30), figure additivement dans l’expression de J] tende
vers zéro avec MM’, et cela lorsque la densité p.(P) est supposée simplement
bornée. Si, en effet, on s’en tient à la Seule condition (21), le problème revient
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à étudier la manière dont se comporte pour MM’= o la quantité

MM’jÎ
’

———COS(MMG… do-I ::' Etal)—Êm,eMM') M P

on se. rappellera que, d’après(32), MP et M’P sont du même ordre de grandeur.
Or, cette fois, [cos(MM’, N’)[ est très voisin de 1 si MP est assez petit, car
(MM’, N'.)#(N, N’). D’un autre côté, en reprenant le calcul du paragraphe29
[cf. (35)], on montre aisément que

“l‘il1no
MM’f Nil—; > const > o.

-— — Ë(M)—L(M,QMM’)

La majorante considérée de.] ne tend donc pas vers zéro avec MM’ dans le
cas où y.(P) est simplement bornée; il en est par suite de même du second
membre de (38) et de (38') [cf. (39)]. Pour aller plus loin, nous admettrons
donc que la densité p…(P) est continue et nous écrirons

(41) :p<M)—…P)Ef<MP).

où f(MP) est un module de continuité. Pour simplifier les démonstrations et
unifier notre exposé, nous admettrons encore que f(MP) est identique au
module de continuité de S et que, par suite, f(MP) vérifie toutes les hypo-
thèses de régularité que nous avons énoncées au paragraphe 9 bis; mais il
serait facile d’étendre nos conclusionsau cas où f(MP) serait simplement une
fonction positive, continue et croissante de MP, nulle en même temps que son
argument. Remarquons aussi que (41) permettrait d’améliorer l’inégalité (40);
nous aurions pu, en effet, y remplacer la majorante 2A de p(M’)— p(M“‘)|
par f(2MM’) qui s’annule avec MM’; mais cela est inutile pour notre objet.

7 Cela étant, revenons à notre problème. Pour majorer J = K, + K,, nous
sonimes‘encoreconduits [cf. (29’) et (30)[ à majorer les deux intégrales

 

K—[ [___—__MM’ cos(MM’, N’)
Ml” “" (P)—y(M)[da

 

et

 K.=[j[[p.(P) —p(M)]MPc05(MP,_ \')<-‘—I,P _M—Ip—3)da

étendues au domaine Z(M)—— E(M, 2MM'). Nous avons | cf. (32) et (41)] ’ond M’P ., . Ml’Lau—}...M.eMM'.K.gMM’[
' f(M' )da <8MM f(MP

(\l» _(‘\l °\l\l'\

Or, la dernière intégrale se majore à l’aide de l’inégalité (35), à condition de
faire sin (0 = 1 dans celle—ci; il vient donc

169
18

Journ. de Math., tome xx1u. _ Fasc. 2, 1944. 18

K <—_ 1:K(f R)o (2MM’)
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On remarquera que la limitation de K, que nous venons d’effectuer utilise

d’une manière essentielle l’hypothèse de la continuité de p…(P). Au contraire,
nous n’aurons pas à nous servir de cette propriété pour étudier l’expression K2
puisque les calculs du paragraphe 29 peuvent lui être appliqués sans modifi—
cation aucune; nous avons, d’autre part, eu égard à (33) et à (35),

'

/ \.

(——>…since since
 K252.1691IA

Finalement, en remplaçant _—à; par sa majorante 2, on déduit de ce qui
précède   J5169n'[K(fy R)‘P(2MMI)+ 2A

K(f’
R

>ÇP(2MMI>ÏIsin w since sinœ

ê 1697f[K(f, R)+4AK(fi 4R)l<P(4MM')—
_}

Moyennant ce résultat, les inégalités (38) et (38’) s’écrivent [cf. (39) et (40)]
|V(M')—V(M) — 2TfH(M)I

g[ËËM+ 170nK(f, R) +_680nAK(f, 4R) +100fiA]ç(4MM')
’ (M’ iutérieurà D);

(42) }V(M’)—V(M)+2np(M)l

;[2—Ê3A°“+
1707rK(fi R) + 680nAK(fi 4R> + roonA]æ<AMM')

(M’ extérieur à D).
‘ Nous pourrons maintenant conclure .:

Lorsque la densité ;}.(P) des masses attirantes, répandues sur une surface de_
Liapounofl S, vérifie une condition (f), le potentiel de double couche coms—
pondant, V(M), défini par (20), vérifie l’une des inégalités (42) selon que
le point M’ tend vers M suivant la normale eætérieure ou intérieure en M à S,

. R , . . .
toutes les fozs que MM’; ë’ M etant un poznt ordznazre de S.

51. Nous nous proposons maintenant de passer à l’examen du cas général
et de montrer que les inégalités (42) subsistent encore si M’ tend vers_M en
suivant un chemin quelconque n’ayant en commun avec S que son extré—

'

unité M. Notre raisonnement utilisera un lemme de pure Géométrieque nous
commencerons par faire connaître.

‘

Considérons un point ordinaire M de S, L(M, B) la sphère de Liapounofl‘
correspondante, dont le rayon R est supposé assez petit pour‘qu‘aucunpoint
singulier de 8 ne soit intérieur à L(M, R); soit _M’, un point étranger à S

(extérieur ou intérieur à D) tel que MM’S % [Cf (27)]
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Dans ces conditions, nous pouvons énoncer le résultat suivant *:

LEMME. — Sï MM’; %
,

i_l existe sur Z(M) au moins un point M(, tel que M’ M0

soit confondu avec la normale en M 0 à S.

En effet, envisageons une surface fermée de Liapounofi' S., dépourvue de
lignes singulières; le plan tangent Varie d’une manière continue sur cette
Surface. On sait alors que le minimum de la distance PM’ (M’ étant un point
fixe de l’espace et P un point courant sur S,) est atteint pour Un point M.,, ou
plusieurs points, tels que M’Mo soit normal à S. en M,; il existe effectivement
au moins un point M,, pour une surface de l’espèce indiquée. Cela étant, consi—
dérons la surface de Liapounofl‘ S, définie de la manière suivante : S. sera
formée de ZÇM) et d’une portion régulière, tout entière extérieure à L(M, B),
se raccordant.avec la portion Z(M) le long de l’intersection de celle—ci
avec Z(M). [Il est clair'qu’il existe une infinité de surfaces telles que S,.]
soit M0 un des points que nous venons de définir : jedis qu’il appartient
nécessairement à Z(M). En effet, il existe sur E(M) des points dont la distance

. . , . , R R -
au pomt M’ est mfer1eure a

—8—s
car MM’É €, alors que le domaine S, ——Z(M),

étant. extérieur à L(M), est éloigné de M’ de %R au moins; le minimum
de M’P est donc atteint par un point, au moins, de E(M), ce qui démontre
notre proposition. ,

Cela posé, revenons au potentiel V(M). Considérons un chemin C, n’ayant
en commun avec S que le point ordinaire M de S; soit M’ un point de C tel
que MM'g %; M0 le point de Z(M) tel que M’M0 soit confondu avec la normale
à M0 en S;_d’après le lemme précédent, de tels points existent. Nous avons,

si îÇ_est intérieur à D, pour fixer les idées

1V(M') —_ V(M) _— 21cp(M)
|
= l

V(M') _ V(M,) _ 2…(M) + V(M.) — V(‘M)|
SlV(M') — V(M,) — MMM)

l + |
V(Mo) — V(M)l-

_

Comme MM’g
%»

l’inégalité (37) s’applique à |V(M,) -— V(M) |, alors
que (42) vaut pour|V(M’)—V(M,)— 2np.(M)| puisque M.,M’ est normale
à S en M,; on peut donc écrire, en désignant par B et B, des constantes
figurant dans (37) et (42. )

|V(M’) _ V(M)—— 2 1:p(M) |_5_Bç(!. MM..) + B. ç(4M,M'>.

Mais d’après la propriété extrémale de M,M', on a

M.,M'g MM’,

en sorte que
,.

v<4MOM'>59<AMM'>.
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D‘un autre côté, il vient, dans le triangle rectiligne_MM’M,,
_

MM,g MM’+ M’M,gæMM’, d’où ?(4MMo)go(8MM').

L’ensemble de ces résultats entraîne
‘ ‘

(A3) €V(M’)—V(M)—2WP(M)_iÊ(B+B.)Q(SMM’)
. ' .

'

R
v

.
, .

\

»

”our M’ 1nter1eur à D et MM’S —, alors u’un ra1sonnement tout semblableP _ 8 q
‘

permettrait d’écrire —

(43’) lV(M’)4V(M)+2W(M)IE(B+Bi)<P(8MM')

pour M' extérieur à D et tel que MM'g %.
On notera que nous ne faisons aucùne hypothèse de régularité sui—*1è

chemin C suivi par le point M’ pour atteindre M._ Ces inégalités résultent
complètement le problème que nous nous sommes posé; elles entraînent les
importantes conséquences que Voici.

Lorsque M’ tend vers M, la fonction V(M') qui figure dans (43)et (43'), \

‘p0ssède une limite bien déterminée, indépendante du chemin suivi par M'; "
nous appellerons V-(M) [V.(M)] la valeur. limite de V(M’) lorsque M’ tend -

vers M en suivant le chemin C intérieur (extérieur à D); nous avons, en
faisant MM'—_-—o dans (43) et (43’),
(431) V(M)——V(“)+”F(M),
(433) — VAM)=\(M)—2np(M).
On déduit de là les. deux formules équivalentes

…—

V,(M) — 1’,(M)=41…(M), V,-(M) + VAM)=2V(M),

qui mettent en évidence la discontinuité subie par le potentiel de douhlé
couche, défini par (20) en traversant la surface de singularité S en un de ses —

points ordinaires M.
_

Les résultats qui précèdent constituent l’extension des formules classiques
de Flemte au cas des surfaces généralisées de Liapounofl'. '

51 bis. Nous terminons ce chapitre en étendant les inégalités (37),(43.)
M (43/)’ d’abord au Cas Où MM'Ë %’ [mis, au cas général où M n’appartiend'æi—1

pas à S. La démonstration repose sur cette propriété géométrique des surfaces
de Liapounoff (‘) : chaque point M de S est accessible de l’intérieur ou de
l’extérieur du domaine D limité par S. Cela veut dire que tout point M cle-S 

(‘) Pour simplifier les raisonnements, nous admettrons dans tout le cours debe para-—
graphe que la surface S est dépourvue de singularité. L’extension au cas général 'est aisée.
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peutyètre/jointa’ un point M’, intérieurà D (extérieu1 à D) par une ligne
poiygonale de longueur finie dont tous les points, à l’exception de M, sont
intérieurs (extérieurs à D). Dans le cas des surfaces de Liapounofi', on peut
préciser davantage et affirmer : 1° qu’on peut toujours trouver, quels que
soient M et M’, un chemin polygonal C(M, M’) dont le nombre de côtés soit
inférieur 'à un nombre fixe ne dépendant que de la surface; 2° que les points
de C(M, M’) extérieurs à la sphère L(M, %) sont situés à des distances de S

supérieures à une longueur ne dépendant que de la surface S et de la dislance
deM’ à S. En particulier, si la distance de M’ à S, que nous désigncrons

par 3(M’, S), est supérieure àR
——.—-;

les
distances

à 5 des points de C(M, M’)
R R“tnténeurs à L(M, 8) seront minorées par

—6—3- Dans la suite, nous noterons
8('A,B) la distance de deux ensembles A et B (' ):
_’ Ces propriétés sont intuitives et à peu près évidentes. Nous allons en donner
(the rapidedémonstration afin d’établir en toute rigueur l’existence des bornes
dons l’énoncéci—dessus‘ fait—mention. Pour simplifier, nous admettrons d’abord
quelepoint M’ est intérieur à D. Ceci étant, menons par chaquepoint M de S

H
la normale intérieure à S et portons sur cette normale une longueur égalea €:
le lieu géométrique des extrémités m de ces segments sera une surface S.,
parallèle à S. Comme S, par hypothèse, est dépourvue de singularités, S sera
aussi une surface fermée, limitant un domaine D. situé à l’intérieur de D [et
qui, en aucun cas, ne peut être multiplement connexe (*)]. D’après cela,
deux points quelconques de l’ensemble D.+ S. peuvent être joints par un
chemin dont tous les points appartiennent à l’ensemble; cette propriété de
connexité nous sera utile. _

Comme le domaine S ——E(M) est extérieur à la sphère L(M, R),
3[m, S—Z(M)] est certainement supérieure à %- La droite Mm étant nor—

male en M à S, la fonction 8(m, P), P étant un point courant de E(M), possède

pour M: P un extremum égal à
18°

li
fonction puisse avoir sur Z(M) des extremum moindres que8—, nous pourrions

Mais, en admettant même que cette

assigner à ces extremum une borne inférieure. En effet, d’après les résultats 
(‘) Rappelons la définition du nombre ô(A, B); cette longueur est égale à la limite

inférieure des distances entre un point de A et un point de B. Si donc a est un point de A
et b un point de B, on a

. 'ô(a, b)gô(A, B).

(2) Cette propriété est une conséquence immédiate de la troisième hypothèse de
Liapounolf(cf. 5 1.0) et des raisonnements du paragraphe 18.
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du paragraphe 20, Z(M) est situé dans la portion de l’espace comprise
entre L(M, R) et le cône de Günther G(M), à l’extérieurde ce cône. Par suite,

H:3/3
!.

8[m, E(M)] est minorée par8-R—°sin ce >-—Il résulte de tout cela
"

Ô(D, + Sus )>
'1——{1\/3

Constrùisons alors le cubillage de l’espace, défini au paragraphe 21, mais

en prenant % pour longueur commune des arêtes du cube, au lieu ”de _—’—’:—
, '

. : \/3..
L’ensemble D, + S, étant borné, pourra être recouvert à l’aide d’un nombre“
fini [: (qui dépend du diamètre de la surface S) de cubes 0, , 'c2, . .., c,, du cübil£
lage et cela de telle sorte que chaque point de D +S, fasse partie d’un,
au moins, des cubes de la suite c-,°(z=1, 2,. ,k) et que, réciproquement,
chaque c,— contienne au moins un point de D+S. La longueur des diagonales

R
_

des 0 étant égaleet #. chaque point M' d’un 0, est distant de -Ê%Ê, au moins,
de S. Pour le faire voir, raisonnonspar l’absurde et supposon‘squeJadistance

8(M’, S) à S d’un point M’ de c,: soit moindre que
P‘3_\/3-

Soit alors P, un point

de c appartenant à D,+ S,, dont l’existence résulte de la définition
des

c,—.

Nous aurions alors avec les hypothèses faites 6<P15>ê3<P1M’>+6(M28><
R3’£3

+ “s’ï3<<R,’c/13

le cas de l’égalité étant exclu, d’après ce qui précède. Or, D,+S, est
l’ensemble des points intérieurs à D et situés à une dislance de S. au moins

é '1leà’—’——Vä en orte uegt 16
) S

.

q  
La contradiction qu’exprime les deux dernières égalités établit notre résultat.
Il suit de là, eu égard à la propriété de connexion de l’ensemble D, + S,, que
deux points quelconques M, et M2 de D,+ S, peuvent être joints par une
chaîne de cubes 001,00,1 ..., ce,, les indices entie15 e,, e,, .. ,e, appartenant à la
suite 1, 2, ..., k, et cela de telle sorte que : 1° le Cube c,, contient M,, le
cube Cc, contient M,; 2° deux cubes consécutifs de la chaîne ont en communau
moins un sommet. Dès lors, on peut joindre lespoints M, et M, par la ligne
polygonale C,:(M, , M,)— dont le symbole est afi‘ecté de l’indice i pour marquer
que tous ses points sont intérieurs à D et pour différentier C et C,—— de rcôtés,
dont les r— 2 côtés, étrangers à ses extrémités M, et M,, seraient conëtitués
par les diagonales des cubes ce,, ce,, ..., ce,_,, le premier (dernier) côté étant le
segment joignant M, (M,) à un sommet de ce, (ce,) adjacent à c(c,,.-,_,)
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Le nombre de côtés de la ligne est borné par k, alors que, d’après la pro—'

priété du Cubillage ci—dessus, chaque point de la ligne est distant au moins

de
B_Ê%_3

pondôsur S, au point M de S, et pour M, le point M’; il résulte de ce qui pré—
cède, que la ligne polygonale C(M, M’), formée du chemin C,—(m, M’) qu’on
vient de construire et du segment mM, répond à toutes les conditions de
l’énoncé donné au début de ce paragraphe. Ce résultat justifie nôtre lemme

de S. En particulier prenons pour le point M, le point m qui corres—

dans le cas où 3(M’, S)>——R—%—3
-Si, au contraire, M’ appartient au domaine

(D+S)_(Di+si)v

et si, par suite, 8(M, S)g%, on assoéiera à M’ un point M0 de S, tel que le
\ segment M’Mo soit normal à S en M,; nous avons vu qu’il existe au

moinsR 3« < %_
Soit m0 le point qui correspond‘a M0 sur S|, il est clair que le chemin polygonal
de (r+ 2) côtés, formé de la ligne polygonale (],—(m,, m) et des segments Mm
et m, M’, répond àla question. Notons, de plus, que la longueur de chaque

 un point Mo répondant à la question et que o(M’, M(])= M’M,S

côté de la ligne est inférieure à-g
Rpuisque M’m,_E et que le nombre de ses

côtés est au plus égal‘& Ic+ 2.
Le même raisonnement montre que deux points quelconques M et M’

de D+S peuvent être joints par une ligne polygonale C.(M, M'), com—

prenant au plus lc + 2 côtés, la longueur de chaque côté étant majorée par%
et telle que : 1° les points de la ligne étrangers aux côtés de C(M, M’) qui sont
adjacents à ses extrémités M et M’ sont situés à des distances de S au moins

égales à
-Rl——’âä;

2° le côté adjacent à l’extrémité M (ou M’) de la ligne est
orienté suivant la normale à S chaque fois que 8(M, S) [ou 8(M’, S)] est au

plus égal à %-
Cela étant, revenons à notre problème. Envisageons le chemin C(M, M’)

joignant deux points quelconques de D. + S, ; soient P,, P,, ..., P,._. (rî k)
les sommets intermédiaires.D’après ce que nous avons vu,

ô[C(M… M,), SJgR—I‘é—ä.

Il suit de là que le potentiel de double couche V(M) est analytique le long
de C(M, M’); en chaque point de C(M, M’) les dérivées de V(M) peuvent être
bornées au moyen de—R.(cf les calculs du paragraphe 28). Par suite, le long de
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chaque côté de C(M, M’), le potentiel V(M) vérifie une condition de Lipscbitz
( dont la constante dépend de —> donc une condition cp (‘ )R

|V(M.,) —V(P, )(gconst.Ml’, 5ç(MP.), ,

(V(P,‘) -—V(Pi+|)(SCOIISL PiPi+t ê(()(P,‘P;_,,) (i=1,2,...,r—2<k),
)V(1»….)_ V(M’ ) ;5 const.P;._,11.g0(P,._,M’).

Supposons alors que la distance MM’ soit supérieure à——, ou plus génère—-

lement supérieure à une longueur fixe 1, différente de zéro. Comme les lqnf

R\/_3gueurs de chaque côté de C(M, M’) sont majorées par — , le
q1iotient3deMP,

,_

p.p…(i= 1, 2, . ., r—2 <k), P,._,M’ par MM’ est majoré par——163î<a,_
a étant un entier assez grand. Il suit de là

<9(MP«>S<P(aMM’); 9(P1Pa)âa(chM’),

en sorte que les inégalités précédentesentraînent
ïV(M)—V(M’)lSrç(aMM’)é/zcp(aMM’.

Supposons maintenantque M’ soit un point de l’ensemble(D+S)—(D,+S, );
pour commencer, supposons M’ intérieur à D, donc étranger à S, alors que M
est encore un point de D + S. Soient M, le point de S associé à M'—, introduit
un peu plus haut, et m0 le point correspondant de S, ; on a vu que M,M’_S_ %,

m,M,= 2- D’après cela nous avons, eu égard à (43),
lV(MI) _ V(Mo) _ 27ÏP—(Mo) (_<_<p(M’M,,),
lV(m,) — V(M,,) _ 2TP(Mo) |<q»(M,m,)

.
Comme MM'>l, les seconds membres de ces inégalités sont majOrés par

une expression du type cp(aMM’). D’un autre côté, m, et M étant deux points ‘

de D. + S, , on peut écrire
(" (mo) — V(M)Êêk?(aMM')

et de la combinaison des trois dernières inégalités, on déduit
IV(M) — V(M')lâ(lf+ 2)<P(aMM’),

ce qui vaut pour deux points M et M’, intérieurs à_D — M étant de plus dans _

D. + S‘ — et dont la distance est minorée par une constante fixe [. Rappelons 
(‘) Il ne faut pas perdre de vue que le module cp qui figure aux seconds membres des

inégalités du texte se déduit du module associé (9 défini par (4) en le multipliant par un .

facteur numer1que qu1, 1c1, depend de —- Il en sera de meme des 1negahtes qu1 suivent. '

R
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que l‘entier ]: dépend de S par l’intermédiaire de son diamètre et de R, alors
que a est fonction de R et de l. D’insignifiantes transformations du raison-
nement permettaientd’étendrel’inégalité précédenteà deux points quelconques
extérieurs à D.

_

Le même raisonnement prouve encore que
_

IV(M) l
— V(Mo) — 2flti(Mo)lê(k+I)<P(aMM’),

ou M est un point quelconque de D. + S. et M, est un point quelconque de S;
. .

'

. . . . R . .

cela constitue une extensmn de (43) au cas ou MM’êî SI maintenant M
' atteint S à son tour, il suffirait d’envisager le chemin polygonal MmP. P,, ...,

P,‘._v«_,moM0 pour déduiredes inégalités qui précèdent l’extension de (37) au cas

où MM’ê—Ê On remarquera que les conclusions qui précèdent reposent essen—

tiellement sur l’hypotlièse de l’existence du nombre a, c’est-à—dire sur l’exis-'
lance de la limite inférieure l de MM'.
. _ Pour être complet, il faudrait donc justifier l’inégalité du type

_|V<‘M>—V<M’>lëcp<aMM/>
" pour tout couple de points M et M’ intérieurs à D, c’est-à-dire pour des points
;: tels que leur distance ne soit pas inférieurement borfiée par un nombre supé-

.- rieur à Zéro.
. _

'

Si les deux distances 8(M,-S) et, 8(M’ , S) sont inférieurementbornées, on
montre immédiatement que le segment MM’, à partir d’une valeur suffi-
samment petite de MM’, appartient au domaine D et que, de plus, la distance

'

à S de chaque point de ce segment est inférieuremeùt bornée (’ ). Il suit de là
que le potentiel V vérifie le long de MM’ une condition de Lipschitz, donc une
condition (<p).-

'

(1. Q. F. D.
Admettons, à présent, que les distances 8(M, S) et 8(M', S) soient infé-

rieures à %» avec MM’g%- Soit M0 le point de S aSsocié à M'; trois cas sont
alors possibles :'

MM’gM’M,; âM,M’gMM’gMM,; MM/gâMii… 
(‘) On établit ce résultat en construisantun cubillage de l’espace avec des cubes d’arète

égale à
_Î/Ë’

8 étant la plus petite des trois longueurs : MM’ et les longueurs 6(M, S) et
2 . …

6(M’, S). Dans ces conditions M et M’ seront enfermés dans une chaîne de cubes dont
chacun sera srtue a l’interieur de D et distant d’au moms ; de_la frontiere de 8. Des lors,

. 1le facteur constant de ç(MM’) sera fonction de —-
€.
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Plaçons-nousdans le premier cas. L’inégalité (43) s’applique, car M0 M<R- et

M,M’g %; nous avons
_

-

|V(M) _ V(M0) '— 27Tl—*(M0)
]
Ê‘P(8MOM):

i
V(M') — V(Mo) — 27TF(Mo) lâ‘P(8MoM')-

Comme ici MM’> M’M… M0 MgM0M’+ MM'Ê2 MM’, ce qui entraîne
IV(M) .—— V(M')ISŒ<P(IÔMMÎ)-

Dans le second cas, les inégalitésprécédentessont encorevalables; et comme

M.,MgM'Mo—i-MM’gBMM' et 9(MOM')go(2MM’),
’

il en résulte —

IV(M) — V(M') lê2<P(24MM')-

Enfin, dans le troi51ême cas, l’angle M’M.,M est 1nfér1eur à %; cela montre
que la droite MOM est intérieure au cône de Günther G(M,). Il suffit alors de'
modifier très légèrement les raisonnements du paragraphe 50 pour justifier
l’inégalité

|V(M) —V(M') lé°P(MM')-

C’est là une vérification sur laquelle nous n’insisteronspas.
Bien entendu, il serait aisé d’étendre la conclusiondu présent paragraphe au

cas où le point M' serait extérieur au domaine D.
Nous venons de discuter un peu longuement les propriétés des surfaces de

Liapounoff, qui nous ont permis d’étendre à l’ensemble D + S lespropriétés
locales, traduites par les inégalités (37) et (43),où M désigne un point de S

et où intervient la restriction MM’<—Ë° Voici l’utilité que présente ce genre de’

raisonnement. Si, à l’avenir, nous rencontrons une fonction V(M) qui vérifie
dans D et sur S les inégalités (37) et (43), soumises à la restriction MM’_S_ % et

qui vérifie ]" M’)|5ç(MM’) Ibrsque M et M' sont des
points voisins de la normale en un point de la surface et qui, enfin, possède
dans D (c’est—à-dire en chaque point intérieur à D) des dérivées premières

                
bornées en fonction de

%
(8 étant la distance de M à S), nous pouvons affirmer

que V(M) vérifie aussi des conditions de même forme lorsque MMZ %; le
module de continuité final fait intervenir des constantes multiplicatives dont
nous avons précisé le lien avec la surface S. On verra un exemple de telles
extensions au paragraphe 58. Nous avons donc un moyen de passer, sans faire
de nouveaux calculs et en n’utilisant que des propriétés intuitivementy
évidentes, des résultats locaux aux résultats globaux.
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CHAPITRE IV.
Des propriétés élémentaires des potentiels de simple couche

attachés aux surfaces généralisées de Liapounofl‘.

52. Considérons une surface généralisée de Liapounofl‘ S qui sera fermée;
Soient u(P) la densité superficielledes masses attirantes répandues sur S dont P
‘est un point courant, M un point quelconque de l’espace. Envisageons le
potentiel de simple couche

(44) U<M)=jfË—P(P’dm

’_
”créé par les masses au point M. Des calculs classiques et tout à fait élémentaires

“(que nous ne reproduirons pas) prouvent que l’expression (44) est définie
sur S, c’est—à-dire,_lorsque le point M vient sur S, et, qu’en outre, elle est
continue dans tout l’espace et cela sous la seule réserve que p.(P) soit bornée
et intégrable.Nous nous proposons d’étudier les dérivées de la fonction U(M)
dans le voisinage de la surface singulière S, sur laquelleel’élément différentiel
de l’intégrale (44) devient infini.

55. Supposons que le point M soit un point ordinairede S. Surla normale N
;_extérieure en S à M, prenons un point M’, voisin de M, mais étranger à 8;

nous avoñs[0f (M)]
(44!) U(M')=flm—(—,P)daï

Comme M’ P ne devient pas nul sur le domaine d’intégration S, la fonction
U(M’)"=U(æ’ ,y’,z’) (æ’ ,y’ ,z ’désignantles coordonnéesde M’) est analytique
et régulière au point M’. La formule de la différentiation sous le signe d’inté—
gration s’applique à (44’) et nous avons

(45) ((W)=fl,.<P)°———°S(MM,P;PNda’

=%—ï, cos(0æ, ) + %%cos(0y, N)
+——

aueos( 05, N),

. . . . . . _—+ +la dér1vat1on étant effectuée au po1nt M’ dans la d1rect10n M’M de la normale N
en M à‘S. Ceci étant faisons tendre le point M’ vers M, en suivant toujours la
normale M. Nous allons montrer que la limite de <j—â, >11

de cette expression
existe, mais que cette limite est différente suivantque M’ atteint M del’extérieur

dU dUou de l’intérieur de D, les limites en cause seront notées dans la suite—Tn (771l
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et s’appelleront respectivement dérivées normales extérieure et intérieure du
potentiel de simple couche (‘).

Le résultat précédent montrera donc.que la fonction
<%Ë…) [cf. (45 )] subit

une discontinuitéen traversantla surface S, singulière pour le potentielU(M).
Nous sommes ainsi conduits à examiner ce que devient l’expression (45)
lorsqu’on y fait M = M’ ' ‘

dU(M) cos(MP &) '

.
' s .

M désignant encore-un point ordinaire de S. Nous'établironSencore la conver—
gence" de l’intégrale du second membre (à laquelle il sera attribué le nom de
dérivée normale du potentiel U(M)],nous ferons connaître des conditions
suffisantes pour en assurer la continuitésurles portions régulières de S et nous
apprendrons 21 ex rimer Æ et d——U au mo en d’éx ressions linéaires de d__[LP dite dn; y P ' dn '

On reconnaît là les résultats classiquesbien connus, analoguesàceuxque nous
‘

avons énoncésà la fin du paragraphe 51. Cette analogie s’explique aisément. '—

Les formules de définition (20) et (45) du potentiel de double couche et
de la dérivée normale du potentiel de simple couche sont, en effet, très voisines; .—

dans l’une, toutefois, intervient l’angle du rayon vecteur M’P avec la normale
au point_>courant P de S, alors que dans l’autre figure l’angle de M’P avec la .

normaleN au point fiXe M de S.

54. La convergence de l’intégrale (46) s’établit comme celle de l’inté-
grale (20); nous reprendrons point par point le calcul

du paragraphe 26.
Remarquons, d’abord, que (16) entraîne '

(47) ' lCOS(MP: N)lê%f< MP),Sll'lü) 
puisque l’axe Oz utilisé pour la justification de l’inégalité (16) est confondu
avec la normale en M à S. Il vient donc, en reprenant les notations du para- 

(1) Le lecteur démontrera aisément la relation
dU —1'… [U(M’)—U(M)]
d—n_z— M+Mv M’M

+ ' - . , .M’ étant un pomt de la normale intér1eure en M à S; N étant oriente vers_l’exteneur de S,

on aura ici : MM’< 0; un résultat analoguevaut pour %- Cela prouve (une fois établi le
8

théorème annoncé dans le texte) que la limite de ladérivée normale (du>“, est la dérivée-
normale de U en M c01respondant au côté de S d’où M’ atteint M.
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graphe 26 et en supposant encore bornée la densité p(P) [cf. (21) et (m)],

"A

…(fi &)jf …») ——-’—— da
d(M) MPil

  864 MP2
f< >

-

2197
Afl‘

since
[de’ ],

cum

_"d’où l’on tirera l’inégalité fondamentale* "

2(11,R,1 MP2

"analogue à (23) et à (23’). Rappelons que les majorations du paragraphe 26,
utilisées pour aboutir à (48), ne s’appliquent qu’à un point ordinai1e de M et à

, unnombre positifR, assez petit pour que le domaine correspondantZ(M, R )
'

ne contienne aucun point singulierde S. Il résultede là que le premier membrede (48) tend vers zéro avec R., cela suffit pour assura la convergence de (46)
[et cela moyennant la seule condition (ar)], en chaque point ordinaire de S.

'
(48)

sin2
 

R 5
<10nAcp<1—_æ>9

avec Bigl—âR,
 

, ‘55. Nous allons maintenant construire un module de continuité pour la
, fonction % définie par (46). La méthode suivie est encore toute pareille à celle

des*paragraphes 28 et 29 dont toutes les hypothèses seront intégralement
_

respectées; en particulier, la condition (21) est supposée satisfaite.
”Soient alors M et M deux pointsordinaires, appartenant à une même portion

régulière S de S; nous admettons que la condition (27) est remplie et nous

appellerons N. le vecteur unitaire porté par lanormale extérieure en M à S.
Posons, pour simplifier les écritures, "

,(49)' -I.(M)— p(P)@_Œ—îN_)da { (M )_ AP(P)COS(Mi—îælîi)da-
"

‘ 5—2…) MP2 ’ 1
s_E(m M1P2 ,

’

— )005 (MP___N) _ )cos M P,N____,_)(49) I (M)_fl(u)(P M_—_P—2
da,

*

Il(M )——fl(M)(P M P2
da”

Nous avons alors
dU(M,) dU(M)(50)

dn1
_

- , dn
 =[I<Mn — …… + [1<M0 —

1<f_M>]-

On notera que, contrairementà ce qui avait été constaté au cours du para—
graphe 28, les intégrales I(M.) et I(M) ne sont pas des fonctions analytiques

. —>
de leurs arguments, puisque les cosmus d1recteurs de N, et, par, su1te, l’angle
(M P, É), par exemple, n’est pas une fonction analytique de M,, en sorte
que lélément différentiel de (49) n’est pas dérivable par

rapport
aux coor—

données de M.
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Voici commentnous pourronsmajorer |I(M ) — I(M)
[
en foncti0n de MM.Nous avons, en appelant 3 la quantité [M P— MP |, 

   
 

1 1

M1pz=
2 7+ 3 ,’

donc ’
62

2
6

1 1— 1 MP2_ Ê d 3 3.64 6 '- >

—— _—-—— <-— <—- (_
[M1P MP2— P

(: 6>2
=MP M1P2=49 “ô=R3MM °P<MMÙ,

_—I\Î ‘ '

puisque 8 < MM. , 8 < MP, car MM. < % alors que sur le domaine 'S——E(M),

MP est ‘au moins égal à R; il s’ensuit aussi que sur 8 —E(M), M,PÊ%R, ce .

qui achève de justifier le résultat ci-dessus. on déduit de là et de (49) [cf. (ar)], '

  II(M1)— I(M)lâ
 

[cos (M,P, N,) -— cos (MP,
Æ_EMP(P) MP., \

+6_‘î*[fl [cos(fi°,Ni)_lda]?(MMi)-daR s-Em>

 

La dernière intégrale du second membre est visiblement inférieure àla surface
totale a de S. Quant à la première, l’inégalité (54), qui sera établie un peu
plus loin, donne, eu égard‘& (z 1) et à (32),

'

P(P) [cos(‘M,P, N,)—cbs(MP, N)] du
—E[M) MP2     A :

_R,f(MM,)+1OAf(21)R,MM1_nî [1+ ‘°fI£l° >]ç(MM.),
_

/
en désignant parl le diamètre S, c’est—à-dire le maximum de la distancede deux
points de cette surface, car alors nous avons, par exemple:f(Ëœ)<(2fMM )

2f(2l)êf(2MP)+flnMMi). On déduit de là ".
.

,
(51) ,

|I<M>—I<M>lë—[+B+ f‘“’]<p (MM1)<AaK1(S f,R>

ou

(51') Ki(s,f,R)=à[l+%+fifi],
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Pour trouver la majorante convenable de [I, (M, )—I, (M)

| [cf. (49' )], nous
prbcéderonscomme au paragraphe29 et nous écrirons encore

[(M)=Æ (P()c_—osMP, N) du +fl' ()Pcos(MP, N)da
2‘—(M)—E(M,-MM,)H MP2

. E,(M2MM,)P MP2 ’

une transformationtout analogue valant aussi pour L (M, ).
L’inégalité (48) s’applique à la deuxième intégrale du second membre

puisque 2MMé % ;
1—53'R

[cf. (27)] et nous avons en faisant w =%j F(P)@ do-
E(M,zMM.)

_

MP2

Un raisonnement tout analogue à celui du paragraphe 29 nous donnerait de
même [cf. (40)],

  

< 10nAo(lË——%><ronAç(3MM,). 
   cos(M_P &) 3MM
Æ p(P)——Ü—’_dæ 510nAcp<sin2w><10'1‘:A<P(4MM1)-(M,:MM,)

_On déduit de là, l’inégalité "

(5à) |I,(M,)—I,(M)lâaonAqä(4MM,)+J.

. avec -
'

— cos(M—P &) …(ixî È)(5à5) J: J p(P) 1 ’ 1 _
de'..

‘ 2(M)-E(M,2MM,) M1P2 MP
 

On obsërvera que, jusqu’ici, le parallélisme de ce calcul avec celui du para-
graphe 29 [cf. (29) et (29’)] était très étroit; à partir de cette étape du rai—
sonnement, des divergences vont apparaître et la transformation de l’élément
difl'érentiel de (52’) diffère sensiblement de celle que nous avons appliquée
à_ l’élément différentiel de (29’). Nous avons

cos(l\îP, N,) cos (MP, N)   (52) M P2
“

MP2

=cos(MP, N,) — cos(M—P, N) (MP %) 1 1

M.P2 .

+°°’ ’ M,P2 _
MP2

'

Or on peut écrire, '

\

(1+
MP_)MM: _(MP+M,P)]M,P—MP|< +Î\ÎP *

M,Pfl _
MP2

_ M,P2MP2 = M,P.MP2 ’

d’où, eu égard à.(32) et à (47) [comme P balaie le domaineZ(M)—E(M, 2 MM.),
(32) s’applique],

‘

.
__) -> 1 [ l‘IP hIM1. ___. _ — < —— — '

»(53) lcos(MP, N)l\Mlpz MP‘-’l=13f<sinw>MP=
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D’un autre côté, on a

lcos(Nî N,)—cos(fiñ N>1
_

,

= | cos(M_î) N,) — ,…(11—î) N) | +lcos(Nîî>,N) _…(1îîa N) |,

0r[cf—(5)]
*

_

lcos(M_1îæ Ni)—cos(M1 N)l<l(fifi)— (M—ÎP N)l=(N Na)<f(MM1)

Pour majorer la seconde différence de 'cosinus, nous utiliserons une fois de
plus le système de coordonnées Mæyz défini au paragraphe22. Il vient alors,
en désignant par cc,, y,, z, les

coordonnées
de M,, ag, y,z“celles du point P

dans ce système de référence, ' :

Icos(MÏl3, È) — cos MÈ, lî)l
z — z,“, z

._ M,P—MP|
M P _IVIF _ !=‘z‘ MP.MP   

 
 

I I
Z<M,ÎP”MP>_M—1P

Comme P balaie le domaine E(M)— Z(M, 2MM ), nous avons [cf. (32)]
   

|<:œ(M“ÎP, 1Ï1)— cos(MP, N) |g|z
|Î——ä’æt+ 2,‘,Ï—-È—‘,

et ensuite, eu égard à (16)  '

'MP MM
‘

l (“'—> f,) (——> +)|<13 f(sinœ) f<sinai> -

cos
M,P, l\ —cos MP, N =Î ÎMMi+—-Mî‘_ MM, .

…

Mais il faut bien remarquer que l’inégalité (16) dont nous avons fait grand
usage’au cours de ce paragraphe ne vaut que pour le domaineZ(M, R,), R,_—

—3
5.R «

Pour simplifier nos notations et unifier l’exposé, nous supposerons donc que le__
rayon R a été choisi assez petit pour que toutes les conclusions du para—
graphe 22, et notamment (16), s’appliquent au domaine Z(M, R)=Z(M)
correspondant.

L’ensemble des résultats qui précèdentpermet d’écrire, eu égard à (32),
——> -> —> —> _

. .

(54) |cos(M1P,
1\121—Ppos(MP,

N)l
54_f(MM,) + zo[f(M—‘Ë) +f<£îî,)] fil:)?“

Les1négalités (21), (52), (53) et (54) permettent alors de tirer de (52’) le
résultat suivant

(55) Jg$3A.MM,fl f(M—P)hÏ—IË-_E (11)_ E(M,2MM,) smœ

MM1 du du+zoAf(Tl—>MMfl +4Af(MM,) M“E(M)-2[M,:(MM)]MP: E(M)-E(M,21111) P!
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Mais la première intégrale du second membre est majorée à l’aide de (35)

alors que (54’) pe1met de majorer la seconde intégrale. Pour étudier le dernier
terme, nous procéderons comme au paragraphe29 et nous utiliserons toujours
les coordonnées cylindriques z, p, q; attachées au système de référence Mxyz;
on trouve ainsi

fl '

-fmdd‘l'fR @ —21rlov——I—l———.
EmŒ-m,snnaMP2 _

emma… ?
b 2MM, sinœ

Ce qui précède permet de déduire de (55)

J<8flA{[I5K<fl£.——_ (”'>—l—15]ç(4MM1)+f(MM1)IOgËM_MÈÎÎŒ-j,

”‘en remarquant qœf(MM.)ê/(4MM,)5cp(4MM,) [cf. le @ 9bz‘s], et que
'—.Ï— :

% < 2. De (50), (51), (52) et de l’inégalité précédente, on tire alors Sln0)

‘. «dU(MI) dU(M>
< R

'

(56)
. |“Î :— dn =[K1AÜ+IÂOTÊA+IZOÊAK<fŒ>]Ç(4MM1)

R+8fiAf(MMi)logma
où la constante K.(S, f, R) est donnée par (51’).

Or les propriétés du module de continuitéf(r) [cf. 59 bis] prouvent que (')

‘—lim f(MM,)log R
…[_=0 2MM, sinon

_ 
(‘) Admettons, en effet, que l’on ait, à partir d’une valeur de r assez petite

1f(r)log; êu> 0

(a étant une constante). On déduit de là

f(")ê 
log

1

@_farf(r——)dr>a a—dC—=log €

rlogl logl
__

_

r ' oz

Comme le second membre tend Visiblement vers + ce avec —, Il en resulterantque l’mte—
. e

et, par suite,  
grale du premier membre3erait divergente pour s = 0. Mais cela est En contradiction avec
l’hypothèse faite [cf. (4)], suivant laquelle le module de continuité associé cp(r) existe,
ce qui démontre notre assertion.

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944.
' 20
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Nous pouvons donc énoncer:
, Lorsque la denszte' p.(P) des masses attarantes, répandues sur une-surface S de

Liapounofl, est bornée [cf. (21)], la dérwée normaledU—n.[cf (46)] du potentzeli
de simple couche créé par ces massespossède le module dencontmuzté(56), à l’inté—

rieur de chaque portion régulière S,— de S et celapourvu que MM __<_
E- " '

8

Remarque. — La formule (56) prend une forme particulièrement simple
lorsque lemodulef(r) est hôldérien ou logarithmique. Si l’on prend, en effet,
f—(r)__ const.r°‘ (oc < 1), c ’est—à—dire si le module de continuité de la surface S
de Liapounofi‘ est hôldérien, on peut majorer l’expression

. i_ a lf(r)logï_ _const.r logr

par une expression de la forme const.r“*“, ?} étant un nombre positif ausm petit
qu’on le veut mais non nul. Comme dans ce cas le module <p(r) associé à f(r)
est aussi de la forme const.r°‘, on voit que l’inégalité (56) fournit pour la.
dérivée normale %—Ëflu potentiel de simple couche, un module de continuité du:
type const.r“‘“.

’ .

Si, au contraire,
const. const.

    

 

f<r>=——.,… …, <p<r>= …
log; log;

on a ,
:

_—
1 const.…) …..|… …°°? -  

dU . . , .. , “

Dans ce cas, E,}; possede sur toute,port10n reguhere de S un module de

continuité logarithmique d’indice n — 1 .

56. Considérons maintenant un pointM’ situé sur la normale en M à S—M
étant toujours un point ordinaire de S. Si la condition (27) est satisfaite,
M’ sera étranger à S. Cela posé, formons l’expression [cf. (45) et (46)]

dU __ cos(M’P,N___) cos(MP, N)
<ÎÏz>w—<Ëz>Mfl”… M—7——P2 "" Æ”<P) MP2 “"’

_ cos(M’P,N’) cos(MP, N’)— [ÆH(P)————…; daa_fl,.<P>—————M——P.d]
+[flu(P)COS(M

P, N)—cos(M P,N’)
)da_flp(P)cos(MP,N)—COSÇMP,N)da],S . s .

  
M’P2 , MP2 .

au N’, rappelons-le, désigne la normale extérieure à S en P. Or, le premier
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croChct n’est autre choSe quela difiérence des potentiels de double couche
_V(M’)— V(M) [cf. (20)], déjà étudiée au paragraphe 50 [cf. (42)], sous
réserve que p.(P) vérifie la condition (f); c’est l’hypothèse que nous ferons
désormais. On déduit de l‘a

’

». (

l<%%>f—’Îä————21r p.(M)
'<B

cp(4MM’)+
|
I(M’)—I(M) |, si M’ est 1nter1eura D,

(57) Kg) —%+2np(M)lêBç(àMM’)—FlI(M’)—I(M)l, si M’estextérieuràD
Ml

R _’<_ .

"en appelant B le coefficient de p(4MM’) dans le second membre de (42) et en  posant ? N',

IM’ =fl‘ P
cos(MP, N)Îcos(M )d ,

(58)
( )

. SP'(
)

M P2
a

- __ cos(M P,N)—cos(M P, N’)I(M )_\flslp.‘(P) MP2 da.

_ i[Observ0ns que l’hypothèse—de la continuité de {L(P) dans l’espace (f)
n’intervient plus dans la suite du calcul; elle nous aura seulement servi à
justifier (57).]

Comme nous l’avons fait constamment jusqu’ici, nous décomposerons le
d0maine d’intégration S des intégrales qui figurent aux seconds membres

,de—(57), en trois portions : S —Z(M), E(M)— Z(M, 2MM') et Z(M, 2MM’),
—— l’inégalité (27) étant supposée toujours satisfaite — et nous appellerons
I}(M'), I,(M’), I;(M’), L(M), L&M), L,(M) les contributions réspectives à
I(M’) et à I(M) des domaines partiels correspondants, en sorte que

(58') {I(MI)=”(MI)+12(M'>+13<M'>,I(Mi)=li(M)+lz(M)+l3(M).
Nous avons

, -

’

(M’P, N) cos((M’P,__N_’)I<M>= pa<P>"——°s, , daa—fl da,’
S—Z(ÀI) MP Ë(M]H MP“

les intégrales du second membre étant des fonctions analytiques de M’ dans le
domaine L(M, 2MM’). Dès lors, les limitations du paragraphe28 s’appliquent
mot à mot à chacune des deux expressions en cause; notamment, nous avons
le droit de leur appliquer l’inégalité (28') à condition d’y remplacer la majo-
rante zA de | p.(P)— p.(M)| par celle de

2|0p.(P)
|, soit A; il vient donc

(59) . IL(M'                 )
D’un autre côté, on &

ICOS(M'P, N’) — COS(M'P, N)lêl (N, N’)lêf(MP),
ICOS(M P, N’) — COS(M;P, N)îël(N, N’)lâf(MP),
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en sorte que [cf. (58) et (58’)]
,

' f(MP) ' f(MP)1.M SA —,Td, I;M_<__A 2a'a.\
( >1_ J…”) …. a

|
( >| fin…… MP

Or, les intégrales des seconds membres ont été souvent étudiées aùëcours de
ce travail et, notamment, au cours du paragraphe 26; en utilisant le même

‘

système de coordonnéesMxyz et les mêmes coordonnées cylindriques p,_1]J, z
(que nous y avons introduites)et en 1emarquant que la projectionde M’P sur les
plan Mæy est égale‘& celle de MP (puisque MM’ est orienté suivant Mz), nous
avons [cf. (19)]

P _

_

f(MP)
2fl‘

f(sinm) ””
Mf<sincn> 2MM’, d°'â __ d d s' f _d : (_.—)Æ…)…… MP E(M_…M,). ,, P uP_4n 0} 9 am …… .

 
  
?

il suit de là
(60) . |1.(M’)lgt…Aq>(  

2MMI>’—
‘ |Ia(ù)lê4'fiAç<sinœ 2MM’)sin 0)

Il nous reste maintenant à majorer |] (M’)—12 (M)|. Nous allons nous servir
dune transformation de l’élément différentiel de ces intégrales analogue à"-
celle du paragraphe 29. Nous avons identiquement

__ eos(M’—I>), N) — eos(M$, N’) _ cos(Mî, N) -—— cos(MÈ, N’)  (6!) Q —— M'P'l MP2

_ l.MlP 005 ( _'_Î), N) — MP cos(M$, N)] _ [M' [) cos(1Çi’—lä, fi;)_MP cos(fi, fi,)] __
‘ ”MP:

+ [cos (M_P>, È?) _ COS(“È ÿ,)] (MP— M'P)
(ï/{ËÏl—wnl/gzP.

.MP—l—M'P2) 
—> —>Or, projetons sur les axes N et N’ l’égalité vectorielle

MM'= PM’-— PM.
7

. . . . .
4 __*

En 0h01s1ssantpOur sens p051tlfs sur les dr01tes M’P, MP et MM’ les sens M’P,
———+ ———> .

MP et MM’ respectivement, on a

——> —> ——> —>
'

—+ ?>— MM’ cos(MM’, N) : M’Pcos(M’P,N) — MP cos(MP, N),
——> —> ———> —> ——> —>_ MM’ cos(MM’, N’) : M'P cos(M'P, N’) _ MP cos(‘MP, N’).

Le numérateur du premier terme du second membre de (61) est donc égal à —

' .
———> —> ——> —>

—— MM’[cos (_MM’, N) — cos(MM’, N’)].
Il est, par suite, majoré par

‘

MM’[(N, N’)]gMM’f(MP).
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En remarquant alors que
'

.

—+ —>
" '

—+ -+lcos(MP, N) —— cos(MP, N’) lgf(MP)
et —

(m‘a [cf.(61)]
. . MP2 MP M’P M'P2IQIâMM'f(MP) {M,}, + (

+…»MPÎ >]”

“| MP _ MP
|
gMM’,  

.

Comme—l'inégalité (32) s’applique, le point P balayant le domaine
‘ E(M)-Z(M,

2MM'), ,_

Cela donne  IQI<22M……
Mf<MP>,

en sorte que [cf. (21), (58), (58’)et (61)]  |I,(M’)—h(M)|<22A.MM f$ÊÎ)daE(M)- 2(M,2MM)

et, enfin [cf. (35), où il faut faire sinw_— :]
(62)

_
.

|12(M’)—_21(M)IS7OflAK(fi R)<P(2MM’);

l‘ensemble desinégalités (59), (60) et (62) permet de déduire de (58)‘et (58’ )
_I‘inégalité

“ '

2400
R:
 |l<M’>-—HMngA[ +8fl+70fiK(flR)]e(4MM’),

puisque
zMM’ 4MM’ ,

_ _ n
sinœ

_._—Jâ—<4MM, 1015que Ô.)—
ä' 

' Dans ces conditions, on tire de (57)

|(Æ>M__dU_2fiH(M)I<BQ(4MM’), s1M’estmteueu1àD,dn dn
. d ”[

(63) l(d_ï>w_ %——L
+_ 2fig(M)l<Bç(ûMM’), si M’ est exté1“Îem à D,

B= %UÀ+7ÏK(f, R)(170+70A)+1087£A+6807TAR(_}3 AR).

.Les inégalités précédentes permettent de conclure :

— Lorsque la densité p.(P) des masses attirantes, répandues sur une surface S de
Liapounofl',vén'fle une condition (f) (*), la dérivée (%> du potentiel de simple,\ M' 

. (‘) Cf— le paragraphe 9.
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couche, définze par (45) vérzfie !une des znégalztés ( 63), suwant que M’ tend
vers M en se déplaçant sur la normale mtérœure ou eæténeure au poznt M de S;
le point M est suoposé être un poznt ordznazre de S, le symbole

Z—Ë
d_észgne la

dérivée normale du potentielde simple couche, donnée par (46).

Cela achève de justifier les résultats annoncés au cours du paragraphe 53
et établit, notamment, l’existence des limites qui y sont définies;d_netdne
d’après (63) nous avons

dU(M) =dU(M) 
63' ' dni dn +QTEF(M)’

( ) dU(M) =clU(M) _

dne dn
_ any-(M),

en chaque point ordinaire M d’une surface-généralisée de Liapounofi' S.

CHAPITRE V.
De l’existence des dérivées secondes du potentiel newtonien.

.
\

57. Dans le domaine D, limité par une surface fermée de Liapounofl' S,
considérons une répartition des masses attirantes de densité cubique [J—(P) au
point P (de coordonnées E, Y}, C) de D, Soit W(M) le potentiel newtonien
créé par ces masses au point M de coordonnées x, y, z

(64) W<M>=ÆË—P(P)dr=W(æ,y,z>.

où de“ désigne l’élément de volume au point P.
On sait qu’à l’extérieur de D le potentiel W(M) est une fonction de M

harmonique et régulière; toutes ses dérivées existent et sont données par une
simple application de la formule de dérivation sous le signe d’intégration.
Dans ce qui suit, nous nous occuperons presque” exclusivement des points
intérieurs à D, et seulement des points intérieurs et exceptionnellement des
points frontières de D, c’est—à—dire des points de S. En de tels points l’élément
différentiel de W possède une singularité, en" sorte que les conclusions préçéé
dentes sont en défaut. Rappelons quelques résultats classiques, valables aussi
pour les points intérieurs à _D sous la seule réserve que la fonction}x(P) soit
bornée et intégrable [cf. la condition (21)]; la fonction W possède des dérivées

partielles ôW dW et ÿ—VÏ dans tout l’espace; chacune des dérivées en cause est()_æ, T) à:
continue dans tout lespaee au sens de Hôlder (cf. @ 9) ou, ce qui revient au
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_

même, vérifie une condition H dans tout l’espace; l’indice « peut d’ailleurs
êtrepris aussi voisin de

_1
que l’on veut; on a

_Ï_<_6‘5) .

'
-

'
"‘—W =Æp(P)—M—}Îd

.
_

. aw aw
et deux autresformulesanalogues pour expr1mer 7; et 712“

58. Mais l’hypothèse (21) ne suffit pas à assurer l’existence et encore moins
*la continuité des dérivées secondes de W; nous supposerons donc désormais
que la densité p.(P) vérifie une condition (f) dans D (cf. % 9); d’après cela,
rappelons—le, on a

…… —F(P)l<f(MP),

…_M .et P désignent deux points de D et où f(MP) est un module de
“continuité assujetti à satisfaire‘a toutes les conditions de régularité énumérées
aux paragraphes9et 9 bis. Nous nous proposonsde montrerque l’inégalité (66)
suffit pour assurer l’existence de toutes les dérivées secondesdu potentielW(M)
définrpar (64) en les points M intérieurs à D, dérivées dont nous fo_rmerons
d’a111eurs

les
expressions

explicites.

   
59, Soit M(æ, y, z) un point du domaine D étranger à sa frontière S; nous

r,agp_llerons L(M, R), ou plus simplement L, une sphère centrée sur M et dont
lerayon R sera choisi assez petit pour que la sphère L soit tout entière située
à l’intérieur de D. De (65) il résulte , l ' aw
(67) —=Æ_L'Ë——p(P)

M_P3ædr+Æp(P)Œ—xMP“ dr_I(æ, y, a)+l1(.T, y, z),

…en désignant respectivement par I et par I les deux intégrales du second
îïmembre. A l’intérieurde L, I(æ, y,z) est une fonction analytique et régulière
;du point M dont les dérivées se calculent à Paidè de la formulede différentiation
sous le signe d’intégration; nous avons

’1(68) —=Æ_p(P)[3————(ä4—PÎ)—Mîñ]dn

Ï—Tout revient donc à former la dérivée de L, or, nous avons identiquement
‘[©'f— (67)]

(69) h_£li(æ+h y,z)—I,(æ,y,z)]= (I‘M)[Æ(___£îviîîh)dt—Æ(_;M_pî)df]

+7‘,3 _Æ[H(P)—H(M)lw——%Qdf
(fg—œ)
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où h désigne un nombre tel que ]h|<R (rayon de L) et où M’ est le point de
coordonnée æ+ h, y,z , par conséquent intérieur à L. La limite pourh=o
du premier terme du second membre se calcule immédiatement. On voit
d’abord que le terme en cause peut s’écrire

(dW,> <dW,). d ,— _—
“(M)—LLË_Ë:Ë_M,

en posant .

' W (M’)=Æ—I—dr— ’
L M’P

VV,(M’) est le potentiel newtonien créé au point M"par-la sphère L(M, R)
supposée remplie avec de la matière de densité égale à 1. D'après une formule
élémentairebien connue, ou a, si M’ est un point quelconque situé à l’intérieur.
de L(M, R)( ), _

W,(M’)=Æ Èdæ=zqr(nzèfi) (M’M<R).
.

L(M,R)

Si donc ondésigne provisoirement par (D’ , y’ , 2.’ les coordonnées de M’, .il”
vient, en dérivant les deux expressions ci'—dessus de W. (M’), "

âW1(æl’ yz, z!) _ ‘
_.

—æ):
Ôæ' L……..EM’P_—3d

Posons maintenant x’=æ+ 11, y:y’ , z’_-— z; le premierterme du second .

memb1e de (69) s’écrit alOrs  ; ”(M) a?W1
_<â_W1M

__ 4(70)
_

"h [( da: 11' 0.2:
_ äTFP(M)’

(") VV,(M’) se réduit à 4fl3R3MÎM si M’ est à l’exté1ieur de L; cela résulte du théorème
classique 5… le potentiel créé pa1 des couches sphériques homogènes. Rappelons comment
cette rema1que pe1met de retrouver d’une maniè1e très élémentaire la formule du texte.,
Pa1tageons le domaine L(M, R) en deuxp01t10ns en traçant la sphère L(M, MM’).
Lattraction newtonienne exercée sur M’ par les masses de L(M, R) extérieure à L(M, MM’)

_

est nulle, puisque le potentiel créé par une couche sphérique homogène en un point“
intérieur de cette couche est constant. Par suite, le point M’ est soumis à une force, égale

'

à celle u’exercerait la masse totale de L M MM’ soit£fiMM"‘, concentrée au centre Mq ’ ’ 3 .
' __).

de cette sphère. D’après la formule de Newton, cette force est égale à —
%nMM';

elle dérive donc du potentiel
W,(M’) :_ %11MM”+c,

\
.

où C désigne une constante. On détermmera cette constante en ecr1vant que sur L(M, R),

\V1(î\l') = %7rR‘; on retrouve alors le résultat du texte.
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et cela quel que soit Il : le terme en cause possède donc bien une limite. Le

[terme restant du second membre de (69), que nous appellerons ÎJ<h)’ pour
simplifier les notations, s’écrit

avec ,

J — …p)_…M>]_æ_ü lr =fl —e(M)l—i’d-’
L(M,2MM')

M, P“
,

L(,Mmm
Mp.— , ( — — h) (‘: _ æ): P ““ M " — °

. d
ÆM,R)—L(M,enmly(

) P.( )] [ M'P3 Ml“)] 7

et en supposant que MM’=
[ [:| < —Ë

Comme

E—æ—h < £——æ<M’P _ ’ MP :
 

et [cf. (66)]
le(M) — H(P)I=IF(M)— P…… + M”) — e(P>l

î ‘P(M) — P(M’)
! + |

H(M’) — H(P)l<f( MM') +f(J'P),
il vient

.

- f(M'P) , dr / dr
IJISÆ- dr+f<MM> .2,g f(3\iM) _,’

_L(M,2lh|) MIP2 L(M,‘llhl) MlP_ Ll'“v2lhll M P-

/pîlsq’—Îe‘pour un point P balayant la sphère L(M, 2MM’), le maximum de
M’P est égal à 3MM’, en sorte que f(M'P)Éf{3MM’) dans tout le domaine
considéré. D’un autre côté (‘)

 
dr / !

”… M_,_P_ =3nMM log3 + 4nMM,
21h|>

comme on s’en assure immédiatement.Il en résulte

(72) lählâôfif(3lhl)log'3+8fif(3lhl), 
(‘) Pour justifier rapidement ce résultat, utilisons le système d’axesrectangulaires Mags,

d’origine M parallèles respectivement aux axes Oæy;. Introduisons relativement à ce
système d’axes les coordonnées polaires p, 0, + et posons M’ P = r : \/IL"-’+ p*— 2 Iap cnsO,
ce qui suppose que les coordonnées de M' par rapport au triédre Mxy: sont 0, o et I:.
Nous avons, en supposant Il 2 o,

2 " { {A:
M_‘L‘_IP2 =Æ'

p'—sin__0__dded$_ pain) 8le_)(Ùdpdy
L(M2h) L<\l,eh) r' Lu_.\l,îh) ’ ' (’ Ÿ)

 
Or, comme on s’en assure aisément,

D(0, p, <.P)__ r ,D(r, o,nÿ)— hpsinO
Journ. de Math., tome XXIII. — Faso.”., 1944. 21



1 58 JULIEN KRAVTCHENKO.

ce qui tend bien vers zéro avec b. Un raisonnement tout semblable s
’appliqne

'

au quotient—J.,
, 1 1 dr _<7a> - ];J45/æ1hDîîî MP —8nfœ|hn

a L(M,!lhl)_
 

On déduit de là encore
lim "

.

.4|=.|hl=0 h 0 O
 

Il nous reste donc à étudier la limite de %J, ; et c’est cette discussion qui repose

sur l’hypothèse de l’existence du module de continuité '<p(r) associé à f(r),
hypothèse dont jusqu’ici nous n’avons pas eu à faire usage. Remarquons,,,_
à cet effet, que pour de petites valeurs de [1 nous avons le développement
limité de Taylor, ‘

[Œ—Œ—M_À;g]=hFŒ—ŒP ;L]+m[we—ar_
9Œ—

@@; M’P“ MP“ MP5
‘

MP-‘ M P’ M,P‘ <

valable dans le domaine L(M, R)—L(M, 2|h|), où MP et M'P»:_'
ne s’annulent pas, et où M (a:… y,, z,) est un point du segment
MM’(æ,=æ+6/æ, y,=y, z.=s; o_<0<1). Nous sommes ainsi conduit
à éCI‘II‘C

3(E—x)-‘ 1

îlJ2: P — M d
fin…—nu……

) … )][———MP, —M—P,] 1:

5(E—æ1)3_ 9(E_æ1), P _ M 1 d+ lÆM, Rl-—LM 2111!)
[IJ—( ) P.(

)_][ M P7 M1P5 ] ?

Mais l’inégalité (32) est valable et s’applique, a fanion, à M P et à. MP,
puisque P est extérieur à la sphère L(M, 2MM') alors que M est intérieurau
domaine L(M, MM’ ). Comme, de plus,

  iE_—Til <M,P , ="

en sorte que
2/1 h+û 21127: ‘dr__27r 0_

h+p — __A.-—_
—,—£[ pdp ? _ Î " lobmpdp_3nhlog3_+Anh,

:h—p1

en prenant l’intégrale définie singulièref log|h_ÿ.p|pdp au sens de Cauchy. Ceci

>llppuse que le point M’ est distinct de M. Sinon, le calcul précédent se simplifie e_l
lun […un : ‘ dz- , =8n1/11;Æ.(M,sflq)rîp

.;
,.,.«
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il‘__.vientl, eu égard à (66),

‘

. — 5<‘a—m* _ 9<£—æ0
' f(Ml")

… (P)— (M) [‘ , _
5 ]d1 gs.œÆ _

' , d:.
'lÆx.npr<u,z…y”

” ]
M1P—7 M1P '

_

mum—um=1hn_ Ml ‘

Pour évaluer le second membre, passons aux coordonnées polaires ;, 0, :
d’origine M ; _nous_avo‘ns [c/ . (4 I)]

.

  
  f<MP)d<Z… f_('_P_)dP<—2Ï_K 11 /

Æ.Rl—L(M iI/lll MP; T—
P:

: lhl (j‘, )CP(2l ll)
:…

en sorte que
.

'

_. °_5(1:_æ1): 9(:_æ1)_
hflÏ …… JdfL(I,tt)-L(M,z|hfllF(

) P( )]
M1P7 M1P5

53-29-71K(f,R)limcp(2lhl)=o.
h->o

 lim
h->o   

‘D’un autre côté, les calculs _ci-dessus montrent sans difficulté que l‘intégrale
'

- 3(&-æ)_2 !
‘

P — M ——…— . d:
—Æn,R)-—L(M,:|h])[P(

) H( “|: MP” Ml“J

est convergente pour |k| tendant vers zéro, puisque son élément différentiel se

 
comporte comme f_ëp) dans le voisinage de p——_ MP—_ 0. On co'nclut de là

_-
—*

. . 3<a—æ>-/\115,{12= L(M,…[H(P)—P(M)l[—fis—_ Mi>aldf

Cette formule, jointe à (70), (71), (72) et (72’) prouve que le second membre
\ ' ° - I - ,

de (69) possede une 11m1tepour |h|=o; par su1te, % ex1ste et est egale
‘

.— % p.(M)+ £ig}1<% J,); (67) et (68) permettent alors d’écrire

l<73). d;W—æî=Æ_—-—,L(MH) (P)[3__:n—ŒMPS)2 _’MP_I—']dr
3(£—æ)'—' ‘ [utP _ 1\I _ “ d——._ \]+ un)… ) P( )][ MPÛ —M—î—] 31J( )

. . , .
'

. azw FWQnobt1endratt, ev1demment,des express10ns analogues pourÎ)Î (ou po ‘
()___, )

”en perniutant, dans (73), a: avecy (ou‘avec z) et E avec n (ou avec C).

   
40. Formons maintenant les expressions des dérivées rectangles. Parlons,

à cet efl'et, de la relation (67) et observons que I(æ, y, ;) est dérivable au
point M, en sorte que

'

dl ‘
3(E—:$)(YJ—J’)(74)

‘
- dy Æ-un,m ( )

" MP; ?:
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Quant à L(æ, y, 5), nous avons identiquement, si M’ désigne un point de
, . Rcoordonneesm': au, y’=y+ la, z’= z, tel que |Iz| :MM’< +;

Il(xlyyl: z'): [p.(P)—p(M)ÏŒ
L(M,R)

_.æ')
M’P“
 dr,

puisque, d’après les calculs du paragraphe 59, il vient
0W1(x’,y’,Z')_ (5—æ'> 4@

'

__Ÿ—ÆMR) 'P3 dT=—_(æ—æ)—O 
Il suit de là

(75) %[L(æ, y+h, z—) — Ii(æ, y, z)]    1
‘

1=— [p(P)—p(M)](E—æ)< :— 3—1-)dï+ '
h Æ(M,R)—L(M,zlhi)

_

MIPÏ MP3 h L(M.!Ihl)

Comme
.:.—_ < - (
M’P l=" | MP l="

et comme de plus, pour tout point P de L(M, 2
| h_|) [cf. 66)]

[P(P)—H_(M)lâf(MP)âfl2lhl),
il vient (of. les limitations du“ précédent paragraphe)

(P)— (M) (;-—> æ—l—>(, , _, dz
|ËI Æ:Malh|)lP _'-P ] MP MP)

+———fM*M @@L(M,21hl) L(,M e|h[)M

   
;;_]< f(2MM’)[3fllog3+121t].

L’intégrale du premier membre tend donc bien vers zéro avec MM’= |h|.
D‘un autre côté, dans le domaine L(M, R) —— L(M, 2|h|), étranger- aux
points M et M’, nous avons le développementlimité

1 1 (“fl-JH)
M'P”_+î M—P=_‘=3" M,P+’ 

où M,(æ.,y,, z,) est un point du segment MM’ : æ, =æ, y. =y+ 6h, 2, = z;
o<0<1.0ndéduitdelà '

lim—Æ“
(P)— (M) (:_æ)<_,_'

>dr0h LM,1<)-L(M,2|I:1)[H P ] M PJ_ MP}

=lir p M _Md
;…Ê ÆM,…_L…………

)— u( >] M P, r

_ - w)(n y) _'— lH(P)—— H(M)]—‘M—ps—df’L(M,…
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en effet, la dernière intégrale a un sens, puisque (on le voit en passant aux
coordonnées polaires p, 0, (l; d'origine M) celle-ci est majorée par [cf. (66)]

3 f__(p)sin6dpdÿdO<rencp(R),
,

L(M,R)

’

. _et que le module <p(p) existe. D’après ce qui précède, (75) donne
"(911 3(E—Œ)(fl—J’)_- p __ M ___—d,-
ôy …,…[F(

) … )] MP5 7:

| en sorte que, d’après (67 ),
"

' æ>(n—y)
“Æ

3(î—æ)(n—J')
—— P)————————dæ+ (P)—— M ___—dr.(76) 075Æ_…, …“ _

MPS Lt…)[H
s( )]

MP..

ôW à"W
Bien entendu, les dérivées dÎ—Î et W se déduisent de ( 76) par simple
permutation des coordonnées.

1

41.\ Nous pouvons donc conclure:
-Lorsque la demzte' u(P) des masses attzrantes, emphssant un domazne D borné,à trou dimenswns,possède un module decontznuzte'f(MP), admettant le module

de continuzté assoczé cp(MP), le potentzel newtonzen W(M) créépar ces masses,

;passède toutes les dé1“wées secondes en chaque poznt-M intérieur à D; ces de'nvées
“sontW les formules (73) et (76) où R désigne le rayon d’une sphère,

Ÿcehtré sur M et tout entière intérieure à D.

" Ce théorème c0nstitue, à peu de choses près, l’énoncé d’unrésultat de
' Morera [6]. Remarquons, en passant, que les formules (73) permettent de
; retrouver sans difficultés la formule classique de Poisson

AW=—4np(M).
En effet, la somme des éléments différentiels des dérivées carrées de W est

“nulle identiquement, puisqu’elle est égale à

3 _ . 3
M—Pgl(g—æ)2+(n—yÿ+(c—J)z] — W=°’

alors que la_somme des termes constants vaut, justement, — 4741
Signalons, pour finir, que le théorème de Hugoniot-Hadamardÿ permet de

préciser, de. la façon la plus simple, lesdiscontinuitéssubies par les dérivées
, secondes de W lorsque le point M traverse la frontière S de D en un point
ordinaire de celle-ci

——_
sous réserve que 8 soit une surface de Liapounofl‘.

Nous renvoyons pour la démonstration de cette propriété à l’ouvrage de
M. Günther [4] (cf. p\. 91—93). Du 0 au Chapitre VII, nous formerons
une expression des dérivées seco

' qui sera valable jusque sur la
frontière S de D. .(A same.)   


