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Sur la continuité des dérivées du potentiel ;

Par Juiex KRAVTCHENKO.
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CHAPITRE 1.

Introductjon, .

1. On connait 'importance de la théorie du potenticl ; plusicurs problémes
fondamentaux de ’'Hydrodynamique, de la théorie de I'Elasticité, de I'Elec-
tricité, ctc., se raménent, en derniére analyse, & I’étude des problémes aux
limites mteressant. les foncuons harmoniques, celles-ci étant expnmees a
’aide des potentiels convenables. :

Une des principales difficultés que I'on rencontre dans la discussion de tels
problémes trouve son origine dans la forme méme des expressions utilisées’
pour représenter les potentiels : celles-ci, en effet (ou certaines de leuis
dérivées), perdent toute signification ou présentent des discontinuités sur les
mulnphcnes supports des masses attirantes. On rcconnait aisément que. la
maniére dont se comportent les expressions envisagées en leurs points. d¢
singularité est étroitement liée aux propriétés de régularité des distributions
des densités d'une part, et aux propriétés de régularité des multiplicités-
supports d’autre part. Un exemple classique justifiera cette assertion, Consi-
dérons dans l’espace a trois dimensions un domaine D dont Félément de
volume au point P sera noté dt; soient p(P) la densité cubique de la matiére
attirante en P, U(M) le potentlel créé par 'ensemble des masses aturantes\
contenues danq D au point M; on a

(P)
(1) UMy= i ) .
! (M) | MP ¢

Il est clair que 1'élément différenticl de l'expression précédente de U(M)
posséde (lorsque M est intérieur &4 D), une singularité au point M, et
cependant on sait que la fonction U(M) admet des dérivées partielles de
deuxiéme ordre continues dans D et vérifie dans ce domaine I'équationt de

Poisson
AU =~ frp(M)

toutes les fois que la fonction (M) admet dans D des dérivées partielles. de
premier ordre continues; c’est donc bien une hypothése de régularité concer-
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nant la répartition des masses atlirantes qui permet de justifier le résultat qui
précéde.

. Pour. les applications, il est fort importaut d’établir des propriétés ana-
logues sous des hypothéses plus larges. Dans cet ordre d'idécs, nous devons,
en. premier lieu, signaler les résultats fondamentaux de Hoélder [1], de
Liapounoff [2] et de Korn [3] dont on trouvera un exposé synthétique (avec
d’importants compléments personnels) dans I'ouvrage de M. N. Ginther [4].
A titre d’exemple, rappclons un énoncé dii & ces auteurs : si la fonction p.(M)
vérifie dans le domaine D une condition de Holder (') d’indice «

"'(12)"3' L [y‘(‘M_)'——p.(P)]gcohsl.IMPP‘ (o <<a<1),

"M et P étant deux points quelconques intérieurs & D, les dérivées > - rL
dx?’ 0y?

1
%d (z, y, 3 étant les coordonnées cartésiennes de M), existent dans D ct y
vé;;lﬁept une, megahte de la forme (2) de méme indice «; le laplacien AU de U
sera; encore, égala —4nu ) Si l’on fait « =1 dans l’megahte (2), le résultat

et

pl'écedent‘ dmt étre retouché et les dérivées 07[ ... vérifient dans D une iné-

gallté du typc (2) ol « est aussi voisin de 1 qu’on le veat.

'Oh réemarquera que 1'énoncé ci-dessus ne se borne pas a faire connattre unce
condition suffisante pour assurer 'existence des dérivées secondes du potentiel
newtonien, défini par (1), mais fournit encore un module de continuité pour
des dérivées en cause; c’est 1a un genre de propositions particuliérement utile
dans les apphcauons.
‘)*()uil e

- % L seules hypotheses de régularité que font intervenir les énoncés pré-
\&édﬁnts intéressent la densité (M); par contre, I’étude des propriétés du
(piitentiel de simple ou de double couche nécessite quelques précisions sur la
;natare: des’ multiplicités-supports des masses attirantes : ces multiplicités
.(3urfaecs ou courbes) seront supposées pourvues de plans tangents ou de
tangentes continues (sauf le long de quelques lignes ou cn quclques points
singuliers). Lorsque le module de continuité de ces éléments de contact est
-hélderien-d’indice a (nous préciserons plus tard le sens de cette locution), ¢n
méme temps que celui de la densité superficielle x.(M) des masses attirantes,
‘étalées sur les multiplicités-supports, on peut résumer comme il suit 'ensemble
-des résultats acquis par les auteurs précités : certaines dérivées des potentiels
considérés vérifient une condition de Holder de méme indice.

-(*) Quelques auteurs appellent condition de Lipschits généralisée Vinégalité (2) du
texte. G. Giraud m’a signalé, du reste, que la priorité en cetle matiere appartient, sans
conleste, & Lipschitz; nous nous en tiendrons cependant a I'attribution consacrée par I'usage.

(?) Ce résultat est du a Holder (loc. cit.).
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3. A ma connaissance, les problémes dont on vient de rappcler les énoncés
n'ont été étudiés que dans ’hypothése de la continuité holderienne. Le but de
ce travail estd’appliquer les raisonnemeats de Liapounoff, Korn et dé Giiather
a des cas plus généraux. Soit f(MP) le module de continuité commun &-a
densité des masses attirantes (spatiales ou superficielles) et aux multiplicités-
supports; de par sa définition méme, nous avons, par exemple (cas de la distri-
bution cubique), ' :

(3) | (M) — p(P) | S F(MP),

E
\

o f (MP) est une fonction positive, continue, non décroissante (*) de la
distance MP, telle que f(0) = o. Nous poserons

’ MP
) supy= [ Lar,

R

en admettant essentiellement que l'intégrale du second membre a unsens. D’aprés
cela, o(MP) posséde toutes les propriétés d’un module de continuité, puisque
c’est unc fonction positive, continue, non décroissante de son argument, nalle
en méme temps que MP. Nous dirons que le module de continuité o(MP ) et
associé au module de continuité f(MP). Nous supposerons de plus qu’j,todt
nombre positif a correspond une constante K ( £, a) telle que

) Man—‘[%)drgK(j, @) 9(MP)

» NP . ok,
nous nous proposons de faire voir qu’aux masses attirantes et aux mulupllcltés-
sapports vérifiant des inégalités telles que (3), correspondent des potentiels
dont les dérivées d’ordre déterminé (variable d’une expression a l'autre)
poqsédent a une constante multiplicative prés, le module de continuité e(MP)
associé 4 f(MP). Si, par cxemple, on cxamine le potentiel newtonier:(r)

créé par une répartition spatiale des masses, vérifiant (3) 4 l'intérieur de'D,

au U *U

les dérivées ——, == et = cxisteront; de plus, celles-ci vérifieront dans le
dx*’ dy? 0s* - _ .

(") L'hypothése de la non-décroissance du module de continuité f(r) est superflue dans
beaucoup d’applications. 1l suffit souvent que f(r) satisfasse & la condition suivamte :
¢ étant un nombre positif aussi petit que I'on veut, on peut déterminer un nombre
positif n(e) assez petit pour que I'inégalité

Sf(r)ge

ait lieu des que

Mais nous avons adopté une définition plus restrictive de f(7), a laquelle satisfont tous les
modules de continuité usuels et qui offre de grands avantages.
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domaine D I’équation de Poisson et satisferont aux inégalilés‘telles que

#U\ (0T
du? ) M ( ox* Jy
ot M et M’ sont deux points intéricurs & D, ou const. désigne un nombre

positif fixe et ot 9(MP) se déduit de (3) au moyen de (4). Si, en parti-
eplier, f(MP)= c:;‘;; » 0 < a <1, ¢’est-a-dire si la continuité de la densité cst

<Lconst.o(MM),

- hélderienne, le module o(MP) associé correspondant sera, d’aprés (4),
également holdericn ; on retrouve ainsi les résultats de Liapounoff et de Korn.

$i, au contraire, f(MP)= — e, n>1, cest-a-dire si la densité est &
o Log W’J
continuité logarithmique, il vient, d’aprés (4),
"ﬂ” t ’ cp(MP): con?t. .
Log g

dans ma Thése, j'ai été amené  considérer d’unc maniére systémalique ce
mode de continuité, qui s'introduit d’une maniére naturelle dans I'étude des
prleemes de représentation conforme de Riemann et de Helmholtz [5]. Cette
circonstance semble devoir accroitre I'importance (dans le cas du potenud
plan, tout au moins) du module de, continuité logarithmique qu’on vient
de définir.

Bien entendu, il serait aisé de multiplier les exemples des modules associés
satisfaisant aux conditions (4) et (4') et a toutes les conditions complémen-
taires de régularité qui seront énumérées au paragrdphe 9 bis; nous nous

“hornerons aux exemples précités qui paraissent a la fois les plus connus, les
plus simples et les plus utiles.

Remarque. — Nos conclusions s’appliquent a4 tous les modules usuels de
continuité, excepté la continuité au sens de Lipschitz

f(MP) = const. MP.

Dans ce cas, en effet, le module de continuité o(MP) qui intervient daos les
applications n’est plus donné par la formule (4), mais, pour des raisons qui
seront précisées au paragraphe 9 bis, est de la forme

¢ (MP) = const. MP

Log—=1»

\'ll’

donc, a fortiorr, de la forme

¢(MP) = const. MP%,
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 14
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ou o est une constante aussi voisine de I'unité qu’on le veut. Pour-éviter les
redites, nous exclurons une fois pour toutes le cas ou le module f(MP) soit
lipschitzien. Ceci ne constitue pas une restriction sérieuse puisque le module .
de continuité lipschitzien a été étudié directement par plusieurs auteurs. Du
reste, les méthodes du présent Mémoire peuvent étre élendues a ce mode de
continuité [ c/f., p. 106, le renvoi (*) & la formule (4') du paragraphe 9 bis).

4. En derniére analyse, les propriétés de continuité des dérivées du potemiéi :
que nous aurons a considérer ticnnent a ’existence de l’mtegralef f(r)d

et 4 'inégalité (4'). L’idée d’utiliser l’expressnon cp(MP)[cf (4)] d’une ma-
niére générale, sans particulariser la forme de f(MP), est due, semble-t-il,

4 G. Morera [G]. Mais cet auteur ne s'est placé a ce point de vue que pour
‘établir 'cxistence de certaines dérivées du potentiel, sans se préoccuper dé
leur mode de continuité; encore nc DPa-t-il fait que dans le cas particulier
du potenticl newtonien.

5. Les méthodes que j'emploie ne sont pas, en général, nouvelles. Pour les
démonstrations, j’ai fait de larges emprunts aux Mémoires fondamentaux de
Liapounoff et de Korn, ainsi qu’a I'ouvrage déja cité de M. Gunther. J'ai
utilisé également quelques résultats de L. Lichtenstein [7] sous la forme que
M. H. Villat [8] lcur a donnée. .

Du reste, les méthodes de cecux qui ont abordé la théorie sont trés voisines
quant a leur principe. Il s’agit toujours d’étudier les intégrales ou des diffé-
rences d'intégrales dont le noyau devient singulier au point M, intérieur au
domainc d’intégration D et, éventuellement, en un point M,, voisin de M. On
partage alors D en domaines partiels D — L(M, R), LM, R) — L(M, 2MM,),
L(M, 2MM,) ou L(M, R) désigne unc sphére centrée sur M et de rayon R
assez petit pour que L(M, R) soit contenue dans D. De plus, dans la sphére
L(M, R), I’élément différentiel des intégrales étudiées posséde, par hypothése,
certaines propriétés de régularité. Il suit de 14 que les sommations des noyaux,
étendues au domaine D — L(M, R), sont exemptes de singularités, celles
étendues au domaine L(M, R) — L(M, 2 MM,) sont bornées, en vertu des
hypothéses de régularité, alors que le domaine L(M, 2MM,) fournit une
contribution qui tend vers zéro avec 2MM,. Ce sont dc tels artifices qui ot
servi & Fatou et a Priwaloff dans leurs études sur les valeurs frontiéres des
fonctions analytiques complexes, définies dans un cercle par la formule de
Poisson-Schwarz (voir ma Thése, § 11, loc. eit. [5] ¢f. aussi la Thése de
M. A. Oudart, loc. cit. [8'], §§ 29 ct 29').

Les méthodes ne différent que par les transformations appliquées aux noyaux
pour mettre en évidence les singularités de ceux-ci. Je me borne, en général,
areprendre les calculs des auteurs précités et & montrer que leurs conclusions
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sbsistent lorsqu’on substitue & ’hypothése de la continuité holderiennc des
hypothéses plus larges qui seront énoncées au paragraphe 9 bis. J'ai suivi, en
principe, le: mode d’exposition adopté par M. Giinther; plusieurs artifices
utilisés-dans ce Mémoire lui sont dus (spécialement ceux que j'emploie dans
Pétude des dérivées obliques du potenticl de simple couche et qui ont permis
a cet auteur de justifier les résultats que Liapounoff s’est borné a énoncer).

-+ Aussi, ma contribution personnelle a fa théoric est-elle des plus modestes.
J’ai d’abord montré que toutes les hypothéses préliminaires, connues sous le
nom des hypothéses de Liapounoff, ne sont pas indépendantes cntre clles.
‘Peut-étre ai-je réussi aussi & systématiser un peun plus les procédés disparates
atrxquels les-auteurs précités ont eu recours et, par 14, & donner a 'exposé de
1a théorie un peu plus d’unité et de simplicité; je pense, également, avoir
mieux dégagé la provenance des constantes qui interviennent dans: les iné-
galmis* ce qm peut avoir son prix dans les applications.

i
ty V 5‘

«:6, ‘H.-Petrini [9] a publié un Mémoire fondamental sur le probléme dc
Pexistence des dérivées du potentiel; il n’est pas inutile d’insister sur la diffé-
réace entre son point de vue et celui auquel je me suis constamment placé au
cours de ce travail. ‘

Pour Petrini, 'important cst de déterminer les conditions a la fois néces-
saires et suffisantes pour assurer Uexistence de certaines dérivées du potenticl
en un point déterminé, et cela, sans se préoccuper du mode de continuité de
celles-ci. Ces résultats, d’un caractére local comme on le voit, raméncent le
[probléme a la discussion de la convergence de quelques expressions mtegmles
Tt est clair, dés lors, qu'on ne peut préciser davantdge le mode de continuité
des elements donnés sans que la condmon nécessaire ot saffisante cesse d’étre
‘Décessaire.

Au contraire, nous chercherons a imposer aux données des conditions de
continuité sufﬁsanlcs et explicites, moyennant lesquelles les expressions inté-
‘grales du potenticl (ou de ses dérivées) posséderont un module de continuité
bien déterminé dans tout lc domainc de définition des expressions en cause.

Y

7. Signalons que les résultats obtenus dans ce travail permettent d’étendre
sans difficulté la portéc de plusieurs travaux récents d’Analyse et de Physique
mathématique, travaux qui utilisent d’une maniére cxclusive la continuité

-holderienne.

A titre d’exemple, nous citerons les conclusions de M. J. Hadamard [10],
relal.lves a la propagation des discontinuités dans les milieux fluides, de
M= P. Dubreil [11], relatives aux ondes liquides, de M. H. Poncin [12],
relatives & la cinématique des milieux continus, de M. C. Jacob [13], relatives
aux probiémes aux limites de la théorie des fonctions harmoniques, de
G. Giraud [14], relatives aux équations intégrales, cte. Je ne reviendrai pas
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sur le détail de ces extensions ct je me bornerai A reprendre, a la faveur des
résultats nouvellement acquis, un calcul de G. Giraud, important en raison de |
ses applications & la théorie des équations intégrales. D’une maniére générale,
on pourra remplacer dans les travaux précités la continuité holderienne par les
conditions moins restrictives introduites au paragraphe 9 pour obtemr des
conclusions encore valables.

J’ai voulu présenter un exposé complet et autonome de la théorie. J'ai donc
tenu & éviter, dans toute la mesure du possible, desrenvois & d’autres Mémoires
originaux et n’ai pas craint de reproduire plus d’'une démonstration que d’aueuns
pourront trouver inutile parce que trop classique; le lecteur averti n’aura
aucune pelne a passer les paragraphes corrcspondants, deslinés uniquement.a
ceux qui désireraient se familiariser pour la premiére fois avec la théorie du
poterntiel. P U

L’étude du probléme de la continuité des dérivées du potennel m’a éle
suggérée par M. H. Villat; je le remercic trés vivement de P'intérét qu'il a
bien voulu porter & mes recherchcs ct des encouragements et des directives que
je n’ai cessé de recevoir de lui. J'exprime également toute ma gratitude
a M. A. Denjoy pour toutes les utiles indications dont je lui suis redevable.

Ot
CHAPITRE IL :

Hypothéses de régularité.
Propriétés élémentaires des surfaces de Liapounoff.

cua e

8. Pour simplificr et abréger 'exposé, je me bornerai au cas du potenuél
newtonicn créé pac des masses attirantes & trois dimensions, comme aux
potentiels de simple ct de double couche dans l'espace ordinaire. Mais
Pextension au cas de deux ou de plus de trois dimensions serait immédiate.
En particulier, le lectear pourra se reporter aux travaux de M. Giraud, déja
cités pour sc rendre compte des retouches qu'il y aurait lieu d’apporter &
notre exposition pour I'adapter au cas de n dimensions.

Bien que nous ayons-déja défini (cf. §5\ le sens de certaines locuuons,
nous reprenonsla question de nouveau, en raison de son lmporlance.

9. Soit w(M) une fonction scalaire du point M(z, y, 3) de I'espace ordi-
naire, rapporté 4 un systéme d’axes de coordonnées rectangulaires Ozys;
nous admettrons que (M) est définic dans un domaine borné D ou elle pos-
séde le module de continuité f(MP); cela veut dire que I'on a pour deux pomts
quelconques, M et P, de D

(3) (M) — p(P)|S f(MP),

ou f(MP) est une fonction positive, continue, non décroissante de son
argument, nulle pour MP = o.
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Nous dirons encore que la fonction (M) vérific dans D une condition (f),
ou que la fonction (M) appartient dans D a P'espace abstrait (f) (*).

.9 bis. 1l faut, maintenant, mtrodmre relativement au module f(MP)
'que ques, hypotheses complémentaires de régularité et de préciser, en parti-
culier, la manigre dont S(MP), ou 7(r), tend vers zéro avec son argument.
RFu?arquons, d’abord, que P'ordre de Uinfiniment petit f(r) n’est pas changé
lorsquon remplace f(r) par K f(r), K étant une constante positive fixe; le
»m;ode de continuité n’est alors pas altéré ct il nous arrivera d’écrire f (r) au
hf:u de K, f(r), a condition de préciser avec soin Ja maniére dont K peut étre
ma)orée '

“H y a grand intérét & se limiter aux modules les plus réguliers quand on ne
vise pas & atteindre une généralité superflue pour les applications. Du reste,
chaque module £(r) peut étre remplacé par un module dominant f.(r) [tel
qhd SIS £ (r)], 1a différence f,(l‘)—f(r) pouvant devenir aussi petite
qu on le veut et £, () élant une fonction aussi régulié¢re qu’on le veut.

“Nous pouvons donc supposer, sans restreindre pratiquement la généralité
de-notre théorie, que la dérivée f'(r) existe et est continue sauf pour r=o,

en ‘général. D’apres cela, f( ) tend vers une limite determmee finie ou infinic,

Alorsque r tend vers zéro, En tout état de cause, il cxiste une constante posi-
" tive &, non nulle telle que
' f( )

him———
r=u

2 k.

Sinon, en effet, nous aurions

f()

lim=—— = o,
r=o I

en'sorte-que, d’aprés (3), toutes les dérivées parlielles de w(P) seraient nulles
et u(P) se réduirait a une constante. Il suit de la qu’en écartant le cas de la

continuité lipschitzienne
J(r)=const.r,

f()

ou hm

r=e

est hornee, on a, en général,

f()

lim—-2
r=0

(*) Lorsque la continuité sera holderienne d'indice « (¢f. §1), nous dirons que (M)
appartient & I'espace Hy ; enfin, lorsque la coritinuité sera logarithmique d'indice » (cf.§3),
nous dirons que (M) appartient a 'espace L.

(?) ‘LiapounofT s’est horné au cas ot

f(MP) = const. MP>;, o< a1,
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On pourra alors écrirc cn multipliant, au besoin, f(r) par une conslante posi-

tive convenable S e
MP < f(MP), '

de telle sorte que cette mégahté demeure valable dans tous les mtervahes
bornés de MP =r que V'on aura & envisager. Par exemple, si I'on considqré
une repartmon spatiale des masses attirantes dans un domaine barné D' ou u e;
repartltlon superficielle sur la surface S qui limite D, dont la densité vérifie 14
condition (f), la constante multiplicative que nous venons d’introduire $¢ m,‘
en général, fonction du diamétre I de 'ensemble D -+ 'S et une fonctannnen'e

L) .l

du module f (r) lui-méme. Comme D est borné, / est borné; par ailfeuts; 16

R

quotient m est borné dans l'intervalle 0<r<!, car pour r;é 0, f(r);éo,

Jf(r) étant une fonction continue el croissante. , ‘ ‘
En ce qui concerne I'ordre de I'infiniment petit f(r), il sera’ touJours supJ
posé que f(r) tend vers zéro assez vite pour assurer l’existence du modulp

associé o(r), défini par (4). Il est clair, par ailleurs, que l’intég:raiefuﬂrt,;éig’

ol a est une constante positive, diverge lorsque ¢ tend vers zéro. Nouk
admettrons, cependant, qu'on peut trouver une constante positive K:(f,.a),
qui sera une fonctionnelle de f(7) et de a, telle que [¢f. § 3] (")

gt

B

(49 efali—-’?.ld"ﬁk(f: ft)f f(Tr_)-dr: K(f, a)o(e) pour ;)ge__<_:¢§,f v

Remarquons que tous les modules usuels, le cas de la continuité: lipschit-
zienne excepté, satisfont a la condition précédente; en particulier on le vérifie
aisément pour la continuité holderienne f(r)= const.r*, o < a <1 et pourla
const. '

continuité logarithmique f(r)= Tlogr "

» n>1. D’une maniére plus générale,.

(*) Remarquons qu’il serait aisé d’étendre les méthodes du présent Mémoire a une cal.e-
gorie de modules de continuité un peu plus générale. En effet, il peut se faire que f(r) ne.
vérifie pas (4), mais une inégalité telle que :

e[ Larcye,

n-'

olt Y (&) est un module de continuité, plus faible que le module associé ¢(¢), cest-a-dire.
tel que lim?(e)
e=o (¢)
condition de remplacer partoul ¢ (&) par $(e).
Tel est, en particulier, le cas du modnle hpqclulnen J(r) = const.r. Son module associé
est encore lipschitzien, mais P'inégalité (4') n’est plus satisfaite. Il suffira alors de choisir
pour Y (¢) le module const.r*, o <a <1 (¢f. la remarque finale duparagraphe 3).

= 0. Dans ce cas, les conclusions de ce travail demeurent valables a
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il en.sera ainsi toutes les fois que

@ lims“/f,((;)) <k<1,

E=0
k étant une constante positive. Tout revient, en effet, a vérifier (4') pour de
P AR afir . ) .
‘f)eiites valeurs de ¢, puisque / f—f,—.'_,-)-dr est continue et dérivable tant que es=o.

Or, en appliquant la régle dc:l'Hopital, nous avons [cf. (4)]

Crvs ”Lf) dr a‘f—(:-.l dr
B T S T S
;::»" CP(E) T e LG) ‘
: €

D’aprés cela, le premier membre sera borné pour ¢ = o en méme temps que le
premier terme du second membre. Or il vient, en appliquant une deuxiéme fois
la régle de 'Hopital,
HEN A K S : af(r)dr
l. 73 r I 1
mn = m —= 7 .
=0 f(€) ll__e./ (E)J
. AQ)

domme, d’aprés (4") et comme f'(2)>o,

+ i 1= e 21—
I

le second membre de I'égalité précédenic sera majoré par — ce qui achéve
de justifier (4').
 Notons enfin, qu’en multipliant, au besoin, ¢(r) par une constante positive

convenable qui dépendra de f(r) et de I'amplitude, toujours finie, de I'inter-
valle des variations de r, on peut toujours écrire :

o S <o(r).

Il n'y a besoin de vérifier (4”) que pour de petites valeurs de r, puisque ¢(r) >0
pour r > o. Or, la régle de I'Hopital donne [¢f. (4")]

S ()
e T e £
Il suit de la que le quotient ﬁ—:; reste borné dans le voisinage de r=o, ce qui

justifie notre assertion.

Remarques. — a. Nous sommes maintenant en mesure de préciser les indi-
cations sommaires, données au cours du paragraphe 3, sur la méthode que nous
suivrons. En derniére analyse, les intégrales singuliéres que nous étudierons
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se présenteront — en posant MP =7 et cn négligeant des facteurs bornés —

'MN o
f [p(P)—p(M)]
0

sous la forme

.
lorsqu'il s’agit d’intégrations etendues au domaine L(M, 2MM’ ) ou sous Ia
forme . .
P) — p(M)
o [ LEPL D],
MM/ ) .

lorsqu'il s’agit d'intégrations étendues au domaine L(M, R) — L(M, 2MM').
Comme la densité (P vérifie une condition (f), nous pourrons majorer les
valeurs absolues de ces intégrales par des expressions telles que

oMM R
f LD w mw [ LDy

avwe 7

qui, d’aprés (4), (4") ct (4"), sont respectivement majorées par ¢(2MM') et
;K(f, R)p(2MM’). On voit donc qu’en fait tous les résaltats de Ginther et

de Liapounoff tiennent & I'existence — dans le cas du module de continuité
holderien — du module associé également holderien et & I'existence d’une

constante telle que K(f, a) [¢/f. (4")].

b. Pour les applications, il est souvent de la plus haute importance d’expli-
citer les constantes multiplicatives qui figurent dans ’expression d’un module
de continuité. Malhcurcusement; dans certains cas cette explicitation est trés
laboricuse si I'on veut aboutir 4 des énoncés généraux; du reste, les formules
obtenues seraient d’une complication qui les rendraient inutilisables. V01c1
donc la solution intermédiaire & laquelle je me suis arrété. :

Au cours des Chapitres III, IV, V et les trois premiers paragraphes du
Chapitre VII (le paragraphe 5’1 bzs excepté), je suppose simplement que le
module ¢(r) se déduit de £(r) au moyen de I'opération (4) el qu'il contient en
outre en facteur une constante multiplicative telle que les inégalités

r<f(r)ge(r)

soicnt vérifiées dans tout le domaine ot r est susceptible de varier. Nous avons
vu, au cours de ce paragraphe, qu’une telle constante existe toujours et qu’elle
peut étre majorée par une fonction du diamétre I de la multiplicité-support des
masses attirantes. Il suit de l1a que nous n’emploierons pas dans ¢(r) la cons-
tante multiplicative K(f, @), définic par (4); ccla permet de mieux mettre en
évidence les propriétés -qui résultent de 'hypothése de régularité que tra-
duit (4') et’de donner aux inégalités des chapitres precltés, sans trop les
alourdir, une forme aussi explicite que posmble
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Au contraire, dans le Chapitre VI et dans les paragraphes finals du Cha-
pitre VII, je me borne & établir I’existence des constantes multiplicatives
bornées dans I’expression du module de continuité. Mais je me suis efforcé de
conduire la rédaction de maniére & permettre au lecteur d’expliciter facilement
toutes les limitations désirables dans les applications qu’il aurait a faire des
méthodes exposées dans ce Mémoire.

c. Les notations que j’ai choisies offrent, a ce qu’il m’a semblé, I'avantage
d'une simplicité relative. Mais cetle simplicité n’est pas sans présenter des
inconvénients. Pour abréger les écritures, j'utilise la méme notation f(MP),
pour représenter le module de continuité de la densité w(P) des masses atti-
rantes et celui des surfaces sur lesquelles ces masses sont ‘répandues (¢f. §10).
Il en résulte que les inégalités que nous aurons A écrire se présentent sous une
forme hétérogéne. De plus, cette notation condensée ne permet pas de dis-
tinguer les propriétés des potentiels qui résultent de I’hypothése de la régu-
larité des masses attirantes des propriétés qu’entraine ’hypothése de régu-
larité de leur multiplicité-support.

10 Nous appellerons S la surface fermée qui limite le domaine D pour
simplifier, nous pourrons supposer que D est d'un seul tenant.

Lorsque nous étudierons les potentiels créés dans I’espace par des répartitions
de simple ou de double couche étalées sur S, nous admettrons, en outre, que
la surface fermée S posséde les propriétés suivantes: on peut décomposer S en
un nombre fini de portions de surface d’un seul tenant S,, S,, ..., S,, que
nous appellerons portions réguliéres de S, chacune des portions S; etanl assu-
jettie A satisfaire aux trois conditions ci-aprés, que nous appellerons condi-
tions.de Liapounoff généralisées ou plus simplement les conditions L, (*).

-1° En chacun de ses points étrangers & sa frontiére, S; admet un plan tangent
et, par suite, une normale bien déterminée.

2" Soient M et P deux points de S, (N), l‘?) Uangle des demi-normales Net N
(extérieures toutes les deux a S, pour fizer les idéesyen M eten P @ S; : ona
(5) ‘ R [erovpy,

ot f(r) désigne un module de continuité (¢f. § 9). La fonction f(MP) sera
dite le module de continuité de la multiplicité-support S.

3° Considérons une sphére centrée en un point M de S, et de rayon o(M) asses
petit pour que U'intersection de la portion de S,, intérieure a la sphére avec toute

(*) Dans le cours du Chapitre VIII, nous montrerons que la deuxiéme des conditions L,
entraine la troisiéme; celle-ci est, par suite, surabondante (¢f. & ce sujet la plemlele partie

du Chapitre VIII),
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 15



110 ' JULIEN KRAVTCHENKO.

paralléle a la normale en M a S; se réduise a un point unique. Il est clair que
toute sphére concentrigue @ M et de rayon inférieur a p(M) posséde la méme
propriété. Nous admettrons que l’ensemble des nombres o (M) relatifs a I'ensemble
des points de la surface S admet une borne inférieure non nulle R. -

11. Nous désignerons par L(M, R) ou, plus simplement L(M), la sphére
ainsi attachée au point M et nous lui donnerons a la suite de M. Giinther, le
nom de sphére de Liapounoff, et cela bien que O. Holder Iait déja introduite
bien avant I'analyste russe. Plus généralement, nous désignerons par L(M, r)
toute sphere centrée sur M et de rayon r.

D’aprés la définition méme de R, toute sphére L(M, r) telle que R>r pos-
séde la propriété énoncée a l’almea 3 du précédent paragraphe; cela nous
permettra, le cas échéant, de choisir le rayon commun & toutes les sphéx‘ési
de Liapounoff assez petit mais fini, de maniére a satisfaire & certaines condl-

“tions supplémentaires qui seront précisées par la suite. o

12. Nous pouvons maintenant nous faire une e idée précise des surfaces-de
Liapounoff S. Celles-ci seront constituées par des portions de surface régu-
liéres S;, se raccordant entre elles le long des arétes de rebroussement de la
surface fermée S; un point M de S; est dit régulier s’il est étranger a la fron-
tiére de S;. D’aprés ce qui précéde, le plan tangent en M & S; tend vers une
position limite bien déterminée lorsque le point ordinaire M tend vers un point
frontiére P de S;. Mais le point P pouvant appartenir a & plusieurs portions
réguliéres de S & la fois, la surface S peut admettre en P plusieurs plans tan-
gents. Précisons quelques autres conséquences des hypothéses de Llapounoﬁ'

Soit A
(6) Fi(z, y,z)=0 (i=1,2,....n)

’équation de la portion S; de S. D’aprés la premiére hypothése de Liapounoﬁ‘
il existe une normale en chaque point de S;; parsuite, en chaque point M de S;
JF; dF; dF,
oz’ dy’ 0z
nulle (sans quoi les trois cosinus directeurs de la normale seraient nuls, ce qui
est impossible). Le théoréme fondamental sur les fonctions implicites montre
qu’on peut alors résoudre (6) par rapport & I'une, au moins, des variables z,
Y, 3 (par rapport a 3, pour fixer les idées) et mettre I’équation de S; sous la
forme

(67 2=z, y)

les dérivées — existent et I'une, au moins, de ces dérivées n’est pas

valable dans un voisinage suffisamment petit de M, la fonction ®;(z, y) étant
dérivable une fois par rapport & chacun de ses arguments.

13. La troisiéme hypothése de Liapounoff nous permettra de préciser le
domaine de validité de la forme (6') de (6) par rapport & un systéme privi-
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légié d’axes de coordonnées : au: paragraphe 20, nous étendrons ces conclu-
sions & un systéme d’axes quelconque.

-Rapportons S au systéme d’axes rectangulaires My s dont I'origine coin-
cide avec le point considéré M de S; et dont I’axe M3 coincide avec une des
deux demi-normales 4 S; en M. Les axes Mx et My seront alors situés dans le
plan tangent au point M & la portion S; de S. 4

Envisageons ensuite la portion (M, R) ou, plus briévement, (M) de S;
intérieure & la sphére L(M, R) ou L(M) (c¢f. § 11) attachée & M; plus
généralement, nous désignerons par X(M, r) la portion de S; intérieure
a L(M, r). D’aprés l'alinéa 3 du paragraphe 10, & tout point p de coor-
données x, y, o, situé a l'intérieur du grand cercle, section de L(M) par le
plan z=o0, c'est-a-dire, & tout point p(x, y, o) tel que z*+ y?<R?, il ne
correspond qu’un seul point de Z(M) au plus; il suit de la que relativement
du systéme d’axes envisagé, 'équation de E(M) pourra se mettre sous la
forme (6'), pu1sque chaque point P de Z(M) se projette & I'intérieur du
cerclez—o x*+y'=R"

44. Reprenons les notations du deuxiéme alinéa du paragraphe 10; les
. ' . . .. > >
axes O xys sont maintenant supposés quelconques. Soient (N a:> <N, )

(N z) les.angles de la normale extérieure, pour fixer les idées, menée 4 S par

- un point M de S;, (N a:) (N’ y) (ﬁ , ..) les éléments analogues, relatifs au
point P de S;. Nous avons
( N, ‘T) (N" x)

(, :v)—(ﬁc z)|

2

(Ron) = (R0)

2

Icos(ﬁ, x)—cos(N’ I-—z

sin ~—

sin

<2

. sin ot Ly .
- Comme pour tout « réel IT I <1, on en déduit

|eos(¥, &) — cos(R, ) |<| (', ) — (K, 2) |

"Considérons alors le triédre de sommet O, formé par les demi-droites Ox et

> e
les demi-droites paralléles aux demi-normales N et N’; la différence de deux
faces de ce triédre étant inférieure, en valeur absolue, a la troisiéme face, nous

avons HR, 2) — (R, 2) |< (&, &)

d’oii, en combinant les deux derniéres inégalités avee (5), on tire

) leos (N, 2) — cos(N, ) | < (MPy
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valable, rappelons-le, pour deux points quelconques M et P de la portion
Si(i=1, 2, ..., n). Des inégalités analogues valent, évidemment, pour les

. . > >
cosinus directeurs reslants, cos(N, y) et cos(N, z).

15. Reprenons maintenant le voisinage £(M) de M sur S;, introduit au
paragraphe 13. Nous allons établir le lemme suivant :

Le domaine (M) est nécessairement d’un seul tenant toutes les fois que le
rayon R de la sphére L(M) correspondante satisfait a la condition

(8) fR)E
ou f(r) est le module de continuité de la surface S (¢f. §10).

Remarquons que, d’aprés sa définition méme, f(r) est une fonction non
décroissante et continue de son argument telle que f(o)=o; on pourra donc
toujours choisir R assez petit pour que I'inégalité (8) soit vérifiée. Aussi dansla
sutte du Mémoire il sera toujours supposé que la longueur R vérifie la condition (8).

. Fig. 1.
¥4

Cela étant, rapportons Z(M) au systéme d'axes Maxys défini au para-
graphe 13; I'équation de £(M) pourra étre mise sous la forme

(9) s=®(z, y).

Pour étudiet X(M), nous allons considérer (M) comme engendrée par des
arcs de courbes planes T, sections de (M) par des plans passant par Me.
Rien n’empéche, pour étudier une telle section, de la supposer contenue dans
le plan y = o, en effectuant au besoin une rotation des axes Mxy. L'équation
de I'arc I' cherché sera alors '

(10) z=®(zx,0), |z|<R
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Le lemme précité revient donc a dire que l'intersection de I'arc de courbe T,
représenté par (10) avec le cercle C d’équation z°+ 2°= R® [section de la
sphére L(M) par le plan y = o] se compose de deux points (') au plus (cette
intersection se réduisant & un point unique lorsque M est voisin de la frontiére

de la portion S;); en d’autres termes, que la configuration représentée sur la
N N . .
figure 1 (ou‘l I'arc I' se compose de deux arcs m,m, el mﬁm,) est impossible.

C’est ce qui va résulter des remarques suivantes, concernant la pente de

Parc T'; il est clair, d'ailleurs, que cette pente existe puisque I' est la section
3 clair, ' q P pumsq

plane d’une surface douée de plan tangent.

16. Reprenons les notations du paragraphe 14; nous avons, P étant un
point quelconque de Z(M),

| cos?(N, 3) — cos?(N’, z) | =|1—cos(N’, )| =|sin?(N’, z) | <(N, 2)?,

puisque M3 est orienté suivant la normalc en M & Z(M), dont P fait également
partie; comme E(M) est une portion réguliére de S, l'alinéa 3 du para-
graphe 10 montre que

>
(¥, )| < roup).
La comparaison des deux derniéres inégalités donne, eu égard a (8),

25

(11) sin(N, =) <[/ (MP)]r < s

17. Cela étant, utilisons le fait que la portion réguliére Z(M) de S,
possédant un plan tangent en chacun de ses points, est donnée par une
équation telle que (9); nous aurons alors

|cos(1—‘1->’,z)|: ! (z2+ y2<R2).

Vi () (5,

() (20)

3 dx P 73; P

o) —

N"’)* +<@ z+ 09\
' 01‘)1' (5}_’>P

oB\® [oD\®
plinll — < .
(5. (3)2 757

(*) D'abscisses de signes opposés. D'une part, en effet, I'arc T’ passe par M; d’autre part,
d’apres la troisieme hypothése de Liapounoff, a une valeur de «, il ne peut correspondre

qu'un pointde T.

On tire de la

sin?(

S[S(MP)?

et ensuite
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Il vient alors, eu égard & (11),
oB\* /0B\*_ 169
(52): (3 s oo

On déduit de la les majorations

w (et () eroms

valables pour tout point P de £(M).

Remarque. — Rappelons que les coordonnées &/, y’ de P, vérifient I'inégalité
214 y<Re,

La réciproque n'est pas vraie : 4 un point , ¥, 3'=o0 du cercle défini par

Péquation précédente, il ne correspond pas nécessairement un point de Z(M).

18. Soit m, le point symétrique de m, par rapport & Mz; si 'arc m,m,
existe, ses extrémités m, et m, devront étre situées sur I'arc m, Am, du cercle C -

<ou sur I'arc n@), puisque l'intersection de I' avec toute paralléle 4 M3
doit se réduire a un point unique. Comme chaque portion de I' posséde une,
tangente continue [puisque sur S; dont X(M) et, par suite, I' font partie, le
plan tangent & S varie d’'une maniére continue], il existe un point p, au moins,

sur l'arc @3 ou la tangente est paralléle a la corde m,m; (en vertu du
théoréme: de Rolle). Or, le cercle est une courbe convexe; la pente de la
droite m,m, est donc au moins égale (en valeur absolue) & la pente de la
tangente en m, au cercle C. Mais de (10) et (12) il résulte que la pente de I’ .

c pe e B . .
est, en valeur absolue, inférieure & .- Cela montre que le coefficient angulaire

* . 5 . . .
de la droite Mm, vaut au plus o Par suite, le coefficient angulaire de la

\ . . . I2 . .
tangente & C en m, est, au moins, égal a + en valeur absolue; il en résulterait

N
que la pente de la corde m,m, et, par conséquent, de la tangente & 'arc m,m,
. . P . .. . 12
de I' au point p, précédemment défini, serait, @ fortiori, supérieure & =
. o pee 5
Or, d’aprés ce que nous avons vu, la pente de I' est inférieure & — et cette
contradiction établit notre lemme.

La marche suivie permet de préciser le domaine de validité des formules (9)
et (10). D’aprés ce qui précéde, la valeur absolue de I’abscisse du point m, est

. , 12
minor
ée par — R donc a fortior: par R pulsque le coefficient angulaire

de Mm, est majoré, en module, par Par suite, la représentation (g) et (10)



SUR LA CONTINUITE DES DERIVEES DU POTENTIEL. - 115

du voisinage X(M) de M sur S sera, & coup sur, valable pour la portion d(M)

de Z(M) qui se projette sur le plan My & I'intérieur du cercle C(R) défini par
2 2 25 2 )

(13) | xt+ y2< ;@R .

Si, en particulier, le point M est un point ordinaire de S; et si le rayon R
est assez petit pour que L(M) ne contienne aucune aréte de rebroussement
de S, chaque point du plan 3 =0 dont les coordonnées x et y vérifient (13)
est la projection d’un seul point de X(M). Le domaine d(M) ainsi défini sera
utilisé dans la suite (¢f. § 26). :

19. Voici un second corollaire des hypothéses de Liapounoff. En respec-
tant les conventions des paragraphes 13 et 14, le nouveau lemme s'énonce
comme suit. ‘

' L’intersection de Z(M) avec toute droite dont I’angle avec la normale M3
@ Z(M) en M est inférieur & une constante w, ne dépendant que de R, se réduit

- . - T
& un point unique. Lorsque le rayon R de L (M) vérifie (8), on peut prendre w = -

En effet, choisissons ’axe M« de maniére que le plan Maz soit paralléle a la

droite D, satisfaisant aux conditions de 1'énoncé et, par suite, inclinée de

moms de % sur Mz (c’est-i-dire de plus de % sur Mwy); d’aprés cela, D sera
contenue dans le plan y =c. La section de Z(M) par ce plan sera un arc de
courbe défini par les équations

(14) ) s=0(z,¢), y=g¢ -

x pouvant varier dans l'intervalle (— R, R) au plus. Si l'intersection de
I'are (14) avec D se composait de plus d’un point, il y aurait, sur cet arc au
moins un point P en lequel la tangente a I’arc serait paralléle & D; en effet,
Z(M) est une portion de S;; son intersection avec le plan y =c posséde donc
une tangente continue, en sorte que le théoréme de Roll s’applique a I'arc
de (14) soutenu par la corde D. Au point P on aurait donc

o0 5
(),

2 tan E [ L >
SRET BT
. oo A < g s , 5
Or, d’aprés (12), le premier membre doit étre inférieur a4 —, et cette

contradiction justifie notre lemme.

Remarque. — Le méme raisonnement montre, d’ailleurs, que si le rayon R, .
commun A toutes les sphéres de Liapounoff tend vers zéro, w tend unifor-

T . . . .y . . .« .
mément vers - on aurait donc pu choisir R de maniére que w soit aussi voisin

de 7;1' qu’on le veut.
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20. Attachons alors a chaque point M de S; (i=1, 2, ..., n) un coéne de
révolution de sommet M, axé sur la normale en M a S; et d’ouverture 2
(¢/f. §19); nous noterons G(M) cette surface auxiliaire et nous lui donnerons
le nom de cone de Giinther. D’aprés le lemme du précédent paragraphe, toute
paralléle & une droite passant par M et contenue dans G(M) coupe Z(M) en
un point unique. Je dis, de plus, que si la condition (8) est satisfaite, tout
triédre trirectangle Mays, de sommet M a une aréle au moins & l'intérieur
de G(M) et cela quelles que soient les orientations des axes Ma, My et M.
Si, en effet, les droites Mz, My, Mz étaient toutes trois extérieures a G(M),
les trois cosinus directeurs de la normale MN en M — qui coincide avec I'axe

de G(M) — a la surface S seraient inférieurs en valeur absolue & cos;—t = ; et

on aurait
2
cos?(N, x) + cos?(N, y) + cos?(N, z)§3(§> <I.

Or cette inégalité est incompatible avec la condition
cos*(N, #) + cos?(N, y) + cos?(N, z) =1,

a laquelle sont assujettis les trois cosimis directeurs en cause. Le lemme du
paragraphe 19 montre alors que toute paralléle & I'un, au moins, des axes M,
My ou Mz rencontre le voisinage Z(M) en un point au plus; il en sera, par
suite de méme des paralléles a I'une, au moins, des arétes d'un triédre
trirectangle quelconque Ozyz, en sorte que 1'équation de la portion Z(M)
d’une surface de Liapounoff pourra étre toujours résolue par rapport & l'une,
au moins, des coordonnées x, y, z et prendra I'une, au moins, des formes

z=®(x, y), y=®0,(3, z), z:d)g(y,z),

valable dans un domaine d’aire non nulle.

21. Malgré son caractére intuitif et élémentaire a la fois, la conclusion
ci-dessus est de grande importance; nous allons montrer qu'on peut décom-
poser toute surface de Liapounoff en un nombre fini de domaines simplement
connexes et réguliers, chacun de ces domaines étant représentable par I'une,
au moins des formules ci-dessus et cela par rapport & un systéme arbitraire
d'axes.

Menons, en effet, un réscau de plans, paralléles au plan Ozy, équidistants
entre eux, la distance de deux plans consécutifs [évaluée en fonction du

rayon R des sphéres L(M) relatives & S| étant égale a 7 Construisons, de
méme, les réseaux similaires relatifs aux plans Oy et Oyz. L'espace est ainsi
empli de cubes que nous appellerons cubes ¢. Cela posé, remarquons que le

domaine D, limité par S, est, par hypothése, borné; cela veut dire qu’il existe
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une suite de cubes ¢, ¢, ¢, . . ., ¢, (k borné) telle que tout point de D, et, par
suite, tout point de S, fasse partie de I'un, au moins, des cubes de la suite. La
propriété reste vraie, a fortiort pour la smle des sphéres K, circonscriles aux

cubes ¢;. Or, le rayon des K; est égal i —- Si donc on prend un point M; situé

sur la portion de S, intérieure a la sphere K, cette sphére K; (et, par suite, la
portion considérée de S) scrait intérieure & la sphére L(M;) dont le rayon,
par définition, est le double de celui de K. Cela montre que toute la surface S
peut étre recouverte a I’ aide de la suite L(M;) ({=1, 2, ..., k) de sphéres de
Liapounoff et, par suite, de domaines X(M,) correspondams; cela justifie le
résultat annoncé. Réciproquement, toute surface décomposable en un nombre
fini de portions telles que X(M;) est une surface de Liapounoff pourvu que (5)
soit valable pour chaque Z(M;).

Or, les identités intégrales, telles que les formules de Green et de Stokes,
s'appliquent aux surfaces formées par un nombre fini de portions telles que
Z(M). Si, par exemple, S est une surface fermée de Liapounoff, 7 le vecteur

2

unitaire porté par la normale extérieure & cette surface, U(x, y, 5) une

fonction scalaire suffisamment réguliére (possédant, par exemple, des dérivées

partielles %I—J, 9y, 9y intégrables dans le domaine D limité par S), ona
-z dz

oy
>
ﬂAwadydz :ﬁn.gradU do,
() s

ds désignant I'élément d’aire de S; on trouvera la démonstration de ce résultat
dans tout traité d’Analyse (*). L’intégrale du second membre se définit sans
difficulté, puisqu’elle est égale a4 la somme d’un nombre fini d’expressions

telles que ﬂ On connait, d’autre part, le réle fondamental que jouent de
S

telles identités dans la théorie des fonctions harmoniques; cela justifie 'étude
détaillée des surfaces de Liapounoff auxquelles s’appliquent les relations inté-
grales en cause.

22. Nous allons, maintenant, faire connaitre quelques propriétés des
surfaces de Liapounoff qui nous seront spécialement utiles dans I'étude des
potentiels de simple et de double couches. Reprenons le systéme d’axes Mays,
défini au paragraphe 13. Nous avons reconnu que relativement a ce systéme
d’axes I'équation de E(M), lorsque M élait un point ordinaire de S, était de
la forme

s=®(x, y)

dans un voisinage fini du point M, situé dans le plan Mzy, par exemple,

(1) Cf. M. GinTHer, loc. cit., pp. 108-116.
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 16
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dans le domaine défini par (13). Comme dans ce dernier domaine, les
L., 0@ b . . s . . . .
dérivées —— et ~— existent, le théoréme des accroissements finis s’applique et
ox dy ’ ‘ .

nous avons, (o, o) étant nul,

(13) z= (@) +x<?—?)
=I\oy )ty 0% Jo,z0’

ou les indices indiquent les valeurs oi I'on calcule les dérivées partielles, et
ou 0 et 6, sont des nombres compris entre o et 1. Le point M étant, par
hypothése, un point ordinaire de S, il existe un point Q de (M) dont les
coordonnées soient x, 8y, ®(x, 6y) et un point Q' de Z(M) de coordonnées.
0,2, o, ®(8,x, 0). Soit r la plus grande des distances MQ ou MQ’; les
inégalités (12) s’appliquant et la fonction f(MP) étant non décroissante,:
nous avons .

() |32

Mais les droites MQ et MQ’ coupent (M) en deux points; elles sont, par
suite, extérieurs au cone G(M). Il s’ensuit que les longueurs des projections des
segments MQ et MQ’ sur My sont, d’une part, minorées par le nombre rsinw
[cf. pour G(M) et w les paragraphes 19 et 20] et majorées, d’autre part, par
la longueur de la projection de MP sur Mxy, donc majorées par MP; il
s’ensuit qu’on peut écrire ‘

rsinw << MP,
d’ou .
MP
f(r)gf(sinm).
Moyennant (15'), (15) donne, eu égard a l'inégalité précédente, -
: . |z| 13 MP
(16) - _M“l;'gfi—f(sinw)'

11 faut remarquer que cette inégalité n’a été démontrée que sous réserve que
M est un point ordinaire de la surface S; mais il serait facile, au prix d'un-
changement insignifiant du raisonnement, de1’étendre aux différents voisinages
d’un point M commun & plusieurs portions réguliéres S; de S — il suffirait -
d’englober S; dans une surface de Liapounoff, autre que S, pour laquelle M
serait un point ordinaire. '

23. Ceci étant, reprenons les notations du paragraphe 14; comme, en

> .
I'espéce, la normale N est orientée suivant Mz, nous avons, en faisant.
cos(N, ) = o dans (),

(17) cos(N, 2) [ F(MP),  [cos(N, ) IS /(MP).



SUR LA CONTINUITE DES DERIVEES DU POTENTIEL. 119
Par ailleurs, nous avons

J

cos(MP N’) ——=cos(N/, x)—i— cos(N’,y)+ cos(N, 5).

MP
Comme ‘ﬁ%|§l, |cos(N, 3)|<1, les inégalités (16) et (17).permettent d’en
déduire ,

CL —> > MP
(l?) ICOS(MP’ N") l§2f(MP) 6 f(smm) 6 f(smw) f(.sinw)'

24, D'unautrecété, cos(N, 3) =1, car, dans le cas présent, les directions MN
et M3 coincident; I'inégalité (7) s’écrit donc ici [¢f. (5)]

|o0s(N, 2) — cos(N', )| =1 — cos (", 2) = 2 sin* (-0 < L(N, N | (N, N) <[ /(M)

D’aprés cela [cf ®);
25 14[;

. / 1 _ N, 5) D1 — —
(18) » [eos(N, N) | = [eos(N', 5) [ 21 — 2 = oo

-Soit alors do, I'élément d'aire de S au point P, do’ la projection de cette aire
~sur le plan M2y ; nous avons '

da’
cos(N/, z) |5

16q
= 144

(r9) ' |do|= |do'|Sa|dd'|.

25. Nous sommes maintenant & méme de résumer les conséquences déduites
des hypothéses de Liapounoff et qui serviront de base auxdiscussions qui
suivent. Nous simpliﬁerons d’ailleurs nos énoncés en nous limitant exclusi-
vement aux voisinages des points ordinaires de S. Désormais, M sera un point
intérieur de la portion reguhere S;de Set R des1gnera le rayon de la sphére
de Liapounoff L(M, R) qui ne contiendra aucun point frontiére de S;. D’aprés
les hypothéses faites (M intérieur & S;), R est différent de zéro, mais il n’est
pas minoré uniformément pour tous les points intérieurs de S; par un nombre
positif fixe. 1l serait, d’ailleurs, facile de préciser la maniére dont se com-
portent en les points singuliers de S les expressions que nous aurons a
considérer et le développement du présent chapitre sont justement destinés a
fournir au lecteur tous les instruments indispensables de calcul. Mais nous
nous abstiendrons de faire cette extension pour unifier et abréger notre
exposition. Le lecteur trouvera, du reste, les résultats définitifs pour les
arétes de rebroussements dans le Cours d’Analyse d’Edouard Goursat, par
exemple [ 15], qui seront valables encore dans le cas des surfaces de Liapounoff.

Ceci étant, rappelons une fois encore que R a été choisi assez petit pour
satisfaire & l’megallte (8). Moyennant cela, le voisinage £(M) de M sur S
sera, d’aprés (16), (18);(18') et (19) assez voisin d’un disque plan de rayon R.
D’aprés (16), en effet, les cotes des points de 2(M) varient assez peu, alors que,
d’aprés (18) et (18'), les ondulations de Z(M) sont suffisamment amorties.
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Enfin, (19) permet de majorer I'aire de £X(M) a I'aide de celle de sa projection
sur le plan tangent Mzy. Et ce sont ces propriétés qui garantissent la
régularité des expressions que nous aurons a étudier par la suite.

Jusqu'ici nous n’avons pas eu & préciser la maniére dont se comporte le
module de continuité f(MP) de la surface S dans le voisinage de MP =o.
Pour aller plus loin, il nous faut désormais supposer que f(MP) s’évanouit
assez rapidement avec MP pour que le module de continuité p(MP), associé
a f(MP) au moyen des formules (4) existe et pour que, plus généralement,
toutes les hypothéses du paragraphe 9 bis soient valables. C’est I'hypothése
que nous ferons désormais; elle nous permettra d'établir la convergence de
certaines expressions intégrales attachées aux surfaces de Liapounoff et, en
particulier, de développer la théorie élémentaire des potentiels de simple et de
double couche.

CHAPITRE I1I.

Propriétés élémentaires du potentiel de double oouche
attachées aux surfaces généralisées de Llapounoﬂ

26. Considérons une distribution superficielle des masses sur S; soient w(P)
la densité de cette répartition au point P de S, V(M) le potentiel de double
couche créé au point M par les masses attirantes envisagées

I3
(20) _ﬂ P (OS(M:Z, N )da'.

L’élément différentiel de I'intégrale du second membre est une expression
reguhere de M tant que M est étranger & la surface S. Nous allons faire voir
que si S est une surface de Liapounoff, le second membre de (20) est encore
convergent lorsque M est un point de S : & condition, toutefois, que la
fonction p(P) soit bornée

(21) | Ik(P)I<A  (A>o).
En effet, il suffira de montrer que I'intégrale

cos(MP, N)do"

(21) » I= p(P) MP:

d (M)
étendue & un voisinage d(M) suffisamment petit du point M de S, est finie et
que sa valeur absolue tend vers zéro avec le diamétre de d(M).
Or, sans restreindre la généralité ('), on peut supposer que M est un point

(1) D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 18, le cylindre considéré.dans le texte
peut découper sur S des portions appartenant a4 plusieurs voisinages 2(M) de M; cela se
produit lorsque le point M est commun a une ou a plusieurs arétes de rebroussement de S.
Les raisonnements du texte s’appliquent & chacun de ces voisipages et, par suite, & leur
somme.
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régulier de S; il est possible alors de choisir un nombre positif R,, assez petit,
mais non nul, de facon que la projection de d(M) sur le plan tangenten M a4 S

soit I'intérieur du cercle C(R,) de centre M et de rayon R, < 1—53 R; le domaine

d(M) fait alors sirement partie de Z(M) [c/. le paragraphe 18 et, en particulier,
I'inégalité (13)], c’est une portion d’un seul tenant, qui se correspond biuni-
voquement, point par point, avec C(R,). Rapportons le domaine d’intégration
au triédre Mays, utilisé au cours des paragraphes 15 et 22; les majorations
(18) et (19) sont valables et nous avons [¢f. (21)]

ﬂ V_(P)cos(MP N’)d 4225A smw)]daﬂ.
d (M)

(23) MP? 865 Jpw, WP

Dans le plan My, passons aux coordonnées polaires pety
z =pcosy, y =psing.

Le rayon vecteur p est la projection de MP sur My ; comme la droite MP est
extérieure au cone de Ginther G(M) (¢f. les paragraphes 19 et 20), on a

MPsinw {p<MP,
d'ott
‘ MP ¢ | -
sinw =~ sin?w

<,
p2=p

et enfin, le module de continuité f(r) étant une fonction non décroissante de

son argument
1 (a) < ()

Comme |do’'| =p dpd{, on déduit de 1a

p R,

MP
f(sin(o> f( in2 ) BT
do’' s[f _NMVO/ o d :mf' AGFN
ﬂ;{m) Mps |41 crg P Py r .'

o0

Cette inégalité, jointe a (4) (cf. § 28), permet de mettre (22) sous la forme

cos(MP, N') 4225 R, \ 5
b | A (g) (R )

Or, d’aprés la définition méme du module de continuité (4), <s_1?1R_m> tend

(23)

vers zéro avec R,, en sorte que l'intégrale (20) est bien convergente. ,
Considérons alors la sphére L(M, R,) et le voisinage X(M, R,) corres-
pondant (cf. les paragraphes 11 et 13); il est clair que (M, R,) est intérieur
a d(M), en sorte que
U]

<

«ﬂi.:(u,n,u -
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En comparant les deux derniéres inégalités, on voit que

ﬁ‘ p co.;.(l\-’rl)) 1(?)
p(P) —o5—*do
= (M,R,) MPp=

. | eonl(iiB, )|
<l ey R as
SR,y MP

(23")

f225 R, R, \ 5
$ 432 TEAC?(%m w) IOTIAO?( sin® w)’ pour BéﬁR'.

Dans la suite, nous aurons souvent I'occasion d’utiliser les majorations (23)
et (23') du potentiel de double couche créé par les masses contenues &
I'intérieur de d(M).

Remarque. — On notera que 1'énoncé précédent ne repose sur aucune hypo-
thése de régularité de la densité w.(P), que nous supposons simplement inté-
grable sur la multiplicité support S; il suffit donc, pour assurer 'existence du
potentiel (20), et aussi de quelques autres expressions qui vont étre intro-
duites, que S soit une surface de Liapounoff. Au contraire, I'étude .des
conditions de dérivabilité ou, simplement, I’étude des modes de continuité des
expressions en cause reposeront sur des propriétés de régularilé de u(P) que
nous introduirons en temps utile.

27. Le résultat du précédent paragraphe nous permettra d’étendre au cas
des surfaces de lLiapounoff les résaltats classiques relatifs & 1'intégralé de
Gauss. Faisons p.(P)=1 dans(20) S

cos(MP, N')
V(M)_ﬂ (MP’ do,

formule ou N’ désigne la normale extérieure a D.

On sait que la valeur absolue de @%—N—ch est ¢gale a ’angle solide sous

lequel on voit, du point M, I'élément d’aire do de S, placé au point P. De la
les démonstrations ¢lémentaires des formules de Gauss

MP. N o, si M est extérieur a D,
cos ‘ . e .
(24) - H——(—M—P’—) do={ 4m, si M estintérieur a D,
s 27T, si M estun pointordinaire de S.

Mais nous ne saurions nous contenter d’une vérification aussi rapide qui fait
appel, d’ailleurs, & des propriétés que toutes les surfaces de Liapounoff ne
possédent pas. En ce qui concerne les deux premiéres formules (24), nous
n’avons qu’a reprendre la marche classique. Considérons donc dans D- une
fonction harmonique U(M), réguliére a I'intérieur de D et possédant sur S une

dérivée normale FE' réguliére. Comme les formules de Green s "appliquent aux
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surfaces de Liapounoff (cf. § 21), nous pouvons exprimer la valeur de U(M)

en chaque point de D, connaissant U(M) sur S et 2U surla méme multiplicité

dn
UM)= iz[i 2 ﬁU(P)COS(x}; 20s(MP, N) 4o, i M est intérieur a D,
4au dog cos(MP, N') ) L
[m ¢ dn MP "“ﬁU(P) MD? do, si M est extérieur 4 D;

rappelons que - déstgne la derlvee prise suivant la normale extérieure. Or,

U(M)=r1 est une fonction harmonique, réguliére dans D, dont toutes les
dérivées partielles sont nulles. Les relations précédentes s’appliquent donc
& U(M)=1 et se réduisent dans ce cas particulier aux deux premiéres for-
mules (24 ); celles-ci ne sont donc que les corollaires immédiats des formules
de Green et s’appliquent a toute surface fermée pour laquelle ces formules
demeurent valables.
Passons maintenant a la formule (24;); M étant un point ordinaire de S, on
peut trouver une sphére L(M, r) (¢f. pour les notations, § 11) telle que la
“portion Z(M, r) correspondante ne contienne aucun point singulier de S.
Appelons L, (M, r) fou Ly(M, r)]la portion de la surface de L(M, r) inté-
rieure (ou extérieure) a D; Z(M, r) et chacune des portions L, (M, r), L,(M, r)
- sont d’un seul tenant, dés que r<R (¢y. § 15). D’aprés cela, les domaines
limités parc les surfaces fermées de Liapounoff S — X(M, r)+ L, (M, r), d’une
part et S —X(M, )+ L,(M, r) d’autre part sont d’un seul tenant; de plus,
les relations (24,) et (24,) leur sont applicables.
Le-point M étant intérieur & I'un et extérieur & 'autre, nous avons

- ’ [
ﬂ‘ - cos M[l:; N do + ﬁ‘ €0s MP) N)da:o,
S—XZ (4,7} M Ly (M, 7} Mp*

" cos(MP, N) cos(MP, N
ﬂ E(MI)LOS MP"‘, e+ = MP‘; )da:[;'n:.

Ly(M,7r)
>
On observera que dans la premiére formule la normale N’ sur L,(M, r) est
prise vers l'intérieur de L(M, r), c’est-a-dire, vers I'cxtérieur du domaine
limité par S — Z(M, r)+ L, (M, r); le fait opposé a lieu sur L,(M, r) dans la
deuxi¢me formule. En additionnant membre 4 membre les deux relations
ci-dessus, on trouve

cos(MP 1;?’)
(25) 2ﬂ ! ——T“):—da
S, N

- —> > —_ >
g S, e@),]
i) mp: LM, Mpe
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Introduisons le cone G(M) de Giinther (¢f. 8§ 19 et 20); G(M), d’aprés
sa proprié¢lé fondamentale, est étranger & l'intersection de S avec L(M, r) et
découpe sur L, (M, r)et L,(M, r) respectivement des calottes égales. Eu égard

. >
au sens des normales N’ sur L, et L,, on.voit que I'é/ément différentiel

E)il%g,—)dc a des valeurs égales et opposées en des points diamétralement
oppose¢s des calottes en cause. L'accolade du second membre de (25) se réduit
donc aux intégrales de surface prises sur la zone de L.(M, r) extérieure au
céne G(M). Mais on peut choisir r assez petit pour que 'angle d’ouverture 20
de G(M) soit aussi voisin de © qu'on le veut (¢f. la remarque finale du para-
graphe 19); laire de la zone sphérique considérée ci-dessus sera alors aussi
voisine de zéro qu’on le veul, et il en sera donc de méme des intégrales de
cos(MP, N')
Mp:
permet de tirer de (25) la relation limite

cos(MP, N')
limﬂ — ' Jdo—am,
S—X(M,»)

r=o MP?

surface d’¢lément différentiel ds| élendues a cette zone. Cela

qui justifie complétement le dernier résultat de Gauss.

Remarquons qu’en serrant un peu les raisonnements du texte, nous aurions
pu étudier I'intégrale de Gauss en un point singulier de la surface; mais nous
omettrons cette discussion pour abréger notre exposé.

Les formules de Gauss mettent en évidence, dans le cas particulier ol
w(P)==1, la discontinuité du potenticl de double couche sur la multiplicité
support S. Nous allons étendre ces conclusions au cas général ou ce potentiel
est défini pour (20), toujours, bien entendu, sous réserve que S soit une surface
de Liapounoff.

28. Soient M, un point ordinaire de la surface P, Z(M) son voisinage
défini au paragraphe 15, M’ un point de I'espace voisin de M (M’ est situé ou
non sur S). Le potentiel V(M) étant défini par (20), nous avons identi-
quement (')

(26) V(M) —V(M)=1(M)— (M) + L (M) —I,(M)
L ([P N Mﬂcos(MP, ) do
pon) [ G do —p ) | P de
on a posé¢

N ‘ 0s(M'P, N/
(26]) I(M'):ﬂ [p(P)—p.(M)]%__)da
wis—E M .

(') La mise en évidence de [p(P) — p.(M)] ne sera utile que dans les paragraphes ulté-
rieurs, ou la densité p(P) sera supposée continue,
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et
(36}) L= || . Py — py | 2200 N
on formera I(M) et I, (M) en remplagant M’ par M dans (26,) et (26,).
 Les deux fonctions de M’ ainsi définies sont donc des poteatiels de double
couche, de densité égale & [w(P)— w(M)]. Nous allons étudier la continuité
de I(M’) dans le voisinage de M.
Supposons que I'on ait

tﬂ7) o MM’ < lg, .

LY

"R étant le rayon de L (M) : de la définition méme de E(M) il résulte alors que
po_urﬂoxit point P de la multiplicité S — Z(M), la distance M'P > ZR R, ensorte
que
(a7) .

II/\

L2
R

e
":

P

’Le second membre de 'inégalité précédeate élant un nombre fixe, on voit
que le-potentiel de double couche I(M') est unc fonction analytique et régu-
J(M)

d J
| peuvent étre majorées dans L(M §>, ', y', 3 désignant

liere de M’ dans la sphére L(M —), par suile, les expressions
dl(M’) et »dI(M’)
les coordonnces de M'. Pour préciser, nous avons d’abord [¢f. (21)]

[p(P) — p(M) 24

Jd 1 .
or (M’l”) _—‘

'Si maintenant nous appelons £, v, { les coordonnées du point courant P,

]

et puis [¢f. (27')]
2 cos(PM/, Ox) < 16
- M P3 = R

7 e . . . ) , . _>,
«, B, Y les cosinus directeurs de la normale extéricure N’ en P & S, nous avons

—_— > g o o o
cos(M/]), )/): a(f—. )—!—.3(317\4"’_) )+ v(§—3")

On tire de la

| (8,0 e e

— —~_ — cos
o

M'p

et ensuite

Ccos(M'P. N i

dz U
.D’aprés cela, la formule de la différcatiation sous le signe H s’applique au

second membre de (26)) lorsque M’ est intérieur a L(M, %), ct nous avons, ¢n

Journ. de Math., tome XXIIL — Fasc. 2, 1944- 17
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désignant par ¢ la surface totale de S,
()I(M’)

B-1o

On déduit de la
(28) L(M') — [(M) < 2[{0 AoMM, MM’<1_;.A

Le potentiel I(M') posséde done dans L(M, %) la continuité lipschitzienne ;
le résultat du paragraphe 3 bis montre qu’on a, a fortiort,

(28') [ T(M") —I(M)|< 4 = Aog(MM'),

/ .
@(MM) étant le module de continuité, supposé existant, associé au module de:
continuité f(MM’) de la surface S.

29. Nous allons, & présent, étudier le potentiel (26,). Cette fois, il est
indispcnsable de préciser la maniére dont le point M’ tend vers M. Nous sup-
poscrons d’abord que M’ se déplace sur la surface S; dans ce cas, il est inutile
d’admettre la continuité de (P), et il suffit que cette densué_vérlﬁe (21) pour
justifier notre résultat. De (27), il résulte que M’ appartient alors au.

domaine Z(M ) (cf. §13); il en résulte aussi que la sphére L(M, 2MM’) est

encore intérieure & la sphére L(M, R), de sorte que L(M, 2MM’) posséde
toutes les propriétés des sphéres de Liapounoffet que, en particulier, Z(M,2MM’)
est intérieur a Z(M). Comme nous avons [cf. (26,)]

(M) = + ﬂ
T (M)— X (M, *MM") 'Y (M, 2MM)

[et une formule analogue pour I,(M')], les limitations (23') s’appliquent a la

. c R 5 .
deuxiéme intégrale du second membre, car R,=2MM’'S 7 < ;3 R. Par suite,

il vient
cos(MP, N') aMM’
Iﬂ(\l 2 MM [(P) = (M) T MPr da <20nA(?(sinim

puisque |p(P) —p(M)[S2A.
Une majoration a pea prés semblable vaut pour I'intégrale

M'P, N')
u(Py— () M P, N 4,
K(“wl() ()] —ps

Considérons, en effet, la sphére L(M’, 3MM'), centrée sur M’. D’apreés (27),
2MM’' << %, en sorte que L(M’, 3MM’) estintérieure & L(M, R) mais contient
L(M, 2MM"). Il suit de 1a que Z(M’, 3MM’) posséde toutes les propriétés du
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vonsmage de Liapounof et contient (M, 2MM’); comme 3MM’< < R

les megahtes (23) et (23') s’appliquent au potentiel considéré et au voisinage
(M, R,)=ZX)M’, 3MM'); nous avons donc

' M'P, N aos(M'P, N/
L, = 2 G el [ ey —pon G
o s (M, 3MM’) .

3MM’)

sinw

gzorcha(

L'ensemblc de ces résultats permet d’écrire, la fonction ¢(r) étant non
décroissante,

(20) (W) — L) ShomAg(S5mn )+

avec ,

= MP)—F(M)IlCOS(‘\—'f?’ V) _ el Rﬁ)] dal,
T (M) — 2,2 MM M'P? MP:

Or,on a identiquement

cos(ﬁ, ﬁ’) cos(ﬁ?), 1-\T/)

M'P: ~  MP?
_ WPeos(MP, X) —mp cos( 35, ) WP cos(3P, V) (-
M Ps —+ cos s (W - W‘) .

Il est facile de transformer le numérateur du premler terme du sccond

membre. Projetons sur I'axe N’ Iégalite geometrlque

—_

o MM’—I’M’ PM; ]
* e . . _+ K g
il vient, en orientant les droites MM’, PM’ ct PM dans les sens MM’, PM’
—>
et PM,

MW cos (MM, N') = T3 cos (M, N') — DM cos (PM, N7),

R
— > > > —
en remarquant que cos(PM’, N’):—cos( 'P N’) et que. MM'= MM/,

PM —— MP, PM — — MP
— > —- .
MM’ cos(MM/, N') = M'P cos(M7D, N') — MP cos (NP, N').
Cela permet d’écrire

—> > —> >
(30) COS(]I\\:/I:)); N’) . LOs(Ri/III:: N’)

_MM’cos(Mﬁ’, N") MP (K’IT’ l—\J)’) . Lo
= M -+ MP cos\MP, (w - W)
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On remarquera que les formules (29") et (30) sont valables quelle que soit
la position du point M dans I'espacc; cette remarque nous servira au cours
du paragraphe suivant. Or, nous avons identiquement

cos(m, l—\T’) :cos(ﬁl\._';’, N) -+ Cos(l\m, ﬁ') — C()S(i‘fNT’, K’),

> . '
N, rappelons-le, étant la normale extéricure & S au point M. Comme M est
un point régulier de S et comme M’ cst sur S, I'inégalité (18) s’applique, a
condition d’y remplacer P par M et M par M'; il vient alors
— > : 1 RN
| cos (MM, N)|g%§f(“.m ) ‘

S

D’un autre coté

l(:()s(ﬁx\_f’, »‘\)') — LO5(MW, R)l__{l (Ml\'—i", R')') —(M-N—l);, N)I

Mais dans le triédre, dont les arétes sont orientées parallélement aux vec-

teurs \IM N N on a les inégalités c]dsanues qui, cu égard a (5), permettent

d’écrire
— (M, R

| (ast, %) — (it R) <] (R, R) <),

en sorte qu’en réunissant I'ensemble des résultats précédents et en observant
MP .
que MP L sinw -

(31) ]cos(m'r’, ;\1')’)|<|cns(lﬁ—l\7[>’ ﬁ)l—i—lcos(‘ I\_> )—uw(_ﬁ -ﬁ)l
P

<) rows T (555) +4 (3

Eafin, nous avons, quelle que soit la position du point M’ dans I'espace,

wp I __|MP*— M'P*|  [MP — M'P|(MP*+ M'P*4+ MP.M'P)
' (M'Ps““ MP? M P MP2 | M'P? . MP*

< MP — M'P|(MP + M'P)?

= M'P7 . MP?

Mais [MP — M'P [<MM' et
MP 4+ M'P)
d’ou
I < MM’ .
IMl (M P Ml”>|=M'l’.MP?

En cffet, le point P est extéricur a la sphére L(M, 2MM'), puisqu'il décrit le
domaine 2(M) — X(M, 2MM'); on a done

MP '
(32> ;_4’—P<2,
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ce qui justifie la premiére des inégalités précédentes, alors qu’on tire de la
seconde

, 1 <'.A)MM’
(37) IMP(M’P MP”) =MP

et finalement, eu égard a (18), I'inégalit¢

(33 | MPeos(MP, N) (ot — -
53 ’ M'P3 W)

xso e
3 MP*Y \simw

valable, répétons-le, que le point M’ soit sur S ou non, pourvu que P appar-
tienne 4 Z(M) — (M, 2MM").
Dés lors, (ar), (30), (31) et (33) permettent de déduire de (29") I’ megahtc

200 MM’ |de| 548 MP \|do |
(34) l<—-Af(. )MM'ﬁ —.+—A.MM'ﬂ / )
SIno Sw—Sw e MP? 3 L) — Zox, 2] (S'"‘" MP?

-& condition de.remplacer daﬁs'(zg’) MI’—P par sa majoranle % [ef. (32)]

Pour évaluer les intégrales du second membre de (34), nous utiliscrons le
systéme des coordonnées polaires introduit au paragraphe 26, dont toutes les
conclusions s'appliquent ; nous avons donc d’abord

1 < _l_
MP: pzx

et puis, compte tenu de (19),

169
| <=
ldo|< lMpdde[&.

D’aprés la définition méme de w, le domaine d’intégration
3(M) — X(M, 2MM)

se projette sur lec plan tangent Mzy en M 2 S & l’mterlcur de la couronne
circulaire

2MM'sinw<p <K,
en sorte q,ue nous avons
; T 169
ool
. E(M)——E(M,:.\I\HMP I“‘[‘ e\nmnwx
_ 1_6_9ﬂ 1 1], 1697 1
T aMM sinw R |~ 144 sine MM/

et ensuite [¢f. (4) et (4')], comme M__. < £

SN & sin‘e
MP
]' f(smm)

169]‘ / " \sin‘e / m

5 g dy

J Ml ! 2MM’ sinw I
) <2MM’

1697 J: snte ) Y\ Sine

144 sinw MM

(35)

(M) —X(M, o MM)

VAN

b
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ou K ( /s —P:—) désigne une constante positive bien déterminée, dépendant de
la forme de f(MP) et de

Moyennant ces inégalités, (34) donne

16g w MM’ 2 MM’
IS 144 sinmA[mOf(\l >+200K(‘f’ sin? m)q)( SIn @ )].

Comme w>§, on a

I
—_— < 2y
SInw

en sorte que, cu égard & (4"”) et au fait que le module de continuité est wne
fonction croissante de I’'argument, on a

aMM MM/
A SN W ) 2/ smm)
et finalement

(36) ) J§81rA[100+50K<f, IE )]CP(QMM’).

sIn-w DA

Examinons enfin les deux dernicrs termes de la formule (26). Les points M
ct M’ étant des points ordinaires de S, la formule (24,) s’applique et nous
avons

pon] [[ =G ae— [ =G ]ZH(M)(zn—z'rr):o;

L'ensemble des résultats (28'), (29) et (36) permettent alors, compte tenu
de la relation précédente, de déduire de (26) P'inégalité

sinw

- ]
+ STrA[loo + 50K (f: sin? m)qu (25??1?) )

4 . 3MM’
nto

V(M) — V(M) <230 Ao'(p(MVl‘)—i-qonA(?(sMMl)

>T. <3
Mais © 2> 55 donc —— Ta S et

décroissante de r, on déduit de 13
240

(37) 1V(M')_V(M)|<A[F—c+84on+400K(f

S4MM’'. Comme ¢(r) est une fonction non

ul )Jso(AMM'), MM'glsi‘

sin
L’inégalité (37) nous permet alors de conclure :

Lorsque la densité p.(P) de répartition des masses attirantes sur une surface de
Liapounoff S est une fonction bornée et intégrable [cf. (a1)], le potentiel de

double couche
V(M)——ﬂ w(P) ;‘:g N) ag
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est une fonction de M continue a.0'intérieur de chaque portion réguliére S; de S
et y vérifie une condition (9) [cf. §9].

Rémarque — On observera que I'inégalit¢ (37) n’est pas homogeéne; le

terme 3 est, en effet, de ’ordre =, alors que le second terme de la parenthése
q P

s R

est une constante numérique pure. Cela tient & ce que la fonction f(r) n’a pas
Jla méine dimension dans toutes les in¢galités ol elle intervient; tantot [¢f. (3)]
elle a les dimensions d’unc densité, Lantdt c’est une quantité sans dimensions
[¢f. (5)]. En particulier, le passage de (28) 4 (28') repose sur 'hypothése que
Pinégalit¢ MM'<o(MM') est purcment numérique. A Vavenir nous aurons a
manier plus d’unc inégalité hétérogéne.

30. Passons maintenant a I'examen du cas ou M’ tend vers M en se déplacant
sur la normale MN &4 S en M. Remarquons d’abord qu'on peut écrire

[ef. (245, § 24] A
My [0 M) e — e (M),
- ( )f; M= do=ormp(M)

puisque M est un point ordinaire de S, alors que les deux premiéres for-

mules (24) donnent
cos(M'P, N/ T, si M’ est intérieur a S,
(M) % do =]

s

o, si M est extérieur a S.

Comme, par ailleurs, toutes les conclusions du paragraphe 28 subsistent
intégralement, moyennant I'inégalité (27) que nous supposerons toujours
vérifiée, 'ensemble des résultats précédents permet de déduire de (26) et

de (28)

(38) V(M) — V(M) —ampu(M) £ 202 o (MMY) T, (M) — T (M)
pour M’ intérieur a D,
(38') V(M) — V(M) +21rp(M)!SWAc<p(MM’) + L (M) — L(M)]

pour M’ extérieur a D,

ol L(M’) est encore le potentiel donné par (26),).
Nous nous. proposons de trouver une majorante
sannule avec MM'.
Reprenons a cet effet la marche suivie au paragraphe 29; nous avons

(M) —1,(M)| qui

Lo ey pon == e |

(M, sMM’)
cos(MP, N')
[(P) = ()] S = |

(39) L(M) — L (M)y[<T +

(M, MM

inégalité oty 'expression J est définie par (29').
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Les raisonnements du début du paragraphe 29 s’appliquent tels quels & Ia

derniére intégrale (39), en sorte qu'clle est majorée par 20’:A9( S::}:) ) D'un

autre co6té, nous avons daas le triangle rectiligne MM'P
’ N '
M'P sinPM'M = MP sin PMM/,

les angles étant pris en valeur absolue. On déduit de la

O\
1 sinPM'M 1 < 1 1

.‘I_) —_— T - 2 ——__. )
M sin m' Mi \IanM' MP

Or, la droite MP coupe (M, aMM’), intéricure & la portion Z(M), en deux
points au moins. Par suite, MP est cxtéricure au cdne de Ginther G(M), axé
sur la normale en M & S, c’est-a-dire sur MM’ (¢/. § 19 et 20); on a donc
PMM' > g lorsque P balaie Z(M, 2MM'), en sorte que I'inégalité précédentfe
donne

Comme )<, cela permet d’écrire [¢f. (21) et (23')]
! cos(M'P, N') do
(40) [ (P) — p(M) | —=55—do [<8A
VM eNW) # ) mps S mu)Ml '
gSOﬁA9<sin?w)gSOﬂAqa(.’}MM’),

puisque, d'apreés (27), 2MM’S < S Ret que sinw = ‘E . ,

Tout revient, dés lors, & étud:er l’expressnon J, déﬁme par (29’ ) lorsque M’
tend vers M en suivant ]a normale en M & S. Or, ainsi que nous l'avons fait
remarquer au cours du paragraphe 29, la forme (30) de ’élément différentiel
de J est valable quelle que soit la position du point M’ dans 'espace; de méme,
la majoration (33) du second terme du second membre de (30) subsiste
moyennant la scule réserve que P appartienne a la portion Z(M)—Z(M, 2MM’);
or, on a montré qu'alors la contribution & J du terme correspondant s’évanouit
en un méme temps que MM'. Mais cette fois, nous ne pouvons affirmer que
I'intégrale

os ( MM/, N/
MM’f S‘—”(T,,,T—)H»(P)— w(M)] do
T X M 2NN

[qui, d’aprés (29') et (30), figure additivement dans I'expression de J] tende
vers zéro avec MM/, et cela lorsque la densité u(P) est supposée simplement
bornéc. Si, en effet, on s’en tient a la seule condition (21), le probléme revient
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a étudier la maniére dont se comporte pour MM'= o la quantité

> - . 1N/
MM’ J] i‘f%ﬁda;
Y M) — XM, e MW

on se rappellera que, d’aprés (32), MP et M'P sont du méme ordre de grandeur.
Or, cette fois, |cos(MM’, N')| est trés voisin de 1 si MP est assez petit, car
(MM, N)# (N, N). D’un autre cOté, en reprenant le calcul du paragraphe 29
[ef. (35)], on montre aisément que

“l‘l‘lg MM']: 1\;{_]: > const > o.

ww=e X (M)— L (M2 M)

La majorante considérée de J nc tend donc pas vers zéro avec MM’ dans le
cas ou 1(P) est simplement bornée; il cn est par suite de méme du second
membre de (38) et de (38") [¢f. (39)]. Pour aller plus loin, nous admettrons
donc que la densité w(P) est continuc et nous écrirons

(41) (M) — p(P)|<F(MP),

ot f(MP) est un module de continuité. Pour simplifier les démonstrations et
unifier notre exposé, nous admettrons encore que f(MP) est identique au
module de continuité de S et que, par suile, f(MP) vérifie toutes les hypo-
théses de régularité que nous avons énoncées au paragraphe 9 bis; mais il
serait facile d’étendre nos conclusions au cas ot f(MP) serait simplement unc
fonction positive, continue et croissante de MP, nulle en méme temps que son
argument. Remarquons aussi que (41) permettrait d'améliorer I'inégalité (40);
nous aurions pu, en effet, y remplacer la majorante 2A de |w(M') — u(M)]|
par f(2MM) qui s’annule avec MM'; mais cela est inutile pour notre objet.
- Cela étant, revenons a notre probléme. Pour majorer J =K, + K,, nous
somimes eacore conduits [¢/f. (29") et (30) | &4 majorer les dcux intégrales

MM/ MM’, N/
Ko=| [ ) — po) as

et
1

K;,:l j‘[p.(P) — p(M)]MP cos(MP,(\")(W —M—II;)(IG

étendues au domaine Z(M) — X(M, 2MM’). Nous avons | ¢f. (32) et (41)]

D> )“
Kiemm [ f“,“',)daéSMM’f L) 4.
Son-Yaann MP Yo M

Or, la derniére intégrale sc majore a 'aide de I'inégalité (35), & condition de
faire sinw =1 dans celle-¢i; il vient donce

K, < 1%)711\'(_[, Ryg(2MM').
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Oa remarquera que la limitation de K, que nous venons d’effectuer utilise
d’une maniére essentielle I’hypothése de la continuité de i.(P). Au contraire,
nous n'aurons pas a nous servir de cette propriété pour étudier I’expression K,
puisque les calculs du paragraphe 29 peuvent lui étre appliqués sans modifi-
cation aucune; nous avons, d’autre part, eu égard 4 (33) et 4 (35),

ks ~

K.<2.169mA

K( £ g O))?(QMM')._

SING sinw
N - L . . .
Finalement, en remplagant — par sa ma_]oranle 2, on déduit de ce qui
Sinw

précéde 2aMM'\ 7
sin® (f m) ( sinw >l

$16gn[K(f, R) + 4AK(f, 4R)]o(4MM).

J< 1691:[K(f, R)¢(2MM’') +

Moyennant ce résultat, les inégalités (38) et (38) s'écrivent [cf. (39) et (40)j

| V(M) — V(M) — amp(M)]

=[ 240 )\ o+ 190K (f, R) + 680mAK( £, 4R) - 100mA]o(4MM)

(M’ intérieur a D) ;

(43) [ V(M) — V(M) + 2 (M) |

[24 Ac+ 170 K( f, R) + 68om AK(f, 4R) + 100mAJo(4MM')
(M’ extérieur a D).

"Nous pourrons maintenant conclure :

Lorsque la densité u(P) des masses attirantes, répandues sur une surface de.
Liapounoff S, vérifie une condition (f), le potentiel de double couche corres-
pondant, V(M), défini par (20), vérifie U'une des inégalités (42) selon que
le point M’ tend vers M suivant la normale extérieure ou intérieure en M 4 S,

. R , . ..
toutes les fois que MM'< 5 M étant un point ordinaire de S.

31. Nous nous proposons maintenant de passer a I'’examen du cas général
¢t de montrer que les inégalités (42) subsistent encore si M’ tend vers M en
suivant un chemin quelconque n’ayant en commun avec S que son extré-
mité M. Notre raisonnement utilisera un lemme de pure Géométrie que nous
commencerons par faire connaitre. '

Considérons un point ordinaire M de S, L(M, R) la sphére de Liapounoff
correspondante, dont le rayon R est supposé assez petit pour'qu’aucun point
singulier de S ne soit intérieur & L(M, R); soit M’, un point étranger & S

(extérieur ou intérieur & D) tel que MM'< % Lef. (27)]-
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Dans ces conditions, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Lemme. — S¢ MM'< E, il existe sur (M) au moins un point M, tel que M'M
=8 . P q 0

soit confondu avec la normale en M, a S.

En effet, envisageons une surface fermée de Liapounoff S, dépourvue de
lignes singuliéres; le plan tangent varic d’une maniére continue sur cette
surface. On sait alors que le minimum de la distance PM’ (M’ étant un point
fixe de I’espace et P un point courant sur S,) est atteint pour un point M,, ou
plusicurs points, tels que M'M, soit normal 4 S, en M, ; il existe effectivement
aumoins un point M, pour une surface de I’espéce indiquéc. Cela étant, consi-
dérons la surface de Liapounoff S, définie de la maniére suivante : S, sera
formée de Z(M) et d’'une portion réguliére, tout cntiére extérieurc & L(M, R),
se raccordant. avec la portion Z(M) le long de l'intersection de celle-ci
avec Z(M). [Il est clair qu'il existe une infinité de surfaces telles que S,.]
Soit M, un des points que nous venons de définir : je dis qu’il appartient
nécessairement & Z(M). En effet, il existe sur £(M) des points dont la distance

au point M’ est inférieure a %. car MM'< %, alors que le domaine S, — X(M),

étant extérieur 3 L(M), est éloigné de M’ de %R au moins; le minimum

de M'P est donc atteint par un point, au moins, de Z(M), ce qui démontre
notre proposition.

Cela posé, revenons au potentiel V(M). Considérons un chemin C, n’ayant
en commun avec S que le point ordinaire M de S; soit M’ un point de C tel

que MM'< %, M, le point de (M) tel que M’M, soit confondu avec la normale
a M, en S; d’aprés le lemme précédent, de tels points existent. Nous avons,
si G est intérieur a D, pour fixer les idées
V(M) = V(M) — 27 (M) | = | V(M') — V(M) — 27p(M) + V(M) — V(M)|
SIVIM) — V(Mo) —2mp(M) |+ | V(My) — V(M) .
- Comme MM'S -}ga I'inégalité (37) s’applique a |V(M,)— V(M)|, alors

que (42) vaut pour | V(M) — V(M,) — 2nu(M) | puisque M, M’ ¢st normale
& S en M,; on peut donc écrire, en désignant par B ct B, des constantes

figurant dans (37) et (42,)
[V(M) — V(M) —2zp (M) [SBe (AMM,) + B, 9 (4 M, M").
Mais d’aprés la propriété extrémale de M;M’, on a

M, M’S MM,

en sorte que
; P(4MM") <G (AMM').
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D’un autre c6té, il vient, dans le triangle rectiligne MM'M
MM,SMM/ -+ M'M,<2MM!,  doi ¢(4MM,)<o(S8MM').

L’ensemble de ces résultats entratne

(43) V(M) — V(M) —2mp (M) [S(B+ B,)g(8MM')

pour M’ intérieur 4 D et MM'< % alors qu'un raisonnement tout semblable
permettrait d'écrirec - _
(43) | V(M) — V(M) + 27 (M) [S(B+ By) o (8MM')

pour M’ extérieur a D et tel que MM’ g-

On notera que nous ne faisons aucune hypothése de régularité sur Te
chemin C suivi par le point M’ pour atteindre M. Ces inégalilés résolvent
complelement le probléme que nous nous sommes posé; elles enlrainent les
importantes conséquences que voici.

Lorsque M’ tend vers M, la-fonction V(M') qui figure dans (43) et (43'), -
“posséde une limite bien détermmee, indépendaute du chemin suivi par M';
nous appelicrons Vi(M) [V.(M)] la valeur limite de V(M) lorsque M’ tend -
vers M en suivant le chemin C intéricur (cxtérieur 2 D); nous avons, en

faisant MM'=o dans (43) et (43"),

(43,) Vi(M)y= V(M) +2mp(M),
(43)) - VM) =V(M) —2np(M).

On déduit de la les deux formules équivalentes

V(M) — V(M) =4mu(M), V(M) + V(M) =2V (M),

qui mettent en évidence la discontinuité subie par le potentiel de double
couche, défini par (20) en traversant la surface de singularité S en un de ses

points ordmalres M. '
Les résultats qui précédent constituent I'extension des formules c]asanues
de Plemelj au cas des surfaces généralisées de Liapounoff. »

31 bis. Nous terminons ce chap{trc en étendant 'les. inégalités (37)? (43)
et (43'), d'abord au cas ot MM'2 g’ puis, au cas général ou M n’appartiendrait

pas & S. La démonstration repose sur cctte propriété géométrique des surfaces
de Liapounoff (') : chaque point M de S est accessible de I'intérieur ou de
Pextérieur du domaine D limité par S. Cela veut dire que tout point M de S

(') Pour simplifier les raisonnements, nous admettrons dans tout le cours de ce para-
graphe que la surface $ est dépourvue de singularité. L’extension au cas général est aisée,
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peut vélre’joini a un point M', intéricur & D (extéricur & D) par une ligne
polygonale de longueur finie dont tous les points, a I'exception de M, sont
Amtérleurs (extérieurs 4 D). Dans le cas des surfaces de Liapounoff, on peut
préciser davantage ct affirmer : 1° qu'on peut toujours trouver, quels que
soient M et M’, un chemin polygonal C(M, M) dont le nombre de cotés soit
inférieur 4 un nombre fixe ne dépendant que de la surface; 2° que les points
de C(M, M*) extérieurs a la spheére L(M, %) sont situés a des distances de S
supérieures & une longueur ne dépendant que de la surface S et de la distance
de M’ & S. En particulier, si la distance de M’ & S, que nous désignerons

. N /“
par 3(M’, S), est supérieure & B—”—E, les disumces a S des points de C(M, M)

R Ry
'mténeurs a L(M 8) seront minorées par -—6— Dans la suite, nous noterons

3(A, B) la distance de deux ensembles A et B (*).

~ Ces propriétés sont intuitives et & pcu prés évidentes. Nous allons en donner
uné rapide démonstration afin d’établir en toute rigucur Vexistence des bornes
dons ’énoncé ci-dessus fait mention. Pour simplifier, nous admettrons d’abord
que le point M’ est intérieur & D. Ceci étant, menons par chaque point M de S

R
la normale intérieure a S et portons sur cette normale unc longucur égale & o

le lien géométrique des extrémités m de ces segments sera une surface S,,
parallele a S. Comme S, par hypothése, est dépourvue de singularités, S, scra
aussi une surface fermée, limitant un domaine D, situé a 'intérieur de D [et
qui, en aucun cas, ne peut étre multiplement connexe (?)]. D’aprés cela,
deux: points quelconques de I’ensemble D, + S, peuvent étre joints par un
chemin dont tous les points apparticnnent & ’ensemble; cette propriété de
connexité nous sera utile.

Comme le domaine S — Z(M) est extérieur a la sphére L(M, R),

3[m, S —-Z(M)] est certainement supérleurp a % La droite Mm étant nor-
male en M 4 S, la fonction 8(m, P), P étant un point courant de X(M), posséde

pour M=P un extremum égal a L

R
fonctlon puisse avoir sur £(M) des extremum moindres que > nous pourrions

Mais, en admettant méme que cette

assngner a ces extremum une borne inférieure. En cffet, d’apres les résultats

(') Rappelons la définition du nombre 3(A, B); cette longueur est égale a la limite
inférieure des distances enlre un point de A et un point de B. Si donc & est un point de A

et b un point de B, on a
. ‘8(a, b)23(A, B).

(?) Celte propriété est une conséquence immédiate de la troisieme hypothése de
Liapounoff (cf. § 40) et des raisonnements du paragraphe 18.



138 JULIEN KRAVTCHENKO.

du paragraphe 20, X(M) est situé dans la portion de l’:aspdce comprise
entre L(M, R) et le conc de Ginther G(M), a I'extéricur de ce cone. Par sulte,

i

g[m, Z(M)] est minorée par 3 Rsinw 2 —= \/ - Il résulte de tout cela

3(D,+ 8, 82 B2,

A

Construisons alors lc cubillage de I'espace, défini au paragraphe 24, mais
R
V3,
L’ensemble D{ + S, étant borné, pourra étre recouvert & I'aide d'un nombre’
fini & (qui dépend du diamétre de la surface S) de cubes ¢,, ¢,, ..., ¢, du cubil
lage et cela de telle sorte que chaque point de D,+- S, fasse partie d'um,

au moins, des cubes de la suite ¢,(i=1, 2, ..., k) et que, réciproquement,
chaque ¢; contienne au moins un point de D, + S La longueur des dlagonales

RV3
des ¢; étant égale a # » chaque point M’ d’un c;est dlstant de -%; au moms,

de S. Pour le faire voir, raisonnons par I'absurde et supposons que.la distance

R
en prenant - pour longueur communc des arétes du cube, au lieu de —

(M, 8) 4 S d’un point M’ de ¢; soit moindre que P‘_\/é‘- Soit alors P, un point

de ¢; appartenant a D,+S,, dont lex1slence resulte de la définition des ¢;.
Nous aurions alors avec les hypothéses faites

3(P, S)<8(P, M) + 3(M/, S) < \i “3\£3 Rx/3

le cas de I'égalité étant exclu, d’aprés ce qui précéde. Or, D,+ S, est
’ensemble des points intérieurs & D ct situés a une distance de S au moins

é 'llea‘xl—)‘—V/g en sorte que
gt 6 ) S : q

La contradiction qu'cxprime les deux derniéres égalités établit notre résultat.
I1 suit de 13, eu égard & la propriété de connexion de I'ensemble D, + S,, que
deux points quelconques M, et M, de D,+ S, peuvent étre joinls par une
chaine de cubesc,, c,,, ..., c,,, les indices entiers e, e,, ..., ¢, appartenant ala
suite 1, 2, ..., k, et cela de telle sorte que : 1° le Cube c., contient M,, le
cube ¢, contient M, ; 2° deux cubes consécutifs de la chaine ont en commun.au
moins un sommet. Dés lors, on peut joindre les points M, et M, par la ligne
polygonale C;(M,, M,)— dont le symbole est affecté de I'indice Z pour marquer
que tous ses points sont intérieurs 4 D et pour différentier C et C; — de rcdtés,
dont les r— 2 ¢cotés, étrangers a ses extrémités M, et M,, seraient constitués
par les diagonales des cubes ¢, ¢,,, ..., c,,_,, le premier (dernier) c6té étant le
segment joignant M, (M,) & un sommet de c,, (¢, ) adjacent a ¢, (c,,_,).
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Le nombre de cotés de la ligne est borné par £, alors que, d’apreés la pro-
priété du cubillage ci-dessus, chaque point de la ligne est distant au moins

de 5{\(? de S. En particulier prenons pour le point M, le point m qui corres-

pond sur S, au point M de S, et pour M, le point M'; il résulte de ce qui pré-
céde, que la ligne polygonale C(M, M"), formée du chemin C;(m, M’) qu’on
vient de construire et du segment mM, répond a toutes les conditions de
Iénoncé donné au début de ce paragmphc Ce résultat justifie notre lemme

dans le cas ou 8(M', S)> —~ R\/ - Si, au contraire, M’ appartient au domaine

(D+8)—(D:1+38,y),

et si, par suite, 8(M, S)g% on associera & M’ un point M, de S, tel que le

~segment M’M, soit normal & S en M,; nous avons vu qu’il existe au moins

un point'M0 répondant a la question et que ¢(M/, M) =MM,<— R\/g 8

Soit m, le point qui correspond a M, sur S, ;il est clair que le chemin polygonal
de (r+ 2) coiés, formé de la ligne polygonale C;(m,, m) et des segments Mm
et m,M’, répond a la question. Notons, de plus, que la longueur de chaque
coté de la ligne est inférieure a ¢ R » puisque M'm, < -Pf et que le nombre de ses

cOtés est au plus égal & £+ 2.
Le méme raisonnement montre que deux points quelconques M et M’
de D + S peuvent étre joints par une ligne polygonale C(M, M), com-

A A r ’ L R
prenant au plus £ + 2 cotés, la longueur de chaque coté étant majorée par 3

et telle que : 1° les points de la ligne étrangers aux cétés de C(M, M") qui sont
adjacents a ses extrémités M et M’ sont situés a des distances de S au moins

egales R\f, 2° le coté adjacent a I'extrémité M (ou M’) de la ligne est

orienté suivant la normale 2 S chaque fois que 5(M, S) | ou ¢(M/, S)] est au
plus égal a %
Cela étant, revenons a notre probléme. Envisageons le chemin C(M, M)

joignant deux points quelconques de D, + S, ; soient P, P,, ..., P,_, (r<k)
les sommets intermédiaires. D’aprés ce que nous avons vu,

3[C(M,, M), Sng—[G@-

Il suit de 1a que le potentiel de double couche V(M) est analytique le long
de C(M, M’); en chaque point de C(M, M’) les dérivées de V(M) peuvent étre

bornées au moyen de -ll): (¢f. les calculs du paragraphe 28). Par suite, le long de
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chdquc coté de C(M M"), le potentiel V(M) vérifie une condition de Llpsehltz
( dont la constante dépend de —-> donc une condmon o(") '
IV(My) —V(P, )|<const.MP, <o(MP,), :
IV(P;) — V(Pu,)! Sconst. PPy, <o(PP.y) (i=1,2,....r—2<¥k),
IV (Prey) — V(M ) <const. Py yMoSo(P,_ M), '
Supposons alors que la distance MM’ soit supéricure a R g’ ou plus généra--

lement supérieure a une longueur fixe [, différente de zéro. Comme les lon-

\/_

gueurs de chaque coté de C(M, M') sont majorées par ——> le quouent deMP,,

PP (i=1, 2, ..., r—2<k), P,_,M’ par MM’ est majoré p.u' t <a,‘
a étant un entier assez grand. Il suit de 1a '
(MP)So(aMM');  ¢(PiP:)So(aMM), ...,
en sorte que les inégalités précédentes entrainent
IVIMYy — V(M) [Sro(eMM)Sko(aMM').
“Supposons maintenant que M’ soit un point de l’ensemble(D-{—S) —(D,+8.);
pour commencer, supposons M’ intéricur 4 D, donc étranger 4 S, alors que M

est encore un point de D, + S,. Soient M, le point de S associé 4 M’; introduit

un peu plus haut, ¢t m, le point correspondant de S, ; on a vu que M,M'S %7

m,M,= 2 D’aprés cela nous avons, cu égard a (43),

PV(MY) — V(M) —2mp (M) | S9(M'M,),
l V(mo) —_ V(Mo) —_ QﬁP(Mo) l<q}(Mom°)

Comme MM'2/, les seconds membres de ces megalltés sont ma]ores par
uné expression du type ¢(aMM’). D’un autre c6té, m, et M étant deux points -
de D, 4+ S,, on peut écrire

1V (mo) — V(M) |<hko(aMM)
et de la combinaison des trois derniéres inégalités, on déduit
V(M) — V(M) < (£ + 2)¢(aMM'),

ce qui vaut pour deux points M et M/, intérieurs 4 D — M étant de plus dans
D,+ S, — et dont la distance est minorée par une constante fixe . Rappelons

(*) 11 ne faut pas perdre de vue que le module 9 qui figure aux seconds membres des
inégalités du texte se déduit du module associé ¢ défini par (4) en le multipliant par un .

facteur numérique qui, ici, dépend de —- Il en sera de méme des inégalités qui suivent.

R
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que Pentier £ dépend de S par 'intermédiaire de son diamétre et de R, alors
que a est fonction de R et de I D’insignifiantes transformations du raison-
nement permettaient d'étendrel’inégalité précédente & deux points quelconques
-extérieurs 4 D.

Le méme raisonnement prouve encore qile _
| V(M) | — V(M) — 2mp.(Mo) | S (K + 1) (aMM),

ot M est un point quelconque de D, + S, et M, est.un point quelconque de S;
. . . : \ R . .
cela constitue une extension de (43) au cas ou MM'2 3 Si maintenant M

atteint S & son tour, il suffirait d’envisager le chemin polygonal MmP,P,, ...,
P:..m,M, pour déduire des inégalités qui précédent I'extension de (37) au cas

ou MM’ g% On remarquera que les conclusions qui précédent reposent essen-

tiellement sur Ihypothése de I'existence du nombre a, c'est-a-dire sur Iexis-
tence de la limite inférieure / de MM'.

_. Pour étre complet, il faudrait donc justifier I'inégalité du type
| | V(M) — V(M) | o(aMM)

" pour tout couple de points M et M’ intérieurs a D, c’est-a-dire pour des points
: tels que leur distance ne soit pas inférieurement bornée par un nombre supé-
- rieur a zéro. v _

~ Si les deux distances (M, S) et (M, S) sont inférieurement bornées, on
montre immédiatement que le segment MM’, a partir d'une valeur suffi-
samment petite de MM’, appartient au domaine D et que, de plus, la distance
4 S de chaque point de ce segment est inférieurement bornée (*). 1l suit de la
que le potentiel V vérifie le long de MM’ une condition de Lipschitz, donc une
condition (). ~ C. Q. F. D

‘Admettons, & présent, que les distances 8(M, S) et 6(M/, S) soient infé-
o e R ... . oy .
- rieures & %—, avec MM'S 5+ Soit M, le point de S associé a M’; trois cas sont

alors possibles :

MM’ > M’ M, ; iMoM’gMM’gMM,; MM’giMEIO.

(*) On établit ce résultat en construisant un cubillage de 'espace avec des cubes d'aréte

égale a L\/g: ¢ étant la plus petite des trois longueurs : MM’ et les longueurs (M, S) et
2 ..

3(M’, S). Dans ces conditions M et M’ seront enfermés dans une chaine de cubes dont

chacun sera situé a l'intérieur de D et distant d’au moins -:— de la frontiére de S. Dés lors,
le facteur constant de ¢(MM’) sera fonction de .
T

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 19
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Placons-nous dans le premier cas. L'inégalité (43) s'applique, car MM <

oo}

M, M’< 3 ; hous avons -
V(M) — V(M) — 27p(Mo) [ £ ¢(8Mo M),
V(M) — V(M,) — 2w (M) | S 9 (8Mo M').
Comme ici MM’ > M'M,, M, M<M, M’ + MM'< 2 MM’ ce qui entraine
V(M) — V(M) |£ 2916 MM!).
Dans le second cas, les inégalités précédentes sont encore valables; et comme
M,M<M'M,+ MM'S3MM’ et o(M,M')<q(2MM), '

il en résulte :
[V(M)— V(M) [S2¢9 (24 MM').

Enfin, dans le troisiéme cas, I'angle M’M M est inférieur & % &; cela montre

que la droite MM est intérieure au cone de Gunther G(M,). Il suffit alors de’
modifier trés légérement les raisonnements du paragraphe 30 pour justifier
l'inégalité
[ V(M) — V(M) [ o (MM).

C’est 14 une vérification sur laquelle nous n’insisterons pas.

Bien entendu, il serait aisé d’étendre la conclusion du présent paragraphe au
cas ou le point M’ serait extérieur au domaine D,

Nous venons de discuter un peu longuement les propriétés des surfaces de
Liapounoff, qui nous ont permis d’étendre & I’ensemble D 4 S les. propriétés
locales, traduites par les inégalités (37) et (43), o M désigne un point de S

et ot intervient la restriction MM'S & <5+ Voici l'utilité que présente ce genre de

raisonnement. Si, & I’avenir, nous rencontrons une fonction V(M) qui vérifie -
T . . e R

dans D et sur S les inégalités (37) et (43), soumises a la restriction MM'S 7 et

qui vérifie I'inégalité |V(M)— V(M')|<e(MM’) lorsque M et M’ sont des
points voisins de la normale en un point de la surface et qui, enfin, posséde
dans D (c’est-a-dire en chaque point intérieur & D) des dérivées premiéres

bornées en fonction de % (8 étant la distance de M a S), nous pouvons affirmer

que V(M) vérifie aussi des conditions de méme forme lorsque MMZ%; le

module de continuité final fait intervenir des constantes multiplicatives dont
nous avons précisé le lien avec la surface S. On verra un exemple de telles
cxtensions au paragraphe 58. Nous avons donc un moyen de passer, sans faire
de nouveaux calculs et en n’utilisant que des propriétés intuitivement
évidentes, des résultats locaux aux résultats globaux.
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CHAPITRE IV.

Des propriétés élémentaires des potentiels de simple couche
attachés aux surfaces généralisées de Liapounoff.

32. Considérons une surface généralisée de Liapounoff S qui sera fermée;
soient p(P) la densité superficielle des masses attirantes répandues sur S dont P
est un point courant, M un point quelconque de l'espace. Env1sageons le
‘potennel de simple couche

) U(M)-]f”(P’d

_créé par les masses au point M. Des calculs classiques et tout & fait élémentaires
(que nous ne reproduirons pas) prouvent que l’expression (44) est définie
sur S, c'est-a-dire, lorsque le point M vient sur S, et, qu'en outre, elle est
‘continue dans tout I'espace et cela sous la seule réserve que w(P) soit bornée
et mtégrable Nous nous proposons d’étudier les dérivées de la fonction U(M)
daus le voisinage de la surface singuliére S, sur laquelle 1'élément différentiel
de intégrale (44) devient infini.

33. Supposons que le point M soit un point ordinaire de S. Surlanormale N
. extérieure en S a4 M, prénons un point M/, voisin de M, mais étranger & S;

nous avons [ Cf. (44)]
(44" U(M')‘ﬂy i o

Comme M'P ne devient pas nul sur le domaine d’intégration S, la fonction
UM)=U(z",y',5") («,y', 5’ désignant les coordonnées de M") est analytique
et réguliére au point M'. La formule de la différentiation sous le signe d’inté-
gration s’applique & (44’) et nous avons

w (dM,) = e N“,‘,f N g,

X ouU ouU
= d—x,cos(Ow, N) ;’7003(0}/, N) + 57 cos(Oy, N),

. - ) . . . _-+ %
la dérivation étant effectuée au point M’ dans la direction M'M de lanormale N
en M & S. Ceci étant faisons tendre le point M’ vers M, en suivant toujours la
normale M. Nous allons montrer que la limite de (;&,) de cette expression

existe, mais que cette limite est différente suivant que M’ atteint M de I'extérieur

1 e
ou de l'intérieur de D les limites en cause'seront notées dans > Z}; ) %
» e 1
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et s'appelleront respectivement dérivées normales extérieure et intérieure du
potentiel de simple couche (*).

Le résultat précédent montrera donc_que la fonction ( ) [ef. (45)] subit

une discontinuité en traversant la surface S, singuliére pour le potentiel U(M).
Nous sommes ainsi conduits & examiner ce que devient l'expression (45)
lorsqu’on y fait M =M’ )

dU(M) cos(ﬁ_ﬁ, N) ’
(46) | =) _ﬂp(P)Tdc,

M désignant encore-un point ordinaire de S. Nous’ éablirons encore la conver-
gence de l'intégrale du second membre (4 laquelle il sera attribué le nom de

dérivée normale du potentiel U(M)], nous ferons connaitre des conditions
suffisantes pour en assurer la continuité sur les portions réguliéres de S et nous

apprendrons & exprimer 9U 6t %Y au moyen d’expressions linéaires de Z0.
P dn, " dn; y P i dn

On reconnait 1 les résultats classiques bien connus, analogues 4 ceux que nous -
avons énoncés 4 la fin du paragraphe 31. Cette analogie s'explique aisément.
Les formules de définition (20) et (45) du potentiel de double couche et
de la dérivée normale du potentiel de simple couche sont, en effet, trés voisines; -

. . . __9 -7
dans I'une, toutefois, intervient I'angle du rayon vecteur M'P avec la normale
au point courant P de S, alors que dans 'autre figure 1’angle de M'P avec la .

normale au point fixe M de S.
54. La convergence de l'intégrale (46) s'établit comme celle de I'inté-

grale (20); nous reprendrons point par point le calcul du paragraphe 26.
Remarquons, d’abord, que (16) entraine '

(47) . ICOS M—g’ N)|< (smm)’

puisque ’axe Oz utilisé pour la justification de I'inégalité (16) est confondu
avec la normale en M 4 S. Il vient donc, en reprenant les notations du para-

(') Le lecteur démontrera aisément la relation

dv _ o [UM) —UM)]
—_ = 11m
dn; mym MM

> e, .
M’ étant un point de la normale intérieure en M a S; N étant orienté vers I’extérieur de S,

on aura ici : MM’ < o; un résultat analogue vaut pour %?— Cela prouve (une fois établi le
e

théoréme annoncé dans le texte) que la limite de la dérivée normale (% est la dérivée:
' L

normale de U en M correspondant au c6té de S d'ou M/ atteint M
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graphe 26 et en supposant encore bornée la densité w(P)[ef. (21) et (22)],

MP
2197A f(sinm)l'da,]
= 864 cmy MP? ’

MP?

oo )
ﬂ i (P) Y do <
d(M)

~d'ott 'on tirera l'inégalité fondamentale= -

ﬂ‘ w(P) cos(ﬁ, N) do
X(M,R,) MP:

“analogué 4 (23) et 4 (23'). Rappelons que les majorations du paragraphe 26,
- utilisées pour aboutir a (48), ne s’appliquent qu’a un point ordinairede M et &
~ un nombre positif R, assez petit pour que le domaine correspondant (M, R))
" né contienne aucun point singulierde S. Il résulte de 12 que le premier membre
" de (48) tend vers zéro avec R, ; cela suffit pour assurer la convergence de (46)
‘[et cela moyennant la seule condition (21)], en chaque point ordinaire de S.

. " )
(48) <Io1rA<p<$m2 )9 avec R,gl—gR,

~38. Nous allons maintenant construire un module de continuité pour la
‘fqpction j—[’% définie par (46). La méthode suivie est encore toute pareille & celle

des paragraphes 28 et 29 dont toutes les hypothéses seront intégralement
~respectées; en particulier, la condition (21) est supposée satisfaite.
. Soient alors M et M, deux points ordinaires, appartenant & une méme portion
réguliére S; de S; nous admettons que la condition (27) est remplie et nous

appellerons N. le vecteur unitaire porté par la normale extérieure en M, a S.
Posons, pour simplifier les écritures,

(h9) .I.(M)— ' (P)mﬂ)’—N)da 1 (My)= (P)c——os(ﬁ’—f)’.ﬁi)da'
: S—E(M)F Mps ’ »1 N s-‘ﬂ(mpL M, P: ,’

(49) (M)—ﬂ cos(MP N) do I(M )_ﬂ‘ (P)COS(M—T) ﬁ )dc
Zon L ¥ M, P '

Nous avons alors

du(M,) dU(M)

(50) an

= [1(M;) — I(M)] + [1(My) — I(M)].

On notera que, contrairement_ a ce qui avait été constaté au cours du para-
graphe 28, les intégrales I(M, ) et I(M) ne sont pas des fonctions analytiques

>
de leurs arguments, puisque les cosinus directeurs de N, et, par suite, I’angle

(M P, l_\I)) par exemple, n’est pas une fonction analytique de M,, en sorte
que Iélément différentiel de (49) n’est pas dérivable par rapport aux coor-
données de M,.
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Voici comment nous pourrons majorer | [(M,) —I(M)| enfonction de MM
Nous avons, en appelant & la quantité |M,P — MP|,

-
]

MP
donc °
o )
1 -1 MP2 — " MP L'} 3 3 64
IMiP MP2I— SWMP M,P S Gy Rna—RaMMis_‘q’(MMl),

- MP

puisque § < MM,, 8 <MP, car MM, < % alors que sur le domaine S —Z(M), .
MP est au moins égal 4 R; il s’ensuit aussi que sur S — Z(M), M,.P_E%R,' ce
qui achéve de justifier le résultat ci-dessus. On déduit delaet de (49) [ef.(an)],

[cos (MiP N,
»(P)
»ﬂs\—z(u) Mp2 '

+%A[ﬂ | cos (31, i)_lda]ep(MM;)-
S—X(M)

| T(My) — I(M) | £

La derniére intégrale du second membre est visiblement inférieure 4 1a surface
totale ¢ de S. Quant & la premiére, I'inégalité (54), qui sera établie un peu
plus loin, donne, eu égard a (21) et & (32),

u(P) [cos(M1P N,)—cos(MP N)] ao
s MP"

< RQf(MMi)—;—loAf(zl)Ra MM1_§3[1+ mfli‘al)]q)(MM,), |

,

en désignant par/ le diamétre S, c’est-a-dire le maximum de la distance de deux

points de cette surface; car alors nous avons, par exemple : j( ) (2/MM,)

2f(20)2f(2MP) + f(aMM,).

On déduit de la L A .
(5r) | I(M; )—I(M)[< [ + R+ f(zl)]qJ(MM1)<AcK,(S /i R)
ou

(517) K.(S, f, R)= —[1+ L lof(zl)]
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Pour trouver la majorante convenable de |I,(M,)—1I,(M)|[¢f. (49")], nous
procéderons comme au paragraphe 29 et nous écrirons encore

cos(MP, X) cos(MP, ¥)
I(M)=ﬂ w(P) Y N g (P)y22A 2 N gy
S (M) — 5 (4, 2 M,) Mp? E(M,gmmp )P ’
une transformation tout analogue valant aussi pour I, (M,).
L’inégalité (48) s’applique & la deuxiéme intégrale du second membre

'puisque aMM, < % < ‘%R [¢f. (27)] et nous avons en faisant & = %

cos (El—ﬁ ﬁ)
(P) —F5—~do
ﬁz(u,auu.)F . MP:

aMM
glonAcp(F:&)‘)g 10mA ¢(3MM;).

Un raisonnement tout analogue a celui du paragraphe 29 nous donnerait de

méme [cf. (40))],

cos(M, P, N, 3MM
\ﬂz‘u p(P)Wda glonAcp(sin2w1>§10nAcp(4MM1).'
(M, 2 MM,)
On déduit de 1a l'inégalité )
(52) [1,(My) — L (M) S 20mA 9 (4MM,) +J.
. aveec : :
- cos(M,P, N,)  cos(MP, N)
(53) J= ﬂ u(P) LIV da’.
. : (M) — 2 (M, e MM,) M, p? MP

On obsérvera que, jusqu'ici, le parallélisme de ce calcul avec celui du para-
graphe 29 [¢f. (29) et (29')] était trés étroit; a partir de cette étape du rai-
sonnement, des divergences vont apparaitre et la transformation de 1’élément
différentiel de (52') différe sensiblement de celle que nous avons appliquée
a I'élément différentiel de (29'). Nous avons

cos (i3, K)  cos (318, )

(52) M, P2 MP:
_oos(R, R) — cos (. R) i 5 (ot
= M.P: -+ cos , (—-M‘PZ — —M—P2>
Or on peut écrire,
(1 2 Y
_t L _(MP+M1P)|M1P—MP|< M, P 1
M.p: MP:|T M, P? MP? S TTM,poMPT

d’ou, eu égard a(32) et 4(47)[comme P balaie le domaine X(M)—X(M, 2MM,),
(32) s’applique], ‘

. — > I 1 MP \ MM
os( M — — — < —_ ).
| (53) lcos( P, N)IlMipz Ml"l|=lgf<sinm> MPp:



148 . JULIEN KRAVTCHENKO.

D’un autre c6té, on a
| cos (3B, %) — cos (315, ) | \
= cos(M,P, §,) — cos (M, P, )|+|cos(M1P ) — cos (3P, ¥)|.
Or[ef. (5)] .
| cos (M, P, §,) — cos (B, ¥) | <| (M1P, .) — (3., B) | = (N, R.) < remms).

Pour majorer la seconde différence de cosinus, nous utiliserons une fois de
plus le systéme de coordonnées My z défini au paragraphe 22. Il vient alors,
en désignant par z,, y,, 3, les coordonnees de M,, «, y, 5 celles du point P

dans ce systéme de référence,
—> > —> >
| cos (M, P, ¥) — cos (W, X)|
o(oh
M,P  MP

Comme P balaie le domaine (M) — (M, 2MM, ), nous avons [¢f. (32)]

3 — 24 J=4

_|z—a_ s |_ M,P — MP|
M.P  MP|T

[
121 p P

Bl

2MM1+ 2|z,|

| cos (M, B, &) — cos (WP, N) | <2 200t + 22l

-

et ensuite, eu égard & (16)

| ) )
lcos(M1 N)—cos MP, ﬁ)lg?[ Sl MM +_§_1£co_ MMt].

MP ! MP

Mais il faut bien remarquer que I'inégalité (16) dont nous avons fait grand
usage'au cours de ce paragraphe ne vaut que pourle domaine (M, R.), R.< 5 R :

Pour simplifier nos notations et unifier '’exposé, nous supposerons donc que le
rayon R aété choisi assez petit pour que toutes les conclusions du para-
graphe 22, et notamment (16), s’appliquent au domaine X(M, R)=X(M)

correspondam
L’ensemble des résultats qui precedent permet d’écrire, eu égard 4 (32),

56 | cos (M, P, N,) — cos(MP, N) | Saf('MM,) +2O[j,(ng_m>+f( MP )]M'M,

M, P2 sin ® sinw ) | MP?’

Les megahtes (21), (52), (53) et (54) permettent alors de tirer de (52) le

resullat suivant

(55) JgssA.MM,ﬁ f(ﬁ)hf;,
(M) — X (M, 2 MM,) s w

MM d do
+ 20 Af( >MMﬂ +4A/(MM,) o
sinw ’ 3 (M) — 2 (M, 2 (MM")] MPp? Z(u) M, :Mu.\ pz
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Mais la premiére mtegrale du second membre est majorée a 1’aide de (35)
alors que (34") permet de majorer la seconde intégrale. Pour étudier le dernier
terme, nous procéderons comme au paragraphe 29 et nous utiliserons toujours
les coordonnées cylindriques 3, p, ¢ attachées au systéme de référence Mxys;
on trouve ainsi

ﬂ ‘ f fn do _ 2T log——E——-.
I (0) X — (M, 2 M) MP’ N *MM;sinw P 2 MM, sinw

Ce qui précéde permet de déduire de (55)
JgsnA{[xsx(f, : >+15]<P(4MM ) f(MM, )1ob-m-45m§

en remarquant qﬁe SMM)SF(4MM,)<o(4MM,) [ef. le § 9bis], et que

= \/% < 2. De (50), (51), (52) et de I'inégalité précédente, on tire alors

R

$inZ

14U (M,)
- dny

(56) >]¢(4MM1>

— dUd(nM) lg[K,Aa‘—i- 1how A + 1201rAK<f

~

R
-+ SﬂAf(MMi) logma

“out la constante K. (S, f, R) est donnée par (51').
Or les propriétés du module de continuité f£(r) [cf. § 9 bis| prouvent que (')

" lim f(MM,) log ———1

MM, =0 2MM, sinw —

(*) Admettons, en effet, que I'on ait, & partir d'une valeur de r assez petite
I
f(r)log-; 2u>o0

(a étant une constante). On déduit de la

J(r)z

log

N -

et, par suite,

log -

f G )dr>a —dc—:log :
rloDl logl
A oo a

Comme le second membre tend visiblement vers + o avec o il en résulterait que l'inté-

grale du premier membre 'serait divergente pour ¢ = o. Mais cela est en contradiction avec
I'hypothése faite [cf. (4)], suivant laquelle le module de continuité associé ¢(r) existe,
ce qui démontre notre assertion.

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 20
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Nous pouvons donc énoncer :
Lorsque la densité u.(P) des masses attirantes, répandues sur une- surface S de

Liapounoff, est bornée [cf. (21)], la dérivée normale 22 7, Lef- (46)] du potenttel'

de simple couche créé par ces masses posséde le module de continuité (56), a linté-

rieur de chaque portion réguliére S; de S et cela pourvu que MM, < R,

8

Remarque. — La formule (56) prend une forme particuliérement slmple
lorsque le.module f(r) est holdérien ou logarithmique. Sil’on prend, en effet,
f(ry=const.r* (a <1), c’est-a-dire sile module de continuité de la surface S
de Liapounoff est holdérien, on peut majorer 'expression

I 1
fr log; = const.r* log =

par une expression de la forme const.7*~", v} étant un nombre positif auss1 petit
qu’on le veut mais non nul. Comme dans ce cas le module ¢(r) associé & f(r)
est aussi de la forme const.r*, on voit que I'inégalité (56) fournit pour la

dérivée normale %—S “du potentiel de simple couche, un module de continuité du

type const.r*™,
Si, au contraire,

' const. conlst.
f(ry= T n>i, e(r)= —?
log; log;
on a . -
1 const.
s |10g 2| = B
gy

d e : ., _ o
Dans ce cas, Z’g posséde sur toute portion réguliére de S un module de

continuité logarithmique d'indice n — 1.

36. Considérons maintenant un point M’ situé sur lanormale en M 4 S—M
étant toujours un point ordinaire de S. Si la condition (27) est satisfaite,
M’ sera étranger a S. Cela posé, formons I’expression [ef- (45) et (46)]

(%[’%)M' (‘f}i) ﬂ (P)&S(MN—[/,TID)?l)d" ﬁP(P)%g—)d
[ﬂ (P)COS(II:/[’I"IIZ2 N 4o _ﬂ' (P)cos(x;N)d]

-+ P cos(M'P, N)——cos(M’P,N’)d _‘ﬂ‘ P cos(MP, N)—-cos(MP N’)d ] '
[ﬂ‘“( ) MIP?_ a'. SIJ'( ) MPo

ou N'; rappelons-le, désigne la normale extérieure 4 S en P, Or, le premier
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crochet n'est autre chose que la différence des potentiels de double couche
V(M) — V(M) [ef. (20)], déja étudiée au paragraphe 30 [cf. (42)], sous
réserve que p.(P) vérifie la condition (f); c’est 'hypothése que nous ferons
désormais. On déduit de 1a

l(%%) fl‘i 21rp.(M)|<B<p(4MM’)+|I(M')—I(M)|, si M est intérieur a D,

(57) I(%) —i—%-{-znp(M)lchp([;MM’)—l—lI(M’)—l(M)I, si M’ est extérieuraD
¥

R\.
<)

‘en appelant B le coefficient de ¢(4MM') dans le second membre de (42) et en

posant .
(M :ﬂ P cos(M P’N)TCOS(M ’N)da-,
(58) = ‘sp( ) M'P?
' iy R
s . 2

. [Obsérvons que I’hypothése-de la continuité de p(P) dans I'espace (f)
n’intervient plus dans la suite du calcul; elle nous aura seulement servi a
Jjustifier (57).]

Comme nous l'avons fait constamment Jusqu ici, nous décomposerons le
domaine d’intégration S des intégrales qui figurent aux seconds membres
“de (57), en trois portions : S — E(M), Z(M)— Z(M, 2MM') et E(M, 2MM’),
— D'inégalité (27) étant supposée toujours satisfaite — et nous appellerons
IL,(M"), L(M"), I,(M"), I,(M), L,(M), I,(M) les contributions réspectives a

I(M’) et 4 I(M) des domaines partiels correspondants, en sorte que
(58") { TM) =1, (M) + L (M) + L (M),
I(M)=I,(M)+L(M)+I,(M).

Nous avons

‘ cos(M'P, N) cm (M'P, N’)
I1(M'):ﬂ' o (P cos( P, N) 4, _ﬂ da,
S— X (M) MR E(Ml -oMPE

les intégrales du second membre étant des fonctions analytiques de M’ dans le
domaine L(M, 2MM’). Dés lors, les limitations du paragraphe 28 s’appliquent
mot & mot 4 chacune des deux expressions en cause; notamment, nous avons
le droit de leur appliquer I'inégalité (28') a condmon d'y remplacer la majo-
rante 2A de | n(P) — u(M)| par celle de \ w(P)], soit Aj; il vient donc

(39) : [T, (M) —1, (M)!< e Aog(MM).
D'un autre ¢oté, on a

| cos(M'P, N') — cos(M'P, N)|<[(N, N') |<f(MP),
| cos(M P, N') — cos(M.P, N){<[(N, N')| < f(MP),
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en sorte que [cf. (58) et (58')]
, ' f(MP) ' F(MP)
I (M)|<A = do, L(M)|<A — do.
L (M) | ﬂmm O da,  1,(M)] ﬂzmm) Lt

Or, les intégrales des seconds membres ont été souvent étudiées au cours de
ce travail et, notamment, au cours du paragraphe 26; en utilisant le méme
systéme de coordonnées My z et les mémes coordonnées cylindriques p, §, 3
(que nous y avons introduites) et en remarquant que la préjection de M'P sur les
plan Mzy est égale a celle de MP (pmsque MM’ est orienté suivant Mz), nous

avons [¢f. (19)]

p e\
f(MP) ﬁ f(sin w) ”m'j(sinw) 2 MM/
dog2 .__ddg'f MLV (—— )
ﬁE(M,aMM) M'pP T (M,eMM) P P "P‘Lm o 4 P 471'? Mnw /°

Il suit de 1a _
(60) . LM [<hrAq(

2MM’>
’

sin @

L0 |shra e (L0 )-

SN

Il nous reste maintenant & majorer |I,(M") —I,(M)|. Nous allons nous servir
d'une transformation de I'élément différentiel de ces intégrales analogue a:
celle du paragraphe 29. Nous avons identiquement
(61) Q = cos(ﬁ’—lé, RT) — cos(l\ﬁ, i’) cos(ﬁ), E’) — cos(ﬁ, ﬁ’)

) —_ M Pz - MP:

_ l—_‘M’P cos (1\_'1’—I>), N) — MP cos (E’I‘F, ﬁ)] — [-M’P cos(m), ITJ’}— MP cos(ﬁ, ﬁ')]
- M'P:
P — M'P) (MP*-+ M'P.MP -+ M'P*)’
M’'P3MP?

—+ [cos(M_P>, R) — CO8 (_T’)’ 1-Q')

—>
Or, prOJetons sur les axes N et N' I'¢ égalité vectorielle

—_—— —>
MM'= PM' — PM. ,
. . .. . ‘ _—*
En choisissant pour sens positifs sur les droites M'P, MP et MM’ les sens M'P,
sy ey
MP et MM’ respectivement, on a 7
—> >
——MM’cos(MM’ ) M’Pcos(M’P N) -——MPcos(MP, N),
—> >
— MM’ cos( MM, N') = M'P cos(M'P, N') — MP cos( MP, N').
Le numérateur du premier terme du second membre de (61) est donc égal & -
L e > — >
— MM cos (MM, N) — cos (MM, N') ].
Il est, par suite, majoré par ‘

MM'| (N, N') | <MM' f(MP).
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En remarquant alors que
’ —> >\ —> >
| cos (MP, N) — cos(MB, ¥') |< £ (MP)
et

onafcf. (61)]
. MP?+ MP.M'P + M'P?
| QS MM' f(MP) [Mllps + 4 +M’P3 MP:F )]

|M'P — MP |<MM,

Comme i’inégalité (32) s’applique, le point P balayant le domaine

| Z(M) — Z(M, aMM),
¢ela donne
' |Q|<22Mp,f(MP),

en'sorte que [ef. (21), (58), (58’)et (61)]

,|1,(M')_I,(M)|§22A.MM'ﬂ flﬁ:["f)d
Z(M)— Z(M, 2MM)

et enfin [ef. (35), ot il faut faire sinw = 1]
(69) | L(M) = L(M)[S70mAK(f, R)<P(2MM’),

_l’ensemble des inégalités (59), (60) et (62) permet de déduire de (58) et (58")
Jlinégalité _
' 100 = 1) S A| 2567 + 87+ 5o K (A, B) | o(4Ma0),
uisque
P aMM’' (MM

vy ' T
| e = \/3 < 4MM/, lorsque @ = 3

' Dans ces conditions, on tire de (57)

|(@> — Z—.S _ 21-:}L(M)I£Bcp(4MM’), si M’ estintérieur a D,

dn
(63) ‘(dg) ‘;L -+ 21ry.(M)|<Bcp([;MM )s si M’ est extérieura D,
B= -4—8—-0‘A+1'L‘K(f, R) (170 +70A) 4+ 1087 A + 680w A R(f, 4R).

.Les inégalités précédentes permettent de conclure :

- Lorsque la densité u.(P) des masses attirantes, répandues sur une surface S de

Liapounoff, vérifie une condition ( ) (*), la dérivée <%—>M du potentiel de simple

(*) Cf. le paragraphe 9.
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couche, définie par (45) vérifie Uune des inégalités (63), suivant que M’ tend
vers M en se déplacant sur la normale intérieure ou extérieure au point M de S

le point M est subposé étre un point ordinaire de S, le symbole Z—E— désigne la

dérivée normale du potentiel de simple couche, donnée par (46).

Cela achéve de justifier les résultats annoncés au cours du paragraphe 33

et établit, notamment, I'existence des limites Q qui y sont définies;

dn
d’aprés (63) nous avons
dU(M dU(M :
(63) am = g AT,
dUM dU(M
e

en chaque point ordinaire M d’une surface généralisée de Liapounoff S.

CHAPITRE V.

De lexistence des dérivées secondes du potentiel newtonien.

37. Dans le domaine D, limité par une surface fermée de Liapounoff S,
considérons une répartition des masses attirantes de densité cubique p.(P) au
point P (de coordonnées &, v, {) de D. Soit W(M) le potentiel newtonien
créé par ces masses au point M de coordonnées z, y, 3

(64) W(M)_ﬂ“(P)dr—W(m, ¥, ),

ol @~ désigne I’élément de volume au point P

On sait qu'a 'extérieur de D le potentiel W (M) est une fonction de M
harmonique et réguliére; toutes ses dérivées existent et sont données par une
simple application de la formule de dérivation sous le signe d’intégration.
Dans ce qui suit, nous nous occuperons presque exclusivement des points
intérieurs & D, et sculement des points intérieurs et exceptionnellement des
points frontiéres de D, c’est-a-dire des points de S. En de tels points I’élément
différentiel de W posséde une singularité, en sorte que les conclusions précé-
dentes sont en défaut. Rappelons quelques résultats classiques, valables aussi
pour les points intérieurs a4 D sous la seule réserve que la fonction p.(P) soit
bornée et intégrable [cf. la condition (21)]; la fonction W posséde des dérivées

partielles IW IW ot IW Jans tout 'espace; chacune des dérivées en cause est
0z’ dy T 05

continue dans tout I'espace au sens de Holder (¢f. § 9) ou, ce qui revient au
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méme, vérifie une condition H, dans tout 'espace; 'indice « peut d’ailleurs
étre- pns aussi voisin de 1 que 1'on veut; on a

R : . . oW
(65) ~ ‘ _ﬁ (P) S o+ ‘
“ IW

ljietidé@x autres formules analogues pour exprimer %‘—;-V et ——-
58 Mais 'hypothése (21) ne suffit pas a assurer I’existence et encore moins
“la continuité des dérivées secondes de W ; nous supposerons donc désormais
.que la densité p(P) vémﬁe une condition ( f) dans D (cf §9); d’aprés cela,
rappelons—le, ona

(‘55) o | (M) — p(P) | S £(MP), :
‘M et P désignent deux points de D et ot f(MP) est un module de

“eentinuité assujetti & satisfaire & toutes les conditions de régularité énumeérées
.aux paragraphes 9 et 9 bis. Nous nous proposons de montrer que I'inégalité (66)
- suffit pour assurer I'existence de toutes les dérivées secondes du potentiel W(M)

.défini par (64) en les points M intérieurs & D, derlvees dont nous formerons
"allleurs les expressions exphcltes

59 Smt M(w, ¥, 5) un point du domaine D éfranger 4 sa frontiére S; nous

r,a;gg_llerons L(M, R), ou plus simplement L, une sphére centrée sur M et dont

“le rayon R sera choisi assez petit pour que la sphére L soit tout entiére située
-& U'intérieur de D. De(65) il résulte ,

2 =l re i dr+ﬂp(P>( D de=1(, y, 5)+ L=, , 5),

en désngnant respectlvement par I et par I, les deux intégrales du second
 membre. A l'intérieur de L, I(x, y, z) est une fonction analytique et réguliére
du pomt M dont les dénvees se calculent a Paide de la formule de différentiation
“sous le signe d’mtégranon nous avons

o pg . _ 3(g—x) 1
,(68) . _ M (P) [ MP: MP{Id‘L’
:‘-Tout revient donc & former la dérivée de I,; or, nous avons 1dent1quement

[ef: (67)] |
69 Glhiah 25—l o0 =GR (OGS T EG e
| i) [ e —pom S5

- (t—=x)
. —ﬂ[H(P)—H(M)] —“MD ”'Tg,
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ol h désigne un nombre tel que |2|<R (rayon de L) et ou M’ est le point de
coordonnée z+ h, y, 3, par conséquent intérieur a L. La limite pour-A=o0
du premier terme du second membre se calcule immédiatement. On voit
d’abord que le terme en cause peut s’écrire

Q(M> (%Wj>u; (%}vf)u,

en posant ,
. . ’ I
A Wi(M)—_ﬂ—M,Pdr

W, (M) est le potentiel newtonien créé au point M’ pér-la sphére L(M, R)
supposée remplie avec de la matiére de densité égale & 1. D’aprés une formule -
élémentaire bien connue, on a, si M’ est un point quelconque situé & I'intérieur

de L(M, R) ("), i
w,(M')—ﬁmM, r—wr(W MM) (M'M< R).

Si donc on désigne provisoirement par &', ¥, 2’ les coordonnées de M/, il -
vient, en dérivant les deux expressions ci-dessus de W, (M), ’

E—2 ‘ ~
dr.
L, B M'P?

oW, (2, y', 5 :

Posons maintenant &' =x+ h, y = y , 3'=3; le premier terme du second
membre de (69) s’écrit alors

) pM)[/OW. (0W1 __4&
(70) B K Ml g M El LSk
({) W,(M’) se réduit a 47!31)‘3 -M;M- si M’ est a I'extérieur de L cela resulte du théoreme

classique sur le potentiel créé par des couches sphériques homogenes Rappelons comment
cette remarque permet de retrouver d’'une maniére trés élémentaire la formule du texte.
Partageons le domaine L(M, R) en deux portions en tragant la sphére L(M, MM’),
L’attraction newtonienne exercée sur M’ par les masses de L (M, R) extérieure a L(M, MM') _
est nulle, puisque le potentiel créé par une couche sphérique homogéne en un point

intérieur de cette couche est constant. Par suite, le point M’ est soumis & une force, égale '

a celle qu'exercerait la masse totale de L(M, MM'), soit% nMM", concentrée au centre M

——
de cette sphére. D'aprés la formule de Newton, cette force est égale a — gnMM’;
elle dérive donc du potentiel '

WAM’):—%KMM’*—!—C,

N
ol C désigne une constante. On déterminera cette constante en écrivant que sur L(M, R),

W, (M)= [ginR’; on retrouve alors le résultat du texte.
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et cela quel que soit A : le terme en cause posséde donc bicn une limite. Le
1

terme restant du second membre de (69), que nous appellerons +J(4), pour

simplifier les notations, s’écrit

I 1
(71) zJ(h)-—_iL—;;Jﬁng
avec
P—z— i —
5= () =N S, d= I @ - pon S e,
L{M, 3MM’) L(M, 2 MM’

E—ax—h) :—x)
= ) = poon) [ E5EE - Go o
L(.\!,R)—L(M,suw)l (P) = p(M)] M'p3 MP3

et en supposant que MM'=|A| < —P—l Comme

g—m—h -z,
—™MP T

et [¢f. (66)]
| (M) — p(P) | =] (M) — p(M') + p(M') — . (P) | .
STp(M) — (M) |+ | (M) — (P [ S F(MM') 4+ F(M'P),
il vient :

. . . J(M'P) , ﬁ <o , dr
lJ’|=vﬂ(‘1&l,2lhl) M'p “ +f( " ) °|/:|) p:= f(gwM : M,Pi’

LM, 2/

uisque pour un point P balayant la sphére L(M, 2MM'), le maximum de

M'P est égal 4 3MM’, en sorte que f(M'P)< f(3MM’) daus tout le domaine
considéré. D’un autre cdté (*)

d / 14
ﬁ s == 3 MM log3 + 4 M,
L(M,2|A|)
comme on s'en assure immédiatement. 1l en résulte

(72) IhJ1|<61rf(3|h|)log3+8ﬂ:f(31h|),

(*) Pour justifier rapidement ce résultat, utilisons le systéme d'axes rectangulaires My,
d’origine M paralléles respectivement aux axes Ozys. Introduisons relativement a ce
systéme d'axes les coordonnées polaires g, 0, ¢ et posons M'P == r = \//* + 92 — 25 cos0),

ce qui suppose que les coordonnées de M’ par rapport au tricdre My =z sont o, o el A.
Nous avons, en supposant £ 2o,

dr p?sin0 dp d d{ p*sinf) D(0, o, 4)
A= e :ﬁ prembdodidy ! %) 4r dy a
(M, 2h) M'p: M,k r Lo 0 Do) v

Or, comme on s'en assure aisément,
D(O,p,¢)  r ,
D(r,0, ¢) ~ hpsind
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 2, 1944. 21
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ce qux tend bicn vers zéro avec h. Un raisonnement tout semblable s apphqne ’

au quotlent 21,

1 i dr
! _ —J 1< f(2lh])— — =8n f(2|h]).
(72) E Lﬂlw)M|LMWMP, Falh])
On déduit de 1a encore ' o
lim -‘Jo'—_—o.
|h|=0 h

Il nous reste donc & étudier la limite de ';Z‘] 23 et c’est cette discussion quirepose

sur 'hypothése de Pexistence du module de continuité o(r) associé a f(r),
hypothése dont jusqu'iei nous n'avons pas eu i faire usage. Remarquons,
a cct effet, que pour de petites valeurs de 4 nous avons le développement
limité de Taylor, ' '

o=l -2 [3G—ar 1 ], u[BE—a)  9G— mq
M'P* MPY T MP> MP? M, P? M. P* |

valable dans le domaine L(M, R) — L(M, 2]h|), ou MP et M'P-:
ne s’annulent pas, et ou M,(z,, y,, 5) est un point du segment‘
MM’ (2, ==+ 04, y._y, z,=33 0< 0<1). Nous sommes ainsi conduit
a écrire

3—=) 1
Li= [(P) — p(M) [ ]dr
h L(M, R)— L(M,2}]) # # ] MP: - MP:

5(E—x) » 9(§—=)
+h (P) — w(M)] | - . ) \dr.
\ﬂ;m R)—L(M, °1h])[P ¢ ][ M, P M,P ]

Mais l'inégalité (32) est valable et s’applique, a fortior, & M, P et é. MP
puisque P est extéricur a la sphére L(M, 2MM') alors que M, est intérieur au
domaince L(M, MM’). Comme, de plus,

la—xil<
Mip =I7

-,

en sorte que

ar [ "edr  am h+p
0 Vh—p| 0 .

en prenant lintégrale définie sinauliéref log|h—p|pdp au sens de Cauchy. Ceci

suppose que le point M’ est distinct de M. Sinon, le caleul precedent se simplifie et

'on trouve :
g dr
- =8nl|h|
ﬂm,smnMP

5 -
&
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il‘_,viént., eu égard a (66),

' o (F SE—=) 9EG—a) F(MP)
| () —p )| alssn T LW
’ ﬂ.(l.ll)—l&(ﬂ,!lhlllp kD) M, P’ M, P LM, R — LM, 2| 71) Mp+

Pour évaluer le second membre, passons aux coordonnées polaires ¢, 0, 2

d’origine M ; nous avons [cf. (41 )]

‘ﬂl;l.n)—uuw.n MP* T2 P :Ihl (fi R)o(2]h]).

314

en sorte que

S5(E—m)  9E—=)
h P)— (M| 4 — 9lss d
ﬂ“(.’u)_”u’gmnlp( ) l"'( )J [ [)7 M‘ P J T

£3.28.nK(f, R)limg(2|h|)=0. '
Ao

lim
hy0

D’un autre cdté, les calculs ci-dessus montrent sans difficulté que I'intégrale

136 —x)? '
Py —p(M)]| =S5 — | dz
‘H]L;n LM, !w)[f*( )= # )J [ MPp? Ml’“J

est convergente pour | 4| tendant vers zéro, puisque son élément différentiel se

eomporte comme £ ;p) dans le voisinage de p= MP =o. On conclut de la

3(:—2)? 1
. 1 = — 20672 |
T R b

Cette formule, jointe & (70), (71), (72) et (72') prouve que le sccond membre

1

\ - . I . .
.de (69) posséde une limite pour |k|=o0; par suite, 37: existe ct est égale

— [%‘ (M) + li_x_n(%J,); (67)et (68) permettent alors d’écrire

(79 ==l L(mp(P)[“ﬁwps) i |

83—y ] dr
P) —p(M)]| 2o = ar — 3T .
-+ L(u,R)“J.( ) l"'( )][ MPs M[ ] (

W * W
On obtiendrait, évidemment, des expressions analogues pour IEl (ou pour (0—-)

‘en permutant, dans (73), « avec y (ou avec z) el £ avee v (ou avec ).

40. Formons maintenant les expressions des dérivées rectangles. Partons,
a cet effet, de la relation (67) et observons que I(x, y, 5) est dérivable au
point M, en sorte que

— . p 1’)('{)—)’) .
(74) , _ ﬂmmp( )y —— @t
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Quant a I,(x, y, 5), nous avons identiquement, si M’ désigne un point de

coordonnées &' =z, y'=y + h, 3'=3, tel que |A| =MM' < E

L(z, )y, ") = | [P‘(P)_P‘(M)] (QM/PwJ)d

L(M,R)

puisque, d’aprés les calculs du paragraphe 39, il vient

OW, (2, 5, ') E—a) 4m '
T_-ﬂ(um wps =g (B o=

Il suit de la

(75) %[Ii(x, ¥+ hyz)—L(z, y, 2)]

I

. . 1 1
=% (P) — (M) (*.—w)< - ‘s_'——>dr+—
hﬂm,m—um,zmn[p HMIE M'P: MP3 h

Comme

L(M,2{A])

E—ax
=M

el

MP = MP

et comme de plus, pour tout point P de L(M, 2|2]) [¢/. 66)]
(+(P) — p(M)]S f(MP)S f(2]h)),

il vient (¢f. les limitations du précédent paragraphe)

I ﬂmlm) P e &= )<M’P3 MP‘>dT

SJ(2h}]) [ﬂ dt ﬂ‘ d ] -
< ; 57+ J(2MM') (37 log3 + 12 7).
MM LM, 2{4]) M'P2 L(M,zmnl\dp2 o

L’intégrale du premier membre tend donc bien vers zéro avec MM'=|4|.
D’un autre c6té, dans le domaine L(M, R)—L(M, 2|A|), étranger- aux
points M et M/, nous avons le développement limité

1 (‘0—.}’1)
M'Ps MP‘ =3h M,Ps

ou M, (x,, yi, 5,) est un point du segment MM’ : z, =, y, =y + 04, 3,=3;
0 <0< 1. On déduit de 1a ’

lnn-l‘ﬂ1 P)—p(M)](f — 2 ( ! - — —-l—,>d‘t
h o/l L(M,kbfL()l,s!hl [P'( ) P‘( )J( ) M/ Ps MP3
= lim ﬁ [(P) — (M)] 3(t—x)(n— yi)d‘r

h=0 L0, Ry— Lo, () * M, P5

ﬂﬂ(\l R) ) P.( )] MP5 i
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‘en effet, la derniére intégrale a un sens, puisque (on le voit cn passant aux

coordonnées polaires p, 0, ¢ d'origine M) celle-ci est majorée par [cf. (66)]

3 -f(p) smedpdnpd()ﬁzmp(ﬂ)

LM, R)

. et que le module ¢(p) existe. D’aprés ce qui précéde, (75) donne

ol 3E—x)(n—y)
= P) — (M) 22—l g,
P> M“)[H( ) — p#(M)] MD* T

‘ en sorte que d’apres (67),

N _ S0 e [ o 3G—2) (=)
(7) dwdy ﬂ L(MR) MP‘ T L(M’R)[P‘( ) — p(M)] MP5 T
PW . FW '

. 'Bien entendu, les dérivées ——-

et ayds ¢ déduisent de (76) par simple

" "permutauon des coordonnees

A1 . Nous pouvons donc conclure :

Lorsque la densité p.(P) des masses attirantes, emplissant un domame D borné,

.. d trois dimensions, possede un module de continuité f(MP), admettant le module
- de continuité associé (MP), le potentiel newtonien W (M) créé par ces masses,

- posséde toutes les dérivées secondes en chaque point-M intérieur a D; ces dérivées

: :ontw les formules (73) et (76) oii R désigne le rayon d’une sphére,

- centrég’sur M et tout entiére intérieure a D.

" Ce théoréme constitue, & peu de choses prés, I'énoncé d’un résultat de

* Morera [6]. Remarquons, en passant, que les formules (73) permettent de

. retrouver sans difficultés la formule classique de Poisson

AW =— fmp(M).

En effet, la somme des éléments différentiels des dérivées carrées de W est

" nulle identiquement, puisqu’elle est égale a

3 3
e o 2 _— 2 — )2 - . —
Mpi G — 2P+ (=P + (=2 — g =0
alors que la somme des termes constants vaut, justement, — 4=u.
Signalons, pour finir, que le théoréme de Hugoniot-Hadamard permet de
préciser, de la fagon la plus simple, les discontinuités subies par les dérivées

. secondes de W lorsque le point M traverse la frontiére S de D en un point

_ordinaire de celle-ci — sous réserve que S soit une surface de Liapounoff.

Nous renvoyons pour la démonstration de cette propriété a l'ouvrage de
M. Ginther [4] (¢f. p. 91-93). Du 5 au Chapitre VII, nous formerons
une expression des dérivées seco qui sera valable jusque sur la
frontiére S de D.

(A suivre.)



