
JEAN LERAY
Sur les équations et les transformations
Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 24 (1945), p. 201-248.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1945_9_24__201_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1945_9_24__201_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


  
Sur les équations et les transformations

(uomùn mum D’UN couns ne roronoem ALGÉBRIQUE rnornssÉ_am cnr1vné);

' PAI! JEAN LERAY.

Introduction.
'

8

Cette troisièmeet dernière Partie(_ ‘ )de mon cours est la plus originale : c’est
l’étude des questions qu’elle traite qui m’amena à poser les définitions que les
deux premières Parties ont appliquées à l’étude de questions relativement plus
claSsiques. La connaissance de la deuxième Partie, celle du paragraphe VI du
Chapitre I et celle de la fin du Chapitre II (à partir du n° 54) sont superflues.
Mais les, procédés qu’utilise le paragraphe I du Chapitre III [la définition (58)

' du nombre de Lipschitz Ag d’une représentation E (ac), le fait que deux représen-
_ tations homot0pes ont même nombre de Lipschitz, la preuve que l’équation

‘à:=‘E(æ) possède au moins une solution quand Ag;£0] joueront un rôle
essentiel : le Chapitre VI n’est que le développement de ces procédés; le
Chapitre VII est calqué sur le Chapitre VI (cf. début du n° 85); le Cha-
pitre VIII n’est qu’une application immédiate du Chapitre VII, montrant
l’intérêt des résultats qu’établit ce Chapitre VII.

Le Chapitre VI définit et étudie « l’indice total » i(O) des solutions d’une
équation æ= E(æ) qui appartiennent à un ensemble ouvert 0. Malgré la géné-
ralité des hypothèses, les conclusions se rattachent très directement à des
“notions et à des propositions très élémentaires et très classiques, comme le
prouvent les exemples du n° 74 et ceux qui suivent les énoncés des théorèmes
26 et 27. Lorsque l’espace E auquel appartiennent 0, x, E(æ) est un groupe
clos, l’indice total i(O) peut être identifié au degré topologique (A.—H., Abbil—
dangsgrad) au point 1 de la transformation æE(æ)— envisagée sur 0: cela
résulte immédiatement de la comparaison des propriétés de l’indice total et du
degré topologique [voir aussi la formule (66) du n° 44]. Mais en général la
notion d’indice total n’a aucun rapport avec celle de degré topologique : la 

(‘) Dans un travail ultérieur, intitulé « Les modules d’homologie d’une représentation »,
nous étudierons la topologie des représentations par des méthodes étmitement apparentées
à celles que ce GOurs de topologie applique‘a l’étude de la topologie des espaces.
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définition du degré topologique, qui est due à M. Brouwer, s’applique à toute
représentation d’une pseudomultiplicitédans une pseudomultiplicité de même
dimension; si ces pseudomultiplicités ne sont pas orientables, le degré topolo-
gique ne peut être défini que mod2; si elles sont orientables, le signe du degré
dépend des conventions d’orientation;or aucune de ces particularités Il ’apparaît
dans la définition de 1(0); par contre la valeur de t(O) est altérée quand, sans
changer l’ensemble des solutions de æ=E(æ), on modifie le choix de E(æ).
Notre indice total est sûrement moins approprié à l’étude des multiplicitésque ‘

le degré topologique de M. _Brouwer; il convient peut—être à l’étude des
groupes topologiques; il est sûrement approprié à l’étude des espaces fonc—
tionnels : les conclusions du Chapitre VII englobent la théorie des équations

fonctionnelles que M. J. Schauder et moi avons déduite de notre définition du
degré topologique de certaines représentations en lui—même d’un espace de
Banach; on peut donc considérer les diVerses explications de cette théorie.
comme des applications du Chapitre VI (voir la fin du n° 76), De telles. appli— "

cations peuvent être multipliées : de nombreux problèmes de la théoriedes
équations aux dérivées partielles et de la physique mathématique ont été
ramenés à des équations du type x=E(æ), depuis que E. Picard arévélé —'

l’intérêt de ce type d’équations, en créant la Méthode des approximations
successives, qui n’en épuise d’ailleurs pas l’étude, le corollaire 25 relié1198

'

considérationset cette Méthode.
Le Chapztre VII associe à l’équation æ—__ E(æ, æ’ ), qui 'dépend du paramétre _'

*

x' , un certain homomorphismed’anneau de pseudocycles; le paragraphe IYen ,

déduit la définition d’un homomorphisme dont l’analogie avec l’homomor—4
phismemverse de M. H. Hopf(ou plutôt avec la généralisation qu’en a donnée
M. Freudenthal dans la Composztzo math., t. 2, p. 163) est la même que celle de
l’indice total avec le degré topologique. - .

_

Le Chapitre VII applique cet homomorphisme à l’étude de ce1taines homéo—
morphies. Nous obtenons ainsi (th. 35) une généralisationdu théorème
d’Aleæander différente de celles de la deuxième partie (n°“ 51 et 62); (toute—|
fois, dans le cas des mult1plu1tes, la généralisation du théorème de dualité de
Poincaréque signale le n° 60 relie ces deux généralisation_s du théorème
d’Alexander). Enfin nous donnons une extension (th. 36) du théorèmede l’inva—
dance du domaine de M. Brouwer, d’où résulte (corol. 36) que l’altefnatïæ de
l4redholm (ou bien l’équation de Fredholm a toujours une solution unique, ou
bien l’équation homogène & une solution non nulle) vaut dans les espacés topo—
logiques, linéairesa voisinages convexes. C’estM. J. Schauder (Math. Annalcn,
t.406,1932, p. 661-721 ), rappelons—le, qui le premier généralisa le théorème
de l’1nvariancedu domainea des espaces non euclidiens, les espaces de Banach,
et y rattachal’alternativede Fredholm. M. F. Riesz(Actamath., t. 41, p. 71—98)
avait antérieurementétendu les théorèmesde Fredholmauxespaces de Banach.
C’est M. Tychonofl‘ (Math. Annalen, t. 111, p. 767) qui le premiergénéralisa
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à des espaces topologiques, linéaires, à voisir‘1ages convexes un théorème
de topologie algébrique; il s’agissait du théorème du point fixe de M. Brouwer
(A.—H. , Chap. IX, Anhang; n° 43, ex. 1) que MM. Birkhofl' et

Kellogç)
( Trans.

ofAmer. Math. Soc.,t. 23, 1922”), puisM. J. Schauder(Studmmath. t. 2, 1930)

avaient déjà étendu aux espaces de Banach.
'

Ba_na_r‘q1æ. -_.— La-notion d’espace conveæoi‘de (n° 45.) interviendra sans cesse
dans _ngs_hypothèse{sâ nos exemples, pour être élémentaires, ne considèreront
pas}d’autre espace couvexb‘idequeles polyèdres; mais le lemme 48 signale une
catégorie _ètefidue,d’espaces conveXoi‘deset simples : les ensembles normaux,
biçompacts etconvexes de;points d’un espace topologique, linéaire à voisinages
cohvexes. -

' ’

.

CHAPITRE VI.
ÉQUÀTIONS.

I.- — Préliminaires.
'

"Les trois numéros de ce paragraphe l sont
indépendants.

71.GENEE_AL!SAT_10N DE LA DÉFINITION DES FORMES DE E (n° 12) ET DE CELLE DES

sonnes DE E. c (n° 27).

LEMME25. — Si E est un espace nor-,mal St E’ est un ensemble fermé de poznts
deE et si c est un compleæe concret dont les supports sont des ensembles fermés de
pôïntsde E’ (] lc] ÇE’ CE), alOr.s l’intersectwn parE' constitue un ùOm0rp/zisme
(lesgroupesde Benide E.c sùr ceux de E’.c

“Démontrer ce lemme, c’est démontrer les deuxpropositionsque voici :

"a." Toute classe d’homôlogie de E’ .c est l’intersection'par E’ d’une classe
d’homologie de E.c.

' '

b. Si une classe d’homologie de E. c a pour intersection par E’ la classe

nulle,alors cette classe de E. c est elle—même nulle.

Nous utiliserons la propositionsuivante, dont la démenstration est analogue
à celle du théorème 1. -

Générqlzîsatzbn du théorème i_. .— Si l’on rétrécit une couverture K’ de E' en
une couverture de E’, alors chaque cycle de K’. c reste dans la même classe

d’homblogîe de E’.c
Demonstratzon de a. — Soit Z"’un cycle de E’. c; ou a Z"’=EAX”“”'°‘ .æ,, ,,

les X’P+q’Ÿ"-Ïétant les éléments-d’une couverture K’ de E’ , lesas,”, étant les élé-
ments de c. D’après le lemme 12 (n° 24) ilexisteune couvertureK de E telle que
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K.E’ soit un élargissement de K' et que K.c ait même complexe abstrait que

K'.c; soit X’…” l’élément de K qui correspond à X’”“'“; Z”=EAŒXPW'“.æM
%“

est un cycle; d’après la généralisation du théorème 1 on a Z".E’mZ’”.
'

c. ’0. r. n.

Démonstration de b. — (Cette démonstration est apparentée à celle des
lemmes 13 et 22). Soit Z" un cycle de E.c tel que Z”.E’m 0 dans E'.c :- il
existe une couverture K de E telle que ZP appartienne à K.c et une couverture
K’ de E’ telle que Z"œ 0 dans K'.K.c. D’après le lemme l‘). on peut supposer
K’ du type K’= K". E’ , 10 étant une couverturede E; or K". K .c est identique
à K*.K.c; done Z"œo dans K*.K.c; donc Z”rv 0 dans E.c.

0. Q. F. -D.

Le lemme 25 identifie les groupes de Betti de E.c et E’ .c. Il peut également
s’énoncer comme suit, en convenant d’identifier une forme de E.c avec son
intersection par'un cycle unité de E’.

LEMME 26. —— Toute forme de E’ . E.c ayant pour dérivée une forme de E.c est
homologue & une forme de E . c.

Appliquons les lemmes 25 et “26 aux cycles généraux de E.c, que nous défi-
nirons comme suit :

l)éjinitzbn. — Toute forme de c constitue une forme gém‘rale de E.c; si L"
est une forme générale de E.c, son intersection par une forme d’un ensemble
fermé E’ de points de E contenant |L"| est encore une forme générale de E.c;
si K’“ est un cycle unité d’un tel ensemble E’, L" et L”.K’° sont identifiés;
toute combinaison linéaire homogène d’un nombre fini de formes générales est
une forme générale. Un cycle général est une forme générale dont la dérivée
est nulle.

’

Nous obtenons la proposition que voici :

Tout cycle général de E. c appartient à une classe d’homologùe bien détemù‘hc'e
dc E.c. (Autrement dit : il n’y a pas lieu de définir de classes d’homologie
générales : elles se confondraient avec les classes d’homologie.)

Quand c est une couverture de E, cette conclusion s’énonce comme suit :

Définition. — Toute forme de E constitue une forme générale de E; si L'” est
une forme générale de E son intersection par une forme d’un ensemble fermé
E' de points de E contenant ]LP| sera encore une forme générale de E; si K’“
est un cycle unité d’un tel ensemble E, L" et L".K’° seront identifiés} toute
combinaison linéaire homogène d’un nombre fini de formes générales est une
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forme générale. Un cycle général est une forme générale dont la dérivée est
nulle.
'

Nous avons prouvé que:
Tout cycle général de l'espace normal E appartient à une classe dhomologie

bien déterhu‘néede E.
72. Covvzmuaes smnmnms. — Rappelons qu’un complexe K d’éléments
X‘3 est simplicial quand il est connexe et que chacun des sous—complexes
ouverts )_Ü_" est un simplexe.

Le lemme 2 (n° 4) a pour conséquence immédiatelaproposition suivante \:

Lauutt “27. —V Le produitde dead: complexes simpliciauæest simplicial.

LME 28. — Si K est une couverture simpliciale de E et sie est un ensemble
conneæede points de E, alors K . e est simplicial.

Démonstration. —— K . e étant une couverturede e, qui est connexe, est connexe
d’après le lemme 4 (n° 15). Si X”.e #0, alors X""’.e a même complexe.
abstrait que X‘”, qui est un simplexe.

Laine 29. — Si K et K* sont deux couvertures sszlzbzhles d’un même espace
cohaeæeE, alors K . K* est szhzplicial.

Démonstration. — La formule K.K*= 7ti1t(K >< K*) du n° 8 exprime que K. K"
a même complexe abstrait que l’intersection de K >< K* par l’ensemble e des

points(a: >< a:); K >< K*estsimplicial d’après le lemme 27,e, étant homéomorphe
à E, est connexe; cette intersection est donc simpliciale en vertu du lemme 28.

75. DUAL DE n’1ureuszcnouDE ceux COMPLEXES. _ Soient deux complexes K et
K* (d’éléments X‘I'l‘ et X*"vY); soient [: et k* (d’éléments 313,3 et x,*.,,) leurs duals.

Lexus 30. —-— Le dual de K><K* est le >< Ic*, l’élément dual de X‘“" >< X*"”$ étant
“’:« X wq.B‘

Démonstration :

<
2 X'h3 x X‘"-Y >< w,*.,Y ><

x.,_3)i'I:p»"»Y: [(E X'l:3 >< .F,,p) >< (Z x«,-_y X
fil.—:>]mB / "»Y

(Z x:,.B ><
a:,,,5>.x <2

X”‘»Y ><
.z‘,Î,Y>

«7.3 l‘,?

+
(25

X‘î—3 ><
x,…q)

>< (2 X‘"—Y ><
:cÂ,)

: 0.
q, "»Y
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Le lemme 30 et le lemme 17 (n° 51) ont pour conséquence immédiate lesuivant:.
LEM…— 3l. — Le dual de K. K* est un sous—complexefermé de lc>< lr*.

Éxplicitons cette proposition: soit a:,,… {; l’élément dual de X"?.X*’Y' 011 a
les mêmes coefficients c et c* dans les formules

(3)
’

=2Î‘C<,._Ê_’Ll,>wr_…,
>

(3) .… al‘.…,,g=2€<f%>æl—lv,qfi+('—I)r2(q—I>ær,yrl—l,p.

On aen particulier
,

(4): ’ 3%qu:ch
Æ—< l>æov;q—

—1-'P

Et si K* possède un cycle unité, d’après le n° 51 (dual d’uncomplexe possédant
un cycle unité), dans la formule - .

(5) '

'.Ë;,Y;qîè;'zcù<o>æo“IS—2:1(q'Ë’ >Œlvq”’L”v",,l.
.

on a -

_.v . . _.
.

2 c‘
(«i)

= o.

I)éfinition.' — Soit hun élargissement du dual de K. K*;'soity,,—r ;q,3 l’élément
de.h.qui correspond à X"*5.X*"”;— supposons læq.?lclyo.w.{ili supposons que
K* possède un cycle unité. Nous nommerons projection de h sur le dual]: de K
l’ensemble des deux opérations suivantes :

Nous identifions à x,,,3 tous les )’o,«…,,{s correspondant aux diversesvaleurs de Y
[la formule (4) s’identifiant donc avec la formule (1 )]; puis nous annulons les
éléments y,.)…)B d’indice r positif [ces éléments constituent un sous—complexe
fermé du fait de la première opération, vu les formules (3) et (5)].

La comparaison de (I ) et (3) prouve que cetteprojection transforme les
relations et homologies qui existent entre les

formes
de la en des relations et

homologies qui valent dans lc.

Nota. — Cette projection, dont M. Alexandrofi‘ fait un usage si fréqueñt, ne
nous servira que deux fois : au n° 74 b (lemme 33) et_au n° 86 c.
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II. —- L’indice total des solutions d'une équation.

Soit E un espace convexoïde; soit E(æ) une représentation dans E d’un
ensemble fermé de points de E; ce chapitre-ci étudie, par les procédés de la
topologie algébrique, celles des solutions de l’équation
(6) æ=&(w),

qui appartiennent à un ensemble ouvert 0 de points de E, O faisant partie du
champ de définition de E(æ). Le cas particulier 0 =E a déjà été traité au
Chapitre III. -

Remarque 1. — Les coefficients employés dans toutes les homologies de ce
chapitre—ci seront des entiers.

Rèmarque Il. — Les solutions de (6) constituent un ensemble fermé (donc
bicompact) de points de E : si a;£E(æ), on peut évidemment construire un
voisinage de a en tout point w duquel «: # E(æ).

;74, DÉFINITION DE i(L°). — Au cours des n°5 74 et 75 nous supposerons
.- seulement que E est un espace de Hausdorff bicompact et connexe et que E

possède un recouvrement convexo‘ide, constitué par des ensembles U :

chaque U est un ensemble fermé et simple;
l’intersection d’un nombre fini d’ensembles U est vide ou est un ensemble U.

Soit L“ une forme à 0 dimension de E, telle que E(æ) soit définie sur | U] .

(1. Définition de i(L°, K). — Soit K'une couverture simpliciale de E dont
les éléments X’”?3 aient pour supports des ensembles U; soit I: le dual de K:
l’élément æ,,$ de K a pour support lxq3 [_'_—

|
X"___Î‘I, qui est simple en vertu du

corollaire 12 (n° 29). Les expressions L°. E(X””) sont des formes générales

de E (n° 71); l’expression 2L°.Ë(X”"’).æw est'donc une forme générale de
013

E.k; d’après le lemme 3 et la formule de définition des complexes duals
. . . ‘ —-| _

(ZX'”’><
æq,3>

: o, la dérivée de cette forme est E L“ . E(X"W").œmw qu1 est
_

qaB

nulle lorsque |L°| .E’('|X‘l’f"l ). |æq,3|=o quels que soient q et @, c’est—à—dire
lorsque

!)
(/,3)

|
' _" , .(7)

|
L°I.E(l X°»Y |).l X°1Y

]
=o, quel que sony,

ce que nous supposerons. 2L°. ç(X"3). x,,B est donc un cycle général à
«15
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0 dimension de E. lc. 01 le n° 71, le lemme 14 (n° 27) et la convention (29) du
n” 51 ont la conséquencesuivante:

LEMME 32. — Si k est dual d’un complexe à cycle unité, si ses supports sont
simples et appartiennentà un espace normal E, alors tout cycle général ao dimen—
sion de E. I: est homologueà un entier positif, negatif ou nul; cet entierest definisans ambiguïté.

‘
Ce lemme nous permet donc de définir un entier i(L° , K) par la relation

.
_l '

(8) :‘(—L", K) …2 1.0. E(X"‘B).wq.s»
l],_@

chaque fois que K est une couverture simpliciale dont les supports sont des
ensembles U vérifiant (7).

Remarque «. — La valeur de i(_L‘.’ ) n’est pas altérée quand on réduita |L°|
le champ de définition de E(æ) (vu le lemme 15, n° 27).

b. Definition de i(L°). — Nous allons prouver que l’entier i(L°, K) est indé-
pendant du choix de K, ce qui nous permettra de désigner cet entier par le
symbole i(L°). Soit K* une seconde couverture simpliciale de E, dont les sup—
ports sont des ensembles U : il s’agit de prouver que i(L°, K)=i(L°, K*),
chaque fois que les deux membres sont définis; cela résulte évidemment du
lemme suivant.

LEMME 33. — i(L”, K. K*) est de'/ini et égal à i(L°,K) quand i(L°, K) est

défini.
Démonstration. — K. K* est une couverture simpliciale de 'E en ve1tu du

lemme “29; K. K* a pour supports des ensembles U. Construisons le complexe
dual de K. K: un élément non nul X‘1 -3 .X*"‘«' de K. K* a pour dual l’élément /,_,.,_3d011t1esupportest|æ,_., ,,_(,|=|X‘7'3 .X*"Yl =|X’”"| .|X*'”|=|æ,_.,,| |æ,f_,|;
envisageons l’élargissement h du dual de K. K* dont l’élémenty,._.{. ,,,; corres-
pondant‘a ce,.__, ,,,, a pour support |y,._,. ,,_|, |—_ |x,_,,|. Puisque K satisfait (7), le
lemme 32 prouve l’existence d’un entier L tel que

——1

(9) " N 2 L0'E)(X'/’B'Xür’Y)'.yr1Yiqrij'
q,B,r.Y

Dune pa1t, puisque |x,._.. _,,_,|C|y,_,_ ,,_,|, en vertu du lemme 15 (n° 27), on
déduit de (g) la relation

—1
.… 21.°.5(Xrxfi_X*n)a:,,,g,

'ÏnBJ'tY
c’est-à—dire
(10) ’ L=i(L°, K,K*).
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D’autre part projetons (n° 75 )h sur le dual lc de K, l’homologie (9) devient

—1

. …2 L°. & (Xl/Æ, x*o«),æ,,,3,
'FB»Y

c’est—à—dire,puisque L° . 2Ë(X*°-ï) = L‘,—
'

—1‘”Z L°- E (X"’B)-ær/,B»

c’est—à—dire
(.:-1) .

_
. ,1:;i(L°, K).

De (10) et (1 1)_ résulte la relation annoncée,

i(L°, K)=i(L°, K.K*).

Remarque b. — On peut prouver que i(L°) est indépendant du choix des

ensembles U. A cet effet on a recours à la définition plus générale de i(L°) que
vOici. soit K une couverture simpliciale de E posSédant un élargissement dont
les supports sont des ensembles U'; on ne suppose pas que cet élargissement
soit une couverture; soit X'1’3 un élément de K; soit U'I'F‘ l’élément corres—
pondant de cet élargissement; soit u,,3 le dual de U‘1f5; |

u,,3 |_—- |_U‘”5 | est simple

en vertu du corollaire 12; supposons |L°|.&(|X°’Y|).|U°Y|=o quel que

soit 7; d’après le lemme 32 EL”.EE(X"3). u,,3 est homologue a un entier; cet
,_3

entier est i(L°).
.,

75. PROPRIETES ne i(L°).
Lann 34. — Pour que i( L“) soit défini, il faut et il sufit que

|
L0

|
appartienne

au champ de définition de E(æ) et qu’il existe un recouvrementfini de E constitué
par des ensembles U, les U,, qui vérifient la condition

. ——l

(12) |Lo |.E(U,).U,=o, quel que soit \;.

Démonstration. — Si (7) est vérifiée, les |X°,‘f| constituent un tel recou—
vrement. Réciproquement si l’on connait un tel recouvrement, la couverture
de E qu’il engendre est simpliciale (n° 10, remarque), ses supports sont des
ensemblesU et la condition (7) est vérifiée.

LEMME 30. — i(L°)——_ o lorsqu’il eæiste un recouvrementfntde E constituépar
des ensembles U, les U qui verzfient la conditzon

|L° |.Ë(UY).UY= 0, quel que soit 7.

Démonstration. —-= Le deuxième membre de (8) est nul quand on utilise la
couverture K qu’engendre ce recouvrement.

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 3, 1945. 27
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Lune 36. — on a t(ZL°“>=2 tL“"‘), lorsquechacun des i(L°3‘) estdéfini.
(! / :.

Démonstration. — Achaque « correspond une couverture K, de E telle que
i(L0“, K,) soit définie; construisons l’intersectionK des K, ; d’après le lemme 33

i(L°,a, K) est défini quel que soit on ; on a
i<2 L°:a)K)

:2 i(L°M, K), puisque

le second membre de (8) est une fonction linéaire et homogène de U.

LEMME 37. — Supposons E(æ) défini sur, E tout entier; soit A5 le nombre de
Lipschitz de E (x); soit E“ un cycle unité de E ; je dis que i(E“): A5._

Démonstration. — La formule (8) s’identifie à la formule (58) du n° 41.

                                                             
envisageons l’équatiqn cv =' E,,(æ), la représentation E,,.(æ) dépendant continu—'
ment du paramètre m’qui est un point de l’espace topologique E’; L° estfiæe, si
lentzer correspondantz,.(L°) est défini quel que soit x’ et StE’ est connexe, alors

'

z(L°) est indépendantde x’.

Démonstration. — (Voir la démonstration analogue qui constitue l’Annexe
à la première Partie). Soit a’ un point quelconque de E'. Envisageons K tel

queë

ia.,(L° K) soit défini. Le lemme 6 permet de construire un élargissement
Ê,,.(K) qui possède les deux propriétés suivantes. le support de chaque

élément Y"5 de cet élargissement contient un voisinage du supportde l’élé4 _

ment E,,(X’!") correspondant; on a

‘
L° … Y%B'| - l 507.6 la quels que soient q et B.

2L".\'Y" f,,__, est donc un cycle ; d’après le lemme 32 il existe un entier !. tel que
,,,3

'

-‘
21 L°.Y'/vi‘.w,hp N L.

17.3

l‘ 0 - _|
. ' 'D’après le lemme 9 bis (Annexe à la premiere Partie), E,,(K) est un retre-

cissement du complexe d’éléments Y'I'3 quand x’ appartient à un certain voisi—

nage V’ de a'; on a donc, d’après le lemme 15 (n° 27)
_1 .

2 L". îær(X’lip).x,,,p N L, quel que soit œ’e V'.
{1,5 ‘.

Autrementditt,,(L“) est constant au voisinage dechaque point de E'. Puisque
E’ est connexe, i,..(L°) est donc indépendant de x’.
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76. CONCLUSIONS. — Supposons E conveæor“de (') : E est un espace de
Hausdorff, bicompact, connexe, possédantun recouvrementdont les éléments U
ont les propriétés suivantes :

“a. Chaque enSembleU est fermé et simple,

b L’intersection d’un nombre fini d’ensembles U ou bien est vide, ou bien
« estun ensemble U;

c. Étant donnés un point a: de E et un voisinage V de a:, on peut trouver un'

nombre fini d’ensembles U dont la réunion W possède les propriétés : a: est
intérieur àW; W:V.

Le lemmesuivantcomplète les lemmes 34 et 35.

LEIME 39. — Soit F un ensemble fermé de points de E. Pour qu’on puisse
construire un recouvrement['nr de E, constitué par des ensembles U, les U,, qur

verrfent la condrtron F.E(U,). U—= 0 quel que sort 7, rl faut et rl sufit que F
ne contienne aucune solutron deléquatron a:.——— E(æ).

Démonstration; —— Cette condition est manifestement nécessaire. Réciproque-
ment'supposons-la vérifiée; attachons à tout point a: de E un ensemble W.
ayant les propriétés suivantes: W est la réunion d’un nombre fini d’ensembles

U; west intérieur àW,; s1 xEF E(W,,). W=o; sinon F. W.=o. Puisque
E est bicompact, on peut recouvrir E avec un nombre fini de W,;,, soient U.
les ensembles constituant ces W,; les U constituent un recouvrement de E,,
pour chaque valeur de y on a ou bien E(U,). U—= 0, ou bien F. U.-—_-—.o
'

Les lemmès 34, 35 et 39 nous fournissent les propositions suivantes.

_

qu1134 bis. —— Pour que i(L°) soit defini, il faut et il sufl‘r‘t que } L“ | ne con—

tienne aucunesolution de l’équation :» = € (ce).

LEMME 35 bis. —— i(L°): 0 quand
}
L°

}
ne contient aucune solution de l’équa-

tion «:: E(x).

Définrtron de r{æ=E(æ)ê0}. —— Soit 0 un ensemble ouvert non vide de
points de E, dont la fermeture O appartient au champ de définition de E(x)
et dont la frontière Ô= O— 0 ne contient aucune solution de l’équation
w,_ E(æ). Soit L0 une forme de E possédant les deux p10pr1etessuivantes.

et. L“.0 ‘est un cycle unité de O;
@. |L° }

—— 0 ne contient aucunesolution de l’équationx: E(æ). 
(‘) Nous adoptons cette définition-ci des espaces convexoïdes et nous renonçons à la

définition plus restreinte î1u’énonce le n° 43 : aucun des résultats antérieurement énoncés
ne cesse de valoir et la propriété suivante, qui nous sera utile au n° 78, devient exacte : La
réunion W d’un nombre fini d’ensemblesU est cohvexoïde (si elle est connexe).



212 JEAN LERAY.

[Par exemple on enviSagera la couverture de E qui est constituée par trois
éléments L° , M° et L°=—M° de supports |L°]= _, A!M°|=E—O,
… :O]. '

'
' =

Je dis que i(L°) est un entier indépendant du choix de L°; nous le représen—
terons par le symbole 1{ a:: €(æ)e0} ou plus brièvement par i(O) et nous le
nommerons « indice total des solutions intérieures et O de l’équationw=E(æ)'».

 

Just1fieat1bn.— 1(L° ) est défini, d’après le lemme 34 bis etB. Soit L”° unf
'

second choix de L°,d’après oc, iL"— L*° lc(_ [L °
\
—O)+( |L*° |

-— 0); donc,
vu le lemme 35 bis et @, 1(L°—— L*°)_—— o; d’où, d’après le lemme 36,
1(L°)=1(L*°). . .::

Nota. —— Par définition i(O) sera nul quand 0 sera vide. ‘ = ' " s.ï

Le théorème suivant récapitule les résultats acquis.

- THÉORÈME 22. — Soit un espace conveä:oide E; soit E(æ) une représentation
dans E d’un ensemble.fermé de points de E. Envisageons l’équation
(ô) x=g(x).

L’ensemble de ses solutions est fermé et bieompact. L’indice total i(0) des
’

solutions de (6) intérieures a un ensemble ouvert 0 de points de E est unî’ent‘ier,
p0s1t1f, négatif ou nul, qui est defn1 chaque fois que 0 appartænt au champ
de defn1t10n de ;(a:) et que Ô est étr‘anger à l’ensemble des solutions de (6). Cet
1ndice reste constant, tant qu’il reste defn1, lorsque E(æ):vane continûmenten
fonction d’un paramètre décrivant un espace topologique conneæe. Si E(æ) est

défini sur E tout entier, i(E)= A5, A5 étant le nombre de Lefschetz de E(æ).
Si 6 appartient au champ de définition de E(æ) et ne contient aucune solutionde
l’équation x=Ç(æ), alors i(_O)=o. Plus généralement : si les ou sont des
ensembles ouverts et dense a deucv disjoints de points de E appartenantà l’ensemble

ouvert 0, si 6 appartient au champ de définition de E(æ) et si Ü—ZOŒ ne
« .

contient aucune solution de l’équation a:: E(æ), alors i(O)=2 i(0“).
a

Remarque 1. — Le nombre des Oal peut être infini; on se ramène aisément
au cas où il est fini : seuls entrent en jeu les Ou contenant des solutions de (6);
il sont en nombre fini, puisque l’ensemble des solutions de (26) est bicompact.

Remarque 2. — La valeur de 1(O) n’est pas altérée quand on modifie la
définition de E(_æ) hors de 6 (vu la remarque a du n° 74).

Remarque 3. — La valeur de i(O) est indépendante du choix des ensembles U
(vu la remarque b du n° 74).
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Définition.
,_ Soit «: une Solution de. l’équation x= E(æ); supposons a:

isolée et intérieure au champ de définition de {(ne}; soit V un voisinage de a:,
ne contenant pas d’autre solution et intérieur au champ de définition deEE(æ);
t(V)- est indépendant du choix de V; nous le nommerons 1ndzce de la solution
1sole‘e a:. Si 0 ne contient que des solutions isolées, alors 1(O) est la somme de

l?t“ï‘8 indices;d’où le nom d’indice total donné‘a) 1°.(0)

Applzcations du théorème 22: théorèmes d’eæ1stence', théorèmes d’unzcité. —
_

'

Iäéê‘thédi‘ètfié22 englobe la théorie des équations fonctionnelles que j’ai faite en
, édlläbtätatfii0n‘thæe-M: J—.‘Schauder (*) et, a fortiori, la théorie des équations
_ intégralesnon linéaires que contient ma Thèse (”). Rappelons les applications
qü*‘j’ä*dônnéesdeces-deuxthéories, puisqu’elles peuvent être'envisagées
comme “étant des applications du théorème 22 : j’ai prouvé que le problème de

Ï»Dirichlet posé par l’étude des régimes permanents des liquides visqueux (”)
possède toujours une solution au moins, j’ai établi l’existence des sillages (“) etjai discuté le

problème
de Dmchlet( ) posé pour l’équation

;.-= ., . ' …,
.

f(Zfl,o,_,,A,1,a,_,a,,Æ,)’,A)——O,

' en opérantcomme suit: j-’ai ramené chacun de ces problèmes à une équation
' du type (6) [ou, plus exactement, du type équivalent (24) qu’étudie le para-

graphe 4 de ce chapitre]; puis j ’ai prouvé que l’indice total des solutions de
— cette équation était 1, ce qui, vu le théorème 22, établit l’existence d’au moins

une solution. En théorie du sillage, pour les obstacles « de grande résistance
au courant », j’ai pu montrer que toute solution était isolée et avait l’indice 1 ,

ce qm établit que la solution est unique (antérieurement et par d’aut1es

méthodes, d’autres auteurs _— MM. Weinstein, H. Weyl, Friedrichs —
' avaient établi ce théôrème d’unicité, mais pour des catégories d’obstacles

_ beaucoup plus restreintes).

77 EXEMPLES ÉLÉMENTA1RES.—a. E(æ) est constant sur 0. — Supposons que,
quel que soit 3260 on ait E(æ)=c, c étant un point invariable de E. Alors
i(0)= 0 si c€E——O; 1(0) n’est pas défini si c€_Ô;1(O)= 1 si CEO-

Les deux premiers cas sont évidents. Pou1 traiter le troisième, considérons
une couverture simplicialé K de E dont les éléments X“ -3 aient les p10pr1ete 

(‘) Ann. École Norm. sup., t. 51, 1934, p. 45.
(’) Journal de Math., t. 12, 1933, p. 1.
(°) Commentarü Math. Helvetici, 1.8, 1936, p. 250; M. Kravtchenko, a étudié dans sa

Thèse (Journ. de Math.., 1.20, 1941, p. 35), des cas plus compliqués que ceux auxquelsJe
m’étais borné.

\(‘) Journal de Math., t. 18. 1939, p. 249.
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suivantes: chaque |Xq8| est une réunion de U; |X9?|.c_—— 0, saufsiq= B=o;
]X°° ICO. Donc tous lesÊ(Xq3) sont nuls sauf E(X° °)- Lo E(X0o) =L‘“
la relation (8) se réduit‘a l(L°)NL°.se, ,, qui donne i(O)=1

Nota. -—— Le corollaire 25 énoncera un résultat plus général.
1). E est un segment de droite réel. ab désignant l’intervalle a<æ<‘,b‘

proposons—nousde calculer t(ab).
oc. Supposons E(a) > a et E(b) < b; on peut,‘en conservant ces deux inéga—

lités, modifier continûment E(æ) de manière à se ramener au cas où E(æ) a une
valeur constante c sur ab; (1 < c< b; d’où z(ab): 1.

@. Supposons E(a) > a et E(b) > b; on peut, en conservant ces deux inéga—
lités, modifier continûment E(æ) de manière à se ramener au cas où E(æ)a une
valeur constante c sur ab; a < b < 0; d’où i(_ab)— o.

y. Supposons E(a) < a et E(b)<b; on se ramène” au cas où
E(x)=c<a<b;d’où t(ab): o.

@. Supposonsenfin €(a)< a et E(b) > b, soit c > b, modifions si nécessaire
la définition de E(æ) sur bc en sorte que E(c) < 0; on a, d’après y, i(ac)= o et ,

d’après ce, i(bc): 1; or
i(ac)=i(ab)+i(be), d’où i(ab)=—1.

En résumé, si nous posons signe [a:] = 1 si æ> o, — 1 si æ<o, _ 
i(ab) ::

à
signe[b ——£(b)] —

%
signe[a—E(a)].

   
En particulier, si a: est une solution de l’équation æ=E(æ) en'làquelle

% E(æ) existe et diffère de 1, cette solution, qui est évidemment isolée,‘a pour .$ *

; _
,

:

indice : signe % [œ — E(æ)].

e. E est un espace euclidien. —— Pour exprimer que le point a: a les coor—
données æ,, æ,, x,,, nous écrivons x=æ,><æ,><….><æ,,; nous avons
E(æ)—_ E,(æ) >< E (a:) ><. .>< E,.(æ). Nous allons prouver la proposition
suivante:

THÉORÈME23. —— Si E est eucltdù:n et si .x est une solution deléquation
a:, >< æ«_. ><. . . ><æ,,=â,(æ,, . . ., .r,,) _>< g,(æ,, ..., x,.) ><. . . >< E,,(æ,, . . ., m,.) ___»

en laquelle le déterminant fonctionnel
D(ŒI_ZU æ2“E2y ' ° '1xn_En) ,

D(æ,, æg, . . ., æ,,)

emiste et diflère de zéro, alors cette solution, qui est évidemment isolée, a _un indice
égal au signe de ce déterminant. En d’autres termes cet indice est + 1 ou— !
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suivant que la transformationa: — E(æ) conserve ou non l’orientation de l’espace
au voisinage de cette solution.

Démonstration. — Nous venons de prouver ce théorème quand n= 1; une
démonstration analogue vaut, que] que soit 11, dans le cas particulier où E,,(æ)
ne dépend que de æ,,. On peut ramenerle cas général à ce cas particulier en
modifiant continûment E(œ) tout en respectant l’hypothèse que a: est une
solution et que le déterminant fonctionnely diffère de zéro; cette modification
respectele signe de ce déterminant, le fait que a: est une solution isolée et
l’indice de cette solution; cet indice est donc toujours égal au signe de ce

déterminant.
d. COROLLMRE23, . —— L’indice de la solution de l’équation de Fred/wlm

cg(æ)=lf K(æ, s) cp(s)4ds+f(æ) est signe [D(À)], quand {D('71) #o.

[Lesnotationssont celles de Goursat (Traited’Analyse, t. III, Chap. 3 1); notre
démonstrations’appuie sur le n° 571 de ce chapitre : Étude des noyauæ2X,—Y,:].

'

Démonstration. — Dans le cas particulier où K(æ, y) =ZX,:(æ)Y,;(y) cette

proposition résulte immédiatement du théorème 23. Un passage à la limite
permet d’atteindre le cas général à partir de ce cas particulier.

6. E est le plan de Cauchy (plan complétépar un point à l’infini) et E(æ) est
méromorphe. — Les solutions à distance finie de l’éequation æ= E(œ) sont les
zéros de la fOnction méromorphe æ——E(_æ), leurs indices étant égaux aux
ordres de multiplicité de ces zéros; de même les solutions non nulles de

l’équation Œ=E(æ)sont les Zéros non nuls de la fonction méromorphe

%— E(IŒ—)æ, leurs indices étant égaux aux ordres de multiplicité de ces zéros.
Donc toutes les solutions de l’équation æ: E(æ) sont isolées et tous leurs indices
sont positifs.

. III. — Equations dont les solutions ont même indice total.

- 78.» RtrnÉc1ssmum DE E. —— Définition. —-— Soit E un espace convexoîde, les
ensembles U de points de E ayant les propriétés a, b, 0 (n° 76); soit 6 un
ensemble fermé de points de E; supposons e convexoïde, les ensembles u de
points de e ayant les propriétés a, b, c. Lorsque chaque U . u non vide est un 11,

nous dirons que e est un « sous—espace conveæoide » de E.

Eæemples. —— 1° La réunion W =2 U,, d’un nombre fini d’ensembles U, si
a 0

elle est connexe, est un sous—espace convexoïde de E (les u sont les U . U,, non
vides).
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2° L’ensemble e des points x >< œ est un sous—espace convexoîde de l’espace
(E >< E); [les a sont les (U >< U,). 6 non vides].

Définition. — Soit e un sous-espaceconvexoïde de E; l‘étI'éCÙ'E en e sera, par
définition, faire jouer à e et à 0. e les rôles que E et 0 ont joués au para—
graphe II: on définit ainsi « l’indice total t(O. e) des solutions de æ=E(æ)
intérieures à 0. e ». '

La démonstration du lemme 33 reste valable quand K*, au lieu d’être une
une couverture simpliciale de E dont les supports sont des U, est une couver—
ture simpliciale de e dont les supports sont des u, si du moins E(| L“ |)ce; la
relation i(L°, K)= i(L°, K. K*) signifie que, dans ces conditions,
i(0)= i(O .et). En d’autres termes.

THÉORÈME 9.4. — Le rétrécissement de E en c ne modifiepas la valeur de l’indice
totaldes solutions appartenantà 0, si E(e) + E(O ) C e.

Éæemple. — Supposons que E(cc) ait sur Ü une valeur constante a et que "

a€O; je dis que i(0)= 1.

Démonstration. — On rétrécit E en a.

[Cette proposition a déjà été démontrée, par un autre procédé, au n° 77 a;
le corollaire “25 la généralise].

Notations. — ConsidéronsÔ comme étant le champ de définition de E(æ);
posons

Ê<æ>=ïtï<æ>t (w)-*ttæ)]
soit —En la transformation inverse de ë(æ). Nous aVons E(Ù)Ç E (Ô), donc

"ÈH(Ô)C’Ê(Ü); ÏÇÜ) est fermé (A.-H., Chap. Il, ë2, th. Il); posons

f=HÇ;—:(O)= lim :(O)
n—> +—

n>0

(A. -H. ,.Cl1ap Il, @ 5, th. Il); fest fermé; sifest vide, c’est quIl ex1ste un

entier N tel que {(O} soit vide quand n>N (A.—H., Chap. Il,ë 1, th. II).
‘On a f=ËH(f) Toutes les solutions de l’équation æ=E(œ) appartiennentà f;
en effet m = Ë(œ)eâ(Ü); donc i(O) est défini quandfc O.

THÉORÈME25. Supposonsque]=Il Ë ( Ô) = lim E(6) appartiennent à O‘.
* n—>+œ

Je dis qu’il existe des ensembles fermés F de points de E satisfaisant à la fois les
deux conditions:

'

(13) f+g(F)cFc0;
(il.) l’anneau d’homologie de F a une basefinie.
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Soit Ag(F) le nombre de Lefschetz (') de E(æ) envisagé sur l’un de ces ensembles

’

F; je dis que ,

(15)
_

i(O)=Aæ(lî).

Remarque ]. -— F =fvérifie la conditiôn(13). _

fiçmarçueIl. — Quand F vérifie (13) mais non (14), il est donc naturel de

définirA;(F)comme étant égal‘a 1(0). (Cf. n° 55, remarque).

RemorqueIII,— Le théorème 17 (n° 45) peut donc être appliqué à F, même
. quand F 11’est pas convex01de : l’hypothèse Ag(F);£0 entraîne 1(O);£o;0 contient donc au moins une solution de l’équation æ_—— E(æ); or cette
solution appartient nécessairement à f, donc‘a F.

.' Démonstration du théorème 25. — Il existe un entier positif n tel que

€(O)CO (A.—H., Chap. II, 5 1, th. Il); construisons n—1 ensembles
ouverts O,, O, , . . . ,O,,_, vérifiant les conditions

\ \ ‘

0;07_3_0,;Ü,30,3.…:O,_——,:On_,pë(Ô)+lr
"\efitppsons \, :

,_ " _: \. ' '
.‘ ' —-1 —_-1

* —n+1
«w.-..... « - _\r=—;O.£(O,)€(01)—--- E.

(On—1);

Vest ouvert et appartient à O. Puisque E(F)cFC 0, nous avons

E(F)c0,, ‘donc FC—£a(O,);

d’où ,

FcV.

Pulsqœ toutes les solutions de l’équation æ=E(æ) appartiennent à f et que
fcFcVCO, nous avons

iv(O )=i(V). ,.
D’autre part

E’(V>=Ë<O>Ë<OJË<O:>.....î"(0._.>:Ê(ÈDÊ(ÜË)Ï(® .....€"(Ë(Ù))
=Ë<Ü«)Æ(Ü=)Ë(®..... “"—z“<Œ>»’vt

d’où
EW)c\’-

Il existe donc un nombre fini d’ensembles U dont la réunion W vérifie la
cbndition F + E(V) C WcV; W est un sous—espace convexoîde de E (n° 78,
en l). Le rétrécissement de Een W (th. 24) montre que

i(V)'=Az<W)- 
(3) Nous utilisons la définition du nombre de Éefschétz qu’énonce le n° 55.

Journ. de Math., tome XXIV. —- Fasc. 3, 1945. 28
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Le théorème 20 (n° 55) établit par ailleurs que
AE(W) =AE(F)-

En résumé nous avons prouvé que
i(O)=i(V)=A;(W)=A;(F). c.q.r.n.-

COROLLAIRE 25. — Si pour n—>+oo, Ë(O) converge vers un point de 0, ce
point est une solution isolée d’indice + 1. .

Démonstration. — Ag(f)— 1 quandf est un point (n° 41, remarque).
En particulier : si une solution a de l’équation x=E(x) est telle que ses

approximations successives E(x) convergent uniformément vers a quand la
premième approximation x appartientà un certain voisinage de a, alors a est
une solution isolée d’indice 1.

79. L’ÉQUATION x >< x’: £(x, x’ ) >< È’(x, x’). — Démontrons le lemme
suivant, qui nous sera utile également au Chapitre VII :

LEMME 40. — Soient un espace convexoi‘de E et un espace de Hausdorfl"
bicompact E’ ; soit E(x, x’) une représentation dans E d’un ensemble fermé de
points de E >< E’; soit S l’ensemble des solutions de l ’e'quationx: E(x, x’), c’est—
à—dire l’ensemble des points x >< x’ en lesquels x: E(x, x’ ). Soit V un voisinage
de 8. Je dis qu’on peut construire une couverture szhtpliciale K de E dont les

»

éléments X" 15 aientpour supports des ensembles U vérifiant la condition

(16) Ê1(IX'ÎYBI).(IŒq,BI >< E')CV, æ.,,p étant le dual de x«z@.

Démonstration. — Étant donné un point x’ de E’, ‘le lemme 39 fournit un
recouvrementfini de E dont les éléments Um" vérifient la condition

—1
E(U*{,æ')-(U7,x'x æ')C V.

Ce recouvrement engendre une couverture K.”. de E dont les élements X""’ véri—
fient la condition

—1£(lXäBl)-(lxïgfil ><aJ>cV;

soit V',,. un voisinage de x’ tel que

Ê(|X°.fi|) (IX°BIXVÎ)CV
On peut recouvrir E’ au moyen_d’un nombre fini de V;.. L’intersection K
des Kæ. correspondantsa les propriétés énoncées._

THÉORÈME 26. — Soient deux espaces convexoi‘dæ E et E’; soient E(x, x’)
et E’(x, x’) deux représentations, dans E et dans E’, d’un ensemble fermé
de points de E >< E’ . Soit 0 un ensemble ouvert de points de E >< E’ . Je dis que
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i{æ >< æ’: E(æ, æ') >< E' (rv, æ')e_0} ne changepas quandon remplaceE’(æ, m’)
par une autre r…ep1ésentatzon de 0 dans E' qut est égale à E’(æ,æ’a:) en tous
lespoznts de 0 où x—_ Ë(æ, a“).

Eæemple. — E est l’espace euclidien de coordonnées x. , ..., x,; E’ est
l’espace euclidien de coordonnéesæl+,, . ., x…; E(æ,æ’) transforme le point
(a:. . ., a:,, m…, .. ., a:…) en le point de coordonnées E.(æ,, ..., x…), ...,
'E,(æ,, . . ., x…); E’(æ,ææ') transforme le point (a.-.,.. ., $,, ce…, . . ., a:…) en le
point cie—coordonnées 51+1(æ1, .. ., x…), . . ., E…(æ,, . . ., x…). Supposons que
les . E,‘(æ,, .. . . , a:…) sont des fonctions linéaires homogènes. D’après le
théorème23 l’indice de la solution x1 = . . . = x, = w… = . . . = a:… = 0 est le

_ signe du déterminant de la substitution x,— E,.(av1 , . . ., x…), quand ce déter-
minant diffère de zéro, ce que nous supposerons; si le théorème 26 est exact ce
signe ne doit pas changer quand on ajoute à chacun de E,, . . ., & une combi-
naison linéaire des x,+,—E…, . . . , x…—— E…. Or l’effet de cette opération est
d’ajouter aux ! premières lignes de ce déterminant des combinaisons linéaires
des suivantes, ce qui n’altère pas sa valeur : le théorème 26 nous fournit donc,
dans ce cas particulier, une conclusion exacte.

'

Démonstration du théorème 26. — i(0) est défini par une relalion

i(O>w }] L°£'<XH«>E<XvB>.<æ.‘p><æ'...>.
q»BmY

X‘1'3 et X’"{ étant les éléments de couvertures convenablementchoisies K et K’
de E et E' , _æq,p et x,), étant les_élémentsdes duals de K et K’. Soit S l’ensemble
des points en lesquels æ=E(æ, x’ ); construisons un élargissement C’ de

S. 6 . Ë’(K’ ) qui soit une couverture de la fermeture V d’un voisinage V de
S. 6; soient Ylmr les éléments de C’ ; utilisons la couverture K que décrit le
lemme 40; je dis que

(17) .‘(0) … 2 L°.Y"rï.ä(X‘ï'5).(xq,pxæ'm).
'I»Ba"rY

En effet le second membre de (17) est, en vertu de (16), un cycle général de
(E >< E’).(lc >< Ic’ ); le lemme 15 (n° 27) permet de démontrer aisément que ce
cycle est homologue à un entier indépendant du choix de C’ et que cet entier
est i.(O) Cette homologie (17) définit t(O) sans utiliser la définition de E' hors
de S. O. (1. Q. F. D.

_THÉORÈME 27. — Soient E et E’ deux espaces convexoidcs. Soit 0 un ensemble
ouvert de points de E; soit D’ un domaine (') de E’ . Soit E(æ, æ’) une représen—

tation de 6 >< lÎ' dans E; soit E’(x’ ) une représentatzbn de Û’ dans E’ . Supposons 
(‘) Un domaine est un ensemble ouvert et coñnexe (A.—H. Gebiet).
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que Ô >< D’ ne contienne aucune solution de l’équatton æ—_ E(:r, «:') et que D’ne
contienne aucune solutzon de l’équatwnæ’—_— E’(x’). Je clis que .

"

(18) z:æxæ'=z<æ. æ'>><a"<æ>}=z.æ=t<azx'>e0;ztw=z'<æ'>evt'
le calcul de i{_æ_*=E(æ, æ')eO} étant fait en supposant que æ’ est un pbm:
quelconque‘deD" .

'

Exemple. — E est l’espace euclidieñ de coordonnées(w., x, , . . .., æ,).;.E'. est .

l’espace euclidien de coordonnées (æ,+., . . ., æ…); E(æ, fæ’) transf0rme…le
point (x., ..., x,, x,+., ..., au…) en le point de coordonnées E.(æ., …, æ,,;), …î,
E,(æ,, . . ., m…); ,’(æ’) transforme le point (av…, .. ., a:…) en le point de.-cedr—
données E… (x…, . . ., x…), . . ,E…(æ,.,,, . . ., x…). Supposons que les E,. sont
des fonctionslinéaires et homogènes. D’après le théorème 23 l’indice de laSolu—
tion ae,: _—æ,= æ…—.... . . . = x,,,= 0 del’équationæ>< æ’=…(æ,

m')
>< E.'(w')

est le signedu déterminant D de la substitution
a:, —g, (x,, ...,æ…), æ,…5,(æ., ...,x…),
«'ïl+1—El+t(æl+u - - -; $m); - - - , Œ…—-— Em(—”l+u ' ' aæm)' ’

î
(nous supposerons D = o); l’indice de :la solution w, ='.. _—æl= o de l’équa—
tion æ=E(æ, :c’), quand les coordonnées de æ’ sont nulles, est le signé du
déterminant d de la substitution ' '

m,—Z,(æ,, ...,æ;,o, ...,o), ..., æ,,.—Ë,…(æ,. ...,æ;,o, ...,o);'
enfin l’indice de la solution a:… =. = re…: 0 de l’équation æ’= E’ (a.“) est lesigne du déterminant d’ de la substitution

Œl+1_ çl+1(-W+u - - -, æm); . . -, Œ…—- Em(æl+h . . ., x…).

Si le théorème '27 est exact nous devons avoir
signe D: signe d >< signe d'.

Or nous avons effectivementD = dd’ . Le théorème ':?.7 nous fournit donc, dans
ce cas particulier, une conclusion exacte.

Démonstrationdu théorème 27.
. .

i{x><æ’=£x£_'}EOXD’ NZ (L°>< L’“) (E°XE’(X”‘vîï))E_I(X0».B)(æ,,p><æ'…fl,
7.5 731

X" 5 et X”7 étant les éléments de couvertures convenablementchoisis de E et E’
Écrivons cette relation sous la forme

. —l
(19) m» >< æ'=a >< z'e0 >< D'} …

[Z <L°>< E'°>. £<Xv»fi>.<æq.sx
EM)]

7»?
‘

’

—1
X

[EO
X2 Llo . El ( X'r,T ) _

æ;_'T]

_
.

r,‘f
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Faisons l’hypothèse
_

(h) : E(æ, æf) est défini … ô >< E’; æ’#E(x, … sur C) >< E’.

Le lemme 40 nous permet de supposerK choisi tel que

ZË(1 Xmfl |).(1æ,,g,| >< E’) soit étrangers Ô=IL°};
«?

le premier crochet du second membre de (19) est donc un cycle général de
(EXE).(k >< E’); le secondcrochetest homologue à(E°><ac0,)z { æ’=€’eD' };
(19) s’écrit donc

i{æ><æ’=ëxä'erD'}«:[2(L°x
><E’°).E(X°fl)

.(æ,,p><æâ,)]i{x'=ä
ç'GD'}.

‘ÏDB

Le crochet est homologue à un entier L zhdépendantdu choix de E’; donc

i{x‘ >< æ’=E >< &'eO >< D’ } :: Li} æ'=EjeD’ }.

Appliquons cette formule au cas où E'(æ_’) & une valeur constante æ’ E D’; nous
ne modifions pas les valeurs de i{ a: >< æ’= E >< E' € 0 >< D’ } et z'{ æ’= E'eD’ },
si nous rétrécissonsE' en d’; or pour E'= a’, -

i{æ><æ’=gxfi’eO><D’}=i}w=ëeO} et i{æ’=ë’eD'}=
d’où

1 = i{ a: :: EE 0 },

ce qui établit la relation (18), moyennant l’hypothèse supplémentaire(h).
La formule (18) est encore exacte quand on fait l’hypothèse suivante :

' (H) E(æ,æ' ) est définie sur 0 ><V’, V’ étant un voisinage de E’(D’);
æ+ £(æ, æ') sur () >< vu

En effet un rétrécissement de E’ en c’ tel que…E’(Û'): e’ c V’ transforme (H)
en (h). Sous les seules hypothèses de l’énoncé, on a donc
(20) i{æxæ’=fix£’eOxD&}=i{æ=äeO}i{æ'=âeb&}
pOur tout_domaine D; de E’ tel que D;+ E’(DÎ,)ÇD’; or on peut trouver un
nombre fini de tels domaines D:, dont la réunion contienne toutes les solutions
de l’équation æ’: E'(æ’) qui appartiennent à D’; on a

i{æxx'=gxg'eoxn'}=zi{æxæ':g><g'e0><D;,;
a

et

i{æ’=-È,'ED’}=Zi{æ'=Ë,'€ D'un};
_

a
'

ces relations jointes à (20) établissent (18).—
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COROLLAuŒ 26—27. — Soient E et E’ deux espaces conveæoides; soit E’_ (a:) une
représentation dans E’ d’un ensemble ferméde points de E; soit E(æ’ ) une repré—
sentation dans E d’un ensemble fermé de pointsde E' . Soit 0 un ensemble ouvert
depoints de E en lesquels E(E' (x)) est défini. Je dis que

(21) i{x=E(E'(æ))GO}=i{x'=£’(£(æ’))eî(0)}.
Démonstration. — D’après le théorème 27 et le n° 77 a

ïiw=E(ë'(æ))€0; = iiæ >< w'=e(£'(Œ)) >< E"($)€Û X_Ê’(Oii;
_

d’après le thdorème 26

fix >< w’=æ(£'<æ>) >< EJ<æ>eO ><Ë<O> %
= z“{æ >< æ'=5<d> >< F:<æ>eO ><‘â‘<O—> }. .

d’où
’ »

'

(>>> i{æ=£(æ’<æ>)eOî= i{x >< æ'=EW)Xa'<æ>e0 ><E‘<O>È.

La condition
1

’

»” >< Œ'=E(Œ') >< E'($)EE >< E(Û)

équivaut d’une part à la condition
x >< x'=£(æ’) >< a'(æ>e0 ><Ë<O>

et d’autre part, en posant O’= Ï(O), à la condition

æ >< æJ=5<æJ> >< :'(æ)eä’(O’> >< 0';
donc
(23) z'ïæ >< w’=æ<afl> >< ë:<æ>eO ><ê‘<O> }: iîæ >< w'=5<æ’> >< E:<æ>e‘ä"<O’> ><‘O' }.

'

Enfin on a, par analogie avec (22),
.

(24) ,-; a=’=E’(E(æ))€0’i == iîæ >< w'=i<æ'> >< 5'<x>â<O’> >< O'}.

(21) résulte de (22), (23), (24).

80. CAS ou E EST SIMPLE. —‘ LEMME 41. — Soient un szbzpleæe simplicial K et
son dual k, d’éléments respectifs Xq'B et 50,5. On peut associer à chaque élément
X‘“B de K une forme à g + 1 dimensions de k, que nous désignerons par le sym—

bole f,(æ,,,5), telle que

(25) [E XM£ ><fî (“’q.B
)] =2 Xq,B >< æq,B — K° >< æo.oi

%? «LB ,

K°:E X""3 est le cycle unité de K.
3
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Démonstration. —— 2X” >< x“; est un cycle de K >< k, d’après la définition
' m?

des complexes duals [n° 51 , formule (25)]; d’après le lemme 2 (n° 5), ce cycle
est homologue à un cycle de I: : il existe un entier A tel que

2 XQvB >< a?q‘p N AK° >< xo.o;
en!

cette homologie vaut a fortiori quand on utilise les coefficients rationnels;
puisque dans ce cas la formule (37) du n° 55 vaut, on a nécessairementA = 1,

2 X?@ >< x,,_gm K° >< x…. 0. Q. u. 0.
m5

Supposons que E soit un espace convexoïde simple; d’après le théorème 12
toute couverture K de E ayant pour supports des ensembles U est un sim-
plexe; le lemme 41 nous permet donc de mettre la définition (8) de i(L°) sous
la forme

i( L0) N L°.æo.0+zL°_[ï(X‘I-B),fi(xq’3)].,
'! 3

donc sous la forme
(36) t(Ll’) … L°-æo,o—Z L°—ËI(X"'B)Ja(Œq,B>-

’

713

Or cette formule n’utilise pas la définition de E hors de | L“ [; donc :

THÉORÈME 28. —- Lorsque E est simple, l’indice total des solutions appartenant
à O de l’équation3: E(w) ne change pas quand on remplace E(æ) par une autre
représentationde 0 dans E qui est égale à E(æ) sur Ô.

Exemple(voir le n° 77a). _— Supposons que E soit simple et que E(æ) garde
une valeur constante c sur 0; alors i(O)= 0 si c€E—Ü; i(O) n’est pas
défini si0€Ô;i(0)=1 siceO. “

IV. — Un type d’équation en apparence plus général.

81. DÉFINITIONS. — Les applications signalées à la fin du n‘5 76 utilisent non
pas des équations du type ( 6), mais des équations du type suivant
'(27)

_.
w=@(r(æ));

l’inconnue a: est un point d’un espace topologique E; T(æ) est une représen-
tation d’un ensemble fermé de points de E dans un espace convexoïde T;
<p(t) est une représentation de T dans E. Nous ramènerons l’étude de l’équa-
tion (27) à l’étude de l’équation
(28) t=r(cp(t))
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où teT: (28) est une équation du type (6). Nous définirons l’indice total
i{æ_— cp(1(æ))€ 0 }

des solutzons de (27) appartenant à un ensemble ouvert 0
de points de E comme étant égal à l{ t= T(cp(t))ê<p(O)l.

Remarque 1. —Soient un espace topologique E, une représentation w(æ)
d’un ensemble fermé de points de E dans un espace convexoîdeT, une repré-
sentation æ’(t) de T dans un second espace convexoïde T’ et une représen-tatibn <p(t’) de T’ dans E; envisageons l’équation '

v

a:: <p[1:’(r(æ))].

La définition de l’indice de ses solutions est, au premier aspect, ambigu on '

peut poser : soit

-
ilæ=q'[‘J(’(æ))leo } =t‘l t’=1“[r_(<?(fl>)lêË(ûll

‘
' “”" '

801t
i{x=’[’l<“æ>)leol=iit=t[s(#<:>)]{àç(…gÿ'

‘

Mais cette ambiguitén’existe pas, car, d’après le corollaire 26—27 [formule (ar)]
on a

z'îfl=rf[r<ao<f>>}eë<0>X=z3:=r[ç<r'<t>>]e‘êä<0>t
Bernal-"que.. — Il est clair que si l’on a :p’_(æ’(æ))—— ç(ft(æ)) sans avoir

't’(æ)= T(æ),<p ’(t)_-— <p(t), alors les solutions des deux équations æ_=<p’(æ’(æ))
et æ_—— <p(1(æ)) n’ont aucune raison d’avoir les mêmes indices.

82. PROPRIETES DE L’INDICE TOTAL. — Les théorèmes 22, 24 et 28-fournissent
l’énoncé suivant : —

THÉORÈME 2“). bis. — L’indice total i(O) est un entier positif, négatif ou nul,
qui est défini quand Ô . <p(T) appartient au champ de définition de «(se)et que 0
est étranger à l’ensemble des solutions de (27) — ensemble qui est bicompact -=7;
i(0) ne dépendpas des valeurs prisespar T(æ) hors de 6, et même, si T est simple,
i(O) ne dépend pas des valeurs prises par f:(æ) hors de Ô; i(O) ne change pas
quand on rétrécit T en un sous—espace conveæoide contenant T(ô); i(O) reste
constant, tant qu’il reste défini, lorsqu’on modifie continûment cp(t) et ft(æ).
Soient Ou des ensembles ouverts, deux à deux disjoints, de points de E appartenant
(‘t un ensemble ouvert 0; si T(Œ) est défini sur 6 . <p(T) et si 6 —2 0, ne*

contient aucune solution de (27 ), alors :( 0) =2 i(O,); en particulier i(O): o

si 1(æ)_œst de'/ini sur 6 . cp(T) et si Ô ne contient aucune solution de (27). Si «($)
est définisur<p(T) et si E — 0 ne contient aucune solution de (27), alors i(O) est
égal au nombre de Lefschetz A……»de la représentation T(<P(t>) de T est lui—même.
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Le théorème 25 permet.de généraliser comme suit la proposition qui” termine
le théorème 22 bis.

THÉORÈME 25 bis. — Considérons Ô .qa(T) comme étant le champ de definition
de 1(æ) ;- soitf la limite de la suite décroissante d’ensembles .

t(Ü), rot-(Ô), TQTQT(Ô), ..., roro. ..r(Ù), .;festfermé;f_ cp 1(f) Supposons <p(f)C 0, il existe des ensemblesfermés F
depoints de T quivérifient les deux conditions

f+ tcp(F)Ç FCq> (0); F a une base d‘honiologiefinie.
On-.a: '

D’où :

Communs 25 bis. —— Sites ensembles Ô, <p“:(Ü), cp1qn(Ô)… ., <p1,.. .<p1(0),..
convergentvers un point de 0, cepaint est une solution isolée d’ indice 1. ‘

i(0)=A…,,(F).

85. L’1äowmou a: : cp[œ(æ), 1:'(w)-] —-— Soient un espace topologique E,
deux espaces convexo‘idesT et T’, une représentation o[t, t’] de T >< T’ dans E
et deux représentations «:(æ) et ”C'(cc) d’un ensemble fermé de points de E dans T
et T’. Soit 0 un ensemble ouvert de points de E,d’après la définition du n° 81,

‘læ=?lf(æ)s ?'(æ)l€0 } : ll ‘ >< tI=T((Ÿ[t) "l) >< T’(<Pl’r t'l) }-

0n déduit aisément des théorèmes 26 et 27 les propositions suivantes :

“COROLLA!“26._— i{æ= cp[‘c(æ), 1’(æ)]EO} ne change pas quand on _rem7
place œ’(æ)_par une autre représentation de 6 dans T' qui lui est égale en tout
point a: de O auquel on peut associer un point t’ de T' tel que a: : (p["C(Œ), t’]

Communs 27. _ On a

(29) i{œ=o[r(æ,æ'),æ'i]e0}æ’=cp'(r’(æ’))eD"
…

, =i{æxæ"=cp[r(æ,æ"’),cp(r(æ))]xàp"(r(æ’))GOXD’}.
Remarque 1. — Le corollaire 26 permet de remplacer dans le second ’

membre de (29) T(æ, x’) par «:*(æ, æ’) quand «:(æ, æ’) = w*(æ, x’) chaque fois
que x’= q>’ (æ’(æ’))

Remarque 2. — Le corollaire 26 permet de même de remplacer dans le
second membre de (29) T'(æ') par æ*(æ, x’) quand «:'(æ’): æ*(æ, æ’) chaque
fois quea:: <p[1(æ, m’), x']; d’où, en particulier, la proposition suivante :

COROLLAIRE 27,. — Supposons qu’il existe une représentation €*(x) telle qu’on
ait «f(x): æ’(æ’ ) chaque fois que x: <p[æ(æ), æ’ ]; alors
(30) é{x=o[r(æ), .13’]€O}i{æ'=qp'(r’(æ’))êD’}: i{æ-—= q>[r<æ>. v'(r‘(æ>)]eo.?(ÿ<D'>)

%.

Jour—n.. de Math., tome XXlV. — Fnac. 3, 1945. 29
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Cette formule (30) permet d’établir une partie _ la partie la moins intéres-
sante — du théorème 36 (invariance du domaine), par un raisonnement
d’ailleurs analogue à celui qui prouvera ce théorème 36 :

THÉORÈME. —— Soient deux espaces topologiqùes E et E’ et une famille T de
représentations topologiques æ’=tæ, æ= r‘æ’ de E sur E’ (te T). Supposons
que T soit un espace conveæoïde. Soit x’: G(æ) une représentation du type
0(æ): T(æ)æ, où T(æ) est une représentation dans T d’un ensemble fermé de
points de E. Supposons que 0(x) représentetopologiquementun ensembleouvert 0
de points de E sur un ensemble ouvert O’ de points de E’ [l’afirmation la plus
intéressante du théorème 36 sera que cette condition est réalisée sous la seule hypo—
thèse que l’inverse 0’(æ’ ) de 0(æ) est univoque quand æe O]; 6’ (x’) est donc une
solution isolée de l’équationx = T(æ)—‘x’; je dis que son indice esti 1 .

Démonstrationi — Lorsque l’équation la:: E(æ) possèdeune solution unique,
désignons son indice par i{ en: €(æ) }. (30) nous donne

(31) i}x=r(æ)“‘x'}i{x’=t(0’(æ’))a}=i{x;t(æ)“‘t(æM}, où ae_0.
.

L’équation æ= t(æ)“ä(æ)a est du type x: cp(T(_æ)), <p(w(æ)) ayant une
valeur constante a; donc, d’après le corollaire 25 bis,

i{æ=r(æ)°‘f(æ)a}=r. D’où i{æ=r(æ)“*æ'}=ir.

Apolication de la formule (30) à l’équation de Fredholm. —— Supposons E
linéaire; (30) a pour cas particulier la formule
(32) i{ x=r(æ) +æ’ }

i{æ’=r’(æ’) } : i{ æ=r(æ) +r*(æ)}
où
(33) r'(æ)=r’(æ—r(w)).

Or rappelons le procédé élégant au moyen duquel M. E. Schmidt discute
l’équation de Fredholm(Math. Annalen, t. 64, p. 161; Gounsn, Traité d’Ana—
lyse, t. III, chap. 31, exercice 3). M. E. Schmidt montre qu’il est toujours
possible de mettre cette équation sous la forme

(34) æ=r(æ)+t*(æ)+y,

æ étant l’inconnue, y étant le paramètre, les transformations linéaires et homo—
gènes f:(æ) et 1*(x) possédant les propriétés suivantes :

les valeurs prises par r*(æ) appartiennent à un sous—espace E* qui a un hombre
fini de dimensions;(35)

on a llr(æ) ll <
%

"w“, "a:" désignant la distance de l’origine au point se.
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La méthode des approximations successives prouve que la représentation

a:’=æ—æ(æ) est topologique; il existe donc une représentation æ’(æ’) véri-
fiant (33); (34) équivaut à

a; —— f(æ) : r’(æ — r(æ)) +y,
c’est-à—dire à

.

(36)
_,

'

x’=ÿr’(æ’)+y.
Or la discussion de (36) est élémentaire, puisque 1’(æ’)EE* et que E* a un
nombre fini de dimensions : soit d’ le déterminantde la transformation linéaire
æ’—-æ'(m’ ) de E* en lui—même; pour que (36) et par suite (34) possèdent des
solutions uniques il faut et il suffit que d'# 0, ce que nous supposerons. '

D’après le théorème 23 i{æ’ =æ’(æ’)}= signe [d’ ], cette relation portée
dans (32) nous donne '

i{ æ=r(x)+ r‘(æ)
} :: i{ x=r(æ) + :1;’ } signe [d’].

Or, quand le paramètrelc varie de o à 1 , la solutionde l’équationæ=kæ(æ)+æ’
reste unique et son indice reste donc constant; pour [:= o cet indice est + 1

(n° 77a); donc i‘{ a: = w(x)+ m’ } = 1 . Il vient i{ x=æ(æ)+æ*(æ)} : signe [d’].
En résumé :

Coaonumz 27,. — Soit une équation de Fred/wlm, mise sous la forme (34), les
conditions (35) étant vérifiées; définissons une représentation T’(æ') par la rela-
tion (33). Pour que (34) possède une solution unique il faut et il suflït que
æ’— 1:'(x’ ) représente topologz‘quementE* sur lui—même; l’indice de cette solution
unique est + 1 ou — 1 suivant que la représentationx’ — 1’ (se“) respecte ou ultère
l’orientation de E*.

CHAPITRE VII.
TRANSFORMATIONS.-

I . — Préliminaires.
84. Cuss1is n’uomo1.ocm DE (E>< E’).(lc>< E’). — Nous allons étudier les

classes d’homologie de (E ><E’).(lc><E’) en employant à nouveau et par
deux fois un raisonnement analogue à celui du n° 17.

Luna 42. — Soient deux espaces de Hausdorflbicompacts, E et__E’ ; soit le un
complexe de E à supports simples. Je dis que (E >< E’ ) . (k >< E’ ) a mêmes classes
d’homologie que [c >< E’.

Démonstration. — Soit MP une forme de (E>< E’).(lc>< E' ) telle que M"
appartienne à le >< E’ : cela signifie que

MP:2 L?!““(xr“ >< LW—q+r,,“)
n.r.m
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(les L'” étant des formes de E >< E’, les au… des éléments de k et lestL’P"q+"“
des formes de E’) et que

‘
MP=2 x,,p >< L’P+1—'»3.

r-B

Nommons poids Q de MP la plus grande des'valeurs prises par q; les térme's‘
de poids maximum de M? sontZ L°‘°‘.(æ… >< L’”“°”*“); chacun d’eux est mil”;

r,a ' ., ‘ ,i:i‘.'v 2 Apar suite
_ , ,

LG.“. |æraxL’P—W'v°|=o.

Supposons Q > o; en vertu de la généralisation du théorème 4 donnéeau-
° n° 22, puisque le:… |

est simple, le cycle L°’°‘ .|x… >< L’”Î°*"‘°‘| est homolOÿm
au produit du cycle unité de |a_:,,a| par un cycle de |L'”*‘*"‘“|, cycle.:{uælé-
lemme 23 (n° 48) permet de supposer du type N’”. |L'”"°”°‘|, N’” étant une
forme de E'; en vertu du lemme 22 (n° 46) il existe une forme N°“… de E >< E'

.

telle que '

| .; a…,u-…; _';U
(L°—°‘_ E° >< N’°»°‘-— N_O—m), |_æ… >< L’P—0+r-°‘ | :o; —

d’où, les . . . désignant des termes de poids inférieurs à Q, 'Ï;_ u _

w=Z N°-"a.(æ… >< L,,,_Q…) +- '=[Z N°“°‘ .,(ær… ><

m—°“'"]" "MQ-ü
r,a r,a

ainsi MP est homologue à une forme de poids Q — 1, . . . donc à une formed‘m
poidsQ=o. ' .‘ '_

'

.

Supposons donc que MP soit une telle forme de poids Q = ‘o_, _ w
MP=2 L°»°‘. (x…, >< L’P+"'°‘);

r,a
Ol'l & . .

L°r°‘. | x…; >< L'l'+l'v°‘
|
= 0;

soit K“ le cycle'uuitéde la couverture à laquelle L°*°‘ appartient; à tout point x’
de

| L’””’°‘| on peut attacher un coefficient A_IJ tel que ‘1(?         ’
| =AŒ'K°.|ærYŒ>< m’ |,

A . ne rend u’un nombre fini de valeurs et est constant sur chacune deSrcom—Îlx P q
posantes connexes de |L’”“»°‘ |; on peut donc constru1re une forme N'…“ de E'
telle que A_,_…æ’°= N’“*°‘.æ'; on a.

L°7°‘. |
l‘,—,a >< .z"

|
:: (E° >< N'o,a)'_

|
«J,-_“ >< m’] pour æ’e |

L’P+f»_“ |;
donc

_.

L0 et. (ær,a >< Llp+r,1): ær,a >< (N'/0,1.Llp+l-|Œ)’

MP=E ær,a >< (N“.LW“); '
”

I‘,“

MP est donc une forme de [: >< E'.
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Ainsi toute forme dont la dérivée appartient à I: >< E’ est elle-même homo

logue à une forme de Ic>< E’ . Le lemme 4“2 résulte immédiatement de cette
proposition.

'

’_Ô

'

Làuuis 43. —_—
[: >< E’ et E’ ont mêmes classes d ’homologie, lorsque k est le dual

d ’un. simpleæe.
’

Démonstration. —— D’après le théorème 35 tous les groupes de Betti de lc sont
nuls, sauf son groupe de Betti de dimension 0, qui s’identifie à celui des coeffi-
cients. on enqdéduit, par un raisonnement analogue à celui qui établit le
lemme 2, qùelès classes d’homolOgie de I: >< E’ sont les classes 1 >< Z'", les Z"'

_ étant les classes d’homologie de E’; on convient d’identifier les classes d’homo—
logie 1 >< Z’” et Z"’.

Les lemmes 42 et 43 ont la conséquence suivante :

Lama 44. — Si k est dual d’un simpleæe abstrait, si les supports de k sont des
ensembles fermés et simples de points d’un espace de Hausdorfl' bicompact E et
siE’ est un second espace de Hausdorfi’ bicompact, alors (E >< E’ ).(k >< El ) et E’
ont mêmes choses d ’homologùe.

Il. — L’homomo’rphisme «p (ZP.O) associé à une équation
dépendant d’un paramètre.

85. DEmmxoræ DE «P(Z".O). — Soient un espace convexoïde simple E, un
espace topologique E' et une représentation dans E, E(æ, æ’), d’un ensemble
fermé de points de E><E’; ce paragraphe Il étudie, par les procédés de la
topologie algébrique, l’équation d’inconnue a:, dépendant du paramètre a:’

(37)
'

æ'=a<x, æ'>.

Soit S l’ensemble des points au >< x’ de E >< E’— qui vérifient (37). On constate
aisément que S est fermé. Soit ul;(æ, x’) la projection de S sur E’ (c’est-à—dire
la; représentation qui transforme le point ce >< x' de S en le point x’ de E'); on
constate aisément que 4J(F) est fermé, quand F est un ensemble fermé de points
de E >< E’.

Étant donné un ensemble ouvert 0 de points de E >< E', dont la frontière Ô
appartient au champ de definition de E(æ, æ’ ), nous allons associer à l’équa—
tiony(37) un homomorphisme transformant tout pseudocycle (Chap. IV,

@ IV)
ZP'de 0 en un pseudocyle ul;(Z”.O) de E'— $(Ô). Cet homomorphisme sera
apparenté à la notion d’indice total [n° 88, b, (56)]; sa définition sera calquée
sur la définition (26) et non sur la définition (8) de i(L”).

Nota. — Nous aurions pu, en compliquant nos conclusions, supprimer
l’hypothèse que E est simple, à condition de nous restreindre au cas où 0
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appartient au champ de définition de E(æ, m’); mais, pour les applications du
Chapitre VIII, il est essentiel d’éviter cette restriction.

La définition de \l)<Z”. 0) sera la suivante : Soit B’ un ensemble normal et
bicompact de points de E’—t{;(Ô); on a Ô.S.(E>< B’)=o; le lemme 40
(n° 79) nous permet de construire une couverture simpliciale K de E dont les
éléments X‘l’B aient pour supports des ensembles U vérifiant la condition
(38) O.Ë<|Xq»fii>.(læq,pl>< B')=o,
les æq,3 étant les éléments du dual k de K. D’après le théorème 12, K est un
simplexe et k a—des supports simples; en vertu du lemme 41, il existe des
formes f,(æq,p) de lc qui vérifient la condition

(25) [Z X‘ï'l3
><f,(æ,,,p)] =2 X‘ï»3 >< æq,f3 —- K° >< æo,o.

(7,5 413

Le n° 26 nous permet de construire un élargissementC de Ô. Ë(K) ayant
les propriétés suivantes :

C est une couverture de la fermeture V d’un voisinage V de Ô; le sup—
—4port |Y”*| d’un élément Y‘1’3 de C contient un voisinage de Ô. E(|X”’|);

(39) - |Yv»61.(|æ,,p|xB')=o.
D’après le lemme 23 on peut trouver une forme LP de E >< B’ vérifiant les

conditions '

(40)ZP.(E><B').(O—V.O)wLP.(O—V-O>; 1Lpic0+V; IMC"-
;Envisageons l’expression, analogue au second membre de (26),

(41) LP.[œo,o >< B’°] + (— 1)PHE I4P.Y‘7rl3.[fl(æq,p) >< B’°];
%3

puisque |LP|cV et que C est une couverture de V, L”.Y“3 est une forme
générale de E >< B’ (n° 71) : (41) est une forme générale de (E><B’).(ka’);
compte tenu de (25) la dérivée de cette forme est2 L”.Y9'p.[æq_p >< B’"], qui

4,13

est nul d’après (39); (41) est donc un cycle général de (EX B’).(k><B’); '

d’après le numéro 71 et le lemme 44 un tel cycle appartient à une classe
d’homologie de B’, déterminée sans ambiguité, que nous nommerons
$(ZP, O, B’, K, f, , C, LP). Le numéro 86 prouvera que cette classe est indé—
pendante du choix de K, f,, C, LP, fait qui nous permettra de la désigner par
le symbole Q)(ZP, O, B’). On voit aisément (lemme 15) que

+(Zp, o, u>…«p<z», o, B').b' si b'cB’;
\P(Z”, O, B’) est donc l’intersection par B’ d’un pseudocycle de E' , que nous
nommerons <.]J(ZP. 0)

“Hz”; 0; B') "' ‘P(z”-O)-B'—
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Du fait que (41) est linéaire en L'” résulte que, si Z"»‘ et Z” sont deux pseudo—
cycles de 0, on a '

\P[(A1Zp’i+ A2ZP’2‘).O] N A1EP(ZP’1.0) + A2+(Zp’2.0);

\];(ZÆO) est donc un homomorphisme; il ne respecte pas en général la loi
d’intersection [par exemple la formule (56) nous donne

‘P(0°)-‘P(Ü°) … l'(0) 4*(0°) et non … 4‘(0°)l-

En résumé l’hom0morphismeMZ". 0) sera défini par la relation 
Un) +<ZP.O).B'N Wæ».« >< B'°J+<—1>PHZ °L”-Y"’B-[fi<æq,s> >< B'°]

%?    
dans (E >< B’).(Ic >< B’).

86. JUSTIFICATION DE LA DÉFINITION DE $(ZKO). — a. Indfiéœnce du choix
de LP. —— K, f,, C et par suite V étant supposés choisis, soient LP et L*”
deux choix de LP; nous voulons prouver que

\P(ZP, 0, B'» K;fn C» L”)NkP(Z”, O, B', K:f1; C, L‘”)-
Nous avons

(LP— UP).(O — V.O) … o;

d’après le lemme 22 (n° 46), il existe donc deux formes de E >< B’ , L"*1 et l",
vérifiant les conditions

Lp_m= Lp—f+1p, [LP—1|CO+V, |lPICV;
d’où ,

_

uÿ(Z”, O, B’, K,fl, C, D’) —$(ZP, O, B', K,fl, C, L‘?)

N (LP—1 + lP)_[æo’o>< B'°] + (— 1)P+12ÎP,Y%B,[fl(æq,g) >< B’°];
«LB

or
.Lp°l.[æo,oX B'°] ={ Lp—i.læo:o >< B'°] }- … 0;

donc
+(Zp, 0) BI: Krfh Ca LP) _ $(Zp} 0: BI: K7f1r C) Lip)

… lP-[xo,o >< B’°]+ <—1>P“2 iP-Yq'B-[fl<æq,s> >< B'°]

  

_,
q’p

.= (- …… {2 ,_,,,,_…,fi) x B…
tm>

,

+lP. wo,o>< B'°+ EYq’p—[fi(xq,fi) >< B'°l
}«I»?

’
_î

%

N
lp.3ŒoyoX

B’°+
 
2 Yq'B-[f1(æq,fs) >< B’°]'
%? l
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[ce calcul est légitime parce que [P. Yq'r3 est une forme généralede E >< B’, vu la
relation ]l"lc V]; d’où, en tenant compte de (25),

$(ZP, O, E’, K, f… C, U”) — $(ZP, O, B’, K, f,, C, L‘P) NZ IP.Y%B.[æ,,,pX B…],
…3

or le second membre est nul d’après (39).
,,

b. Indfiérence du choix de l’élargzäsement de C. -— K et }, étant supposés
choisis, soient C et C* deux choix de C; on peut trouver un troisième choix
0 de C qui soit un rétrécissement des deux précédents; choisissons LP tel
que @(ZP, O, B’, K, f,, 0, LP) soit défini; on a, d’après le lemme‘lä (n° 27),

4J(ZP, 07 BI7 K: fi: c) LP) "’ tP(ZP, 0; BIJ K} f17C7 LP)
et

MZ”, 0; B', K;fn 0; L”) … EP(ZP, O, B', K,fn C‘, L”);
d’où cm, 0, w, K,_f,,C,LP) … q.<7.p, 0, B’, K,f., (:*, LP). c.q.p.n.

c. Indiférence des choix de K gif,. — Puisque 41(Z”, O, B’, K, f,, C, L”)
ne dépend ni de C ni de L", nous écrirons <lJ(Z", O, B’, K, f,) au lieu
de la];(Z”, O, B’, K, j,, C, LP). Nous allons prouver que Ll)(Z", O, B’, K, fl)
est indépendant des choix de K et de f, par un raisonnement analogue à la
démonstrationdu lemme 33. Soit K* une deuxième couverturesimpliciale de'E
dont les supports sont des ensembles U; K.K* est une couverture simpliciale
de E d’après le lemme 29; K. K* apour supports des ensembles U; construisons
le dual de K. K*: l’élément non nul X" 3 X.*’ Y a pour dual l’élément æ,_,,,pdont
le support est |x,),__,,.«, | =læq3l. læ;, [; soit la l’élargissement du dual de K. K*
dont l’élément y,,,_,,,p correspondant à x,,,;,,B a pour support

| y,,Y_,,B|_ l%.Bl'
D’après le théorème 12, K et K.K* sont des s1mplexes; conformément au
lemme lil, soient _f,(æq,3) et g1 (y,,,,_«,)des formes de lc et de h vérifiant les _

relations

thfi %?
.

43)
|:
2 X‘ÏY$. X*r,Y >< g1

(y"»‘{âflwl3)]
: 2 X'Ï’fi. X*r»Y >< )'r_Y;I/,B— K°_ K'0 >< yo,o;.’o.

q’16’rlY 'I:pfl'»Y

On peut construire des élargissements C et C* de Ô. ?(K) et Ô . Ë(K*) pos—

sédant les propriétés suivantes : C et C* sont des couvertures de la fermeture V
d’un voisinage V de Ô; le support lY"*"| d’un élément Y"’B de C contient un
voisinage de Ô. Ê’( [X’3 |); le support lY*’Y| d’un élément Y*’Y de C* contient
un voisinage deÔ. E ( |X*“Y]) Y‘73. Y*"Y—_oquandÔ. E(X""). E(X*”T)=o;
enfin C vérifie (39).

Soit LP une forme de E >< B’ vérifiant (40); les relations (39), (40) et (43),
le numéro 71 et le lemme 44 assurent l’existence d’une classe d’homologie Z’P
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de B’ telle que

(44)
.

L”-lyo,o;o,o >< B'°l + ("‘ 1)"+’ 2 ’“p°Y”B°Y"’Y-läU’wwfi)>< B'°l "' ”'
v.BmY

dans (E >< B’).(lc >< B’).
D’une part, puisque |æ,‘)mp|c|yrmqfil, en vertu du lemme 15 (n° 27), on

déduit de (44) la relation
U.[Œo,o;o,o >< B…] + (— I)p+’ 2 LP.Y'/’B.Y*r’ï.[g1(Œr,Y;q,p)X BIO] N ZIP

. .
r/, ?, r',Y

qui exprime que
(45) $(ZP, O, B’, K.K*, gi) N Z’P.

D’autre part projetons (n° 75) h sur A‘; les homologies (43) et (44) se trans—
forment en les suivantes, où les hl(ærm,p) sont des formes de k

(46)
[ 2 X”rl‘.X*"»Y><

hi(ær,ïrlfi)] =2 X'h.8 >< x,,,p — K°.K*° >< av…,

%BfläY " 1716

(A7) LP.[æo,i >< B'°] + <—1>PH 2 LP—Y"’°-Y*"Y-[h«<æ:-……e) >< B’°J … ze;
q,$,rn{

on peut trouver une forme !1 de ]: telle que Ïi=aco,0——æo,1 [car æ0_omxo,i
d’après la formule (29) du n° 51]; en retranchant membre à membre (25)
et (46) on constate que

2 X‘PB_ X*rfi{ >< h1(æ'\Y;V—fi> —2 X'Ïrpxf1(æq,p) -— K° >< [,
q)Bir’Y que

est un cycle de (K. K*) >< lt; puisque K.K* est un simplexe, ce cycle est homo-
logue à un cycle de lc de dimension 1 (lemme 2, n° 4), donc à zéro, puisque [:

,
est le dual d’un simplexe (n° 55); d’où

Z Y‘ï’B.Y*"*Y >< h1(w,.,Y;,,,g) NE Y'I’3 >< f1(xq,3) + V“ >< li;
’Ï»B»"iY 'Ïrl3 ’

cette homologie portée dans (47) nous donne

L”.[æo,1 >< B'°] + (— 1)/)+1ÎJJ.[l1 >< B’°] + (- 1)P+1 2 LP.Y‘I»£*.[fl(@,,5)>< B'°] … Z’fl,

_ th
c’est-à—d1re

Lp.txo.o >< B…] + <— x)?“ E L”-Y”'5-lfi(æp.fl) >< B'°] … Z
.

q» 3
c’est—à—d1re

(48) L[J(ZP, O, B’, K,fi)NZ’I”.
De (45) et (48) résulte la relation

KlJ(_ZP, 0: BI, K-K*y g1)NLP(ZP, 0» BI: K:f1)

qui prouve que $(Z‘g O, B’, K, fl) est indépendant des choix de K et /1.
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 30
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87. PROPRIETES DE $(Z".O). — (1. Soient 0, des ensembles ouverts, deux à
deux disjoints et en nombre fini, de points de O; supposons que 6 ——20.
appartienne au champ de définition de E(æ, æ’). On n’altèrc pas la définition.
de QJ(Zp.O). [E'-@(Ü—EOH quand, dans les raisonnements {les

et

numéros 85 et 86, on substitue 6 +20, à Ô et2 L"*°‘ à L”, L'“°‘ étant une

forme de E >< B’ vérifiant les conditionË
“ ’

.,

(!…) ZP.(E >< B').(oa—î.o.)œvaæ(O.—V.Oa); le'“lcoa+ V: lU'“|<V-
D’où
(49) 4»(Z"-0

)[E’—v<0—20>]N2w(Z/'.Oa).[E'—t(ô—2(L)]."
b. En supposant tous les 0, vides, nous obtenons en particulier la propo-

sition suivante:
E(Z". O)œ 0 quand 0 appartient au champ de définition de E(.r,ææ’ ) et

que 0 ne contient aucune solution de l’équation æ—__ E(æ, a:'.)
Cette proposition résulte également de (_ 52).

c. Supposons E(æ, æ’) défini en tout point de 6 ; on peut alors définir
:];(Z". 0) par les relations plus simples que (40) et (42)

‘

ZP.(E >< B’).Ù … LP.Ô; |LP|CO+ v;
.

_
g, .

‘l/(Z"-O)- B' … L”—[$o,o >< B’°] + (— 1)”*’Z LP-E(X"’B)clfi(æq.ô) >< B'°l;
'Ï»B

’

d’après (25) cette dernière relation peut s’écrire

(50) i(ZP.O).B/…2LP.Ë(XvÆ) .[æ.,,p >< B’°];
'I»$ ,.

_. ——i .
.

or, d’après le lemme 40, 2 O. E (|X”=3
]
).[

| x,,,{,l >< B’] est arbitra1rement
:$

voisin de O. S. (E >< B’),S étant l’ensemble des points au >< æ’ de E >< E’ qui
vérifient l’équation æ——_ E(æ, œ’;) par ailleurs Ô. S. (E >< B’ ) est vide; on peut
donc se contenter d’assujettir L" à la condition suivante : LP est une forme
de E >< B’ telle que
(51) Z”.O.S.(ExB’)mLAO.S.(EXB'} dans O.S.(EXB’).

Il en résulte ceci
'

(52) ‘l)(Z”"-0) … \l/(ZP’2-O) quand ZP,1.D.S … ZM.O.S

et que 6 appartient au champ de définition de E(æ, æ’).
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.Choisissons0 == E>< E’; tout pseudocycle de E >< E’ est du type E0 >< Z'P,

Z’P étantunpseudocyclede E’; choisissonsL”.— E° >< (Z….B’); (42) se réduit à

(53) ‘P[(E°XZ’P)(EXE’)]NNZ’P-

(3. Z"1 étant un pseudocycle de E’ , pour calculer &lr[( E0 >< Z”). Z". 0] il suffit
de remplacer dans le second membre de (42) L" par (E°>< Z"’).LP; il vient
(54) '

+[<E° >< z'v>.ZP.0] … i'r.+<ZP.O_>,

en_ particulier .

'

cu5> . -«M<E° >< z'v>.0] … z'v.+<0°>.

Le théorème suivant récapitule les résultats acquis :

THÉORÈME29. — Soient un espace conveæoi'de simple E, un espace topologiqueE’
et une représentation dans E, E(æ, æ’ ), d’un ensemblefermé de points de E >< E’ .

Envisageons l’équation
(37) æ=E(-fi: æ’)-

L’ensemble S des points :» >< æ’ de E >< E’ qui vérifient (37) est fermé; F étant un
ensemblefermé quelconquede points de E >< E’, la projection \];(F) de F. S sur E’
est un ensemble fermé. Soit 0 un ensemble ouvert de points de E >< E’, tel que
E(æ,xæ’) soit défini sur Ô; (40) et (42) [ou (51) et (50) lorsque E(æ,æm’) est

_ défini sur 0] assoczent à l’équation (37) un homomorphrsme kIJ(Z”. O); cet homo-
morphz}sme transforme les pseudocycles Z" de 0 en pseudocycles de E'.— 41(O)

[sans respecter la loi d’intersection]; <.1r(Z”.O) n’est pas altéré quand on modifie
la définitionde E{æ,æ’) hors de Ô. Supposons que 0 appartrenne au champ de

definitiondeE(æ,‘xx’).onau]r(Z"" .O)NQJ(Z'” .O)quandZ'” ..O SNZP ‘ ..O S;
en :particulier tl)(Z”.O)NO quand 0 ne contient aucune solution de l’équation
x= E(x, x’). Si les O,, sont des ensembles ouverts, deus: à deuæ disjoints et en

nombre fini, de points de O, et si E(œ, æ’ ) est definisurô ——E O,, on a

’

<t<ZP.O>.[E'—Æ<Ù—Ë0a)] NE
+<ZP.O.>.[E'— t<Ü——ZO.)].

Si Z"1 est un pseudocycle de E’, on a

_
4r[(E°x Z'?).(E >< E’)] … zur; «H(E°>< Z’?).ZP.O] '… zm«s<z:æo

$[(E° >< ZW)-0] N Z"’—\P(0°)—

88. CAS PARTICULIERS. —— a. 1Rétrëcissementde E’. — Si l’on remplace E’ par
e'ÇE’, alors ©(Z'üO) devient LI)(Z".O).6’.

17. Cas où E’ ne contient qu’un point : relation entre xlr(O°) et l’indice
total. «— Supposons “E' réduit à un point; identifions E><E’ et E; posons
€(æ, a;’) = E(æ); soit 0 un ensemble ouvert de points de E tel que Ô appar-
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tienne au champ de définition de E(æ) et que Ô ne contienne aucune solution
de l’équation a:: E(æ). Soit L° une forme de E telle que

|
L"

|
: 6, IL“ \ = Ô

et que L°.O=O° soit un cycle unité de 0; les relations (50) et (8) nous
donnent
(56) 4»(O°) … i(O)E’°.

Si, au lieu de supposerE(æ) défini sur Ô , nous le supposonsdéfiniseulement
sur Ô, i(O) n’est plus défini, mais &lJ<O°) l’est toujours; il est naturel de définir
alors i(O) par la relation (56). En d’autres termes : les raisonnements de ce
chapitre—ci permettent de compléter le théorème “2.8 en définissant i(O) quand E
est simple, que Ô appartient au champ de définition de E(æ) et ne contient aucune
solution de l’équation x: E(:v).

c. Désignons par &IJ* la projection et l’homomorphisme associés à l’équation
(57) Œ=E(—% n(æ”)),

où n(æ") est une représentation dans E’ d’un troisième espace topologique E” ;
posons n(æ >< w”) = x >< n(æ”); je dis que

——1

(581) t*(n(æxw'))=ï(+(æxæ'));
(582) ut*G‘<ZPŒ<O>) …Çf(o(zp_o)).

Démonstration. — (581 ) est évident; (582) s’obtient en transformant par irj les
homologies(40) et (42).

d. Supposonsque E(æ, x’) = E(æ’) soit une représentation de E’ dans E; je dis
que <ls(Z". O) est la projection sur E’— :};(Ô) de l’intersection de ZP par 5.0,
S étant l’ensemble des points E(æ’) >< æ’.

Démonstration. — Supposons (.!)(Ô) vide, comme (a) nous y autorise.
Soit Z’” la projection de Z". S sur E'. Nous avons Z". S N (E’ >< T'”). S dans S;
donc, d’après (52), ,

.

@(Z/‘.O) … dg[_(E°>< Z’fl).(E >< E’)];

d’où, en tenant compte de (53),
$(ZÆO) … Z’P. C.Q.F.D.

III. — Equations définissant le même homomorphisme+ (ZP.O).

89. RÉTRÊCISSEMENT DE E. — Definition. — Soit e un" sous—espace con—

vexoïde (78) et simple de E; nous nommeronsqJ(ZP.O.e) l’homomorphisme
que nous obtenons en remplaçant, dans le paragraphe H, E par e, 0 par O.e
et Z" par Z”.e.
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THÉORÈME 30. — Sie est un sous—espace conveæoi‘de de E, si e est simple et si

E(e)+E(Ô)Çe, alors $(ZP.O)œ$(ZP.O.e).
Démonstration. '—- Le raisonnement du n° 86 0 reste valable quand K*,

au lieu d’être une couverture simpliciale de E dont les supports sont des
ensembles U, est une couverture simpliciale de e dont les supports sont des
ensembles a, si du moins E( Ô) C e. La conclusion de ce raisonnement

x.}:(ZP, O.e, B’, K.K*, g1)rv $(ZP, O, B’, K,fi)
signifie que dans ces conditions

4»(ZP.O.e) … +(ZP.O).

90. L’uomouonvmsmsDÉFI… un a: >< w'= E(æ, æ’, x” ) >< E’(x, æ’ , œ”).

THÉORÈME 31. — Sozent dense espaces conveæoides simples E et E' et un espace
topologique E”; soient E(æ, x' , œ”) et E’ (a:, x', se”) deuæ représentations, dans E
’et dans E' , d’un ensemble fermé de points de E >< E’ >< E”. Soit 0 un ensemble
ouvert de points 'de E >< E' >< E”, dont la frontière O appartient au champ de

définition de E et E’. A l’équation æ>< æ’= E(æ, m’, a:”) >< E’(æ, æ’, ce”) est
associé un homomorphisme 1P'(Z".O) de l’anneau des pseudocycles de 0 dans
l’anneau despseudocyclesde E” —— ‘F( Ô ). Je dis que cet homom0rphisme ne change
pasquandon remplace E’(æ, æ’, æ”)par une autre représentation de 0 dans E’
qui est égale à E’(œ, x’, x”) en les points de 0 où a: = E(_æ, m’, a:”).

Démonstration. — La relation (42) qui définit 1P'(Z".0) peut être choisie du
type suivant, où Y‘L3 et Y'mr sont les éléments d’élargissementsconvenables C

—l . —1
_

et C’- de-Ô . E(K) et O . E'(K'), K et K’ étant deux couvertures convenables
de E et E’ : .

(59) lF(Zl”.O). B” N LP. [æo,o >< æ.',,o >< B”°]
+ (_ I)p+1 2 Lp.Yll—’Y.Yq—.À3.[fi (“’t/@ X œl‘»Y) X BI/OL

(LB—r,“:

les 4 x ><æ' étant des formes du roduit Ii>< lc’ des duals de K et K’‘M3 M P
telles que
(60)

[ 2 X'”! >< X'I’B ><f,(æ,,@ ><
æ;.,Y)]

_

q,BJ‘,Y

=.— 2 X’M’ >< X%3 >< æ,,_p >< ælryY—' K’° >< K° >< xo,o >< æ3’0,

QIB»"»Y "

Soient f,(æqyp) et fl(æ',fi) des formes de k et k' vérifiant les relations

(25)
'

[Z _X«n8
><fl(Œ,,,e)] =2 Xv-B >< xq,5 _ K° >< x…

.
qap ‘- 7,6

(W)
[Z ;… ><

fl(æ'…>] =2 x… >< x'…Y — K'° >< xt…
«LB n‘.’
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on déduit aisément de (25) et (25’ ) que (Go) est satisfait par le choix suivant
de f,(æq,_@ >< {”I/w) : .

lfi(æ,,_pxæh,,)=æ,,fi><fl(æ}y,) si r>b,
6( " U:<æ:.p >< w:..) =m ><f1(æ8,y)+f1(wq.p) >< æ:…

(59) peut donc être mis sous la forme
(62) W(ZP.O).B”… LP.[æ.,.xæ3…xB”°]

+(—1)p+1 2 Lp.Ya»fi,[f.(æ,,;;) ><æ3,.x
B"°_|

fl?

+<—1>PH 2 ……… [quXfa(wî—Y)XB”°J
4…BfY

dans (EXE’xE”).(kxk'x B”).

Soit S l’ensemble des points de EXE' ><B” en lesquels œ£;E(æ, a.", d’);
puisque par hypothèse B".LIJ(Ô) t 0, on a x' ;£E’(æ,— x’, a:”) en mm: point
de 8.0. Le lemme 40 nous permet d’effectuer les choix suivants de C et C' :

—.1 ’ .

C’ sera, non plus un élargissement de Ô. E’(K’), mais un élargissement
de S. Ô. E’(K’) satisfaisantaux conditions suivantes:

C’ eSt nue coüVerture de la fermeturev d’un Voisinage 'v de 8. Ô,
|
Y"T

| contient
un voisinage de 5. Ô. E’(\ X’“Y |);

[Y'rY].(|æ;,,1xE'x B”)=o.

C sera un élargissement de Ô .Ë(K) satisfaisant aux conditions suivantes :

C est une couverture de la fermeture Vd’un voisinage V de Ô; |Y“’| contient
un voisinage de Ô . Ë’î(l XL? |);

gws |_(]x,,,p| >< E’>< B”)Cv.

LP satisfera aux conditions (/o).
De l’ensemble de ces conditions résulte que le second membre de (62) est

encore un cycle général de (E >< Ê’><><B”). (lc >< k’>< B”); le lemme 15 (n° 27)
permet de prouver que ce cycle appartient à une classe d’homologie de B” indé—

pendante du choix de C’ et que la relation (62) vaut encore: nous obtenons
ainsi une définition de 1F(Z". 0) qui n’utilise pas la définition de E’(æ,æ’ ,æ”)
hors de l’ensemble dès Solutions de l’équation {I:—_-—+ E(æ, æ’, œ”)

(1. Q. F. D.

THÉORÈME 32. — Soient deux espaces conveæoz‘des simples E et E’ et un espace
topolozque E”, sont E(æ, æ’,ce”) une représentatzbn dans E d’un ensemble ferme
de poznts de E >< E’>< E”, soit E’(a: x") une 7…epréseñtatzondans E’ d’un ensemble



SUR LES ÉQUATIONS ET ms TRANSFORMATIONS. 239

fermé de points de E’ >< E” . Les symboles «[», q.' et ‘F conespondantrespectivement
auæ troie équation:

æ=:£(æ, m', x"), æ’“£’(æ’, se”) et x >< æ’=ä(w, x’, se”) >< E_’(æ’, a:”),

nousavons
(63) ‘F(F)=4fl(uÿ(F)) [FCE >< E'>< E”, 6(F)cE'><><,E” ‘F(F) cE”,]
(64) W<Zm 0) … +'WZP0) [Ex E"— 4«(Ô)]}

(O est un ensemble ouvert de pomts de EXE’ >< E” tel que E(æ, œ’, x”) et
E'(æ’, x”) sozent définis sur Ô).

Démonstration de (63). — $(F) est la projecü_0n sur E'>< E” des points de F
où a:: E(æ, æ’,;æ”) Ll/[LIJ(F)] est la projection sur E” des points de $(F) où
æ’= E'(æ, m’, 33”); or ‘F(F) est la projection sur E” des points de F où
à}: E(æ, x’, x”) et æ’= È’(æ, m’, x”).

Démonstration de (64). — La relation analoguea (42) qui définit 1F(Z". 0)
peut être mise sous la forme (62) où les Y‘"B sont les éléments d’un élargis-
sement de Ü. E(K) et les Y"? les éléments d’un élargissement de Ô. E’(K)’.
POSÔDS

MP.—: LP.[æo,o-x E'°>< B”°] + (— 1)fiiZLP,YWB,[fi(æ,3) >< E’0 >< B”°].
. q,

_8

En vertu de la définition de 41(Z"0) nous avons, V étant un voisinage
de $(Ô),
(65) 6(ZP.O).(E'X B”).(E’x E”- V) … MP.[E >< (E’>< E”—- V)].

D’autre part, puisque .'

MP: 2 LP.Y(I»B_ [æ‘l»3 >< Elo >< Buc],
%?

la relation (62) peut s’écrire
‘F(ZP.O).B” … MP.[E0 >< x3,. >< B”°] + (_ ,)…2 MP.YM.| E° >< f. (mL...) >< B”°]

et la relation que nous voulons établir, (64),s’écrit
(66) q.'{ +(ZP.O).[E' >< E”— +(ô)] ‘) … MP.[E°>< æ.;_.>< B”°]

+ (- ,)…2 MPY’w |E°xf,(m’…_,) >< B”°].

Le système (65, (66) est analogue au système (40), (42) appliqué à la
définition de &lo' <.1)(ZRÔ).[E'XE”— KIJ(Ô>]}Z la seule difïérenœ entre ces

eux systèmes est que MP, au lieu d’être une forme de E' >< B" est une forme
generale de (Ê>< E'>< B”). (I: >< E' >< B”), il est encore possible, malgré Cette
différence, de définir 6'{6(zfl.0).[E'><E"—41(Ô)]) par le système (65),
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(66) car le raisonnement du n° 86 a et le lemme 22, sur lequel s’appuie -ce
raisonnement, restent valables quand on substitue à la notion de forme de E
celle de forme générale de (E*>< E).(k*>< E), Ic* étant le dual d’un simplexe,
les supports de k* étant des ensembles fermés et simples de points de E*.

IV. —— Application aux transformations.

91. TRANSFORMATIONS ET HOMOMORPHISMES ASSOCIÉSA CERTAINES ÉQUATIONS.— Soient
un espace convexoïde simple T et deux espaces topologiques E et E’; soit
cp[t, x’] une représentation de T >< E’ dans E; soit T(æ) une représentation
dans T d’un ensemble fermé de points de E; nous allons étudier l’équation
(67) Œ=°Plf(x)yx'l
par l’intermédiaire de l’équation
(68) t=T(<P[t>æ'l)

qui est du type (37).
La transformation 6(æ). — Étant donné un point x de E, en lequel T(Œ)CSt '

défini, nous nommerons 0(æ) l’ensemble des points æ’ vérifiant (67). Étant
donné un point æ’ de E’ nous nommerons —61(æ’) l’ensemble des points a:

vérifiant (67). Les conditions æ’eô(æ) et æeî(æ’) sont donc équivalentes.
Soit S l’ensemble des points t>< æ’ qui vérifient (68); soit a];(t, x’ ) la représen-
tation qui transforme un point t >< æ’ de S en le point æ’ deE’ . Nous avons

(690 …) =+(ë<æ>%
(692) 0(Œ’)=v(S-(Txæ’))-
Nous posons

6(e) =E 0(æ) et Îf(e'):2 Îi(æ').
:cEe æ’ec'

_1 '

Soit F un ensemble fermé de points de E; puisque <p est continue, <p (F) est un
ensemble fermé; d’après le théorème 29, «l) transforme tout ensemble fermé en

ensemble fermé; donc 0(F)=4)<Ë(F)) est fermé. Soit E’ un ensemble
bicompact de points de E’; T><B’ est bieompact; puisque 8 est fermé

(théorème 29) S.(T >< B') est bicompaet et par suite ÎÎ(B')= q>[S.(T >< B')]
est bicompact.

L’hommaphisme 0(ZP. O). —— Soit q; l’homomorphisme associé à
l’équation (68); soit 0 un ensemble ouvert de points de E; soit Z" un pseudo—

cycle de O; Ë(O) est un ensemble ouvert de points de T >< E’ ;Îpi(ZP-) est un

pseudocycle de ;(O); supposons c(æ) défini sur Ô; æ[cp(t, æ’ )] est défini-Sur
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l’ensemble Îpl(Ô) qui contient la frontière ;(O)‘ de Îpl(O); L]J[Ë(Z”).ë(0)]
est donc un pseudocycle de l’ensembleE’ — u];(ÿ(O)) qui contient l’ensemble

E’—41 <_qoi(Ô )) = E’— 0( Ô ); nous poserons

(7°) 6(ZmO>NtfË<ZP>Â<O>l[E'—0(0>]-

Les théorèmes 29 et 30 nous fournissent l’énoncé suivant :

THÉORÈME 29 bis. — Soit 6(æ) la transformation (en général multivoque)
associée à l’équation (67); 0(æ) transforme tout ensemblefermé de pointsde E en

un ensemble fermé de points de E’; ë1(æ’) transforme tout ensemble bicompact de
points de E’ en un ensemble bicompact de points de E. Soit 0 un ensemble ouvert
de points de E tel que T(æ) soit défini sur Ô; l’homomorphisme MZ”. 0) trans—

f0nne les pseudocycles de 0 en pseudocyclesde E’— Ô(Ô) [sans respecter la loi
d’intersection]; 0(ZP. 0) n’est pas altéré quand on modifie la définition de f:(æ)
hors de Ô, ni quand on rétrécit T en un sous-espace conveæoi'de et simple
contenant «:(Ô). Soient Ou des ensembles ouverts, deux à deux disjoints et en

nombre fini, de points de 0; si fl:(æ) est définisurÔ —2 0, alors“
‘ a

(71) 6(ZP.O).
[E'— e<ô—Z o..)] …2 0(ZP.O«).

[E’—_ e<Ù_2 o.)].
Si *:(æ) est defini sur 6 et si 6(O) est vide, alors 6(Z".O)œo. Si Z“! est un
pseudocycle de E, Z” étant toujours un pseudocycle de 0, on a

(72.) 0(Zv.E) …ÎP‘(zq),

….) e<zv.ZP.0> NÎÂ<zv>.e(zm0>,

(723) O(Zv.0) NÎpl<Zv).e(00).

Remarque 1. — Pour définir l’homomorphisme 6(Z”.O) il ne suffit pas de
donner la transformation 6(x) : il faut préciser à quelle équation du type (67)
est associé cet homomorphisme.

_1 —1
Remarque 2. —— Si 0(æ’) est une transformation un1voque, alOrs 0(æ’) est

une représentation (puisque 6 transforme tout ensemble fermé en un ensemble
fermé).

Remarque 3. — 6(æ) est une transformation univoque, si E et E’ sont des
espaces de Hausdorff ' et si E’ est bicompaot, alors Ô(x) est une représentation

—1
(car 0 transforme alors tout ensemble fermé en un ensemble fermé).

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 3, 1945. 31
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—92. CAS PARTICULIERS. — a. Rétrécùæment de E’. — Si l’on remplace E’ par
e’ C E’, alors 0(Z". 0) devient G(ZP. O).e’.

b. Cas où E’ ne contient qu’unpoint : relation entre 0(O°) et l’indice total. —
L’équation (67) se réduit alors à l’équation (27) x = cp[w(æ)]; soit i(O)
l’indice total de celles de ses solutions qui appartiennent à 0; si ft(æ) est défini

_

sur 0 et si 0 ne contient aucune solution, nous avons, d’après (56),-
(73) 0(0°)Ni(O)E'°.

c. Désignons par 0* la transformation et l’homomorphisme associé! à
l’équation
(74) æ=<P[T(Œ), n(æ”)];

où 1q(æ”) est une représentation dans E’
d’unquatrième espace topologique E’“-

nous avons, d’après (58),
(75.)

__

’

0*<æ)=%(û(æ)>

(75,) 6*(Zl'.0) NÎrÎ(0(ZP.O)).

d. Supposons cp(t, æ’)fi ç(æ') indépendant de t. —— Nous avons, d’après le
n° 88 d,
(761) 6<æ)=Ë(æt
(762) WRC) NÎÂ<ZP).lE'—ÎË(O)l

Le ChapitréVlll utilisera la généralisation que voici de cette proposition :

e. Supposons que le rôle de T soit joué par le produit T ><T' de deux
espaces convexoïdes, simples et homéomorphes; soit t'=t(t) une représenæ
tation topologique de T sur T’ ; supposons Ô défini par une équation

x=: q>[r(æ), t(r(æ)), m’],

telle que cp[t, t(t), x’]: <p’(æ') soit indépendantde t; je dis que

(770 0(æ)=Î?’(w),

(779) 6(ZP—0) NÎv’(ZP)-lE’—Îp’(Ô)l-

Démonstration. — (w.) est évident; pour établir (772) il suffit de rétrécir
T >< T’ en l’ensemble des points t>< t(t) : nous nous trouvons ramenés au cas d.

]. Cas où 6(œ) est une représentation de 0 dans E’ . — Nous supposons donc
T(æ) défini en tout point de Ô. D’après (69,)

S.(Ë >< x') C$(î(æ’));
d’où
<78> <E><æ>sÎp<O)cæ(6<x0fi)M<O)
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Réciproquement soit t >< y’ un point de ;(ï(æ’)). S.;(O). Posons
'

æ=cp[txy’]; æeO.

D’une part, puisque t ><y’e S, nous avons t= €(æ); d’oùy’= Ô(œ). D’autre
part, puisque t><y’ê$(ï(æ’)>, nous avons <p[t><y’ ]eî(æ’), c’est—à—dire

æêî(æ’ ), c’est—à—dire x’: 6(æ).
'

D’oùy’= x’ , c’est-à-dire

(79)
'

Î«Ë(W >.)8?p<0>>c<Exæ>…Sä><û>
De (78) et (7g)résulte '

Ïr‘(î<æ')).sîp‘<0> = (E >< x'>.s.Îë<0>;
si Z’” est un pseudocyclede E’ , nous avons donc

Îç’(Îî(Z/rz)).S.Ë@) … (E°><.Z’P).S.Ë(O) dans S.Ë(O);

d’O‘ù, d’après (52), Z" e'tahtpseudocycle de O,

+ [$(B‘<zw>).ï{<y>.3‘<o>] … +[<E° >< ZP>Ë<ZOË<O>1
' c ’est—à—dire, en tenant compte de (54) et (yo), 

 

_(So)_ _
.. 6[0(Z'V) .ZP. O] … ZH]. 6(ZP.O);

[ 
en particulier
(Sr) 6[Îï<ZP>.O] … Z'P.0<O°>.

95. LA TRANSFORMATION 6'(0(æ)) ET L’HOMOMORPRISME6’[6(Z”.0).<E’ —- 6(Ô ))].
— Nous utiliserons au Chapitre VIII la proposition suivante :

THÉORÈME 33. — Soient : trois espaces topôlogiques E, E’ , E”; deux espaces
convexoi‘des simples, T et T’; une représentaü'on <p[t, æ’ ] de T >< E’ dans E; une
représentation cp’ [t’ , x” ] de T’ >< E” dans E’; une représentaü'onT(æ) dans T d’un
ensemblefermé de points de E et une représentation f:’ (x’ ) dans T’ d’un ensemble
fermé de points de E'.

L’équation æ—_ cp[1(æ), æ’] définit une transformalzon æ'——_ 0(æ) et un
hoMäinbiphùbæ0(ZP. O);

l’équatzon x’_—— qa’ [T (æ’ ), a:” ] définit une trah.‘sforïnalïon x”=6’(æ’) et un
homomorphisme 0’(Z"”. O' ).

,_ Supposons que T' (0(æ)) soit une représentatzbn dans T’ du champ de definiü'on
de T(1D) (il n’est pas nécessaire de supposer que 0(æ) soit une r…,eprésentation)‘
l’équation æ= <p[T(æ), cp'["‘t (0(æ)), æ”]] défimt une transformationa:”: ®(æ)
et un homommphisme®(ZP. O). .
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Je disque
(821) 9(æ)=6’(0(æ));
(82,) @(ZP.O) … 6’[0(ZP.O).(E’—O(Ô))].

La formule (82,) est évidente.

Démonstration de (822). — Soient \IJ, LP” et <.l/ les homomorphismes qui sont
respectivement associés aux trois équations du type (37)

t=r(cp[t,æ’]), t=r(<p[t, cp’[t',æ”]]) et t’=r’(cp’[t’,æ”]).

Convenons d’écrire 6, O’, . . . au lieu de 0(Z".O), 0’(Z"‘.O’), . . ..
D’une part nous avons '

e … +”; et“ e' … qÆ' d’après la définition (70) et Îÿap … qÆ' d’après (58,);

d’où
— —1—1

(83) e'eNq/qrcp'cp.
' D’autre part u];’n]a* est, d’après le théorème 32, l’homomorphisme associé à

l’équation '

t X ll=T(cp[t,lcpl[tl,æ/l]]) X T'(CP'[t’, æll]);
OI‘

q/ [’
t’, .1:”] : 0(<p[t, cp’[t’, x”]]) quand t=r(<p[t, cp’[t’, œ”]]);

donc, en vertu du théorème 31, 4/<.1J* est aussi l’homomorphisme associé 'à
l’équation

t >< t’= T((p[t, cp’[t', æ”]]) >< r’(0(<p[t, <p’[t’, x”]]));
d’où, d’après la définition (go) de @,

——1 —1
(84) 9N‘P'“P’°P"P-

De (83) et (84) résulte la relation à démontrer : @N 0’0.

CHAPITRE VIII.
HOMÉOMORPHISMES.

94. ISOMORPHIED’ANNEAUX DE PSEUDOCYCLES D’ENSEMBLESOUVERTS DONT LES ENSEIBLES
COMPLÉMENTAIRESSONT HOMÉOMORPHES.

THÉORÈME 34. Sozent deux espaces topolog‘zques, E et E’ , et une famille T de
représentations topologz'ques (‘) t de E Sur E’ : æ’=tæ, æ=t"æ’. Supposons
que T soit un espace convexoz‘dc. Soit ”:(æ) une représentation dans T d’un

  
(1) Une représentation est dite topologique quand son inverse est une représentation.



SUR LES ÊQUATIONS ET LES TRANSFORMATIONS. 245
ensemble fermé F depoints de E; supposons que 0(æ) = "(x) se soit biunivoque
sur F. Je dis que F'= 0(F) est un ensemble fermé de points de E’ et que 0(æ) est
une représentation topologique de F sur F' .

Remarque. _ E et E’, F et F, 6(æ) et e'(æf)=_e‘(æ'), «($) et
T'(Œ')=T(Ü'(æ'))_’ jouent donc des rôles symétriques. Notons que
0I(æl)=Tl(x7)xl.

Démonstration. — æ’=0(æ) est la transformation associée à l’équation
—-1412: f:(æ)”' æ’ ; 6(F) est un ensemble fermé d’après le théorème 29 bis; 0(x'),

qui est univoque par hypothèse, est continue d’après la 2° remarqueconcernant
ce théorème.

THÉORÈME 35. — Adjoignons aux hypothèses qu’énonce le théorème 34 la
suivante. l’espace conveæoz“de T est simple. Alors l’anneau des pseudocycles
de O= E— F est ts0m07phe à l’anneau des pseudocycles de O’= E’— F’ (cette
isomorphie ne respecte pas en général la loi d’ intersection).

Démonstration.# Soient 0 (Z" . O) et 0’(Z"' . O’ ) les homomorphismes associés
aux deux équations .

x=r(æ)*’af, x'=1"(æ’)"æ.

Nous avons, d’après le théorème 33 [formule (82,)],
®(ZP.O) … 0'[6(ZP.O). O'],

O(ZP. 0) étant l’homomorph‘ismeassocié à l’équation
a:: r(æ)“°r(æ)æ”.

Or, d’après le n° 92 e [formule (77,)], oct homomorphisme ®(ZP.O) est
l’identité.— Donc
(85) 0f[0(Zp.0).0/J…Zfl.

Puisque E et E' jouent des rôles symétriques, nous avons de même
(85) 6[°'(Z"’-Û')-Ûl“71”-
Les formules (85) et (86) prouvent que 6(Z".O) et 6'(Z"'.O’) sont deux iso—

morphismes,-inverses l’un de l’autre, des anneaux des pseudocycles de O et O’
(A.—H. Anhang, I, g 1, n° 8, second critère d’isomorphie). 0. Q. r. 1).

Exemple (Théorème d’Aleæander) (A.-H. Chap. XI, @ 4, n° 2, coroll. II). —
Si E = E' est un espace euclidien, si F et F’ sont deux ensembleshoméomorphes
etEbicompacts (c’est-à—dire fermés et bornès) de points de E, alors les anneaux
des pseudocycles de O= E— F et O’= E’— F' sont isomorphes.

Démonstration. — f(x) sera la translation qui transforme un point de F en
sonjhomologue dans F’. -
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Contre—eæemple. — L’hypothèse que T est simple, donc plus généralement
l’hypothèse que l’homéomorphisme entre F et F’ est du type particulier
6(æ) = T(æ) a: sont indispensables, comme le prouve le contre—exemple
suivant :Sur deux tores E et E’ 011 peut tracer deux circonférençes F et F’
telles que O= E— F se décompose en deux domaines, tandis que O’=E’ .-F’
cOnstitue un seul domaine; le groupe des pseudocycles à 0 dimension de 0 a
deux éléments de base; celui de O’ n’en a qu’un; ces deux groupes ne sont donc
pas isomorphes. '

95.1NVAÊIANCE nu nomma. —'—— 'Les coefficients utilisés sèrônt"les entiers‘.
Adjoignons aux hypothèses des théorèmes 34 et 35 la suivante: soit D l’une
des composantes de 0; sur F + D, 1(x) est défini et 0(æ) _ c(æ)æ est biùni—
voque, donc topologique 0(D), étant connexe et étranger à F’, appartient à

l’une des composantes D’ de 0’. Si æ’ est un point de O’——— D’, nous avons
Ü(D).æ’=o, donc (th. 29 bis) Ô(D°.O).æ’.mo Si æ' est un point de D',
0(D.0°). a:’waæ’°, a étant un entier indépendant du choix de æ’ si, comme
nous le supposerons, l’hypothèse suivante est vérifiée (CC, 11” 61, La determ1—
nation des pseudocyclès‘a 0 dimension):

 

11. Deux points quelconques w’ et y’ de D’ font partie d’un même ensemble
normal, bicompact et connexe B' de points de D'

[En effet: si0(D°. O). B’rvaB’°,ona0(D°.O)æ’max’°etÔ(D°.O).y’rvay’.]
D’où 6(D°.O)NaD’°.

D’après (85) nous devons avoir a0’(D’°)mD°, ce qui exige m==_il-.
Donc
(87) 0(D°.O)wiD’°.

Si .x’ est un point de D’ nous avons donc 0(D°.O)Ïè"œix’°, eè°°qui %“
impossible si 0(D).œ’= o; d’où D’ÇÔ(D). Or 6(D)CD'. Donc
(88) 0(D) =D’.

En résumé l’hypothèse (h) a pour conséquence les relations (87) et (88).
Faire l’hypothèse (h) pour tous les domaines D’ de E’ revient à faire l’hypo—
thèse suivante :- E’ possède un système de voisinages tel que deux points
quelconques de l’un de 'ces voisinages peuvent être joints par un ensemble
normal, bicompact et connexe de points de ce voisinage (démonstrati6n
analogue à celle de A.—H., Chap. I, g 3, th. XX). D’après le n° 92 b

[formule (73)] (87) peut s’exprimer comme suit : si ce'eD’, l’èquatîot}x_— *(x)*‘ et" possède une solution isolée, dont l’indice est + 1.
Les résultats obtenus peuVent, en changeant de notati0ns,ss’énoricèr Commesuit:
THÉORÈME 36. —— Acÿ'oignons auæ hypothèsesdu théorème 34 la-suivanæcdeuæ

points quelconquesd’un domaine quelconquede E ou de E' peuventvém'joinnpar
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un ensemble normal, bicompact et connexe de points de ce domaine. [Cette
hypothèse est vérifiée quand elle l’est pour un sytème particulier de voisi—
nages.] Alors 0(x) représente l’mte'rzew de F sur l’intérieur de F’, la frontière
de F sur celle de F’,six’ est interieur à F’, [’ indice de la solution x de l’équation

_
x—w(x)‘x' vaut:t1.

Exemple (Théorème de l’invariance du,domaine de Brouwer)(A.-H., Chap. X,
5 2, th. IX). — Si E=E' est un espace euclidien et si F et F’ sont deux
ensembles homéomorphes et bicompacts (c'est-à—dire fermés et bornés) de
points de E, alors toute représentation topologique de F sur F' transforme
l’intérieur de F en l’intérieur de F’ et la frontière de F en la frontière de F' .

Démonstration. -—-— T(æ)sera la translation qui transforme un point de F 'en
son homologuede F’.
'

Centre—exemple. -— L’hypothèse, que l’homéomorpliismeentre F et F’ est'du
type‘particulier 0(x)=æw(x)x, est essentielle, comme le prouve le contre—
exemple suivant : E=E’ est l’espace de Hilbert, dont chaque point est une
suite illimitée de nombres réels (x,, x,, . . .) tels que xÎ+ xî+. . . converge;
cet espace est métrique, le carré de la distance des points (x,, x,, .) et
(y,,y,, . . .) étant (x,—y.)’+(x,—y,)°+. . .; la représentation topo-
logique

'
- -

. 6(x,,x,. ...):(0,x,,x;, ...)
transforme l’ensemble F des points vérifiant l’inégalité x: + xâ+. . .éI en
l’ensembleF' des points vérifiant les deux conditions.' x1 = 0, x“+ x9 +. ‘..él;
F et F' sont fermés; F contient des points intérieurs, tandis que F’. 11 en
contient pas.

96. GÉNÉRALISATION DE L’ALTERNM‘lVE DE FREDHOLM. — Definitions.— On nomme
espace topologique linéaire tout espace topologique E dans lequel on peut
définir la somme x+x’ de deux points x et x' et le produit ax d’un point x
par un nombre réel a, ces deux opérations étant continues et ayant les
propriétés suivantes. -

x+x’=x’+x; (x+x')+x”=x+(w’+x”); a(x+x’)=ux+ax’;
a(a'x): (aa’)x.

”On nomme segment joignant deux points x et x’ de E l’ensemble des points
ax+(1 — a)x’ où 0 £a _4 1 . On nomme convexe tout ensemble de points non
vide contenant le segment qui joint deux quelconques de ses points. On nomme
espace topologique, linéaire, à voisinages convexes tout espace topologique
linéaire possédant un système de voisinages convexes. Dans un tel espace :

LEMME 45. —— La fermeture d’un ensemble convexe est convexe.

LEMME 46. — L’intersectionde deux ensembles convexesest ou vide ou convexe.
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LEMME 47. — Tout ensemble normal bicompact et convexe est SIMPLE (en vertu
du théorème 6).

LEMME 48. — Tout ensemble c normal, bicompact et convexe est CONVEXOÏDE :

[D’après les lemmes 46 et 47 les ensembles fermés et convexes de points de e
constituent des ensembles U possédant les propriétés a, b, c, énoncées
au n° 76.]

Définition. — On nomme représentation linéaire homogène de E dans E
toute représentation æ(x) vérifiant les conditions

'

T(æ+æ')=T(æ)+ï(æ’); r(ax)=ar(x).
LEMME 49. — Toute transformation linéaire homogène transforme un ensemble

convexe en un ensemble convexe.

M. Schauder a rattaché l’alternative de Fredholm au théorème de l’inva—
riance du domaine; par ce processus nous allons déduire du théorème 36 une
généralisation de l’alternative de Fredholm.

COROLLAIRE 36. — Soit E un espace topologique, linéaire, à voisinages convexes.
Soit T(Œ) une représentation linéaire homogène de E en lui—même. Supposons
qu’il existe un ensemble ouvert 0 de points de E tels que ":(—0) fassepartie d’un
ensemble normal et bicompact B de points de E. Alors, ou bien l’équation
x= 1(x)+ x’ possède quel que soit x' une solution unique x, dont l’indice est: 1 , ou bien l’équationx = T(æ)possède une solution x # o.

Démonstration. — En effectuant une translation (‘) ramenons-nous au cas où
l’origine appartient à 0; soit V un voisinage convexe de l’origine; r<V>cWcB;
donc T =ÎVË est normal et bicompact; d’après les lemmes 49 et 45 T est
convexe; donc, d’après le lemme 48, T est convexoïde. Posons 0(x)=x— æ(x)
et supposons que l’équation x=æ‘(x) entraîne x=o; alors 0(x)=0(x’)
entraîne x=x’; 0(x) est biunivoque. D’après le théorème 36 0(V) est donc
un domaine D’ et, si x’ est un point de D’ , l’indice de la solution x de l’équa—
tion x= 1(x)+x' est i I. Si x_’ n’appartient pas à D’, on peut trouver un
nombre réel a tel que x’ & aD’ (a D’ étant le transformé de D’ parl’homothétîe
y=ax); il suffit de remplacer V par aV et D’ par aD’ pour conclure de
même : l’indice de la solution x de l’é ation x_= 1(x) +x’ est il .

(‘) Une translation est une transfo ÈN@\.» '—

       +y, y étant un point fixe.

fl\-—


