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Sur la forme des espaces topologiques

et sur les points fixes des représentations

( PREMIERE PARTIE D'UN COURS DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE PROFESSE EN CAPTIVITE):

Psar Jean LERAY.

- Préface.

L'exposé rédigé par M. J. Leray « Sur la forme des espaces topologiques
et sur les points fixes des représentations », est la premiére partie d'un Cours
de Topologie algébrique, appelé 4 faire quelque bruit dans le monde mathé-
matique. Le sujet est neuf et de grande actualité. Mais en dehors d’un livre
de MM. Alexandroff et Hopf, il n’existe encore aucun traité didactique sur ces
sortes de questions. Les prolongements de ces nouvelles théories, qui englobent
la théorie des équations, vont beaucoup plus loin que cette derniére : elles
comprennent toutes les transformations s’appliquant aux espaces topologiques,
moyennant une définition nouvelle des anneaux d’homologie.

M, J. Leray fait ici cuvre de grand précurseur; presque tout, dans son
exposé, est dd & son propre fonds; les procédés classiques étant en général
inopérants, il fait usage de méthodes personnelles, nouvelles et fécondes; il
parvient 4 éliminer, comme trop restrictives, la notion de groupes d’homologie
continue et celle des groupes de Betti, — groupes dont il retrouve d’ailleurs
incidemment les propriétés, comme cas trés particuliers de ses propositions.

La briéveté et la généralité des propositions qu'il oblient justifient
amplement I'intérét des notions qu'il introduit dans son beau travail, dont la
publication constituera pour la Science francaise un événement d’importance.

Il est presque superflu d’insister sur 'opportunité d’une telle publication :
on sait le renom de 'auteur, dont les nouvelles méthodes concernant les
dquations différentielles ou aux dérivées partielles, et les équations intégro-
différentielles, ont eu immédiatement un retentissement mondial. Ajoutons
que M. J. Leray, professeur 4 la Sorbonne, a écrit le présent travail en capti-
vité (il est encore prisonnier, détenu 4 I'Oflag XVII). Le travail actuel a regu
de M. Hopf, professeur & I'Université de Zurich (savant d’une compélence
notoire sur le sujet, )une adhésion enthousiaste, »

H, Viprar.

11 janvier 1944.
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Introduction.

Historigue. — La topologie est la branche des mathématiques qui étudie la
continuité : elle ne consiste pas seulement en I'étude de celles des propriétés
des figures qui sont invariantes par les représentations topologiques (*) : les
travaux de MM. Brouwer, H. Hopf, Lefschetz lui ont aussi (*) assigné pour
but ’étude des représentations (c’est-a-dire des transformations univoques et
continues) et des équations. Elle débute par la définition des espaces topo-
loglques ce sont les espaces abstraits dans lesquels les notions suivantes ont
un sens : ensembles de points ouverts et fermés, représentations. Elle se
poursuit par l'introduction de nouveaux étres algébrico-géométriques :
complexes, groupes et anneaux. On nomme topologie ensembliste la partie
de la topologie quin’utilise que les opérations suivantes : réunion, intersection
et fermeture d’ensembles de points; nous supposerons connu I'exposé qu’en
donnent les deux premiers chapitres de I’excellent Traité de MM. Alexandroft
et Hopf (*). On nomme topologie algébrique (ou topologie combinatoire) la
partie de la topologie qui utilise des notions algébrico-géométriques; notre
objet est la topologie algébrique, plus précisément la théorie de I’lhomologie
et ses applications & la théorie des équations et a celle des transformations.

La théorie de I’homologie a fait depuis quelques années un double progrés,
dont l'origine est le procede de détermination des nombres_de Bem des
espaces de groupes clos qu’a indiqué M. E. Cartan (*):

1

D’une part M. De Rham (%), en développant ce procédé, a identifié les
caractéres des groupes de Betti a certaines classes de formes de Pfaff; du fait
que les formes de Pfaff constituent un anneau résulte que ces caractéres
constituent eux-méme un anneau : l'anneau d’homologie. MM.: Alexahdel’,

Y

(*) Une representatnon topologique est une transformation biunivoque qui est contmue
dans les deux sens.

(%) Voir la conférence de M. H. Hopr, Quelques problémes de la théorie des représen-
tations continues (L' Enseignement math., 35, 1936, p. 334).

(*) Arexanprorr et Hoer, Topologie, I, Springer, 1935. Nous nous référerons fré-
quemment & ce Traité, que nous désignerons par l'abréviation A.-H. Il expose toutes les
notions dont nous aurons & faire usage.

(*) Sur les nombres de Betti des espaces de groupes clos(C R. Acad. Sc., 181, 1928,
p- 196-198); Sur les invariants intégrauz de certains espaces homogénes (Annales Soc.
polon. math., 8, 1929, p. 181-225); La topologie des espaces représentatifs de groupes
de Lie (L’Enseignement math., 8%, 1936, p. 177). ~

(*) Sur Uanalysis situs des variétés @ n dimensions (J. Math., pures et appl., 10,
1931, p. 115); Sur la théorie des intersections et les intégrales multiples (Commentarii
Math. Helo., h, p. 151); Relations entre la topologie et la théorie des intégrales mul-
tiples (L’ Enseignement math., 35, 1936, p. 213); Ueber mehrfache Integrale (Abhan-
dlungen Math, Seminar Hansischen Universitdt, 12, 1938).
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Kolmogoroff, Cech, Alexandroff (°) ont réussi a étendre la définition de cet
anneau d’homologie aux espaces localement bicompacts, puis aux espaces nor-
‘maux; si MM. Kolmogoroff et Alexandroff ont étudié simultanément I’anneau
d’homologie et le groupe de Betti, M. Alexander, par contre, a remarqué
qu'il suffisait d’étudier les propriétés de I’anneau d’homologie, celles du
groupe de Betti en résultant par dualité. Ce dernier point de vue sera le notre;
il a entre autres avantages celui de s’apparenter aux conceptions géométriques
de M. E. Cartan : on sait que 'anneau des formes de Pfaff (*) y joue un réle -
presque exclusif.

D’agtre part les résultats que fournit la détermination des nombres de Betti
des quatre grandes classes de groupes simples suggéra & M. H. Hopf une
étude (*) extrémement originale de I’anneau d’homologie d’espaces possédant
des représentations en eux-mémes d'un certain type; M. Hopf n’a appliqué
ses raisonnements qu’aux multiplicités orientables et fermées, espaces dans
lesquels le groupe de Betti s’identifie & I'anneau d’homologie.

Rappelons par ailleurs le développement de la théorie des équations et des
transformations : Les travaux fondamentaux sont ceux de M. Brouwer (voir

A.-H.); ils sont basés sur la notion d’approximation simpliciale et concernent
les pseudo-multiplicités. L’essentiel des résultats de M. Brouwer a é1é étendu,
par passages 4 la limite, aux espaces abstraits linéaires (*).

Mon dessein initial fut d'imaginer une théorie des équations et des trans-
formations s’appliquant directement aux espaces topologiques. J’ai da recourir
4 des procédés nouveaux, renoncer & des procédés classiques, et il m’est
impossible d’exposer cette théorie des équations et des transformations, sans,
d’une part, donner une nouvelle définition de I’anneau d’homologie et, d’autre
part, adapter les raisonnements cités de M. Hopf a4 des hypothéses plus
générales que les siennes.

Sommaire. — J'introduis, & c6té de la notion classique de recouvrement, qui
appartient a la topologie ensembliste, une notion beaucoup plus maniable,

(*) ALEXANDER, Ann. of Math., 37,1936, p. 698; Proc. Nat. Acad. U. S. A., 22, 1936;
KovLuocororr, C. R. Acad. Sc., 202, 1936, p. 1144, 1325, 1558, 1641; CFcn, Ann. of
Math., 37, 1936, p. 681; ALEXANDROFF, Trans. Amer. Math. Soc., 49, 1941, p. 41.

(?) Notons que la théorie des formes de Pfaff permet & M. E. Cartan de résoudre des
problémes d'équivalence, c'est-a-dire de trouver des conditions récessaires et suffisantes
pour qu'existent certaines représentations topologiques, tandis que la topologie, dans son
état actuel, ne réussit qu'a établir des conditions nécessaires pour que deux figures soient
homéomorphes.

(*) Ueber die Topologie der Gruppen-Mannigfaltzgkeiten und ithrer Verallgemeine-
rungen (Annals of Math., 52. 1941, p. 22-52).

(®) Birknorr-KeLrog, Trans. Amer. Math. Soc., 23, 1922; Scmunm, Studia math,

1929, p. 123 ; Math. Ann., 106, 1932, p. 661; LERAv-ScHAUDER, Ann. Ecole norm. s {gi’,'

1934, p. 45; Leray, C. R. Acad Se., 200, 1935, p. 1082; Tychonorr, Math. Ann., {935/')
Journ. de Math., tome XXIV, — Fasc. 2, 1945. 3\ /

72N

‘tuuy

B



98 JEAN LERAY,

celle de couverture, qui appartient a la topologie algébrique; cette notion et

celle d’intersection de complexes, que je crois originales, fournissent une

définition ('*) de I'anneau d’homologie extrémement directe et appropriée a

I’étude des représentations (Chap. I). Par contre, je n’effectuerai-aucune sub-

division de complexes, je ne ferai aucune hypothése d’orientabilité et je

n’emploierai aucune approximation simpliciale : je ne supposerai -jamais -
'espace localement linéaire (*'). Quand j’ai besoin de particulariser I’espace,

j’énonce des hypothéses concernant seulement les propriétés de ses représen-

tations en lui-méme; et c'est alors qu'’entrent en jeu les raisonnements de

M. Hopf (Chap. I, § VI)ou des raisonnements apparentés (Chap.I,§ V). J'avais

initialement utilisé « le groupe d’homologie continue » de I'espace, comme en

témoignent les quatre Notes que j’ai publiées aux Comptes rendus de I’ Académie

en 1942, avant que mes idées n’aient pris leur forme actuelle. J'ai réussi

depuis a éliminer cette notion; partageant ’opinion de M, Alexander, déja -
citée, je crois superflu, donc nuisible, d’introduire les groupes de Betti d’un
espace topologique : le p*™ groupe de Betti n’a d’autre propriété que d’étre le
groupe des caractéres du groupe que consutuent les classes d’homologie de
dimension p.

Toutefois les groupes de Betti de l'espace jouent un rdle essentiel et les
théorémes de dualité de M. Pontrjagin (A.-H., Anhang, 1, § V) .un réle
important dans I’étude, qui constitue le Chapitre II des espaces de Hausdorff
bicompacts possédant un recouvrement « convexmde »; je prouve que ces
espaces ont les mémes propriétés d’homologie que les polyédres. J’ignore si le
procédé-de détermination de leur anneau d’homologie que je décris est appa+
renté a quelque procédé connu. '

Le Chapitre III, consacré aux points fixes des représentations, amorce ma
théorie des équations. Sa briéveté et la généralité des propositions qu'il énonce
justifient I'intérét des notions précédemment introduites, qui y trouvent
chacune une application. . :

Cette premiére partie de mon Cours de topologie algébrique se borne donc
aux problémes dans lesquels on ne fait jouer de réle spécial 4 aucun sous-
espace de l’espace étudié, c’est-a-dire aux problémes liés a la forme de I’espace,
Au contraire, la suite s'intitulera : Sur la position d’un ensemble fermé
de points d’un espace topologique; sur les équations et les transformations. Son

(19) Cette définition différe considérablement des définitions citées ci-dessus (') st ne
leur est pas confrontée.

(*') La tendance actuelle est d'éviter de formuler a priori les conditions qu'un espace
est localement linéaire ou homéomorphe a4 un sous-ensemble d'un espace linéaire et de
chercher au contraire a établir a posteriori que de telles conditions résultent d’hypothéses
trés générales (Cf. : la thdorie des représentations linéaires des groupes abstraite; A.-H.,
Einbettungssatz von Urysohn, von Menger-Nibling).
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intérét essentiel sera la théorie des équations qu'elle exposera. Elle débutera
par une extension aux espaces normaux du théoréme de dualité d’Alexander;
de telles extensions ont déja été données, dans le cas des espaces localement
bicompacts, par MM. Alexandroff, Pontrjagin, Kolmogoroff et Alexander :
elles constituent d’ailleurs la seule application que ces Auteurs aient donnée
de leur définition de I’anneau d’homologie.

Je n’aurais pas réussi a effectuer ces recherches, dans les conditions ou nous
nous trouvions, sans l'aide trés généreuse de M. Henri Villat, de M. Gaston
Julia et de M. Heinz Hopf; je suis heureux de pouvoir leur exprimer ici ma
gratitude.

Notations.

J'adopte les notations de topologic ensembliste de A.-H. (Cbap. et IT).

Par exemple : Etant donnés des ensembles de pointsE,, E,, ... E, ..., leur
réunion est désignée par E,+E,+ ... = 2 E,, leur intersection par
E\.E,... = H E,, leur produit (A.-H., I, §1,10) par E, < E,> ...; ® (x)

élant une transformation ponctuelle (univoque ou multivoque), le « transformé
par @ de I’ensemble E de pointsx » est 'ensemble @(E):Z ®(x). Rappelons

xr€k
qu’on nomme représentations les transformalions univoquees et continues.

J'ai da, par contre, m’écarter considérablement des notations usuelles de la
topologie algébrique. Je me suis par exemple permis de donner des « simplexes »
une définition duale de celle que A.-H. donne des « Homologie-Simplexe ».
L’index qui suit indique & quel numéro se trouve définic chacune des notions
de topologie algébrique que nous utiliserons.

Adhérer : 6.

Anneau d’homologie : 12.

Base : 28, 33, 40.

Betti : voir Groupes, Nombres.

Caractéristique d'Euler : 37.

Classe d’homologie : 3, 12; nilpotente : 18; unité : 13.

Coefficients : 3. :

Complexe : 1, T; connexe : k; dual : 31, 36; simplicial : 32: complexes indépendants :
Connexe : k. :
Convexoide : voir Espace, Recouvrement.

Couverture : 10; normale : 16; voir Complexe.

Cycle : 3, 12; hypermaximal : 25: maximal : 2&: unité : k.

Dérivée : 1.

Dimension : 1.

Dual (Complexe ...) : 31, 36.

Blargissement : 16.

Eléments : 1.

_l\'.
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Espace : convexoide : §3; simple : 15.
Euler : voir : Caractéristique.
Forme : 3; 12.
Générateur : voir Systéme.
Groupes de Betti d'un complexe : 3.

» d’un espace : 39; Rem. : 1.

» de E. C": 27.
Homologie : 3, 12, 27; voir : Anneau.
Hypermaximal (Cycle .. .) : 25.
Idéal : 23.
Intersection dualistique : 32, 36.
Intersection de complexes : 8. . .
Intersection de formes, de classes d’homologie, de cycles : 12, 1k.
Irréductible : voir Systéme.
Maximal (Cycle ...) : 2h. .
Nilpotente (Classe d’homologie ...) : 18.
Nombre de Betti : 33, 36 (théor. 15, 5°), 37.
Nombre de Lefschetz : k1.
Normale (Couverture ...) : 16
Produit de complexes : 2, 8.
Produit extérieur : 5. ,
Produit de formes, de classes d’homologie, de cycles : 1%
Recouvrement convexoide : 28, rem. : 3.
Rétrécissement : 16.
Simple (Espace ...; Ensemble ...) : 15.
Simplexe : &.
Simplicial (Complexe ...) : 32.
Sous-complexe fermé, ouvert : 6.
Support : 7.
Systéme générateur irréductible de cycles : k0.
Systeme irréductible de cycles : 24. ‘ . ’
Transformé d’un complexe : 8.
Transformé de formes, de cycles, de classes d’homologie : 14.

CHAPITRE I.

IANNEAU D’HOMOLOGIE D’'UN ESPACE TOPOLOGIQUE.

I. — Complexes abstraits.

La topologie algébrique utilise un formalisme ;algébrique, que ce para-
graphe I expose indépendamment de la notion d’espace topologique.

4. Dérmnimion p'un compLEXE ABSTRAIT. — Un complexe abstrait est cons-
titué par :
1° un nombre fini de variables indépendantes, X?*, nommées éléments — le

remier, p, des deux indices, p et «, qui les dénombrent est nommé dimension
b b , ]
de Xpe —
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2° une lo¢ de dérivation qui associe & chaque X”* une dérivée
) o
Xpa— c[pJ Xp1.8
2l

qui est une forme linéaire des X»+'-8  coefficients L[ ] entiers, positifs, néga-

tifs ou nuls.
Nous assujettissons cette loi de dérivation a la condition suivante : Toute
dérivée seconde est nulle, ceci signifiant que

| (Xp’a).:-; [ ] Xpt, B“Z [g] [p:;i] XP+2Y =0,
c’est-a-dire se traduisant par les conditions
Sofjef] =

Deux complexes C et C/, d’éléments X»* et X'7B, seront dits isomorphes
lorsqu’on pourra établir entre leurs éléments de méme dimension une corres-
pondance biunivoque (X?:*<>X'r-%) et trouver un systéme de coefficients e(p, a)
valant tantdt + 1 et tantét — 1, en sorte que la substitution X?*=¢(p, a) X'?:*
transforme la loi de dérivation de C en celle de C'.

2. PRoDUIT DE DEUX COMPLEXES ABSTRAITS. — Soient deux complexes abstraits C
et C' indépendants, c’est-a-dire dont les éléments X»* et X'2:# sont indé-
pendants. Nous nommerons produit C >< C’ de ces deux complexes le complexe
abstrait qui a la structure suivante :

1° les éléments de C >< C’ sont les:symboles X#* > X'7:3 ]la dimension d’un
tel élément étant p + ¢;

2° la dérivation est définie par la formule
(1) (XP2 ¢ XIB) = XPoo 3¢ X/9B - (— 1)PXP% ¢ )'('vﬁ

c'est-a-dire —Z [ ]XPH T X 0B 4 (— 1)"2‘ C’[ ] XPi2 3¢ X/9+1.8,

La dérivée seconde de X»*>< X'1-8 est(—1)P+ XPas< X084 (— 1) XPac X208,
expression effectivement nulle.
Nous conviendrons d'identifier les complexes C >< C’ et C'>< C en posant

(2) XP2 o X'pB = (— 1)Pr X'7:8 X2
(—1) ;

on vérifie aisément que cette relation définit un isomorphisme, c'est-a-dire
transforme la loi de dérivation de C >< C’ en celle de C'>< C.
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3. Homorogie. — Rappelons sommairement des définitions classiques
(A.-H., Chap. [V et V) : soient un complexe abstrait C et un groupe abélien A
choisi parmi les suivants :

a. ’anneau des entiers;

b. anneau des entiers calculés modm (cet anneau est un corps si m est
premier);

¢. le corps des nombres rationnels.

Considérons les formes linéaires dont les coefficients appartiennent & A et

dont les arguments (') sont les éléments & p dimensions de C : soient Z A Xp2,
. -3
ot A,€A: on les nomme formes & p dimensions. La dérivée d’une telle

forme sera (Z AzX"~°‘>° =ZA1XI'-°‘. On nomme cycles les formes dont la

dérivée est nulle. On dit que deux formes a p dimensions sont homologues entre
elles lorsque leur différence est la dérivée d’une forme. L’homologie étant une
relation transitive, répartit les cycles en classes de cycles homologues; ces
classes sont nommées classes d’homologie. Les formes, les cycles, les cycles
homologues & zéro et les classes d’homologie a p dimensions constituent respec-
tivement les éléments de quatre groupes abéliens; le groupe des classes
d’homologie a p dimensions sera nommé p*™ groupe de Betti de C, relativement
a A; il sera désigné par B2. On peut résumer comme suit sa deﬁmuon silestle
quotient du groupe des cycles par le groupe des cycles homologues & zéro.-dLa
relation Z7' ~ Z#* exprimera tantdt ’homologie de deux formes Z*' et Zr:2,
tantot l’ldenme de deux classes d’homologie Z#'' et Z#:?, tantot l’appartenance
d'un cycle Z** 4 une classe Z¢:*.

A.-H. (Chap. V, § 4) établit les rapports qui existent entre les divers
groupes de Betti d’un méme complexe, correspondant aux divers choix pos-
sibles de A ; il montre que pour déterminer I’ensemble de ces groupes, il suffit
de connaitre I'un des deux systémes suivants de groupes : :

a. le groupe de Betti a coefficients entiers;
3. les groupes de Betti dont les coefficients sont les entiers calculés modm,
m valant successivement : 2, 3, 4, 5 '

D’autre p;lrt le théoréme de Kiinneth (A.;H., Chap. VII, § 3) permet de
déduire des groupes de Betti de C et C’ ceux de C>< C'.

4. SwmpLexes. — Nous dirons qu'un complexe C posséde un cycle unité
lorsqu'il ne contient pas d’élément de dimension négative, qu'il contient au

(*) Les calculs se font en considérant que ces arguments sont des variables indépendantes.
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moins un élément de dimension nulle et que la somme C“:EX"'“ de ses
%

éléments de dimension nulle est un cycle, que nous nommerons cycle unité.

Nous dirons qu’un complexe est connexe (le lemme 4, n° 15, justifiera cette
terminologie), lorsqu’il posséde, outre les propriétés précédentes, la suivante :
tous ses cycles & zéro dimension sont du type A,C° (ou A, € A).

Nous dirons qu’un complexe C est un simplexe lorsqu’il est connexe et qu’en
outre ses cycles de dimensions positives sont tous homologues 4 zéro.

Les passages de A.-H. cités i la fin du n° 3 ont les conséquences que voici :

Lewme L. — Pour qu'un complexe connexe soit un simplexe, il suffit que ses
cycles de dimensions positives sotent homologues & zéro quand les coefficients
" constituent 'un des deux systémes de groupes a ou b du n° 3.

Lewme 2. — Le produit d’un complexe arbitraire par un simplexe a mémes
groupes de Betti que ce complexe arbitraire; en particulier le produit de deux
simplexes est un simplexe.

Démontrons ce lemme 2, qui jouera un role important (n° 9); le procédé de
démonstration que nous allons employer est fondamental : il pourrait servir a
‘établir le théoréme de Kiinneth; il sera utilisé a nouveau, auxn*17, 27 et 32.
Soient C le simplexe, C’ le complexe arbitraire. Soient X'7-%les élémentsde C';
Lrv et L/ désigneront respectivement des formes de C et C’; C° sera le cycle
unité de. C. Nommons C°>< C’ 'ensemble des formes C*>< L'*?. Proposons-
nous d’étudier une forme de C < C/,

Mr= 2 L7:B x X'»—a:8, telle que Mre Cox C’
Bogy
(les divers X'#~8 étant distincts).
Nommons poids Q de M? la plus grande des valeurs prises par ¢; les termes

de poids maximum de M? sont Z L28 >« X'»~23; ils sont nuls; par suite
- .

Leg—o.

Supposons Q > o0; puisque C est un simplexe, il existe des formes L7
telles que L% =L%"*; d’o0, les ... désignant des termes de poids inférieurs
aqQ, .

. R / *
M» =2 Lo Xp—08 4, —= (E Le-18 X’/l-‘lﬁ) N
3 3
ainsi M” est homologue & une forme de poids inférieur & Q; donc & une forme

de poids Q = o (ce raisonnement par récurrence vaut puisque deux formes
homologues ont méme dérivée).
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Supposons donc que M* soit une telle forme de poids Q = o :

MP:Z Lo x X'7B,
8

La relation L-8= o, jointe 4 I'hypothése que C est un simplexe, exige I’exis-
tence d'un coefficient Ag tel que

LoB=AgC, donc M»=C(C» Xz AgX'rBeCoxC.
: 8

Ainsi toute forme de C >< C’ dont la dérivée appartient & C°>< (V est elle-
méme homologue & une forme appartenant & C°>< C'. Il en résulte d’abord que
tout cycle de C>< C’ est homologue a un cycle C*><Z'?, Z'? devant évidemment
étre un cycle de C'. Il en résulte ensuite que si C°><Z'?~vo, c’est que
Cox< Z'P=Co>< L'"', c’est-a-dire que Z'?~vo0; la réciproque est évidente. La
correspondance Z/#<> C® > Z'? est donc un isomorphisme des groupes de Betti
de C' sur ceux de C>< C’. Nous conviendrons d’identifier les classes d’homo-
logie Z'? et C*>< Z'?, afin de pouvoir conclure en ces termes : C’ et C < C’ ont
mémes groupes de Betti.

8. SIMPLEXE ENGENDRE PAR LES PRODUITS EXTERIEURS D'UN NOMBRE FINI D’ELEMENTS. —
(Le présent numéro n’a pas pour seul but de donner un exemple de complexe
abstrait : il nous servira au n° 10 a définir une notion fondamentale.) Envi-
sageons un nombre fini ® de symboles X°' X2, ... X®®;lesformeslinéaires
a coefficients A, entiers : L**=A X'+ A, X**+. ..+ A, X°*; enfin une
opération, nommée produit extérieur, qui a les caractéres suivants (') :
le produit extérieur Le*ALeBA...AL°* est une fonction linéaire et
homogéne de chacun de ses facteurs; il est associatif; il change de signe quand
on permute deux facteurs (il est donc nul quand un méme facteur y figure
deux fois).

Nous nommerons « simplexe engendré par le produit extérieur des X°,
X2, ..., X% » le complexe C qui a la structure suivante : ses éléments &
zéro dimension sont X', X2, ... X%“: ses éléments & p dimensions sont les
produits extérieurs

Xpr==X0%A X0%A . A X%% (pour tous les choix possibles a0 << oty <... < a);

la loi de dérivation est

Lra—=Cop L2, ou Co== X014 X024, .+ X0,

(1) La notion de produit extérieur est due i Grassmann; elle joue un réle fondamental
dans la théorie des formes de Pfafl; voir par exemple E. CarTaN, Lecons sur les invariants
intégrauzx (Paris, Hermann, 1922). :
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C est bien un complexe, puisque la loi de dérivation est telle que toute déri-
vée seconde est nulle. Prouvons que ce complexe est un simplexe. C® est bien
un cycle. Soit Z* un quelconque des cycles de C; la relation Zr= o signifie
que C° \Zf=o0; on en déduit, en exprimant Z” en fonction des quantités
indépendantes C°, X2, X2 ... X« que C® peut étre mis en facteur
dans Z¢ :

si p> o, nous avons donc Zr=Co A\ Lr1,|
c'est-a-dire Zr=Lr—1, donc Zr~o;
si p==o0, nous avons Z0=A,C, ou A;€A.
6. Sous-compLEXEs. — Soit L* une forme d'un complexe C; soient X* ceux

des éléments de C qui figurent dans L (avec un coefficient non nul);
soient X#+'8 ceux des éléments de C qui figurent dans 1'un au moins des X#@;
soient X721 ceux des éléments de C qui figurent dans I'un au moins des X#+*-3,
etc. Nous dirons que chacun de ces éléments X», X¢+0-8, Xr+21 qdhére A L?;nous
désignerons leur ensemble par L#; nous écrirons X** € L7, Xr+-Bg L7, etc.

.*Un ensemble F'd’éléments d’un complexe C sera dit fermé quand tout élé-
ment de C qui adhére 4 un élément de F appartient lui-méme a F. Un
ensemble G d’éléments de C sera dit ouvert quand tout élément de C auquel
adhére un élément de G appartient lui-méme & G. Les éléments de C étrangers
& un ensemble ouvert G d'éléments de C constituent un ensemble fermé, dit
complémentaire de G et vice versa. (En d’autres termes : C sera un espace
topologique, la fermeture de X#-* étant X»*; woir A.-H., Chap. 11, § 1, 8.)

Nous nommerons sous-complexe fermé de C tout complexe F ayant la struc-
ture suivante : les éléments de F constituent un ensemble fermé d’éléments
de C; la loi de dérivation qui régne dans F est celle qui régne dans C. (Toute
égalité, toute homologie qui vaut dans F entre des formes et leurs dérivées
vaut a fortiori dans C.)

Nous nommerons sous-complexe ouvcert de C tout complexe G ayant la
structure suivante : les éléments de G constituent un ensemble ouvert d’élé-
ments de C; soit F le complémentaire de G; la loi de dérivation qui régne
dans G se déduit de celle qui régne dans C en y supprimant tous les éléments
de F (toute dérivée seconde reste effectivement nulle, puisque F est fermé).
Nous dirons que G se déduit de C en annulant les éléments de F. La proposition
que voici est évidente :

Lemme 3. — De toute égalité, de toute homologie qui vaut dans C entre
des formes et leurs dérivées on déduit une relation valant dans G en annulant les
éléments de F.

Exemple : Les éléments de C auxquels adhére un élément donné X»* cons-
tituent un sous-complexe ouvert de C, que nous désignerons par X#-*,

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 14
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Remarque. — Un sous-complexe ouvert d’un simplexe n’est pas, en général,
un simplexe, méme s’il est connexe (sinon la remarque terminant le n° 8 serait
fausse).

Homogénéité des formules. — La somme des dimensions et du nombre de
points signes de dérivation est la méme pour tous les « monomes » d’une méme
formule; la barre supérieure, signe d’adhérence, équivaut & un nombre indé-
terminé, positif ou nul, de points signes de dérivation; au contraire Xe- repré-
sente des termes de dxmensxons au plus égales a p.

II. — Les complexes concrets, leur intersection, les couvertures.

7. CompLEXES CONGRETS. — Définition. — Un complexe concret est constitué

par :
1° un complexe abstrait, dit complexe abstrait de C;
2° un espace |C |, nommé support de C; :
3° une loi qui associe a chaque élément X?:* du complexe abstrait de C un:
ensemble non vide de points de |C|, nommé support de X”* et représenté
par | XP2|. -

Cette loi doit vérifier les deux conditions suivantes :

si X7.8eXr%, alors |Xr8le|Xral | Cl= | XPa|.

Nota. — Nous abrégerons 'expression « les supports des é¢léments de C » en
la suivante : « les supports de C ».

Pratiquement le complexe concret C sera défini par la-donnée d’un complexe
abstrait C’' et d’une loi associant & chaque élément X»* de C’ un support
| XP*|, qui sera un ensemble de points d’un espace E; cette loi vérifiera la
condition :

si X798 e)_(-l’:“, alors | X7:8 le| Xmal;

mais | X?*| pourra étre ’ensemble vide. Le complexe abstrait de C sera le
sous-complexe ouvert de C’ qu’on obtient en annulant dans C' les éléments
dont le support est vide. Nous dirons que C est le sous-complexe concret de C’
que définit la loi associant | X7*| 4 XP-=. De toute égalité, de toute homologie
valant dans C’, on déduit une relation valant dans C en annulant les éléments
a supports vides (en vertu du lemme 3).

Support d’une forme. — Soit Lr= 2 A Xpe (ou A,5£0) une forme de C;

nous nommerons support de cette forme I'ensemble | L?| = ZIX"'“I. Nous
%
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avons évidemment : | AgL?|=|L*|si Agn’est pas diviseur de zéro :

Y A.Lre
R

c Y i), jiricile).

- 8. OPERATIONS SUR LES COMPLEXES CONCRETS. — Produit C><C' de deux
comvlexes concrets C et C'. — (Soient X7*les éléments de C et X'7? ceux
de C'.) Le complexe concret de C >< C’ sera le produit des complexes abstraits
de C et C'. La loi définissant les supports sera

| XP2oe X' | = | XPo2 | ¢ | X/7B |,

_ Intersection C.E' d’un complexe concret C. par un ensemble de points E'. —
Soient X”* les éléments de C; ceux de C.E' seront les symboles X E’; et
C.E’ sera le sous-complexe concret du complexe abstrait de C que définit

laloi
| X2 B | = | XP* | E

(donc X#-2, E'= o quand X7* et E’ sont disjoints).

Transformé ® (C) d’un comvlexe C par une transformation ®. — ® est une
transformation ponctuelle, univoque ou multivoque. Soient X»* les éléments
de C; ceux de ®(C)seront les symboles ®(X~*); et ®(C) sera le sous-
complexe concret du complexe abstrait de C que définit la loi

| R(XP) | =@ (| XP2]).

(Donc @ (X»*) = o quand | X»*| et le champ de définition E’ de ® sont dis-
joints : les deux complexes ® (C) et C.E’ ont le méme complexe abstrait).

Intersection C.C' de deuax complexes concrets C et C'.— (Soient X»*]es éléments
de C et X'7:8 ceux de €'). C.C’ sera un sous-complexe concret du produit des
complexes abstraits de C et C'; & I'élément X»*>< X/'1:B= (— 1 )P X'-8 < Xp®
de ce produit correspondra dans C.C’ un élément que nous nommerons
Xpo X'B=(—1)7X'-8, X" = et dont le support sera

X, XIB | = | XPa || X7

Notons I'identité de C.C’ avec C'.C; explicitons la loi de dérivation dans
C.C’ : d’aprés (1) (n° 2) et le lemme 3 nous avons

(3) (X2, X'9B) = Xp2 X7 4 (— 1P XP2, X/7:3,

La représentation = (z). — Son. n () la représentation associant au.point x

le point x >< x'; son inverse T:(x><x’) est ‘égal & x 51 ¥'=ua et sinon n’est
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pas définie. Cette transformation établit le hen suivant entre les notions que

nous venons de définir : C.C’ est identique & n((; >< C); en particulier
(4) Xpa, X'%B:;(xm x X'0:B).

Remarque. — L'intersection d’un simplexe par un ensemble, I'intersection
de deux simplexes, méme si elle est connexe, n’est pas en géneral un s1mplexe,
comme le prouve le n° 414, figure 2.

9. Les couvertures. — Définition. — Nous nommons couverture d'un espace
topologique E tout complexe concret K ayant les propriétés suivantes :

1°le support | X#-*| de chaque élément de K est un ensemble fermé de points
de E;

2° l’mtersectlon de K par un point de E est un simplexe, quel que soxt
ce point;

3°la somme des éléments & o dimension de K, K= Z X3, est un cycle,

nommé cycle unité de K.

Intérét de cette définition. — Jusqu'a présent la théorie de ’homologie a
étudié la forme d’un espace lopologique en analysant les propriétés de ses
recouvrements par un nombre fini d’ensembles fermés; nous allons effectuer
cette étude en analysant les propriélés des couvertures de I'espace; nous y
gagnons de substituer a4 une notion de topologie ensembliste une notion bien
plus maniable de topologie algébrique.

Propriétés des couvertures. — Les propriétés suivantes sont immédiates :
E =|K°|=K (car tout simplexe contient par définition au moins un élément
de dimension nulle).

Le produit de deux couvertures est une couverture (la démonstration utilise
le lemme 2).

L’intersection d’une couverture par un ensemble de points est une
couverture. ‘

[.a transformée d’une couverture par la transformation inverse d'une repré-
sentation est une couverture (on nomme représentations, les transformations
univoques et continues). ‘ '

L’intersection de deux couvertures est une couverture.

40. CouvERTURE ENGENDREE PAR UN RECOUVREMENT FERME FINI. — (Le présent
numéro n’a pas pour seul but de donner un exemple de couverture : les
couvertures qu’engendrent les recouvrements jouent un rdle fondamental

aux n° 416 (lemme 7), 19, 22, 37 et 43).
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Soient un espace topologique E et un nombre fini d’ensembles fermés F, de

points de E; supposons Y, F,=E: on dit que les F, constituent un recouvre-

ment fermé et fini de E (A.-H. Uberdeckung). Envisageons le complexe abstrait
qu’engendrent les produits extérieurs des symboles F, (n° 6) et le sous-
complexe concret K de ce simplexe que défini la loi

{Fa, AFg, A... A Fg,i=Fg,.Fg.. Fg

(K n’est pas en général un simplexe : la couverture nommée K.K’ au n°11,
figure 2, peut étre engendrée par ce procédé et n’est pas un simplexe).

K est une couverture de E : I'intersection de K par un point de E est le
simplexe méme qu’engendrent les produits extérieurs de ceux des F, qui
contiennent ce point. Nous donnerons a K le nom de « couverture engendrée
par le recouvrement F,».

Remarques. — Soit XP8=1Fg, A\ Fg, A ... Fg, un élément non nul de K
(on a Fg,.Fg,....Fg,5£0); cet élément & p dimensions adhére exactement
a (p-+1) éléments a (p — 1) dimensions (dont aucun n’est nul), a savoir

Fp‘/\Fp’/\.../\Fp’,; Fg, AFg, AFg, A...AFg,; Fg AFg AFg A...AFg, etc.

Chacun des coefficients C[E] qﬁi figurent dans la loi de dérivation de K

vaut == 1. .
Le sous-complexe (') X#-# de K est un simplexe, qui est la couverture engen-
drée par le recouvrement de | X## | que constituent Fg,, Fg,, ... Fy,.

Digression sur les produits et sur les intersections de recouvrements. — Soient E
un espace topologique et ¢ un recouvrement fermé et fini de cet espace, se
composant des ensembles F,. Soient de méme E', ¢', F. Les ensembles F.><Fj
constituent un recouvrement fini fermé de E >< E’; nous nommerons ce recou-
vrement produit p >< ¢’ des recouvrements ¢ et p'. Les F,.Fg constituent un
recouvrement fermé fini de E.E’; nous le nommeronsintersection ¢.p'dep et p'.
Nous désignerons par K (p) la couverture engendrée par le recouvrement ¢.
Les faits suivants soulignent les différences qui existent entre les propriétés
des couvertures et des recouvrements : K (p ><¢’) et K (¢)><K () sont des
complexes différents; c'est le premier qui a la structure la plus compli-
quée. De méme K (p.p’) a, en général, une structure plus compliquée que

K (p)-K (p)-

Démonstration. — Nommons dimension d'un complexe la dimension maxi-
-mum de ses éléments. Rappelons que I'ordre du recouvrement o est le plus

(') Défini au n*@, exemple.
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grand nombre A tel qu’on puisse trouver A ensembles F, dont 'intersection ne
soit pas vide. Soient p et p’ les dimensions de K (p) et K (p’); les ordres de p
et ¢’ sont donc p -1 et p'+1; par suite I'ordre de p><p’ est (p—+1) (p'+1)
et la dimension de K (p >< p’) est donc pp’ +p+p;or celle de K (p) < K(p )
est seulement p 4 p’.

Les couvertures qu'engendrent les produits et les intersections de recou-
vrements ne nous seront d’aucune utilité.

11. ExempLEs DE coUvERTURES. — Figure 1. — E est le segment o<@<2 de
I’axe réel; le recouvrement de E que constituent les deux segments o<z <1 et

El

%
Lo ////

1Sx <2 définit une couverture de E, composée de 3 éléments X°!, X3 et X*
qui vérifient les relations suivantes : X*'=X'=—X?, X'=0, | X°"| est le
segment oSz <1, | X" 2| est le segment 1<x <2, | X'|est le point z = 1. Cette
couverture est un simplexe.

La circonférence E' a pour couverture le complexe constitué par quatre
éléments X'°, X'*-2, X" et X'** qui vérifient les relations suivantes :

o= X1 Xme=— X2, X'ti=Xt=—o,

| X'**]et | X'"?| sont deux points distincts; | X'**| et IX’°”| sont les deux arcs
distincts qui ont pour extrémités ces deux points. Cette couverture ne peut
pas étre engendrée par un recouvrement. Cette couverture n’est pas un
simplexe : X'"'~ X' 20 0.

Le produit de ces deux couvertures de E et de E est une couverture de
E><FE, qui se compose de 12 éléments et qui a, d’aprés le lemme 2, mémes
groupes de Betti que la couverture E': la classe d’homologie de E’ qui contient
les cycles X''* et X'** est identifiée & la classe d’homologie de E >< E' qui
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contient les cycles (X! + X°2) >< X"** et (X' 4 X*?) > X""?; indiquons un
autre cycle de cette classe, par exemple le cycle

X015 Xt X1 3¢ X0t X0:2 3¢ X/t:2;

notons que les supports de ces trois cycles sont des courbes allant de I'un &
Pautre des cercles délimitant la couronne E >< E'.

Figure 2. — E est une circonférence; le recouvrement de E que constituent
déux demi-circonférences distincles ayant mémes extrémités engendre une

Fig. 2.

K K’ K.K’

couverture K de E qui est un simplexe. Soit K'la couverture qui se déduit
de K par une rotation d'un angle droit. L'intersection K.K’ de ces deux
couvertures est une couverlure, composée de 8 éléments, dont les dérivées sont
YO!_Y!!_Y!IOYOQ Y4 Q_Yli Y03 Yl 3_Y|2 YOA_Y‘I ln__Yls

Y**=o; les quatre cycles Y*:* appartlennent a une méme classe d’ homologle,
" quin'est pas nulle. Donc l'intersection K.K' des deux simplexes K et K’ n’est pas
un simplexe, tout en étant connexe (ceci justifie les remarques des n 6 et 8).

~ Figure 3. — Soit E la demi-droite > 0. Soit K la couverture de E qui a la
structure suivante : ses éléments sont X°*, X2, X'-* et X'-2; leur loi de déri-
vation est X' = X" — X" = — X2, X‘ ‘=X‘ =0} |X' '] est 'ensemble

. Fig. 3.

X o xo2 , xoz1 X2 Xt

X X X2 X X2 X

{ 4— o o0

des points d’abscisses impaires, =2/ 1; | X" ?| est 'ensemble des points
d’abscisses paires z =217; | X"'| est la réunion des intervalles 2/Sx<2/4-1
et | X°?| est laréunion desintervalles 2/ — 1<z =2l Cetle couverture n’est pas
un simplexe : elle a méme complexe abstrait que la couverture de E', figure 1.

Si nous adjoignons a E un point a I'infini et si nous adjoignons ce point a
chacun des supports } X#*| afin qu'il soit fermé, la couverture K devient un
complexe concret C qui n’est pas une couverture, car son intersection par le
point a 'infini n’est pas un simplexe.
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III. — Formes, cycles et anneau d’homologie d'un espace topologique.

12. Derinirions. — Soient un espace topologique E el un groupe (') A de
coefficients.

Nommons forme de E toute forme L” d'une couverture K de E, les coeffi-
cienls utilisés étant ceux de A. Soit K’ une couverture de E indépendantedeK;
soit K'* son cycle unité; convenons que L” et L».K'* constituent la méme forme
de E. Convenons de n’envisager sur E que des couvertures deux a deux indé-
pendantes et des interseclions de couvertures deux & deux indépendantes. Ces
conventions permettent d’additionner deux formes & p dimensions de E :
si L'” et L" sont deux formes de E, appartenant respectivement aux couver-
tures K.K’ et K.K”, leur somme sera la forme L'?, K"+ L"?,K"° de la couver-
ture K.K’.K”; cette addition est commutative et associative. Plus généra-
lement on peut effectuer les combinaisons linéaires, a coefficients pris dans A,
de formes de E ayant méme dimension. D’autre part l'intersection de deux
formes de E, L” et L', appartenant.a deux couverlures indépendantes, est
définie; c’est une forme de E a p+ ¢ dimensions, Lr.L/9=(—1)" L/9.L~.
Enfin, puisque K'°=o0, L’ et L*.K'® ont pour dérivées la méme forme de K,
Lr=1Lr.K'®; on peut danc définir la dérivée d’une forme de E comme étant
une forme de E; on a pour de telles formes [ ¢f. n°8, (3)]:

(2 AaLM> 0:2 Aglrr et (Lr.Loy=L1r. L4 (—1)plr, Lo,
& [+

Nous nommerons cycles de E les formes de E dont la dérivée est nulle.

Nous dirons que deux formes de E sont homologues entre elles lorsque leur
différence est la dérivée d’une forme de E. En d’autres termes, si K est la
couverture a laquelle appartient un cycle Z#, la relation

Z’~ o0 dans E

signifiera qu'il existe une couverture K’ de E telle que

Zr. K%~ o dans K. K'.

L’homologie dans E, étant une relation trausitive, répartit les cycles de E en
classes de cycles homologues; ces classes sont nommées classes d’homologrie.
Etant donnés deux cycles & p dimensions de E, Z» et Z'», si I'un d’eux décrit
une classe d’homologie de E, Z? 4 Z'» reste dans la méme classe d’homologie
de E : ceci permet de définir la somme de deux classes d’homologie de E.
Soient Z* et Z'? deux cycles de E, appartenant & deux couvertures indé-

(1) Ce groupe appartient & I'un des types a, b, c du n°8 et constitue donc un anneau.
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pendanies; leur intersection Z¢.Z reste dans la méme classe d’homologie
de E quand Z° ou Z'7 varie, en restant dans une méme classe d’homologiede E:
ceci permet de définir I'intersection de deux classes d’homologie de E, quand
on peut trouver deux cycles de ces deux classes appartenant a deux couver-
tures indépendantes,.ce qui est toujours possible d’aprés le théoréme 1 (n°18),
quand E est normal. Nous résumerons ces propriétés de I’addition et de
I'intersection des classes d’homologie d'un espace normal en disant que ces
classes constituent un anneau hétérogéne — I'adjectif hétérogéne devant
rappeler qu'on ne peut additionner que des éléments de méme dimension —;
nous nommerons cet anneau hétérogére anneau d’homologie de E.

Nota. — Nous analyserons ces définitions de fagon plus détaillée au cours
d’un article intitulé : Les modules d’homologie d’une représentation.

43. Exempres. — Clest seulement le Chapitre 1I qui nous mettra en mesure
de déterminer par un processus fini les anneaux d’homologie des espaces les
plus élémentaires : les polyédres. Pour I'instant donnons deux exemples des
rapports qui peuvent exister entre les cycles de deux couvertures, K et K/, et
ceux de leur intersection K.K'.

Tout d’abord la figure 2 (n°11 ) nous montre deux couvertures K et K’ d’une
circonférence qui sont des simplexes, alors que K.K’ posséde des cycles a
une dimension qui ne sont pas homologues & zéro.

La figure 4 nous montre le cas opposé : K et K’ sont deux couvertures d’un
méme segment E de 'axe réel : o <z <4. La structure de K est définie par les
relations X' = X'=— X°2; | X'| est le point x=2;|X"'| est le segment

Fig. 4.

. x:o.z X’IJ x\ro,l xl\,z X'QZ ’
LN + 3 "

g

olxLa; | X est le segmem 2<x<4. La structure de K’ est définie par les
relations X' =X'""' — X't2= — X/02; | X'"*| est le point & =1;|X""*] est
le point 2 =23;|X'%:"| est le segment 1<m<3 tandis que | X'°?| est la réunion
des deux segments o < <1 et 3<x<4. Les cycles X'*' et X" * appartiennent
4 une méme classe d’homologie non nulle de K’, tandis que dans K.K'les cycles
correspondants (X° '+ X)X/ ' =X' X'"" et X**. X'** sont homologues
a zéro.

A4. OPERATIONS SUR® LES FORMES ET LES CLASSES D’HOMOLOGIE D'UN ESPACE TOPO-
Locigue. — Comme nous 'avons déja constaté au n° 9, le produit de deux
couvertures, l'intersection de deux couvertures, I'intersection d’une couverture

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 15
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par un ensemble de points, la transformée d’une couverture par I'inverse d’une
représentation continue est une couverture, dont le cycle unité est le produit,
I'intersection, le transformé des cycles unités des couvertures données. On en
déduit sans peine la définition des opérations que voici :

Soient deux espaces topologiques E et E', dans lesquels nous utilisons un
méme anneau de coefficients A ; soient L2 et L./? deux formes de E et E';

leur produit L» X< L't = (—1)P1L/?>< L.* est une forme de 'espace E < E';
leur intersection L. L't == (— 1)*?L/9.L* est une forme de 1'espace E.E';
intersection L. E' est une forme de I'espace E.E'.

Soit ¢ une représentation, dont le champ de déﬁnition est identique & E' et
dont le champ des valeurs appartient & E; soit q; la transformanon inverse

de o; (cp est en général multlvoqne) la transformée <p (L”) est une forme
de I'espace E’.

. Ces diverses opérations sont des homomorphismes; en d’autres termes nous
avons les formules

<Z AaLl”) (2 Aﬁma) ZAQApraxL"IB
. (Z AaL”'“> . <2 Ag L’qﬁ) :2 AaAgLP*“ . L'e:B,
- 8 ,

B

(Z Aa”’“)'E':Z Aa(LPe,E),

-3 o

P ( ) Aaw\) =Y Auq(Lre),
o o

(L7 L7) > (L7, 1) = (— 1) (LP < L) (L7 < L¥),
(Lr.E'),(L7,E' = (L?,L7)  E,
— —1 —)
¢ (LP.L7) = g(LP).q(L7).
En outre :
(LPx L'7)»=Lr x L9+ (—1)PLP x L7,
(L?,L7)* =17, L9+ (—1)PLP, L7,
(LP.E) =1r.E,
4 N o,
(fn) =¢(@).
La représentation = utilisée au n° 8 dans (4) établit le lien suivant entre les

notions d’intersection, de produit et de transormée

—1
Lr.Lv=m (L x L7).
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Ce qui précéde permet de définir les opérations suivantes sur les classes
d’homologie Z? et Z'7de E et E' : '

leur produit 2 < !4~ (— 1)P1Z/* < Z# est une classe d’homologie de Ex<E';
leur intersection Zr .2/~ (— 1)P9Z/'4.Z? est une classe d’homologie de E.E';
Uintersection Z¢ . E’ est une classe d’homologie de E.E’;

—1
la transformée ¢ (Z*), ¢ étant une représentation de E’ dans E, est une classe
d’homologie de E'.

Ces diverses opérations sont des homomorphismes d’anneaux : on a

(2 As z»-«) > (2 ABZ"I’ﬁ) ~ ¥ AuAgZria < T8,
@ B

o,8 .

<Z Aq Zm> . (% ApZ”’~5> ~ X AsApZrn LB,
o

B

<2 A«ZP’“>-E’~Z Ao (Zro E),

o a

—1 —1

() Erioe
- / 3

(ZP 20 X (L 2's) ~o (— 1) (2P < L) (L9 < 179),
(27.E') . (Z9.B') ~ (2°.29).E,
—t . —1 —1
@(27.27) v 9 (27).9(27),
P27 ~ (— )P1Z79. 27,

227,77~ 0, quand p est impair,

—1
ZP. 19 ~ 7 (ZP X 7).
Complétons ces formules par deux remarques :

Remarque 1. — Soit ®(2') une représentation de E’ dans E; soit ¢o(a') la
représentation qui est définie sur I’ensemble ¢’ de points de E’ et qui y prend
les valeurs ¢(2') = ®(x'); soient L? une forme et Z* une classe d’homologie
de E; on a

QLA ) =B(Lr).e' et o(Zr) ~ B(Lr).€.

Remarque 2. — Soit ¢(x') une représentation de E’ dans E; soit ¢ un
ensemble de points de E contenant toutes les valeurs prises par ¢(x'); on a

—1 —1
¢(Zr) ~ 9(Zr.e).
18. Compriments. — Classe d’homologie unité. — Les cycles unités des cou-
vertures de E constituent une classe d’homologie de E; nous la nommerons
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classe unité de E et nous la désignerons par le symbole E°; nous avons
| AE'%0 siAg£o; ZPE~NZr; ZPES~ TP E;
' B~ (Ex E);  ESEO~ ELE~ (E.EY;  o(ES)~ EN.

Espace simple. — Nous dirons qu’un espace topologique est simple lorsque
son anneau d’homologie se réduit 4 I'ensemble des classes A E*. (Un ensemble
de points d’un espace topologique sera dit simple quand le sous-espace que
constitue cet ensemble est simple. )

Tout espace se composant d’un seul point est simple. — C'est une conséquence
immédiate de la condition que I'intersection d’une couverture par un point de
son support est toujours un simplexe; c’est méme & cette fin que nous avons
posé cette condition. Si donc Z” est un cycle quelconque et si « est un point
quelconque, .

(5) Zr.x ~ o0 pourp>o0; L.z ~ Ayx® (ou Ay€A).

Représentation constante. — Soit ¢(2') une représentation constante de E’
dans E : ¢(«')==, « étant un point invariable de E; on a, d’aprés la
remarque 2 du n° 14,

—1 —1
9(ZF) ~ ¢(L7.2);

d’ou, en tenant compte de la formule (5),
(6) :PI(ZP)NO pour p > o0; ?pl(Z°)NAaE’° (ou A €A).

Espaces connexes ('). — Soit Z° un cycle a zéro dimension d’une couver-
ture K d'un espace E. Soit  un point particulier de E; il existe, d’aprés (5),
un coefficient A, tel que (Z°— A,K®).z=o0. L’ensemble des points & qui ne
vérifient pas cette relation est f,=|Z°— A,K°|; cet ensemble est fermé.

L’ensemble des points  qui la vérifient est F,= H Jf&- AinsiE est la réunion

Ag#Aq
de deux ensembles fermés et disjoints f, et F,; F, n’est pas vide, donc si E est

connexe, f, est vide, c’est-a-dire Z°= A,K°. En d’autres termes :

Lemme 4. — Toute couverture d’un espace connexe est elle-méme connexe.

Espaces non connewes. — Supposons que E=E,+E;+...4+E,, les
ensembles E, étant fermés et deux 4 deux disjoints : E n’est pas connexe.
Soit K la couverture de E que constituent w éléments & zéro dimension, ayant
tous une dérivée nulle, et dont les supports respectifs sont E,, E,, ..., E,.
Soit K’ une couverture arbitraire de E. On constate aisément que K.K' est la

(1) Pour la définition de la connexité, voir A.-H., Chap. I, § 2, 14 : Zusammenhang.
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réunion de w couvertures des w ensembles E,, E,, ..., E, et que par suite
I’anneau d’homologie de E est la somme directe des anneaux d’homologie de E,,
E,, ..., E,. Nousne pousserons pas plus loin I'étude des espaces non connexes.
Mais considérons plus particuliérement un espace E muni d’une topologie
telle que tout ensemble de points de E soit fermé (les composantes connexes
de E sont ses points); ’étude de 'anneau d’homologie d'un tel espace est
banale (soit K’ une couverture arbitraire de E; soient E,, E,, ..., E, des
ensembles deux & deux disjoints tels que les supports de K’ soient des réunions
de E,; soit, comme ci-dessus, K la couverture qu’engendre le recouvrementE,,
E,, ..., E,; K.K’estla réunion de w simplexes). Or munir E d'une telle topo-
logie revient & abandonner les conditions suivantes dans la définition des cou-
vertyres.: E est un espace topologique; chacun.des éléments d’une couverture a un
_support fermé. Ainsi I'abandon de ces conditions ferait perdre tout intérét aux
notions de couverture et d’anneau d’homologie.

- IV. — Propriétés des espaces normaux.

" Pour poursuivre notre étude des couvertures, supposons normaux les
espaces topologiques envisagés.

46. Evarcissements. — Définition. — Soit un nombre fini d’ensembles E, de
points d’un espace E; nommons S le systéme d’ensembles qu’ils constituent;
soit de méme S*, constitué par les E}. Nous dirons que S* est un élargissement

de S lorsqu’il est possible de faire se correspondre biunivoquement E, et E} de
;elle sorte que

° E.cE}; :
2° E;cE;} chaque fois que E, ch

(Exemple : Ex est la fermeture E, de Ea.)

Lemme 5 (sur les espaces normaux). — (Ce lemme généralise A.-H., Chap. I,
§ 6, 8, théor. VI.) Soit S un systéeme constitué par un nombre fini d’ensembles
Jermés F, de points d’un espace normal E; on peut construire un élargissement S*
de S, constitué par des ensembles ouverts G, qui possédent les propriétés suivantes :

a. G, est « arbitrairement voisin » de F;

b. a tout ensemble « suﬁ&amment petit » e de points de E on peut associer un
point z(e) de E tel que G,.e = o si et seulement 5i F,.x(e)=o.

Nota. — Dire que G, est « arbitrairement voisin » de F,, c’est dire que G,
peut étre pris dans un voisinage de F, donné a I'avance. Dire que ¢ est « suffi-
samment petit », c'est dire que e doit appartenir 4 1'un des éléments d’un
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cerlain recouvrement fini ouvert de E, qui dépend des données et des cons-
tructions opérées.

Démonstration. — 1l est toujours possible de décomposer le systéme SdesF,
en deux sous-systémes constitués I'un par des Fg, I'autre par des F,, tels'que

HF@;ﬁO, FY'H Fg=o.
8 B

Soit G un voisinage de l[Fp telque G.F,=o quel que soit y. Soit F=E—G.

Le systéme des F. F a une structure plus simple que le systéme des F,,

puisque IlI* .Fg=o0; nous pouvons donc, en raisonnant par récurrence ('),

B .
supposer le lemme vrai pour le systéme des F.F, : soient G, les éléments de

Fig. 5.
Fe,

Ya 5

F

B, F:.&
YT

I'un de ses élargissements vérifiant la condition &; nous supposerons G, assez
voisin de F, =F.F, pour que G.G,=o. Choisissons Gy=G+ G} et G,=G.
Le fait que le systeme des G/, est un élargissement du systémede F.F, entraine
que le systéme des G, est un élargissement du systéme des F,.

Cet élargissement posséde la propriété e, car en choisissant G arbitrairement

voisin de H Fg, puis les G/, arbitrairement voisins des F.F,, on obtient des G,

8 .
arbitrairement voisins des F,.
Cet élargissement posséde la propriété b : supposons d’abord e.G£0; nous
pouvons supposer que la condition imposée a e d'étre suffisamment petit

entraine que ¢.G,=o (car G.G,=0); puisque e.Gg£o et que e.Gy=o,
nous pouvons chmsu’ pour z(e) un point quelconque de H Fg. Supposons au

contraire e.G = o; alors la relation e.G,= o équivaut & la relation e.G,=o,
c’est-a-dire (2 étant un point de E qui existe puisque le systéme des G satis-

(') Récurrence relative au nombre des combinaisons de F, dont I'intersection n’est pas
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fait 4 b) a la relation #'.F.F,=o0; nous pouvons donc prendre z(e)=z'
si 2’ € F. Sinon ¢.G, = o quel que soit a; a fortiori ¢.F,=o0; nous pouvons
donc prendre pour x(¢) un point arbitraire de e.

Définitions. — Une couverture K* d’un espace topologique E sera dite nor-
male lorsque son intersection par tout ensemble suffisamment petit de points
de E est un simplexe. En d’autres termes :

Une couverture K* d’un espace topologique E sera dite normale lorsque E
admet un recouvrement fini ouvert p tel que l'intersection de K* par un
ensemble ¢ de points de E est un simplexe dés que e appartient a I'un des
_ensembles ouverts constituant p.
Un complexe concret C* sera dit étre un élargissement d’un complexe concret C
(et C sera dit étre un rétrécissement de C*) lorsque

1° C et C* ont le méme complexe abstrait;
2° les éléments correspondants X»-* et X*»-* de C et C* vérifient la relation
[XPe || X% ]

Soit K une couverture d’un espace topologique; ’application (*)dulemme 5
au systéme des supports de K fournit la proposition suivante :

Lemme 6. — Toute couverture K d'un espace normal peut étre élargie en une
couverture-normale K*; K* peut étre choisie arbitrairement voisine de K.

Exemple. — Figure 6, K n’est pas normale, puisque I'intersection de K par
I’ensemble des deux points arbitrairement voisins a et b n’est pas un simplexe.

. Fig. 6.
Xor x.l Xo2 ]
K ¢ -~ 4
X%0a x§0.2
K
3=

Au contraire, I'élargissement K* de K est une couverture normale : son inter-
section par tout ensemble de diamétre inférieur a celui de [X*'| est un
simplexe.

Soit ¢ le recouvrement ouvert de E qui est associé 4 une couverture nor-
male K*. Nous pouvons rétrécir p en un recouvrement fermé ¢’ de E (cela en
vertu de A.-H., Chap. I, § 6, 8, th. VII; ou, ce qui revient au méme, en

(*) Cette application ne serait pius possible si nous envisagions des couvertures pouvant
avoir une infinité d’éléments.
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vertu de notre lemme 5 appliqué aux ensembles fermés complémentaires des
éléments de p). Soit K’ la couverture de p qu'engendre p’. L'intersection.de K*
par tout ensemble de points de I'un des supports de K’ est un simplexe. Nous
pouvons donc compléter le lemme 6 par la proposition suivante :

Lemme 7. — Etant donnée une couverture normale K* de lespace normal E, on
peut construire une couverture K' de E telle que 'intersection de K* par tout
ensemble de points appartenant @ Uun (') des supports de K' soit un simplexe —
la couverture K' est engendrée par un recousrement de E.

17. Ervoe pe K*.C’ ouaND L'INTERSECTION DE LA cOUVERTURE-(?) K* PAR CHACUN
pEs sypPORTS (' ) bu coMpLEXE coNCRET C’ kST UN sivpLEXE. — (Celte étude généralise -
mot & mot celle que nous avons faite au n° 4 du produit d’un simplexe par un
complexe; elle sera elle-méme calquée a deux reprises, au cours du Chapitre II,
au n° 27 et au n° 33.) Soient X'7:# les éléments de C'; L™ et L% désigneront
respectivement des formes de K* et de C’'; K* sera le cycle unité de K*.
Nommons K**.C’ I’ensemble des formes K*°. L. Proposons-nous d'étudier
une forme de K*.C/ ’

Mp—= 2 L7:8,X'p—.8, telle que MreK*.C'  (les divers X'»—7:8 étant distincts).
By ' )
Nommons poids Q de M? la plus grande des valeurs prises par ¢; les termes

de poids maximum de M sont Z .08, X728 chacun d’eux est nul; par suite
B .
LeB, X»-08|=o0.

Supposons Q > o; puisque l'intersection de K* par | X'”~2#| est un simplexe,
il existe une forme L*™? telle que

LOB, | X/»—08 | = Le-1., ) X'—08, c'est-a-dire que LB, X/7—08—=1.0-1.8 X'»-08;

d’ou, les . .. désignant des termes de poids inférieur & Q,
Mr =Y Le-18, X708 4. Z:(E LQ—‘,ﬁ.X’P—Q'3>.+. e
p 8 ‘

ainsi M” est homologue a une forme de poids inférieur a4 Q; donc a une forme
de poids Q = o (ce raisonnement par récurrence vaut parce que deux formes
homologues ont méme dérivée).

Supposons donc que M? soit une telle forme de poids Q =o0:

Mr =2 Lo.B, X'»:8.
g

1 k]

expression « les supports de K’ » signifie « les supports des éléments de K’ ».

() L |
(2) Cette étude utilisera seulement le fait que K* posséde un cycle unité.
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La relation Lo8.|X'»B| =0, jointe & I'hypothése que lintersection de K*
i ) ] _ yp que
par | X'7#| est un simplexe, exige I'existence d’un coefficient Ag tel que

LoB 1 X'»B| = AgK", | X'»B |;
~, donc .
Mr=K*. ), AgX"BeK".C'.
p
Ainsi toute forme de K*.C’ dont la dérivée appartient a K**,C/ est elle-méme
homologue & une forme appartenant & K*.C'. Il en résulte d’abord que tout
cycle de K*.C’ est homologue & un cycle K**.Z'», Z'* devant évidemment étre
‘un cycle de C'. Il en résulte ensuite que si K**.Z?~ 0, c’est que

. K*, Z'p=K*, Lr—,
c'est-a-dire que Z'”~v 03 la réciproque est évidente. La correspondance

Z'r<x K* Z'r

est donc un isomorphisme des groupes de Betti de C’ sur ceux de K*.C’. Nous
conviendrons d'identifier les classes d’homologie Z'7 et K**.Z'7, afin de pouvoir
conclure en ces termes :

Lemme 8. — Si Uintersection de la couverture K* par le support de chaque
élément du complexe concret C' est un simplexe, alors K*.C' et C' ont mémes
groupes de Betti.

48. Concuusions. — 1° Soient k et K deux couvertures d'un espace Enormal,
K étant un élargissement de k. Elargissons K en une couverture normale K*,
ce qui est possible d’aprés le lemme 6; soit K’ la couverture de E que le
lemme 7 associe 4 K*. Les complexes abstraits de k, de K et de K* sont iso-
morphes; soient 37, Z¢ et Z*? trois cycles correspondants de ces complexes. Le
lemme 8, appliqué 4 K* et 4 C'=K/’, prouve I'existence d’un cycle Z'» de K’ tel
que Z**~vZ'? dans K*.K’. Or K.K’ et £.K’ sont des sous-complexes ouverts
de K*.K’; donc, en vertu du lemme 3,

2P~ 77 dans K. K, 2~ Z% dans k. K';
d’ou
P~ 7r dans E;
en résumé :

TakorkMe 4. — Quand on élargit une couverture d’un espace en une couverture
de ce'méme espace, chaque cycle reste dans la méme classe d’ homologie de Uespace.

2° Soit K* une couverture normale d’un espace normal E. Envisageons

maintenant l'intersection (K*)* de n couvertures isomorphes & K*. Soit K’ la

couverture de E que le lemme 7 associe 4 K*. L’application du lemme 8 4 K*

et & C'=(K*)*'.K’ prouve que tout cycle de (K*)*.K’ est homologue & un
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 16
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cycle de (K*)*~'.K’, donc, par récurrence, a un cycle de K'. Soit en parti-
culier Z*7 un cycle de K*; désignons par (Z*?)" l'intersection de n cycles iso-
morphes & Z*7; cette intersection est de dimension np; elle doit étre homologue
aun cycle de K’; si p>o, dés que n est assez grand pour que np dépasse la
dimension maximum des cycles de K’, elle est donc homologue & zéro. Nous

exprimerons ce fait :
(Z*’Y"~ 0 pour n assez grand,

en disant que la classe d’homologie de Z*» est nilpotente. Puisque, d’aprés le
lemme 7 et le théoréme 1, tout cycle de E est homologue & un cycle d’une cou-
verture normale, nous pouvons affirmer ceci :

Tutorime 2. — Toute classe d’homologie d’un espace normal est nilpotente, si
sa dimension est positive. (Cette proposition sera utilisée au n° 24 par le raison-

nement de M. Hopf que reproduit le paragraphe VI.)

3° Soit ® une famille de couvertures K’ d’un espace normal E qui possédent
les propriétés suivantes :

a. On peut trouver une couverture K’ de la famille ® dont les éléments aient
des supports arbitrairement petits (c’est-a-dire qui appartiennent chacun a un
élément d’un recouvrement fini ouvert p de E, p étant donné a I'avance);

b. Dintersection de deux couvertures K’ de la famille ® appartient a la
famille ®. ’

Soit Z# un cycle de E; il appartient a une certaine couverture K; élargis-
sons K en une couverture normale K*; d’aprés ’hypothése a, il existe une
couverture K’ de la famille @ telle que le lcmme 8 s’appliquea K*et 4 C'=K';
donc Z? est homologue a un cycle de K'. Ainsi tout cycle de E est homologue
a un cycle appartenant a 'une des couvertures K’ de la famille ®.

Envisageons maintenant un tel cycle Z'» appartenant a la couverture K’ de
la famille ®, et supposons Z'» homologue a zéro dans E : il existe une couver-
ture K de E telle que Z'?~ o dans K.K’. Elargissons K en une couverture
normale K*, suffisamment voisine de K pour que K.K’ et K*.K' soient
isomorphes : Z'7?~ o dans K*.K'. D’aprés I’hypothése a, il existe une couver-
ture K" de la famille ® telle que le lemme 8 s’applique 4 K* et 4 C'= K'.K";
du fait que Z'? ~ o dans K*.K’.K” résulte dés lors que Z'? ~ o dans K'.K".
Ainsi donc : si un cycle Z'# d’une couverture K’ de la famille @ est homologue
a zéro dans E, on peut trouver une couverture K” de la famille @ telle
que Z'?~ o dans K’ .K”. Nous avons ainsi établi le théoréme suivant :

TukoreMe 3. — On ne modifie pas I'anneau d’homologie d’un espace normal E
quand, au lieu d’utiliser dans les définitions du n° 12 la famille de toutes les
couvertures de E, on faitentrer en jeu une famille particuliére de couverturesde E,
possédant les prooriétés a et b.
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Les paragraphes V et VI reposent sur ce théoréme. Faisons d’autre part a
son sujet les remarques suivantes.

Les couvertures normales de E ne constituent pas une famille ® (Vinter-
section de deux couvertures normales n’est pas nécessairement une couverture
normale, puisque 'intersection de deux simplexes n’est pas nécessairement un
simplexe : ¢f. n° 11, fig. 2). La famille des couvertures engendrées par les
recouvrements fermés finis de E n’est pas non plus une famille @ : elle non plus
ne posséde pas la propriété b (cf n° 40, Digression); c'est précisément pourquoi
la notion de recouvrement est moins maniable que celle de couverture. Mais,
considérons la famille ®,, constituée par les couvertures qu’engendrent les
recouvrements fermés finis de E et par les intersections mutuelles de ces
couvertures : c’est- une famille ®. On obtient d’autres familles ®, qui
contiennent toutes ®,, vu les remarques du n° 10, en considérantles couver-
tures K de E qui possédent une ou plusieurs des propriétés ci-dessous :

1. Chaque élément X»-* de K adhére & au moins (p + 1) éléments Xr—":8,
2. Chaque X'* adhére a deux éléments X8,

3. Les coefficients C [g] de la loi de dérivation valent o, +1 ou — 1.

. . B . .
4. Parmi tous les coefficients Clg] qui correspondent a deux valeurs fixes
“de p et de @, il en est au moins un qui vaut +1 ou —1.
. * . by
5. Les coefficients C[zé] qui correspondent a deux valeurs fixes de p et de f3

et & toutes les valeurs possibles de a sont premiers entre eux dans leur ensemble.
6. Chaque sous-complexe X** de K doit étre un simplexe.

7. Chaque sous-complexe X”* de K doit étre une couverture de son support.

Par ailleurs des considérations analogues a celles que nous avons développées
dans ce paragraphe-ci permettent de prouver que I’anneau d’homologie d’'un
espace normal n’est pas altéré quand, dans la définition des couvertures, on
substitue & la condition « chaque élément a pour support un ensemble fermé »
la condition : « chaque élément a pour support un ensemble ouvert ».

L’application du théoréme 3 a ces diverses familles ® nous donne, tout
compte fait, 86 définitions de I'anneau d’homologie; elles sont équivalentes
parce que l’espace est normal, sinon elles définiraient peut-étre des anneaux
d’homologie distincts.

V. — Homotopie; espaces simples.

Le but de ce paragraphe-ci est de donner une démonstration (') compléte et
aussi directe que possible du théoréme 6, dont le role est fondamental : ¢’est lui

(1) L'annexe qui termine I’article améliore cette démonstration.
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qui permet d'utiliser effectivement les résultats des Chapitres II et III. Les
raisonnements de ce paragraphe-ci seront certes généralisés au paragraphe VI;
mais ce paragraphe VI fait usage de divers résultats longs & établir, pour la
démonstration desquels nous renvoyons 4 A.-H.

19. PROPRIETES DU SEGMENT DE DROITE FERME.
fermé o<x <1 de 'axe des x.

Soit K’ la couverture de E qui a la structure suivante : elle se compose de n
éléments X>*(a=1, ..., n)etde (n—1) éléments X" B(B=1,..., n—1);

Soit E le segment rectiligne

Xot=xt1, Xoa— Xto_ Xt,2—1 pour 1<<a <<n;
Xom == — X1t Xt8=o0;
| Xo-#| est l'intervalle "‘—:—-‘gapg %; | X°:B] est le point x = ‘,@’ Cette couverture
est un simplexe.
Soit K une couverture arbitraire de E; élargissons K en une couverture
normale K*; choisissons n assez grand pour que le lemme 8 s’applique & K* et
a C'=K'; d’aprés ce lemme, K*.K’ est un simplexe. Donc :

Lemve 9. — Toute couverture d’un segment rectiligne fermé E peut étre changée
en un simplexe par élargissement et intersection avec une autre couverture de E.
(1l en résulte que le segment rectiligne fermé est un espace simple; cela n’est qu'un
cas trés particulier du théoréme 6.)

Soit maintenant E’ un espace de Hausdorff bicompact arbitraire, E étant
toujours un segment rectiligne fermé. Du fait que E et E’ sont bicompacts
résulte aisément ceci (') : les produits K >< K’ des couvertures K de E et K’
de E’ constituent une famille ® de couvertures de E >< E'. Appliquons a @ le
théoréme 3; notons que le lemme 9 nous permet de nous ramener au cas oi K
est un simplexe; d’apreés le lemme 2, K > K’ amémes groupes de Betti que K';
nous obtenons la conclusion que voici :

TutoriME 4. — Tout esvace de Hausdor(f bicompact E' a méme anneau d’homo-
logie que son produit par un segment rectiligne fermé E. (Cet énoncé signifie
ceci : quand on associe & chaque classe d’homologie Z'» de E’ la classe E° > Z/»
de Ex<FE', on définit un isomorphisme de I'anneau d’homologie de E’ sur
'anneau d’homologie de E < E'.)

Exemple. — Voir n° 11, figure 1.

20. Homororie. — Soient un espace topologique E, un espace de Hausdorff
bicompact E’et un segment rectiligne fermé E". Soit x=g¢(2', ") une

(1) Pour le détail de la démonstration, voir le n° 22.
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représentation de E'>< E” dans E. Soit enfin Z# une classe d’homologie de E.
D’aprés le théoréme 4

(7) ;( ZP) ~ 727 > E™ (ou Z'7 est une classe d'homologie de E').

Soit ¢'(2’) ce que devient la représentation ¢(«’, ") quand on donne a x”
une valeur fixe; d’aprés la remarque 1 du n° 14

¢/(27) X 2"~ (22). (B x 2'),
¢’est-d-dire, en tenant compte de (7),
| §(20) 3 20 ~ (20 5 EM) (B9 2,
d’ou, en tenant compte des formules du n° 14,
G(ZP) x 2O~ TP 2, Cest-d-dire ¢ (Z°) ~ Z7;
la formule (7) devient donc finalement
(®) F() ~ 9 (Z) < E™.

~ Or le premier membre de cette relation (8) est, par définition, indépendant
de la valeur fixe attribuée 4 2” dans le second ; donc ce second membre, et par

. —4 . . . .
suite ¢'(Z”) sont indépendants du choix de cette valeur. Pour énoncer cette
conclusion, rappelons que les représentations ¢'(2’') qui correspondent aux
diverses valeurs de =" sont dites homotopes entre elles dans E. Il vient :

TrtoriME 5. — SV deux représentations x = {(a') et x="0(x') de Uespace
de Hausdor(f bicompact E' dans Uespace topologique E sont homotopes entre
elles dans E, alors on a pour tout cycle ¢ de E

$(z) ~ ().
On en déduit, en tenant compte de (6) (n° 13), le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 5,. — 87 la représentation @(x') de 'espace de Hausdorff' bicom-
pact E' dans Uespace topologique E est homotope dans K a une représentation
constante, alors, quel que soit le cycle 2 de E, on a

(L) ~o sip>o, (20~ ALEY (ob As€A).
On déduit immédiatement du théoréme 5 ceci :

CoroLLARRE 5,. — Soit ¢(&) une représentation en lui-méme de Uespace de
Hausdorff bicompact E; si ¢(x) est homotope dans E a lareprésentation identique
de E en lui-méme, on a pour tout cycle ¢ de E

o (27) ~ 2.
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Plus généralement, en utilisant la remarque 1 du n° 14 :

CoroLLalRE 5. — Soit 9(x) une représentation de lespace de Hausdor(f
bicompact E dans un espace topologique E' contenant E; si ¢ est homotope dans E'
a la représentation identique de E en lui-méme, on a, pour tout cycle Z'» de E/,

—1
0(Z'7) ~ 20.E.

21. Esvaces siwrLes. — Soit E un espace de Hausdorff bicompact, qui soit
homotope en lui-méme a l'un de ses points, c’est-d-dire dans lequel la
représentation identique soit homotope & une représentation constante; les
corollaires 5, et 5, ont la conséquence suivante :

P~ o0 si p>o0; 20~ A,EY (o0 Ay€A);

nous avons nommé au n° 43 « simples » les espaces dans lesquels ces relations
avaient lieu. Donc

TueorEME 6. — Tout espace de Hausdorff bicompact et homotope en luz-méme
a l’un de ses points est simple.

L’importance de ce théoréme est la suivante : au cours des chapitres II et III
nous ferons constamment ’hypothése que certains ensembles de points sont
simples, c’est-a-dire qu’ils constituent des espaces simples; or le théoréme 6
sera (avec sa généralisation n° 23) le seul critére qui nous permettra de
reconnaitre qu’un espace est simple.

Conrtre-ExempLE. — L’hypothése, énoncée par le théoréme 6, que l'espace
envisagé est bicompact, est essentielle : on peut prouver que le segment rectiligne
non fermé o <& <+ o a des cycles de dimension 1 non homologues & zéro (la
démonstration utilise la figure 3 du n° 11).

ExempLes. — L’ensemble des points d’un espace euclidien qui sont & une
distance de l'origine au plus égale a 1 (c’est-a-dire la boule) est un espace
simple. Il en est de méme dans I'espace de Hilbert, sous réserve d’utiliser non
la topologie forte, mais la topologie faible (cet ensemble n’est pas bicompact
en topologie forte, c’est-a-dire dans la topologie qu'induit la distance; mais il
est bicompact au sens de la topologie faible).

VI. — Les espaces de Hausdorff bicompacts,
d’aprés un Mémoire de M. H. Hopf.

‘M. H. Hopf a découvert récemment (') de trés belles propriétés de
’anneau d’homologie de certaines multiplicités orientables fermées; la défi-
nition de I'anneau d’homologie qu’il utilise est la définition classique. L'objet

(') Voir : Introduction, loc. cit. (*). Nous désignerons ce Mémoire par H.



FORME DES ESPACES TOPOLOGIQUES ET POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS. 127
principal de ce paragraphe-ci est de transposer l'essentiel des raisonnements
de M. Hopf & I'anneau d’homologie d’un espace de Hausdorff bicompact, la
définition de cet anneau étant celle que nous avons donnée ci-dessus. L’aisance
de cette transposition est 'une des meilleures preuves que nous puissions fournir
de I'intérét de notre définition. L’anneau d’homologie d’un espace de Hausdorff
bicompact ne présente pas toutes les particularités de I’anneau d’homologie d’une
multiplicité orientable fermée, qui a une base finie (n° 28, rem. 2) et qui salisfait
au théoréme de dualité de Poincaré (n°39, rem. 2); la disparition de ces parti-
cularités n’a d’autre effet que de simplifier notre exposé. De nombreuses diffé-
rences de point de vue, nous empéchant de renvoyer commodément le lecteur au
Mémoire cité, nous ont contraint & faire cet exposé, qui est sommaire, trés incom-
plet et qui ne saurait dispenser d'étudier le Mémoire original de M. H. Hopf.

Les conclusions de ce paragraphe-ci seront complétées a la fin du Chapitre I1
et trouveront une application au Chapitre I1I, paragraphe I1. Avant d’aborder

les raisonnements de M. Hopf, nous étendrons au produit d’espaces bicompacts
le théoréme de Kiinneth (n°3; A.-H., Chap. VII, § 3).

22. ANNEAU D’HOMOLOGIE DU PRODUIT DE DEUX ESPACES DE HAUSDORFF BICOMPACTS
(ruEoriME DE KinNeTH). — Soient E’ et E” deux espaces de Hausdorff bicompacts.
Les produits K'><K” des couvertures K’ de E’ et K” de E” constituent une
famille @ de couvertures de 'espace E' > E’, famille & laquelle s’applique (*)
le théoréme 3. (Prouvons que ® vérifie bien I'hypothése que I'énoncé de ce
théoréme 3 nomme a : Puisque E’ et E” sont bicompacts, on peut trouver un
recouvrement fermeé fini p’ de E’ et un recouvrement fermé fini p” de E” tels que
les éléments de o'>< p” soient arbitrairement petits; soient K’ et K” les couver-
tures qu'engendrent p’ el p”; K’ >< K" a des supports arbitrairement petits.)

Soit Z¢ un cycle de E'>< E”; d’aprés le théoréme 3, Z” est homologue a un
cycle d'une couverture du type K’'><K”; donc, d’aprés le théoréme de
Kinneth (n° 3), si nous choisissons des coefficients constituant un corps,

- 7P ~ Z YAUB > Z”[J—l/y&’
T, %

2/t et Z"r—1-> étant recpectivement des cycles de E’ et .
Supposons réalisées les circonstances suivantes :

les cycles Z'*> de E’ ne sont liés par aucune homologie;
les cycles Z"7=%* de E" ne sont liés par aucune homologie;
ona:
/7% s¢ 7.'p—q:% ~, I R
Z x 7 o dans E' %< E

7,%

(') E'’>< E” est normal en tant qu'espace de Hausdorff bicompact (A.-H., Chap. 1I,
§1, 7, th. XIII).
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D’aprés le théoréme 3 il existe une couverture K’ de E' et une couverture
K” de E’ telles que les circonstances énoncées ci-dessus se trouvent réalisées
dans K/, K” et K’><K”. Or elles sont alors irréalisables d’aprés le théoréme
de Kiinneth (n°3). Les circonstances énoncées étaient donc irréalisables.

En résumé toute classe d’homologie de E'>< E” est combinaison linéaire de
classes Z'?><Z"; et entre ces classes Z'?>< 7" il n'y a d’autres relations que
les relations générales énoncées au n° 14. '

Nous exprimerons.cette conclusion en les termes suivants :

TuioriME 7. — Socent deux espaces de Hausdor(f bicornpacts E! et E'. L'anneau
d’homologie de E' >< E" est le produit direct des anneaux d’homologie de E' et
de E', lorsque les coefficients utilisés constituent un corps (le corps des rationnels;
le corps des entiers mod. m, m étant premier).

Généralisation du théoréme 4. — Tout espace de Hausdorff bicompact a
méme anneau d’homologie que son produit par un espace bicompact et simple.
[ Démonstration : le théoréme 7, convenablement modifié, vaut quand les
coefficients sont les entiers; il a alors pour corollaire cette généralisation du
théoréme 4, compte tenu du lemme 1 (n°3). ]

23. REPRESENTATION DU PRODUIT DE DEUX ESPACES DE HAUSDORFF BicomMPACTS : FFORMULE
oe M. H. Hopr. (H. n° 27.) — Posons, avec M. Hopf, les définitions suivantes :

Nous nommerons « idéal &J engendré par un systéme de classes d’homologie
27> d’un espace topologique E » ’ensemble des combinaisons linéaires des
intersections Z»*.Z*# de ces classes Z7* par les diverses classes Z7f de E;
pour exprimer que Z"' — Z"* &€ J, nous écrirons Z"'~vZ"* mod J.

Nous nommerons produit J'>< J” des idéaux J’ et J” de deux espaces E’
et E” l'idéal qu’engendrent les classes Z'»*><Z":8 telles que Z'*>€ J'
et Z//q.{ﬂ € J”, .

J', désignera en particulier I'idéal engendré par les classes d’homologie
Z; de E’ dont la dimension est comprise entre o et p : 0'< ¢ < p.

Ceci posé, soient E' et E” deux espaces de Hausdor(f bicompacts et connexes;
soit E un espace topologique; soit z = ¢ (2, ") une représentation de E' > E"
dans E. Ulilisons des coefficients constituant un corps. Pour tout cycle Z*de E
dont la dimension p est positive nous avons, d’aprés le théoréme 7 (n°22) et le
lemme 4 (n° 135),

—
(9) W(Zr) ~ L EN BV 27 mod I, I

Soit ¢'(2") ce que devient la représentation ¢ (2',2") quand on donne & &’
une valeur fixe; d’aprés la remarque 1 du n°14

. 3
(L) > 2t~ (2. (3 2
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or, d’aprés (5) n°135,
(Z'7x 2"y (E"< z")~o, si r>o0;
la formule précédente se réduit donc &

YWY <@~ TP X, Cestandire d ¢ (ZP) ~ L.

En définissant de méme ¢” (2”), nous avons 9;’ (Zry~ 21,

Portons ces deux derniéres expressions dans (9); nous obtenons la formule
de M. Hopf : lorsque E' et E" sont des espaces de Hausdor(f bicompacts et connexes,
que les coefficients constituent un corps et que p >0

(10) ';‘(Zp) ~ @ (ZP) < B4 B g (Zr)  mod &% .

Digre:sion Généralisation des théorémes sur I'homotopie des n> 20 et 21. —
Le premier membre de la formule de M. Hopf est mdépendant de la valeur

particuliére attribuée & 2’ dans la définition de ¢’ (a’); donc q; "(ZP) est indé-
pendant de cette valeur. Il en résulte que les raisonnements des n°* 20 et 21
resteraient exacts si 'on généralisait comme suit la définition de I’homotopie :
les représentations ¢(«', 2") de E’ dans E qui s’obtiennent en donnant a 2"
des valeurs fixes seraient dites homotopes entre elles dans E, lorsque ¢(2/, ")
est une représentation de E' >< E” dans E et lorsque E” est, non plus un segment
rectiligne fermé, mais un espace de Hausdorff bicompact et connexe. (Les
démonstrations que nous venons de donner supposent que les coefficients
constituent un corps; mais on peut les compléter dans le cas ou les coefficients
- sont les entiers, ce qui suffit & la justification des généralisations énoncées.)

24. EspPACES DANS LESQUELS UNE MULTIPLICATION EST DEFINIE : THEOREME DE M. H. Hopr.
— Conservons les notations du théoréme précédent. On établit sans peine
ceci (H., n 20, 21, 22):

CoOROLLAIRE DU THEOREME 7. — Lia relation

ZPrx 1"~ o mod I’ x I’
exige qu’on ait
soit Z'P~ o mod J’, soit Z" ~ o.

Posons deux nouvelles définitions (H., n"* 13 et 14) :

Nous nommerons mazimal tout cycle Z» tel que Z*»¢ o mod J,, p > o. Soit
un systéme constitué par un nombre fini de cycles d’'un méme espace; il sera
dit irréductible lorsque chacun de ses cycles est maximal et que, plus généra-
lement, chaque combinaison linéaire des cycles de méme dimension de ce
systéme est un cycle maximal.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 17
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L’intérét que présentent les systemes irréductibles résulte de la proposmon
suivante, dont la démonstration est aisée :

Lemme 10. — Etant donnée une famllle Jinie de cycles, on peut toujours
construire un systéeme irréductible tel que tout cycle de la famille soit homologue
& une combinaison linéaire d’intersections de cycles du systéme.

Nous allons maintenant condenser les deux raisonnements essentiels de
M. Hopf (H., n> 28 et 29) en le suivant : Soient un systéme irréductible de
cycles, Z7%, de E et une homologie entre ces cycles

(11) P[Z7%] ~ o,

P étant un « polynome » dont les arguments Z?* obéissent a la loi de commu-
tativité (I'intersection jouant le role de multiplication)

(12) 2900  Liv*s v (— 1)T103 L3 %s L01:%,
De (11) résulte.
— e
C{;[:l:'(Z”’“)] ~ 0, c'est-a-dire P[cp (Zr/,a)] ~o;

d’ou, en tenant compte de la formule de M. Hopf (10) et en nommant p la
dimension maximum des Z%:%,

—1 -
P[cp’(Z’l”‘) x E"+ E'* x q;”(Z'I”‘)] ~ 0 mod J, < I},

Soit Z* I'un de ceux des Z¢* qui ont la dimension maximum p; soit Z"P ceux

-1 : .
des Z7* qui différent de Z?; soit J' I'idéal engendré par les ¢’ (Z"#) et par tous
les cycles de E’ dont la dimension différe de o et p; soit & I'anneau d’homo-
logie de E”; nous tirons de la derniére relation écrite :

P[¢/(2/) x Ev+ Eox 9"(27), EOx"(Z8)]~o  mod o x 6.

—1
Ordonnons P par rapport aux puissances de 9'(Z?) >< E"0; remarquons que
ces puissances-appartiennent a J'>< &" dés que leur exposant dépasse 1; il reste

PE" x 9"(27), B ¢ (Z8)]
+[¢(2) x B P/ (B0 9"(2), BV §"(Zr#)] ~ o mod &' 6';

cette relation s’écrit plus simplement
E' 5 9"(P[Z0]) + ¢/ (Z7) X 9"(P'[Z0%|)~o  mod &' x &";
d’ou, en tenant compte de (11),

@(27) < ¢"(P'[Z7%]) ~ 0  mod I’ x &
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Si cp(ZP) ~ omod J’, le systéme constitué par les P (Z‘1 *) est réducuble or cela

est impossible, puisque le systéme des Z** est irréductible, lorsque <p définit
un isomorphisme de ’anneau d’homologie de E sur celui de E/, ce que nous
supposerons. Donc, d’aprés le corollaire du théoréme 7 énoncé au début de ce
numéro, :

¢(P/[Zr]) ~ o,

N -1 . .

Nous supposerons que ¢” soit tel que cette relation entraine
P/[Z7%] ~ o

Nous obtenons I'énoncé que voici :

Lemme 411. — Complétons les conventions du n® 23 par les hypothéses suvantes :

o o' définit un isomorphisme de I'anneau d’homologie de E surcelui de E'; qp” définit
un isomorphisme de I’anneau d’homologie de E dans celui de E" (c’est-d-dire sur
un sous-anneau de I’anneau de E"). Soient Z7* des cycles de E constituant un
systéme irréductible; s'ils vérifient une relation P[Z7*| ~ o, alors ils vérifieni

“ausst la relation P'|Z7*]~v 0, ot P’ est la dérivée (') de P par rapport & l'un
quelconque de ses éléments de dimension maximum.

Digression : En appliquant & des anneaux, extensions de corps, les conven-
tions qui sont classiques dans la théorie des corps, extensions de corps (*), on
peut résumer comme suit cet énoncé et le théoréme 2 (n° 18) : L’anneau que
constituent les combinaisons linéaires des intersections des cycles d’un
systéme irréductible de cycles de E est une extension du corps des coefficients;
cette extension est algébrique (th. 2) et inséparable (lemme 11).

L’application répétée du lemme 11 a une relation P[Z7*]~v 0, ol P est un
polynome ordonné et non nul, fournit finalement une relation /A, = o, ot ¢
et A, sont un entier et un coefficient non nuls. Cela est impossible quand le
corps de coefficients utilisé est celui des rationnels. Donc, dans ce cas, toute
homologie P[Z”*]~ o0 liant les éléments Z7* d’un systéme irréductible est
conséquence des relations (12). Soit en particulier le systéme irréductible que
constitue un élément maximal unique Z7; d’aprés le théoréme 2 (n° 18) sa
classe d’homologie est nilpotente : (Z?)" désignant l'intersection de n cycles
homologues & Z¢?, on a (Z?)'~ o0 pour une valeur convenahle de n; or cette
homologie ne résulte de (12) que si p est impair; donc, quand les coefficients
sont les nombres rationnels, tout cycle maximal a une dimension impaire.

(*) Nous nommons dérivée de P[Z», ZB] par rapport a4 Z¢ le coefficient de Z»* dans
P[Zr+ Zr1, Z"rﬂ] ordonné suivant les puissances de Z~1.

(%) VA~ pErR WaErDEN, Moderne Algebra 1 (Springer, 1937), chap. V, § 38; Separable
und inseparable Erveiterungen ( Erveiterungen erster und zweiter Art).
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M. Hopf énonce ces résultats en choisissant E = E'=E”. 1l vient :

TutoriME 8. — Supposons qu'une « multplication continue » soit définie dans
Uespace de Hausdor(f bicompact et connexe E : ceci signifie qu'a chaque couple
de points de E, (x', x"), l'ordre de ces points entrant en jeu, est assocvé un troisiéme
pointde E, x =x' 2", qui dépend continiiment du couple (', x"). Construisons
Panneau d’homologie de E en utilisant comme coefficients les nombres rationnels.
Soit a un point particulier de E; les transformations inverses des deux représen-
tations ax et xa définissent deux homomorphismes de I’anneau d’homologie de E
en lui-méme, qui sont indépendants du choix de a. Faisons I’hypothése suivante :

(k) : chacun de ces homomorphismes est un isomorphisme de I’anneau de E sur
lui-méme (c’est-a-dire un automorphisme); '

Alors : tout cycle maximal de E est de dimension impaire; toute relation entre
les éléments d’une famille finie de cycles de E est conséquence des relations
générales 1> 278 ~o(—1)17278,Zr%, appliquées aux cycles d'un systeme
trréductible tel que tout cycle de la famille soit homologue ¢ une combinaison
linéaire d’intersections de cycles du systéme.

Remarque. — 1.’hypothése (&) est vérifiée quand, par exemple, la suivante
Pest : ‘ ‘
(/') : Il existe deux points a et b de E tels que ax = xb = x quel que soit x.

—1 —1 . . .
En effet ¢’ et ¢” définissent alors la transformation identique de l’anneau
d’homologie de E sur lui-méme.

25. Les pEmi-croupes, p’apris MM. Hoer et H. Samerson. — (Ce numéro-ci
est en relation avec H., n° 37, et avec le Mémoire de M. Samelson qu’annonce

M. Hopf.)
Définitions. — Nons nommerons demi-groupe toute multiplication continue,.
x =a'x", définie sur un espace de Hausdorff bicompact et connexe, qui vérifie
I'hypothése (A') et qui est associative :
xl(xl/xlll):(wl‘p//)xm.
E’ et E” étant deux espaces homéomorphes & E, Z'» et 7" étant les cycles

de E’ et E” qui s’identifient au cycle Z¢ de E quand on identifie E', E" et E, la
formule de M. Hopf s’écrit, en posant

(2, 2"y =2'2",
—1
(14) 9 (Zr)y~Z'P < B+ E'° < Z'P mod J},xa}; (p>o).

Nous nommerons hypermazimal tout cycle Z¢ de E tel que
(15) Q(I) ~UPXENHEOX L, Zovo  (p>o),

les coefficients utilisés étant les nombres rationnels.
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(Toute combinaison linéaire de cycles hypermaximaux de méme dimension
est donc ou bien hypermaximale ou bien homologue 4 zéro.) Les propositions
qui suivent montrent I'intérét de cette notion.

' Tatortue 9. — Tout cycle maximal 7 est homologue mod J, & un cycle
hypermazimal.

CoroLLaire 9. — Etant donnée une famille finie de cycles de E, on peut trouver
un systéme irréductible de cycles hypermaximaux, tel que tout cycle de la famille
soit homologue & une combinaison linéaire d’intersections de cycles du systéme.

Supposons le théoréme 9 vrai pour les cycles: maximaux Z? de dimension
g < p; d’aprés le lemme 10 (numéro précédent), le corollaire 9 est vrai pour
les familles de cycles de dimensions inférieures a p; prouvons que dés lors le
théoréme 9 s’applique au cycle maximal Z¢.

Explicitons tout d’abord la formule (14) de M. Hopf

(16) 9 (L) ~ Zp ¢ B4 B0 27 P20, 2092,

o g< p et ou P est un polynome dans lequel le produit joue le réle de
multiplication ; le corollaire 9 nous permet de supposer que les Z7:* constituent
un systéme irréductible de cycles hypermaximaux :

~1
9 (Z9%) ~ L1 5 E"0 4 E0 5 2102,
Nous abrégerons 1'écriture en posant
YII‘: er‘ > E”O et YII3= EIO > Z//s, d’Ol‘l Y'Ilv. Yll3= er > Zl/s;

il vient, I'intersection jouant désormais le réle de multiplication dans P,

() §(Z) ~ Yrr Yo PV, Yina),
17 . .
9 (Z9%) ~o Y08 4 Y02,

Soit Y(&/, 2”, ") la représentation que définissent les deux formules,
équivalentes puisque ¢(’, 2”) est une multiplication associative,

(18) ‘P(xli z', wm)ch[(?(x’) z'), .’L’”’],
(19) (o, 2", 2") = ¢, ¢ (2", 2")].

Intreduisons un quatriéme espace E” honiéomorphe 4 E; posons
xl]‘: er X EII() > E/”o, Xllr: E’O > Z”I‘ > E///o’ X”’I': E/u > EII[) P X///r .
les formules (17) et (18) nous donnent

—t
(20)  $(ZP) ~ XP+ X4 X"P 4 P[X'0% + X702, XP0o2] 4 P X012, X'72],
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tandis que les formules (17) et (19) nous donnent

-1

(21) ‘.[)(Z/’) ~ x/,,+ Xllp+ Xll/p+ P[X!q,a’ X//(/,a_|_ qu,a] —+ P[X”"’“, X"q,2 I'
En ordonnant les seconds membres de (20) et (21) nous oblenons, d’aprés les
théorémes 7 et 8, un méme polynome, dont le monome

AX/70%, X"h*“z veee X/ Na—1%am, X 0003, X401, oo X0 %
a un coefficient A égal au coefficient d'un monome de P[X'7-2,"X"%:%] qui est

d’aprés (20)

AX0% X G—o%— X%, X0 %, ., X'”'fm'lw,

d’aprés (21)

AX/90%, ceee X/ 9313 %=1 . X g%, . X "g241>% 441 cone X" %y H

ainsi tous les monomes de P[X'2*, X"*#], qui engendrent un méme monome
de P[X'7*, X'"-%], quand on pose

'q,0 — X "q,
X/re=X"72

ont un méme coefficient A — a I'exception suivante prés : P[X'?:¢, X"¢¢] ne
contient aucun monome des types X'%%., . X% % et X"7%,,, X" w% —; la
somme de ces monomes de P[X'7-2, X"7:2] est don¢

A(XTe¥ X0%) L (X oo 4= X)) — AKX, X0 %a— AX 0%, X 0%,
Par suite, P est du type |
O PIXE X = QX X0] — Q[X7H] — QX%
et la formule (16) de M. Hopf s’écrit

9(2P) ~ L7 < BP0 B 5 21
QU x BN B0 29| — Q|20 ¢ B ] — Q[ x 2705

c’est-a-dire
(20— Q[L7*]) ~ (2P — Q[Z92]) xx B0+ EV < (2% — Q[Z70:2]);

cette formule exprime que Z» — Q[Z?*] est hypermaximal.
: C.Q.F.D.

Tutoreme 10. — Tout cycle hyperm'aximal est maximal. Soit ZF un cycle non
maximal; d’aprés le corellaire 9 nous avons Z?~ P[Z?], oti les arguments Z¢
du polynome P constituent un systéme irréductible de cycles hypermaximaux
dont les dimensions ¢ sont toutes inférieures & p. D’ot

O (ZP) ~ P[Z1% 5 E" 4 B0 5 2093 ]



FORME DES ESPACES TOPOLOGIQUES ET POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS. 135

d’ ou, puisque P n’est pas linéaire, compte tenu des théorémes 7 et 8,
(2 Zpx B+ B < 27,
donc Z¢ n’est pas hypermaximal. o C. Q. F. D.

Puissances. — Posons 0,(x) = ?, c’est-a-dire 8,(x) = ¢(&, x). Utilisons
lareprésentation n(x) que définit le n° 8; nous avons

, — —r—
0.(2) =g[n()], dou 0,(2°) ~=|o(2")];
d’oti, en tenant compte de (15) et de la relation %1('Z’q>< 2"y~ Z7. 7" (n° 14),
(22) az(ZP) ~ 27, quand Z? est hypermaximal.

. —~1 . .
Remarque 1. — Nous avons donc 0,(Z) ~ 2"Z?, quand Z¢ est l'intersection
de ncycles hypermaximaux.

Remarque 2. — La formule (22) peut servir de définition aux cycles hyper-
maximaux. Cette définition reste utilisable quand la multiplication &' 2 vérifie
’hypothése (4') sans étre associative : le théoréme 9, son corollaire et le
théoréme 10 restent exacts. Mais, la formule (15) et le théoréme 11 ne valant
plus, la notion de cycle hypermaximal a néanmoins perdu l'essentiel de son
intérét.

Revenons au cas des demi-groupes; posons 0,(x)=2x"; la formule (20),
ou P est nul, nous donne

-é:(ZP) ~ 3Zr, quand Z” est hypermaximal.

Plus généralement :

Takorime 11. — Soit 6,(x) =", k étant un entier 20; soit Z? un cycle
hypermaximal; nous avons
(23) BZ(ZP)NkZP.

Soient
0(e, 2", 2") =& (&) Ei (2" B (2B () Es (2" EN(2") o Ei(2”) et TP~ P[Z77],

les Z2* étant hypermaximaux, nous avons
(24) 0(20) ~ P[ZE'T@(Z";“) x E7 > E"0+ XZ_E%B(Z“) > E™
B B

+ Eox E”°><2 gg(Zv,a)].
B

Si-le demi-groupe est un groupe, la formule (23) vaut encore lorsque k est un
entier négatif.
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PROBLEMES — 1° Comparer ’anneau d’homologie d'un espace et d"iin de ses
espaces de recouvrement.

2° Etudier I'anneau d’homologie d’un espace de Hausdorff blcompact et
symétrique (cf. E. Cartan, Mémorial, fasc. 42, chap. IV). '

CHAPITRE IL

ESPACE DE HAUSDORFF BICOMPACT
POSSEDANT UN RECOUVREMENT FINI CONVEXOIDE.

Tous les théorémes de ce Chapitre supposeront simples certains ensembles de
points. Pour appliquer ces théorémes, il nous faudra donc utiliser le seul cri-
tére qui nous permette d’affirmer qu’un ensemble est simple : le théoréme 6
(n° 21), ou sa généralisation (n® 23). Les notions qu’introduit ce Chapitre
nous permeltront de déterminer par un nombre fini d’opérations les anneaux
d’homologie de certains espaces, en particulier des polyédres; elles seront
d’autre part la base de la théorie des points fixes (Chap. III) et plus généra-
lement de la théorie des équations et des transformations.

I. — Complexe concret dont chague élément a un support simple.
Ce paragraphe est étroitement apparenté aux n* 46 et 17 (Chap. I, § IV).

26. CouvERTURE D'UN SOUS-ENSEMBLE FERME. — Nous savons que 'intersection
d’une couverture par un ensemble de points est une couverture de cet ensemble.
Réciproquement soit F un ensemble fermé de points d’un espace topologique E
et soit K une couverture de F'; proposons-nous de construire une couverture
de E qui soit en rapport aussi simple que possible avec K. (Celte construction
nous servira ailleurs a étudier la position de F dans E.)

Prolongement de K d E. — Soit C le complexe concret dont la structure est
la suivante : il se compose de deux éléments U et U*; Ue=U" et U'=o;
| U°| =F et |U'| est 'ensemble des points frontiére de F. Soit K’ le complexe
qui se compose de tous les éléments de K. C (leurs supports et leur loi de déri-
vation restant les mémes) et en outre d’un élément V° tel que Vo=—U* Ko
et que |V°| soit la fermeture de E—F. On vérifie aisément que K’ est une
couverture de E et que les intersections de K et K’ par I'intérieur de F sont les
mémes. Nous nommerons la couverture K’ « prolongement 4 E de la couver-
ture K de F ».

Elargissement de la couverture K de F. — Supposons que E soit un espace
normal. L’application du lemme 5 (n°416) au systéme des supports des éléments
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de K fournit immédiatement la généralisation que voici du lemme 6 (n°16) :
On peut construire un élargissement K* de la couverture K de F qui soit arbi-
trairement voisin de K et qui soit une couverture de la fermeture d’un voisi-
nage de F.

Soit K’ I'extension a E de cet élargissement K* de la couverture K de F;
K'.F est un élargissement de K et est arbitrairement voisin de K. Done¢ :

Lewue 12. — Etant donnés un sous-ensemble fermé F de points d’un espace
normal E et une couverture K de F, on peut construire une couverture K' de E
telle que K' . F soit un élargissement de K arbitrairement voisin de K.

Ce lemme nous servira a prouver le suivant :

Lemue 13. — Soient un espace normal, un ensemble fermé F de points de E,
une forme L* de E. Supposons que F soit simple et que L? .F = 0. Si p >o,jedis
qu'il existe une jorme L.r—* de E telle que L .F = L' F. S p= o, je dis qu’il
existe une couverture K de E et un coefficient A, tels que L° F = A, K°.F,

Démonstration. — Supposons p > o. Soit K la couverture de E 4 laquelle L¥
appartient; L*.F appartient & la couverture K.F de F; puisque F est simple
et que (L*.F)'=o, il existe une couverture K’ de F et une forme L'»
de K'.(K.F) telle que L*,F = L’>~'. D’aprés le lemme 12 on peut trouver une
couverture K” de E telle que K'.(K.F) soit isomorphe & K”.(K.F); & L'~
correspond dans K”.(K.F) une forme que nous nommerons L"~'; on
a LP».F=1"'; or L' est du type L~—'.F, L*—' étant une forme de E. Cela
établit la proposition énoncée.

Supposons p=o. Soit K la couverture de E 4 laquelle L° appartient ; d’apreés
le lemme 4 (n° 15) K. F est connexe; donc L°. F = A ,K°.F, ot A, € A.

27. COMPLEXE CONCRET DONT CHAQUE ELEMENT A UN SUPPORT SIMPLE. — Nous allons
commencer par généraliser les définitions du n° 12 (Chap. I, § 1II).

Définitions. — Soit C' un complexe concret arbitraire de I'espace topo-
logique E. Nommons forme de E.C’ toute forme d’un complexe K.C/, ou K
est une couverture quelconque de E : si nous désignons par X'* les éléments
de C’ et par L7 les formes de E, alors les formes de E.C’ sont les expressions

MP— Z Le:8, X'»—1.8,
Bogq '

Soit K” une seconde couverture arbitraire de E; soit K" son cycle unité,
convenons que M? et K"°.M” constituent la méme forme de E.C'. Grace a cette
convention les combinaisons linéaires homogeénes des formes de E.C’ sont des
formes de E.C'. La dérivée d’une forme de E.C’ est une forme de E.C’. Nous
nommerons cycles de E.C’ les formes de E.C’ dont la dérivée est nulle; nous

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 18
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dirons que deux formes de E.C’ sont homologues entre elles lorsque leur
différence est la dérivée d’une forme de E.C’. L’homologie répartit les cycles
de E.C' en classes d’homologie de E.C'. Les classes d’homologie & p dimensions
de E.C' constitueront les éléments du « p*"° groupe de Betti de E.C’ ». 3
Lorsque E est un espace normal et que les supports (') de C’ sont simples,
les définitions précédentes et le lemme 13 permetteut d’appliquer & E.C’ les
raisonnements que le n° 17 applique 4 K*.(’; on obtient ainsi les conclusions
suivantes : tout cycle de E.C’ est homologue & un cycle K°.Z'? o Z'? est un
cycle de C’ et ou K° est le cycle unité d’une couverture K de E; les rela-
tions K°,Z?~ o0 dans E.C' et Z’?~y0 dans C’ sont équivalentes : la corres-
pondance Z'?<>E°.Z'? est donc un isomorphisme des groupes de Betti de C’ sur
ceux de E.C’. Nous exprimerons ces faits en les termes suivants (¢f. lemme 8):

Lemme 14. — Si les supports (*) d'un complexe C' sont des ensembles simples
de points d’un espace normal E, alors E.C' et C' ont mémes groupes de Betti.

Ce Chapitre consiste essentiellement 4 donner de ce lemme deux applications,
de natures trés ditférentes, a I’analyse de la structure de 'anneau d’homologie
de certains espaces : 'une constitue le n° 28, 1'autre le n° 36, dont le para-
graphe III n’est que le développement. :

Nous aurons a faire usage de la proposition suivante, qui se déduit aisément
du lemme 3.

Lemye 15. — Soit C" un sous-complexe ouvert ou un rétrécissement de C'. St une
égalité ou une homologie vaut dans E.C' entic des formes et leurs dérivées, la
relation analogue vaut entre les formes correspondantes de E.C".

28. COUVERTURE DONT CHAQUE ELEMENT A POUR SUPPORT UN.ENSEMBLE SIMPLE. —
Lorsque C’ est une couverture K’ de E, le p"™ groupe de Betti de E.C' est
évidemment identique au groupe que constituent les classes d’homologie de E
dont la dimension est p; et le lemme 14 s’énonce comme suit :

Tutorkmr 12. — Soit E un espace de Hausdor(f bicompact, possédant une cou-
verture K' a supports simples (*). Les classes d’homologie de E s’identifient alors
aux classes d’homologie de K'.

Remarque 1. — La démonstration suppose E normal mais nous ne savons
justifier l’hypothese « les supports de K’ sont simples » qu’en appllquant le
théoréme 6 qui, lui, suppose que E est un espace de Hausdorff bicompact; c’est
pourquoi nous avons restreint 1’énoncé a ce cas.

(1) Clest-a-dire une couverture dont chaque élément a pour support un ensemble
simple.
(?) Clest-a-dire une couverture dont chaque élément a pour support un ensemble simple.
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Remarque 2. — Lorsque le théoréme 12 est applicable, les dimensions des
classes d’homologie de E sont bornées, et il existe un systéme fini de classes
dont toule autre est combinaison linéaire : on dit que 'anneau d’homologie
de E posséde une base finie.

Remarque 3. — Nous nommerons recousrement convexoide tout recouvrement
dont les éléments ont les deux propriétés que voici :

1° chacun de ces éléments est fermé et simple;
2° 'intersection d’un nombre fini de ces éléments est vide ou simple.

. Si un espace de Hausdorff bicompact E posséde un recouvrement fini
convexoide, alors le théoréme 12 est applicable ala couverture de E qu’engendre
"ce recouvrement ; I’anneau d’homologie de E a donc une base finie.
On peut déduire plus généralement du lemme 14 les deux théorémes suivants,
dont le théoréme 12 n’est qu'une conséquence :

Tatorime 13. — Soit E un espace de Hausdor(f bicompact possédant une couver-
ture K/ qui puisse étre élargie en un complexe concret C' a supports simples appar-
tenant a E. Tout cycle de E est homologue & un cycle de K'.

Démonstration. — D’aprés le lemme 14 tout cycle de E.C’ est homologue &
un cycle de C'. Tout cycle de E.K' est donc homologue 4 un cycle de K’ (en
vertu du lemme 15). Or les cycles de E.K' ne sont autres que les cycles de E.

TatorkMe 14. — Soit E un espace normal possédant une couverture K' qui soit
un élargissement d’un complexe concret C' & supports simples. St un cycle de K’
est homologue a 3éro dans E, il est homologue a zéro dans K'.

Démonstration. — Soit Z'? un cycle de K’ homologue a zéro dans E; Z'» est
homologue i zéro dans E.K’; d’aprés le lemme 15, le cycle correspondant de Cr
est homologue & zéro dans E.C'; donc, d’aprés le lemme 14, ce cycle est homo-
logue & zéro dans C'; par suite, puisque C’ et K’ sontisomorphes, Z'” est homo-
logue & zéro dans K'. ’

Exemples. — Les figures 1, 2, 4 (n> 11 et 13) illustrent ces trois théorémes.

29. Arrrications. — Le théoréme 12 a les corollaires suivants :

CoroLLARE 12,. — Si un espace de Hausdor[f bicompact posséde une couverture
qui est un simplexe et dont chaque élément a pour support un ensemble simple,
alors cet espace est simple. '

.

CoroLLAIRE 12,. — La réunion ¥, +F¥,+...+F, d’un nombre fini d’ensembles
bicompacts de points d’un espace de Hausdor(f est simple lorsque chacun de ces



140 JEAN LERAY.
ensembles et chacune de leurs intersections mutuelles

Fa, Fa.Fﬁ, F“’FB’FY’ “eey Fi.F‘z..nFm

est simple (Cf. : théoréme de Helly, A.-H., Chap. VII, § 2, p. 10).

Nota. — L’ensemble vide n’est pas simple; aucune de ces intersections ne
doit donc étre vide.

Démonstration. — Le corollaire 12, s’applique 4 la couverture de

Fr—i_— Fo+... 4 F,,,_

qu’engendre le recouvrement F,, F,, ..., F,; cetle couverture est unsimplexe,
d’aprés le n° 5, puisque F, . F,.....F,5o.

Anneau d’homologie de la sphére. — La sphére & n dimensions, S, d’équation
cartésienne x,+ x;+ ...+ x,=1, posséde, outre la classe d’homologie
unité S°, une classe d’homologie 5" & n dimensions et & coefficients entiers;
quels que soient les coefficients utilisés, son anneau d’homologie se compose
des classes A,S° et A, 5" (A, € A), dont aucune n’est nulle. On a don¢ S*. S*~vo.

Démonstration. — S posséde la couverture suivante : ses éléments sont :

X0t Xe2r X1 Xtr o, Xm1, o Xnme?;
on a
Xpi—= — Xpr—= Xp+1a 4 Xp+ti2 g p<n; Xt = Xn2— 0;

| X%!| est I'ensemble des points de S tels que : x,20;
| X%2 | est I'ensemble des points de S tels que : 2,50;
| X*1| est I'ensemble : zy=o0, 2,2 0;
Xt2] est I'ensemble : xy=—o0, 2;<0;
H = 1
| X21| est I'ensemble : zy—=xy=o0, 2,2 0;
| X*2| est I'ensemble : zy=x,=0, 2:50;

j X1 est I'ensemble : xy=ay=...=xp1=0, 2,=1;
| X2 | est 'ensemble : zy=a2y=... .=z y=o0, Zp=—1.

Chacun de ces supports est simple, d’aprés le théoréme 6 (n°21). On a

so ~ X001 + Xo,z et Sn ~ Xn,i.

Notons que cette couverture, d’un emploi si commode, n’est pas engendrée
’ P ’
par un recouvrement. :

Le théoréme du pavage de Lebesgue. — S étant toujours la sphére & n dimen-
sions, toute couverture de S qui peut étre élargie en un complexe a supports
simples appartenant 4 S a au moins un élément de dimension » : sinon, d’aprés
le théoréme 13, S n’aurait pas de classe d’homologie de dimension n. En parti-
culier tout recouvrement fermé de S qui peut étre élargi en un recouvrement
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convexoide est d’ordre supérieur 4 n; (la notion de recouvrement convexoide a
été introduite au n° 28, remarque 3; rappelons que 'ordre d’un recouvrement
est le plus grand entier A tel qu’on puisse trouver A éléments du recouvrement
dont l'intersection ne soit pas vide). Plus particuliérement encore, I’ordre d’un
recouvrement fermé de S est plus grand que n, lorsque chaque élément de ce
recouvrement appartient 4 une demi-sphére ouverte de S. En projetant la
figure sur le plan diamétral z,=o, il vient : un recouvrement de la boule a n
dimensions, @} + x,+...+ x.<1, est d’ordre supérieur & n lorsque chaque
élément de ce recouvrement ou bien est intérieur 4 la boule, ou bien appartient
a une demi-boule ouverte (une demi-boule ouverte est I'ensemble des points de
la boule qui vérifient une inégalité a,z,+ ...+ a,,>0). Cette derniére
proposition est le théoréme du pavage de Lebesgue (A.-H., Chap. IX, § 3, 1).

La bande de Mobius a méme anneau d’homologie que la circonférence; (on
déduit aisément cette proposition du théoréme 12).

II. — Dual d’un complexe.

Les six premiers numéros de ce paragraphe concernent les complexes
abstraits : ils constituent un complément au Chapitre I, paragraphe I. Les
notions qu'ils introduisent trouveront leur application au n° 36, au para-
graphe III et au Chapitre III. :

30. Notation INFERIEURE. — A c6té de la notation utilisée jusqu’a présent, il
nous sera désormais commode d’utiliser la suivante, que nous nommerons
notation inférieure : le complexe C, ses éléments X7, leurs dérivées X»=, la
forme linéaire Lr, sa dérivée L%, les sous-complexes L et X»* seront respecti-
vement désignés en notation inférieure par ¢, Zn_p. 4, Tap.xs boops bnps bnpy Zn—p,as
n étant un entier fixe; n — p est la « dimension inférieure » de x,,_, , et de /,_,.
Alors que la dérivation augmente d’une unité la dimension supérieure, elle
diminue d’une unité la dimension inférieure.

Nous adopterons la convention suivante quant au produit par un complexe

_inférieur : X7 *>< @) g=(—1)"7x; 3>< X7* est un élément de dimension infé-
rieure ¢ — p, dont la dérivée est

(X2 ¢ 2y g ) = XPo < &y g+ (— 1)PXP% < &, g.

Homogénéité des formules. — La somme des dimensions supérieures et du
nombre de points signes de dérivation diminuée de la somme des dimensions
inférieures est nécessairement la méme dans les divers « monomes » de chaque
formule; la barre supérieure (inférieure) équivaut 4 un nombre indéterminé
positif ou nul (négatif ou nul) de points signes de dérivation.



142 JEAN LERAY.

31. DuaL p'un compLEXE ABsTRAIT. — Nous nommerons dual d’un complexe
abstrait C le complexe abstrait ¢ qui a la structure suivante : nous utilisons
pour ¢ la notation inférieure; les éléments x, , de ¢ correspondent biunivo-
quement aux éléments X7* de C; la loi de dérivation dans c est telle qu’on ait

(25) <Z Xma x,,,a)._—_ o,

o
c’est-a-dire

(26) EX/”“xx,,,a—i—Z(—n)PXqui',,,a:o;

Py P

en d'autres termes, si nous posons
s B
(27) J\p.z—-z [ ] Xp+1.8 et w,,+,,a_—.2 0(5) Zp B,
P

la loi de dérivation de ¢ est définie par les relations

(28) . c(i’é‘):(_l)pc[g].

On déduit aisément des formules (27) et (28) ceci :

LrmMe 16. — Les relations X»* € X?8 et x,, , € x, 5 sont équivalentes. (Rap-
pelons que X7 est le sous-complexe ouvert que constituent les éléments de C
auxquels X7# adhére; cf. n° 6, rem.)

Lemve 17. — A tout sous-complexe ouvert ( fermé) de C correspond dans ¢ un

sous-complexe fermé (ouvert), qui est dual du précédent. (Par exemple z, , est
dual de X-=.)

Dual d’un complexe possédant un cycle unité. — Les propositions qui suivent
sont équivalentes entre elles : C posséde un cycle unité

_.25{“-1:0—-2C[§]=0, -
o o

quel que soit § —+ Y C(Z) = o quel que soit 3 — «. Les relations Eb%(g): a* .
a ! 8

entrainent que Z a*=o0 —.. Larelation (E bizx, ,p>' = Z a*x, . entraine

-3 o

que Za“—-o—- L’homologie Ea x, ,~v 0 entraine que Ea“—o-—--

Donc : pour que C posséde un cycle unité, il faut et suffit que son dual ¢

posséde la propriété suivante : on a 2 a*=o chaque fois 2 a*x, 4~ 0,

o &%
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Dual d’un complexe connexe C. — Lorsque C posséde un cycle unité,
les propriélés suivantes sont équivalentes entre elles : C est connexe —..

Quels que soient les coefficients utilisés, les relations Z A X"*=o0, clest-
o

a-dire ZA;C(E)=O, exigent que les A, soient tous égaux —. Le systéme
-3

26%@): a*, ot les inconnues 4F et les paramétres a®sont des entiers, a pour
p A

seule condition de compatibilité ¥, a*=o(1’équivalence de cette propriété et de

la précédente est un théoréme classique d’arithmétique : voir VAN pER WAERDEN,
Moderne Algebra, 11, Springer, 1940, Chap. XV, § 108, Aufgabe 5) —. Si

Za“zo, on a Za“wo,awo—-. Donc : pour que C soit connexe, il faut

a @
et il suffit que son dual ¢ posséde la propriété que voici : les relations

Za“xo,awo et Za“—_—o sont équivalentes. Dans ces conditions les divers

a -]
&,,, appartiennent 4 une méme classe d’homologie, que nous désignerons

par 1; nous écrirons

(29) Z a*Zoq NZ a*; a* ~ o équivaut 4 a*=o.
o &

32. INTERSECTION DUALISTIQUE D'UN COMPLEXE SIMPLICIAL ET DE SON DUAL. — Soit ¢
le dual d’un complexe C. Nommons éléments diagonaux de C >< ¢ les éléments
XP*>< &, ,. L'intersection dualistique C,c sera par définition le plus petit
sous-complexe ouvert de C><c qui contienne tous les éléments diagonaux
de C><c. Nous nommerons X%, x,g I'élément de C,c qui correspond a
I’élément XP*>< x, g de C < c. :

Lemme 18. — Les relations X»*, x, 3% o et X»* & X sont équivalentes.
Nota. — Ladéfinition de X7:? se trouve au n° 6, exemple.
. Démonstration. — La relation X»*, x, g5<£ 0 e)'iprime. que.X"’“>< x, s appar-
tient au sous-complexe C, ¢ de C><¢, c’est-a-dire qu’il existe r et y tels que
Xrax z, g€ XX 2y,

c’est-a-dire que
Xr2re XY et ry BE L, y,
—_—

c'est-a-dire, en tenant compte du lemme 16,

Xprr g XY et XrreX7B;

elle équivaut donc bien & la relation X7* € X8,
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Le lemme 18 a les conséquences suivantes :
(30) XP*, x,8=0 sip>gq

(c’est-a-dire : tout élément de C, ¢ a une dimension inférieure positive ou
nulle)

(31) Xpe, 2, 8=0 si o 7 B,

(32) XP:2, x, 5 est un cycle.

Définition. — Nous dirons qu’un complexe C, d’éléments X»*, est simplicial
lorsqu’il est connexe et que chacun de ses sous-complexes X#-* est un simplexe.
(Rappelons & ce propos le lemme 4 : toute couverture d’un espace connexe
est connexe. )

Lemme 19. — Soient un complexe simplicial C, son dual c et leur intersection
dualistique C, c. Je dis que :

1° le complexe C, c et le complexe ¢ ont les mémes groupes de Betti;

2° en particulier le cycle Xr*, x,, de G, ¢ est homologue a la classe
(—r1)ydec: : '
(33) XP2, 2, 0~ (— 1), )

Démonstration du 1°. — Les raisonnements que le n° 47 (Chap. I, § 4)
applique & K*.C’' et que le n° 27 (Chap. II, § 1) réutilise une premiére fois
s’appliquent a G, c, le complexe C jouant le role de K* et son dual ¢ le réle
de C’; il en résulte que la correspondance qui associe & chaque classe d’homo-
logie z, de ¢ la classe de C, ¢ qui contient C°, 3, est un isomorphisme des
groupes de Betti de ¢ sur ceux de C,c. Nous convenons d’identifier les classes
d’homologie qui se correspondent ainsi.

Démonstration de la’ formule (33) quand p=o0. — D’aprés (31) nous avons
X &, ,= C°, x, ,; or nous avons convenu d’identifier la classe d’homologie
de C°, z, , avec celle de x, , et de désigner cette derniére par 1.

Démonstration récurrente de la formule (33). — Supposons la formule (33)
établie pour une valeur particuliére de p. Donnons-nous arbitrairement un

élément ,,, , et une forme Zale”’ﬂ a coefficients ag entiers; nous avons
B

<2 /LgXl’xﬁ, .7;,,+1,1> =2 agC [g] Xp+1y, x”+1‘°‘+2 (— I)Fagc(g) X8, Zp,ys
8 By

By

d'ou puisque X7+Y, &,y o =0 si a ZY, que X8, z, ;=0 si BZyetque X»8, z, 5 ~ (—1)7,

o~ a[XPoe, 2, o+ (—1)P), ou a:z agC[g]:(——x)Pz agc(g) [ef. (28)].
B B
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Pour déduire de cette relation la conclusion cherchée : Xe+'*, 4 o~ (—1)P*,
il suffit de. prouver qu’on peut choisir les entiers ag tels que a =1. Ceci revient

a prouver que les divers C[ ] correspondant aux valeurs choisies pour p et a
et aux diverses valeurs de B sont premiers dans leur ensemble. S’il n’en étai
pas ainsi, il existerait un entier m > 1 tel que C[ ]_ o mod.m, c’est-a-dire
tel que X?+'* ne figure dans les divers X8 qu’avec un coefficient multiple de m;

donc X7+ serait un cycle de X?*'-* non homologue a zéro mod.m; or cels

. n'est pas possible, puisque X?+*:* est un simplexe.

33. Groures bE BerTi p'un coMPLEXE siMpLiCIAL C ET DE SON DUAL ¢, LORSQUE
LES COEFFICIENTS CONSTITUENT UN CORps (rationnels; entiers mod.m, m étant
premier). — Nous nommerons base d’un complexe C tout systéme de formes
de C (4 coefficients pris dans le corps de coefficients donné) tel que chaque
forme de C soit égale & une et & une seule combinaison linéaire de formes du

systéme : les formes
Lre= A[“] X8
A

constituent une base si et seulement si, pour chaque valeur de p, la matrice
« .
A [g] a une inverse.

Nous nommerons base d’homologie de C tout sysiéme de classes d’homologie
de C tel que chaque cycle de C appartienne a une et une seule combinaison
linéaire de classes de ce systéme ('). Nous nommerons p*™ nombre de Betti
de C le nombre de classes d’homologie & p dimensions que comporte chacune
des bases d’homologie de C (ce nombre est indépendant du choix de cette
base).

Nous nommerons base du groupe des cycles homologues & zéro tout systéme
de cycles de C tel que chaque cycle de C homologue & zéro soit égal & une et &
une seule combinaison linéaire de cycles de ce systéme.

Soit une base d’homologie de C; choisissons un cycle Z** dans chacune des
classes de cette. base; soit U»*une base des cycles homologues 4 zéro; soient
V-t des formes telles que VP += Ur:¥, Envisageons une forme quelconque
L»de C. Il existe un systéme unique de coefficients A, € A tels que

Lr— 2 A, Ur+tv=o,

(*) L’hypothése que les coefficients constituent un corps serta prouver l’existence de tel:
systémes. Pour plus de détails sur les notions de bases, bases d’homologie, bases cano
niques, voir A.-H., Chap. V, §2, 6.

Journ. de Math., tome XXIV, — Fasc. 2, 1945. 19
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c’est-a-dire tels que L»— Z A,V soit un cycle; ce cycle est homologue & un

v

cycle ZA)‘ZM, les A, étant parfaitement déterminés;

A
Lr— B Ay 2y — N A T,
v X

étant un cycle homologue & zéro, est égal & une expression ZA‘LUP’F dont les

coefficients A, sont parfaitement déterminés. En résumé
L= A2+ ¥ A Ure+ 3 A VP,
» u v

les coefficients A,, A, et A, étant déterminés sans ambiguité. Les formes Zr-,
Uerk et Vov constituent donc une base de C. Une telle base sera nommée base
canonique.

On définit de méme les bases, bases d’homologie et bases canoniques du
dual ¢ de C. 4
Supposons C simplicial. Deux bases de C et ¢

Lra=Y A [g] R X (Z) Zpy
B Y

seront dites duales 'une de I'autre lorsque, pour chaque valeur de p, les deux
matrices A [g] et a (g) sont inverses I'une de I'autre; pour qu'il en soit ainsi,

il faut et suffit : ou bien qu’on ait
(34) Lpx, 1, o~ (—1)? et Ly, 5~ 0 si a7 B;
ou bien qu’on ait

(35) DLl o= XP*x 2.
Pio%

P

La relation de définition des complexes duals, (2 X"’“><w,,_a>°=o, peut

donc prendre la forme plus générale que voici .

(36) (Z Lr> ]/',ac> =o,
o

quand I.”> et [, , constituent deux bases duales.
Soit Zr* Ur# et V»¥ une base canonique de Cj; soil 3,, ¢,, et u,, la base
duale; (36) devient

(Z 7Pk x¢ ;,;,).'{’—2 Uri (',,,p.—+—2 Vrv u,,,v> =o;

Pk L py
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développons cette relation en tenant compte des relations

Zrr—o, Urb=o,  Vrtp=Urn;

il vient v
Z 7 ¢ 51,’)‘_;_2 Urt < [((— 10)P i+ ttps ) —|—2 (=1 Veyxd, yv=o;
poh P A

d’ou, puisque Z»*, Ur* et V7 sont indépendants,

—_— 7 —_— > —_— —1
P =0, tlpy=o0, Opu=(—1)""tp4p.

Ul

Ces relations prouvent que le p*™ nombre de Betti de ¢ est au plus égal a
celui de C; or on peut permuter les réles de C et ¢ dans le calcul ci-dessus;
donc les nombres de Betti de C et c sont égaux. Les classes d’homologie des 3,
constituent donc une base d’homologie de ¢ : la base canonique de ¢ que consti-
tuent les z,,, ¢, et u,, sera dite base canonique duale de la base canonique
que constituent les Z7*, Ur+ et VP,

La relation (35), appliquée & deux bases canoniques duales, donne

2 XP% ¢ Zp,a :2 V7% Sp +2 Urt < Vpu +2 Ve—tip ¢ Up—1,p.
P P P P

=D 2> zp o 3 VIR gy D (— P EVIRE G
P

Pl AT
N s, 1. |
=2 Lt s+ Vet sk opn ),
PrA Pt
donc
(37) D XPE X @pa e P LK 5,
P, PoA

Les formules (34) appliquées & ces deux mémes bases canoniques duales
donnent

(38) P gy (—1)y et LPh g, ~o0 0 si hFE .

La condition nécessaire et suffisante pour que les transformées de ZrP* et 3,,
par deux substitutions linéaires vérifient encore soit (37) soit (38) est que ces
deux substitutions soient inverses 'une de I’autre. Donc :

Lemue 20. — Soient des classes d’homologie, Zt* et 5,,,, en nombres égaux aux
nombres de Betti 3, de C et ¢ (1SA<B,); st ces classes satisfont a (38), elles
satisfont a(37) et vice versa; elles constituent alors deux bases d’homologie de C
et ¢, que nous dirons duales l'une de I autre. Toute base d’homologie de C posséde
une base duale et vice versa.

[ Ce lemme fournira la cinquiéme partie du théoréme 15, qui est la base du

Chapitre III (n° 41)].
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Remarque. — Puisque G, ¢ est sous-complexe ouvert de C < ¢, d’aprés le
lemme 3, (37) a pour conséquence la relation

Z XP2, 2, 4~ 2 P}, 255

P P
d’ou, compte tenu de (33) et (38), la formule d’Euler-Poincaré (*)
(39) D (== (— 1By
P p

oli v, est le nombre des éléments 4 p dimensions de C et ou {3, est le p* nombre
de Betti de C. '

34. Groures pE BerTi p'uN coMPLEXE C ET DE SON DUAL €, QUAND LES COEFFICIENTS SONT
LES ENTIERS mod.m OU LES BATIONNELS. — Soient BPet b, les p*™** groupes de Betti
de C et c, les coefficients utilisés étant les entiers mod.m ou les nombres
rationnels. Les résultats du numéro précédent ne valent plus quand m n’est pas
premier. Mais des résultats trés simples peuvent encore étre obtenus & I'aide
des raisonnements qu’expose le Chapitre XI de A.-H. et qui utilisent la théorie
des caractéres des groupes abéliens (A.-H., Anhang I, § 5). .

Toutes les formes et tous les cycles envisagés seront construits avec les coef-
ficients donnés. Tous les caractéres que nous envisagerons seront des fonctions
(linéaires et homogénes), dont les valeurs appartiendront au groupe des coef-
ficients. A chaque forme /, , de ¢ associons un caractére y (L) du groupe des
formes L” de C en posant, compte tenu de (31) et (33),

(ho) L2, by g~y (LP).

Réciproquement : soit 3 (L”) un caractére du groupe des formes a p dimensions
de C; posons a*=y(X**); nous avons :

X (2 Aax»a> =Y Auar~ (2 AaXP#), (Z aﬁx,,,p>;
a o o« B
la relation (40) est donc vérifiée, en posant
lP»)(:E aBxyg, c'est-a-dire IP’)(:Z x(XPByz, 8.
g B
(La correspondance entre y et /, ., est donc un isomorphisme; par suite nous

pouvons convenir d'identifier et [, ,, c'est-a-dire d’identifier le groupe des
caractéres des formes L” au groupe des formes [,).

(1) Notre démonstration établit (3g) quand les coefficients sont les nombres rationnels.
Il est possible d’en déduire que (3g) vaut plus généralement quand les coefficients sont les
entiers calculés mod. un nombre premier m (A.-H. Chap. V, § 3, 9); dans ce cas notre
démonstration établit seulement I'égalité mod.m des deux membres de (3g).
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A chaque classe d’homologie 3,, de ¢, associons un caractére y(Z”) du
groupe B” en posant

(41) Zr, zpy =y (27).

Réciproquement : soit y(Z”) un caractére du groupe Br; il constitue un carac-
tére du groupe des cycles 4 p dimensions de C; il peut étre prolongé en un
caractére du groupe des formes & p dimensions de C (A.-H., Anhang I, § 5,
n* 67 et 70); il existe donc une forme I, , telle que Z¢, I, .~y (Z°), quel que
soit le cycle Z#; choisissons Z¢ = L+~ il vient Lo, l,,,/_r\/x(L”“ )=o0; c'est-
d-dire L7, i,,,xrvo quel que soit L/'; donc Z,,,.,;o; l,, est un cycle; nom-
mons-le 3, . ; la relation (41) est vérifiée.

De méme a tout caractére x du groupe b, correspond au moins un cycle

Zr> tel que
(42) 7%, 5y n(5p)-

La correspondance entre les classes d’homologie 3, , et les caractéres y de B
est un homomorphisme du groupe b, sur le groupe des caractéres de Be.
Prouvons que cet homomorphisme est un isomorphisme en prouvant ceci :
I’hypothése que z,, n’est pas la classe nulle de b, entraine que y n’est pas
identiquement nul. Cette hypothése entraine 'existence d’un caractére x de b,
tel que x (3,,,) 5 0 (A.-H., Anhang I, § 5,n°60); & ce caractére x correspond,
conformément & (42), au moins une classe d’homologie Z~*; Z**, 3, 05
donc, en tenant compte de (41), x (Z7*) £ o. C. Q. F. D.

Cet isomorphisme de b6, et du groupe des caractéres de B nous permet
d’identifier ces deux groupes. Vice versa : le groupe B? peut étre identifié au
groupe des caractéres de b,. Ainsi se trouve établi le lemme suivant :

Lemme 21. — Soent B? et b, les p"*™* groupes de Betti d’un complexe simpli-
cial C et de son dual c, les coefficients utilisés étant les entiers mod. m ou les
nombres rationnels. Chaque élément 3, ., de b, constitue un caractére y de Br en

vertu de la relation
Zr, Spy X(Z") )

b, est identique au groupe des caractéres de Br. De méme BP est identique au
groupe des caractéres de b,,.

38. Dicression : THEOREMES DE DUALITE PLUS GENERAUX. — Le numéro précédent
prouve que la structure des groupes de Betti B» d’un complexe simplicial C
détermine celle des groupes de Betti b, de son dual, et vice versa. On peut
compléter les résultats énoncés :

D’une part lorsque les coefficients sont les entiers mod.m (ou les rationnels)
B est isomorphe au groupe de ses caractéres (A.-H., Anhang I, § 5, 63),
c’est-a-dire a b,.
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D’autre part il est possible d’adapter a C et ¢ les raisonnements de A.-H.

(Chap. XI, § 3, n* 10 et 11, § 4, n° 11) et d’obtenir ainsi un renseignement sur
« les groupes de torsion » de C et c. Récapitulons :

THEOREME DE DUALITE : Sotent un complexe simplicial C et son dualc :.

1° Les p"*™* nombres de Betti de C et ¢ sont égauz.

2° Les p*™* groupes de Betti de C et ¢, construits avec les entiers mod m, sont
isomorphes. '

3¢ Le p"™ groupe de torsion de C est isomorphe au (p — 1)*™ groupe de torsion
dec.

Complément. — L’hypothése que C est simplicial est inutilement restrictive;
la démonstration (n* 34, 32 et 34) utilise seulement les hypothéses qui per-

mettent de légitimer (33); ce sont : C est connexe; les coefficients C[g] de la
3

loi de dérivation qui correspondent a des valeurs fixes de p et « et & des valeurs

arbitraires de 3 sont premiers entre eux dans leur ensemble. Cette seconde

hypothése équivaut d’aprés (28) a la suivante : on ne peut pas trouver un

élément x,., , de c et un entier m tels que .i,m «=o0 mod. m. '

Le théoréme de dualité ainsi complété a le corollaire que voici :

CoROLLAIRE. — Pour qu "un complexe C soit simplicial, il suffit que son dual c
ait les propriétés que voici :

1°On a Za"‘— o chaque fois que >, N a*x, 4~ 0 dans c;
G
2° Dans ¢ et dans chacun des sous-complexes fermés x, g, deux éléments quel-

cronques @ o dimension sont homologues entre eux;

3° Dans chacun des x, 5 les cycles de dimensions positives sont homologues
1 zéro.

Démonstration. — D’aprés les lemmes 16 et 17, x, g est le complexe dual
le X7, En vertu de la condition (29) (n°31), 1°et 2° expriment que C et
-hacun des X23 sont connexes. Supposons C 51mp11clal alors X7# est sim-
slicial; le théoréme de dualité appliqué a X8 et &, g prouve que les cycles-de
limensions positives de x, g sont homologues a zéro, quand les coefficients
sont les entiers mod. m, donc (A.-H., Chap. V, § %) quels que soient les coef--
icients : la condition 3° est vérifiée. Réciproquement supposons vérifiées les
sonditions 1°, 2° et 3°; le complément au théoréme de dualité s’applique & X¢-#
't z, g et prouve que les cycles de dimensions positives de X2-f sont homologues
} zéro quand les coefficients sont les entiers mod m; X?:# est donc un simplexe
lemme 2): C est simplicial. T
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36. COUVERTURE SIMPLICIALE POSSEDANT UN RETRECISSEMENT A SUPPORTS SIMPLES. —
Soit C un complexe concret, d'éléments X#*; nommons dual de C le complexe
concret ¢ qui a pour complexe abstrait le dual du complexe abstrait de C et
dont les supports sont définis par la loi |x,,.| =| X#*|; cette loi est légitime :
on a|x,,| C |, | sl x,. € x, s, d'aprés le lemme 16.

Nommons Zntersection dualistique C, ¢ de C et c le complexe concret qui a
pour complexe abstrait I'intersection dualistique des complexes abstraits de C
et c et dont les supports sont définis par la loi suivante : si X7'8, z, ;54 0, c'est-
‘4-dire si X7-# € X7, on pose

[ X8, @p o | =| X7B;

notons que |X*P|C|X”*|=|z,.|; donc C, ¢ est un sous-complexe ouvert
deC.c.

Supposons que |C| soit un sous-espace bicompact d’un espace normal E.
Supposons que les éléments de C aient pour supports des ensembles simples;
il en est de méme pour les supports de G, ¢; donc G, ¢ et E. (C, ¢) ont mémes
groupes de Betti (lemme 14, n° 27).

Supposons en outre que C soit un rétrécissement d’une couverture K de E
et envisageons une homologie entre des formes de K.c, valant dans E.c; elle
vaut dans E.K.c; ’homologie correspondante vaut dans E.C.c [ puisque C
est un rétrécissement de K : lemme 15, n°27 ], donc dans E.(C,¢) [ puisque
C, ¢ est un sous-complexe ouvert de C.c : lemme 15, n° 27 |, donc dans C, ¢
[ puisque C, ¢ et E.(C,¢) ont mémes groupes de Betti ]. Finalement nous avons
la proposition suivante :

(n) Si une homologie entre des formes de K.c vaut dans E.¢, alors I'homo-
logie correspondante vaut dans le complexe abstrait C, c.

Supposons enfin que C soit simplicial; alors les supports des éléments de ¢
sont simples (en vertu du corollaire 12, n°29). Envisageons un cycle Z* de E
et un cycle 3, de c¢; d’aprés le lemme 14 (n° 27), il existe une classe d’homologie
unique 3,_, de c telle qu’on ait

(43) Lr.zg~ 3, dans E.c.

Supposons que Z¢ appartienne a4 K; d’aprés la proposition (r), la relatior
correspondant a (43) vaut dans G, c ;

(44) Zr, 240 Bg_p dans C, c.

Cette relation (44 ) définit d’ailleurs d’une fagon univoque la classe d’homologic
de 3,_, (lemme 19, n° 32). Cette équivalence desrelations (43) et (44) constitue
le 1° du théoréme suivant, qui récapitule tous les résultats acquis au cours de
ce paragraphe II :
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TueorkME 15. — Supposons qu’une couverture K d’un espdce connexe et
normal E soit simpliciale et posséde un réirécissement C a supports simples; soit
¢ le dual de C.

1° Nommons loi d’intersection dans K .c la loi qui associe @ un cycle Zr de K
’t & un cycle 3, de c la classe d’homologie unique z,_, de c qui vérifie | "homologie
lr.z,~ 3, , dans E.c. Nommons de méme loi d’intersection’ dans K, c la loi qui
1ssocie & 2t et a 3, la classe d’homologie unique z,_, de ¢ qui vérifie I'homologie
1P, 3,~ 3, p dans le complexe abstrait K, c. Ces deux lois d’intersection sont
dentiques.

2° En vertu de la convention (29) chaque cycle Z¢ de E définit un caractére x
lu p*me groupe de Betti b, de ¢ par la relation

20,5, % (2p).

Supposons que les coefficients soient les entiers mod.m ou les nombres
ationnels; alors, d’apres le lemme 21 : :

3° On peut identifier le groupe des caractéres de b, avec le p* groupe de
Betti B? de K '

4° On peut identifier le groupe b, avec le groupe des caractéres de Be.

5° Supposons que les coefficients utilisés soient le corps des nombres rationnels
w le corps des entiers mod.m, m étant premier; alors, d’aprés le lemme 20, chaque
ase de B? et de b, se compose d’un méme nombre de classes 8,; 3, est nommé piéme
ombre de Betti de K et de c. Si des classes 1r* et z,, en nombres égaux
' B, (1 ShEB,) vérifient (45) elles vérifient (44) et vice versa

44) 2 X% xp o NZ Lrh < 3, (X»* et z,, : éléments de K et ¢),
P A
45) L gpy~ (—1)r et IPh g, ~o  si A

illes constituent alors deux bases d’homologie de K et ¢ que nous dirons duales
'une de I'autre. Toute base d’homologie de K posséde une base duale et vice versa.

6° Enfin, en vertu de ’associativité de intersection,
46) (Z0.Z9) B~ TP (29.3,) ~ (— 1)PI 29, (ZP. 3,).

Compléments au théoréme 15. — Ultilisons des coefficients qui soient les
ationnels ou les entiers mod. m. L’ensemble des classes d’homologie Z# de E

ui sont telles que Z7.z,~v 0, quel que soit le cycle 5, de ¢, est un idéal de
anneau d’homologie de E (¢f. n° 23), idéal que nous nommerons J.

Pour qu’une classe Z* appartienne & J, il suffit que 7P . 3,~ o quel que soit 3,. —
\émonstration. — Soit 3, un cycle arbitraire de c¢; nous avons ZP.z,~v3,_,; il
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s’agit de prouver que 3,_,~ 0. Soit Z*” un cycle arbitraire de E a-(¢—p>
dimensions; nous avons

ZI-P, 5y_p~ (—1WIPLP (LIP, 3,) (en vertu de 6°);

d’ot, puisque Z¢".3,~v 3, et que ZF.z,~v0, L3P, 3, ,~s0; 3,_, est donc le
caractére nul de B7; par suite, en vertu de 4°, z,_,~ 0. C. Q. F. D.
Soit Z¢ une classe d’homologie arbitraire de E; soit x le caractére de b,
" qu’elle définit (2°); soit Z#*la classe d’homologie de K qui est identifiée & x (3°);
on a (Zr— Zr*).3,~v 0 quel que soit 3,; donc ZP — Z*.* € J. Ainsi toute classe
d’homologie de E est 1a somme d’une classe d’homologie de K et d’une classe
d’homologie de J bien déterminées. Nous exprimerons comme suit ce fait :
I’anneau d’homologie de E est la somme directe des groupes de Betti de K et de
l'idéal J.

Application. — Supposons donné le complexe abstrait de K ; des opérations
en nombre fini permettent d’en déduire la loi d'intersection dansK, ¢, qui vaut
dans K.c. Cette loi permet, étant donnés les cycles Z? et Z? de E, de calculer,
quel que soit 3,,,, la classe d’homologie de Z#.Z7.z,,,, donc de déterminer le
cycle Z#+7 de K qui est homologue a4 Z7.Z? mod. J. Nous exprimerons cette
conclusion en ces termes : On peut déduire de la connaissance du complexe
abstrait de K, grdce au théoréme 15, par un nombre fini d’opérations, la loi qui,
étant donnés Z? et 27 mod. J, détermine Zr .77 mod. J (les coefficients étant les
rationnels ou les entiers mod.m).

Remarque 1. — Si un cycle Z¢ de K est tel que Z*.3,~ 0 quel que soit 3,
le caractére de b, que constitue Z7 est nul, donc, d’aprés le théoréme 15
3°, ZP~v o dans K : cette affirmation englobe le théoréme 14, qui est done un
corollaire du théoréme 15.

Remarque 2. — Une couverture engendrée par un recouvrement d’un espace
connexe est simpliciale (n° 10, rem. et n° 18 lemme 4).

III. — Détermination effective de 'anneau d’homologie
d’un espace possédant un recouvrement fini convexoide.

37. GExeraLitis. — Soit E un espace de Hausdorff bicompact, possédant
une couverture simpliciale K a supports simples. D’aprés le théoréme 12 les
classes d’homologie de E sont identiques a celles de K.

Ilen résulte d’abord que 1'anneau d’homologie de E a une base finie (n° 28,
rem. 2). Quand les coefficients constituent le corps des rationnels ou celui des
entiers mod.m. m étant premier, nous nommerons nombres de Betti de E les
nombres de Betti 3, de K (ils sont indépendants du choix de K), et caractéris-

tiqgue d’Euler de E le nombre 2(—1)”3,,:2(—1)”\:,, (vp=nombre des
P p

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 20
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éléments & p dimensions de K; ¢f. formule d’Euler-Poincaré, n° 33, rem.); ce
nombre est indépendant du choix de K et du choix du corps des coefficients.

L'identité des classes d’homologie de E et de K a ensuite la conséquence
suivante : I'idéal J que définit le numéro précédent est nul; I’application que
fait ce numéro du théoréme 15 fournit donc, a partir de la donnée du complexe
abstrait de K, la loi d'intersection mutuelle des classes d’homologie de E
(c’est-a-dire la loi qui, étant donnés deux cycles Z* et Z‘I indique la classe
d’homologie de leur intersection Z7.Z¢).

L’hypothése précédente « E posséde une couverture K dont chaque élément
a un support simple » implique que E posséde un recouvrement fini par des
ensembles fermés et simples. Réciproquement, soit E un espace de Hausdorff
bicompact, connexe, possédant un recouvrement fini convezoide (c’est-a-dire
constitué par des ensembles fermés qui sont simples et dont les intersections
mutuelles sont simples ou vides); la couverture K qu’engendre ce recou-
vrement est & supports simples et est simpliciale (n° 36, rem. 2); la
connaissance de son complexe abstrait détermine donc celle de I'anneau
d’homologie de E. En résumé : Lorsqu'on connait un recouvrement fini
convexoide d’un espace de Hausdor(f bicompact E, I’ application des théorémes 12
et 15 permet de déterminer, au moyen d’un nombre fini d’opérations, la structure
de U'anneau d’homologie de E; cet anneau a une base finie; la caractéristique
d’Euler de E est définie et peut étre calculée par la formule d’ Euler-Poincaré.

Le numéro suivant va déterminer par cette méthode I'anneau d'homologie
du plan projectif, la couverture utilisée étant d'un usage particuliérement com-
mode; néanmoins les calculs sont longs. La seconde partie de ce cours effectuera
une détermination beaucoup plus rapide de la structure de cet anneau; cette
détermination utilisera les propriétés de certaines représentations en lui-méme
de I'espace projectif. D’une fagon générale, le procédé de détermination de
P’anneau d’homologie d'un espace E que fournissent les théorémes 12 et 15 a
également recours au théoréme 6 (n° 21), c’est-a-dire utilise les propriétés des
représentations de sous-ensembles de E dans E; un emploi, approprié a chaque
cas, des propriétés de ces représentations permet de déterminer la structure de
I'anneau d’homologie plus élégamment que ne le permettent les théorémes géné-
raux 12 et 15.

38. Exempre : LE pLAN proJECTIF. — Utilisons dans le plan projectif E les -
coordonnées homogénes (x, y, 3). Soit K le complexe qui a la structure
suivante : il posséde trois éléments & zéro dimension : A, B, D; six éléments
a une dimension : L, M, N, P, Q, R; quatre élements a deux dlmensmns
T.U, V, W. La loi de demvauon est

A=L+M—-N—-P; L=T+U; M=V4+W;

B=Q+R—L—-M; N=U+V; P=T+Ww;

D=N+P—Q—R; Q=V+T; R=U+W;
U=V=W=T=o.
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Les supports sont définis par les systémes de relations suivants (fig. 7) :

[Al:|z]2iz] et |z|2]|y]; [Bl:|z|2]y]| et |z|2]z];
ID[:|yi2la@| et |y|2]zl; |
[Li: x=3z et [xz]=|2|2]|y]; IM[: z2=—35 et |z|=|5]|2|y];
INl: y=35 et |yl=[z]2]z]; IPl: y=—2z et |y|=]z]2]=];
[IRl: 2=y et |z|=|y|2]|z]; QI: z=—y et |z[=]|y|2]s];
|U|: 2=y =3; |[V]: —z=y=2=s; | W z=y=—123; IT|]: 2=—y=125.

En étudiant l'intersection de K par un point arbitraire de E, on constate
que K est une couverture de E (connexe conformément au lemme 4). K est

Fig. 7. Fig. 8.
\t |
\ /q R
Q D R d . w
N v n uw T,
B M A L B—m aP— L\\:b\\ m
w b t q v
TN N

une couverture simpliciale & supports simples; appliquons-lui les théorémes 12
et15:

La caractéristique d’Euler de E est vo— v, 4 v, =1.

Détermination des groupes de Betti de K. — On peut ajouter a toute forme
4 une dimension de K une combinaison linéaire de B et C qui annule les
coefficients de M et P. Toute forme de dimension 1 est donc homologue & une
forme unique du type aL + BN+ yQ + SR (les lettres grecques étant des
coefficients). La dérivée d'une forme de ce type contient le terme ¢W;
donc & = o si la forme est un cycle : tout cycle a une dimension est homologue
& un cycle bien déterminé du type aL+(BN—+4+yQ. La relation
(aL+38N+vQ) =oserit a(T+U)+B(U+ V)+y(V+T)=o, c’est-
a-dire («a +B)U+(B+v)V+ (a+7y)T =0, c'est-a-dire a =B =1y, 2a=o0.
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En résumé toute classe d’homologie 4 une dimension Z' contient un seul
cycle du type a(L 4+ N+ Q), une forme de ce type n'étant effectivement
un cycle que si 20 =o.

Par ailleurs la seule classe d’homologie 4 deux dimensions de K qui puisse
différer de zéro est la classe Z? qui vérifie les relations

L2~AT~U~VAW; aZt~o.
D’ou, par application du théoréme 12, les conclusions partielles suivantes :

Cas ou les coefficients sont des entiers. — L’anneau d’homologie du plan
projectif E se compose des classes BE® et de la classe Z? qui vérifie les
relations 2Z2~ 03 2. Z*~v 0.

Cas ou les coefficients sont les nombres rationnels, ou bien les entiers mod p.,
1 étant impair. — L’anneau d’homologie de E se compose des seules classes $E°
(car 2a = o entraine a = o et 2Z*~v 0 entraine Z*~,0).

Cas ou les coefficients sont les entiers mod.2v. — L’anneau d’homologie de E
se compose des classes BE°, de la classe Z'~v(L + N+ Q) et de la classe
Z°~ T, qui vérifient les relations

(47) 2lt~o; 22~ oy LMI'~S 2 LMN1P~o; 1212~ o,

ou y est un coeffcient, que le théoréme 15 va nous permettre de déterminer.

A cet effet étudions le dual ¢ de K, les coefficients étant désormais les
entiers mod.2v. (La figure 8 représente non c¢ lui-méme, mais I'un de ses
rétrécissements. )

Le dual c de K posséde trois éléments 4 zéro dimension a, b, d; six éléments
i une dimension /, m, n, p, ¢, r; quatre éléments & deux dimensions ¢, u, ¢, w.
La loi de dérivation est B

i=b=d=o;
l=m=a—b; n=p=d—a; g=r==5b—d;
i:—l—p-—q; t=—1l—n—r; f=—m—n—gq; W=—m—p—r.

On en déduit aisément qu’il existe dans ¢ une classe d’homologie & une
dimension, z,, vérifiant les relations

ss~vl—me~n—p~r—gq; 23~o0
et une classe d’homologie 4 deux dimensions z, vérifiant les relations
Bavv(E+u+ v+ w); 233~ 0,
ce qui est conforme au théoréme de dualité (n° 33).

Lot d’intersection dans K, c¢. — Les formules (31) et (33) (n° 32) nous

donnent i
(L+N+Q),l—m)=L, I~ —1, d'ou Z1, 2, ~ v;

T, (t+u+v+w)=T,t~1, d’ou Z2, z,~ v.
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D’autre part un calcul, calqué sur le calcul général dun°47, vanous permettre
de déterminer & quelle classe d’homologie de ¢ est homologue le cycle

WL+N+Q),(t+u+v+w)deK,c:

WL+N+Q), (¢+u+v¢+w)=v(L+Q), t+v(L+N), u +v(N+0Q), ¢;

or

v(L+Q), ¢=v(Q+R—L—M), t=vB, t~vB,¢
de méme

v(L+N), u~vA, u et v(IN+Q), ¢~vD,¢;
donc .

V(L+N+Q), (¢+u+v+w)~v[A, &+B,i+D,s]
=v[A,({+nr)+B,(I+¢q)+D,(n+q)=v[(A+B), {4+ (A+ D), n+(B+D), q]
=v(A+B+D),(l+n+qg)~v(l+n+q)~vz
d’ou finalement la formule

WL+N+Q), (t+u+v¢+w)~vizy,

qui a pour corollaire
. 7Y, z,~ vz

(c'est-a-dire Z*, 3,~v 0 si v est pair; Z', 3,~v 3, si v est impair).
Calcul de 7! \7'. — D’aprés le théoréme 15 la loi d’intersection qui vaut
dans K.c est celle qui vaut dans K, ¢; c’est donc

Loy~ ZL gy~ v 2.2, ~ viz,.

On en tire
2071, 55~ V22, 3, ~ VP,

c’est-a-dire ‘
2.7 5, ~ VP

Faisons dans cetle derniére relation la substitution Z'.Z'~ vyZ?; il vient
b
LYY ~ v, c'est-d-dire yv =v* mod. 2v, c'est-a-dire v —=v* mod. 2.

Celle des formules (47) qu'il nous restait & préciser pour connaitre complé-
tement la structure de I’anneau d’homologie du plan projectif, quand les
coefficients sont les entiers mod. 2v, est donc

(48) Z'.Z' ~ o quand v est pair; Z' 2" ~ 12 quand v est impair.

39. Les roLvipres. — Tout polyédre (connexe) E est le support d'un
complexek dont les éléments z, ,, écrits en notation inférieure, ont les propriétés

suivantes (A.-H., Zellenkomplex) :

a. p2o; la dérivée de chaque , , est du type

(49) . «ii,a——-xo,ﬂ—xo,\/;
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b. dans chacun des sous-complexes fermés a:,,a tout cycle de dimension
positive est homologue & zéro et '

(50) Ty,a~ X3, quels que soient o el 3;
¢. |x, | est une « cellule convexe » (A.-H., Konvexe Zelle);

d. I'ensemble |z, .| —|®, «| n’est pas vide (nous nommerons centre de x,, ,
un point choisi arbitrairement dans cet ensemble).

A partir d’un tel complexe £ nous allons construire une couverture K de E,
qui sera simpliciale et & supports simples [par exemple : si E est le plan
projectif et si k est le complexe (') que représente la figure 8, K sera la
couverture que représente la figure 7].

Le complexe abstrait de K aura pour dual le complexe abstrait de k; K est
simplicial en vertu du corollaire du théoréme de dualité qu’énonce le n° 55

Nous construirons les supports des éléments de K par le procédé récurrent
que voici : Soit z, , un élément de £ de dimension p maximum; soit K’ le
complexe qui se déduit de K en annulant X?*; soit E'=(E — |, a]) + | @03
supposons définis les supports | X'?:#| des éléments X'?-f de E’ de telle fagon que :

o’. K’ soit une couverture du polyédre E’;
B'. [ X'78| soit une pyramide ayant pour sommet le centre de z, 3.

Posons les définitions suivantes :
| X8| =|X'"78],  saufsi z,83€x);

| X#2| est le centre de x, , ;

sl ¢, 3 €x,, et si X, 34T, ,, alors | X7#| est la réunion de | X'7-#| et de la

pyramide qui a pour base | X'*-8|.| z, ,| et pour sommet | X%
On constate sans peine que :

a. K est une couverture de E (en effet, I'intersection de K par | X?*| est X7-=,
qui est un simplexe; l'intersection de K par un autre point de E est isomorphe
a l'intersection de K’ par un point de E’ convenablement choisi, intersection
qui est un simplexe).

B. | X73| est une pyramide dont le sommet est le centre de z,g. Or une
pyramide est un ensemble simple, d’aprés le théoréme 6 (n® 21). Donc K est

bien une couverture simpliciale de E et ses éléments ont bien des supports
simples.

(') A.-H. (Anhang zu Kap. IV, V, VI, n° 20) affirme que cette figure 8 ne définit pas un
complexe; A.-H. s’astreint en effet & n'’envisager que des complexes satisfaisant & des
conditions plus strictes que les conditions que nous venons de nommer a, b, ¢, d; cela
oblige 4 remplacer notre figure 8 par une figure plus compliquée, par exemple par la
suivante : A.-H., Chap. IV, § 2, n° 8, fig. 14.
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Grace aux théorémes 12 et 15 on peut donc, de la connaissance du complexe
abstrait de k, déduire la structure de I’anneau d’homologie du polyédre E, par un
nombre fini d’opérations. En particulier, cet anneau d’homologie a une base
finie; la caractéristique d’Euler du polyédre est E(— 1)”v,, ol v, est lenombre
d’éléments a p dimensions de £. ’

Remarque 1. — Soit B? le groupe que constituent les classes d’homologie a
p dimensions de E et soit b, le groupe de ses caractéres, les coefficients éLant les
nombres rationnels ou les entiers mod. m. Le théoréme 15, 3°, identifie b,
‘au p*™ groupe de Betti de £, qui, une fois choisi le polyédre E, est donc le
méme pour tous les complexes & : c’est la le théoréme d'invariance sur lequel
MM. Alexandroff et Hopf (Chap. VI, § 2, n° 8 et chap. VIII, § 4, n° 4) font
reposer la définition du « p*™ groupe de Betti de E », qui n’est autre que b,

Remarque 2. — Il est fréquent qu'on obtienne une couverture de E en écri-
vant k en notation supérieure, c’est-a-dire en posant x, .= X"*""*; on dit alors
que E est un polyédre orientable et fermé de dimension P; le p®™ groupe de
Betti de cette couverture est b,_,, qui est donc identique a B?, en vertu du
théoréme 12; par suite, B? est identique au groupe des caractéres de B*~,
lorsque les coefficients sont les nombres rationnels ou les entiers mod.m : c’est
le théoréme de dualité de Poincaré. '

Il est également fréquent que, ayant écrit £ en notation supérieure, on
obtienne une couverture de E en annulant les éléments d'un sous-complexe
fermé de k, sous-complexe de support e. On dit alors que E est un polyédre
ortentable, dont e est le bord (*) et dont la dimension est P. Le théoréme 12
identifie B» au p"™ groupe de Betti de cette couverture, qui est le groupe qu’on
a coutume de nommer « (P — p)*™® groupe de Betti de E mod. e » (ou relative-
ment a e : ¢f. A.-H., Relativzyklus).

40. EspacES DANS LESQUELS UNE MULTIPLICATION EST DEFINIE (d’aprés le Mémoire
de M. H. Hopfcité au Chap. I, § 6). — Soit E un espace qui posséde un recou-
vrement convexoide fini et auquel s’applique le théoréme 8 (n° 24). Le fait que
'anneau d’homologie de E a une base finie permet de préciser comme suit les
conclusions de ce théoréme : Il existe un systéme irréductible, composé d’un
nombre fini de cycles maximauz 7% (et méme hypermaximaux quand la multi-
Pplication est un demi-groupe), tel que tout cycle de E est homologue a une combi-
naison linéaire d’intersections de 77**. Rappelons que toute homologie liani
les 2P+ est conséquence des suivantes :

Lro%i [ Irp%i ~ — TPp% JLro%i;

chaque 7F+* a une dimension p; impaire.

(*) A.-H., Rand einer Pseudomannigfaltigkeit.



160 JEAN LERAY.

Un tel systéme s’appellera systéeme générateur irréductible.
y PP Y 8

En d’autres termes : Quand une multiplication vérifiant I'hypothése (h) du
théoréme 8, ou plus particuliérement I’ hypothése ('), est définie dans E, quand E
posséde un recouvrement convexoide fini et quand les coefficients utilisés sont les
nombres rationnels, alors 'anneau d’homologtie de E est isomorphe é celui du pro-
duit d’un nombre fini de sphéres, de dimensions impaires; le nombre et les dimen-
sions de ces sphéres sont ceux des cycles d'un systéme générateur irréductible
(H.,n°2).

Cycles de dimension maximum. — Le maximum des dimensions des cycles
de E est alors P=Zp,-; tout cycle de dimension P est homologue & un

~

cycle A,Z*, ou A, est un coefficient et ot

(51) 7P ~ I I Zpi®i, c'est-a-dire ZF ~ ZPo% [ Zrv% [ IPv%s, ..
i

Base de Bi. — Nommons B? le groupe que constituent les classes d’homo-
logie de E de dimension g¢. Les cycles

(53) z3~ [ 2% (0[121),-: q)
i i

sont tels que tout cycle Z¢ de E est homologue & une combinaison linéaire
unique des Z7*. Ces cycles constituent donc une base de B?.

Bases duales de Bt et B*~7. — Désignons par Z*~* l'intersection de ceux
des Z7* qui ne figurent pas dans le second membre de (52); les Z*~"* consti-
tuent une base de B*~7; on a

(53) VAR As W Ay et 74 I~ ~ o si AFAp;

nous exprimerons le fait que deux bases B? et B*~7 vérifient les relations (53)
en disant qu’elles sont duales.

Rapport (') entre b, et B*~7. — Z* une fois choisi, chaque Z*~"* de E définit
un caractére y(Z7) du groupe B? par la relation

(54) L9, LP=0Y ~ % (Z)ZP.

Réciproquement, étant donné le caractére y (Z?), il lui correspond une seule
classe d’homologie Z*~%% vérifiant (54) : on a, d’aprés (53),

VAR & Z ZP—II,LX( Zq,l.)_
s

(*) Les résultats que nous allons obtenir présentent une analogie formelle avec le théo-
réme de dualité de Poincaré (n° 39, remarque 2).
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Soit & le dual d’une couverture simpliciale, a supports simples, de E; nous
avons convenu d’identifier le caractére y (Z7) a une classe d’homologie z , de £.
La relation qui existe entre Z*~%X et 3z, est la suivante [ou le crochet repré-
sente le coefficient égal & Z7.3,, ] :

(55) [27.34,4]Z° ~ Z9.ZP—9%,  quel que soit Z7;

convenons d'exprimer cette relation par le symbole

P zr
(56) Zg Z: ’ par exemple 1 ~ 78

La relation (55) a les conséquences suivantes :
d’une part 3, , dépend linéairement de Z*~7*;
d’autre part
[Zr. (Z9—7.24,9)| 2P ~ Lr. (29—, ZP-7X), quel que soit Zr,
c’est-a-dire
A

Zl]—". zq)x ~ ZP

Les formules régissant I’emploi de notre nouveau symbole sont donc

2“A;3Z'7’F3
. 708 70 ZnZy TP
(57) ;Aﬁ?“‘ﬂ—zv—; Zogp~ g

Prosuime. — Construire, si possible, un polyédre dont'anneau d’homologie
est donné arbitrairement (¢f. A.-H., Ankang zu Kap. IV, V, VI, n° 9).

CHAPITRE 1II.

POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS.

Ce Chapitre Il amorce la théorie des équations qu’exposeralatroisiéme partie
de notre Cours. Le paragraphe I généralise la théorie des points fixes [voir
A.-H., Chap. XIV et certains des Mémoires cités dans 1'Introduction (*)]. Le
paragraphe II étudie spécialement le cas des espaces de groupes. Quant aux
applications aux polyédres, renvoyons le lecteur a A.-H.

I. — Le nombre de Lefschetz.

A1. Derixrions pu NoMBrE DE LErscuETz. — Soit E un espace de Hausdorff,
bicompact, connexe, possédant un recouvrement fini convexoide. Soit £(x)
une représentation de E en lui-méme. Construisons une couverture simpliciale

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 21
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a supports simples de E; nommons-la K; soit ¢ son dual; nommons X8

etx, gles éléments de K et c. Larelation (25) < Z XBx< x,,,p>' =oetlelemme3

")

prouvent que (Z E(X‘l e, p) =o0; 2 E(X’l #).x, 3 est donc un cycle

de E.c; or ¢ est a supports simples (coroll 12, n° 29); d’aprés le lemme 14
(n° 27) ce cycle est donc homologue 4 un cycle de ¢, c’est-a-dire & un entier
positif, négatif ou nul [en vertu de la convention (29), n° 31]; NOUS NOMMErons -
cet entier nombre de Lefschetz de £; nous le désignerons par Ag ¢

—
(58) Ag~ X 5 (X7B) 2y p.

7,3

La relation (44) du théoréme 15 et lelemme 3 prouvent que, si nous utilisons
des coefficients constituant un corps et si nous désignons par Z7* et 3.,
deux bases d’homologie duales de K et ¢, nous avons

-
(59) Agn DV E(ZI) 5y
.k

Tenons compte des relations (45) du théoréme 15; il vient

(60) en posant [ ZV’)NZ (,,) Zr¥,  Ax _2 (—1)7 ( )

Les Z¢* constituent une base d’homologie arbitraire de E; les relations (60)
sont donc indépendantes du choix de K : le nombre de Lefschetz A est indé-
pendant du choix de K ; il ne dépend que de E et de &.

Remarque. — Si les nombres de Betti de E sont tous nuls sauf 3, (en parti-
culier si E est simple), la formule (60) se réduit & A;=1.

A2. Reprisentations £ HoMorores. — Nous avons vu (th. 5, n° 20) que
E(202) ~ (200

si £(a% et v(x) sont deux représentations de E en lui-méme et si elles sont
homotopes entre elles dans E (la notion d’homotopie pouvant étre généralisée
comme I'indique le n° 23). Donc :

TakoreMe 16. — Si E(x) et () sont deux transformations de E en lui-méme
et si elles sont homotopes entre elles dans E, alors Ay= A,.
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Remarque. — Les corollaires 5, et 5, (n° 20) ont pour conséquences les deux
propositions suivantes, qui sont des cas particuliers du théoréme 16 :

Si §(x) est homotope dans E i une représentation constante, alors Ay=1.
Si §(«) est homotope dans E & la représentation identique de E en lui-méme,
alors A; est égal a la caractéristique d’Euler de E.

A3. ExISTENCE DE POINTS FIXES. — Définition. — Nous nommerons convexoide
tout espace de Hausdorff bicompact, connexe, possédant un recouvrement dont
les éléments U ont les propriétés suivantes :

a. Chaque ensemble U est fermé et simple;

b. L’intersection d’un nombre fini d’ensembles U est vide ou simple;

c. Etant donnés un point z de E et un voisinage V de z, on peut trouver un
ensemble U qui appartienne a4 V et auquel & soit intérieur.

Nota. — a et b expriment que ce recouvrement est convexoide; ¢ implique
que les intérieurs des ensembles U constituent une base de E (A.-H., Chap. I,
§ 2, 8); tout espace convexoide posséde évidemment un recouvrement con-
vexoide fini.

TatoriMe 17. — Soit E(x) une représentation en lui-méme d’un espace con-
vexoide E. St Ay o, ’équation

(61). x=i(x)
posséde au moins une solution.

Nota. — On nomme points fixes de la représentation & les solutions de
I'équation (61). '

Démonstration. — Nous allons supposer que x 5% £() quel que soit x et en
déduire que A;=o. Cette hypothése x £ £(x) entraine qu’a chaque point z on
peut (') associer U, ayant les propriétés que voici : U, est un élément d’un
recouvrement de E qui posséde les propriétés a, b et ¢; x est intérieur a U, ;

enfin U,_. g(Ux)=o. On peut constituer un recouvrement fini de l'espace
bicompact E au moyen d’un nombre fini de U,. On obtient ainsi un recou-
vrement convexoide fini de E, dont les éléments U, satisfont & la condition

(63) Uy 2 (Uy) =o.

(') « étant donné, on construit un voisinage V. de x et un voisinage Vi de {(x) qui

soient disjoints; on choisit U, C Vx._E’ (Ve); on a Uz 2(Un) = 0: d’ott Un. E (Us) =o.
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Utilisons la couverture K qu’engendre ce recouvrement : si X¢:f est le pro-
duit extérieurde U, , U,, ..., U, ,ona
ISR AREEE ¢ ¢

[X7B|=Uy.Uy....Uy, et |2gp[=Uy+ Up+...+Uy,;
d’ou, en tenant compte de (62),
[Exep)].12081=0;
la relation (58) se réduit donc & A;=o0. ° C. Q. F. D.

Exemples. — Le théoréme 17, vu les remarques des n> 41 et 42, a les corol-
laires suivants (¢f. A.-H., Chap. XIV,§1,n°4): Soit E un espace convexoide;
une représentation de E en lui-méme posséde au moins un point fixe dans
chacun des trois cas suivants :

1° Tous les nombres de Betti de E de dimensions positives sont nuls (en par-
ticulier : E est simple);
2° La représentation envisagée est homotope dans E & une représentation

constante;
3° La représentation envisagée est homotope dans E a la représentation
identique de E sur lui-méme et la caractéristique d’Euler de E différe de zéro.

II. — Cas des espaces de groupes.

44. Adoptons les mémes hypothéses et les mémes notations qu’'au n° 40.
Introduisons deux bases duales Z¢-* et Z*—*

(53) VAR A RV AT AR A AV IS 1

Z!‘Z—Pm; en vertu de (53) et (57) les relations (45) du
théoréme 15 (n° 36) sont vérifiées : 3,, est la base duale de la base Z?>. La
formule (59) peut donc s’écrire

Posons z,;, ~(—1)?

r

A; ~Z<—x>v (Z%).

c’est-a-dire, en tenant compte de (57),

—1
(63) AEZPNE(_I)qE(Zq.)\).ZP—q.‘A.
a3

Choisissons en particulier

(52) Z'7’>‘~]]ZP/’°‘/' (01‘1 Zp,-: q);
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ZP— est, rappelons-le, l'intersection de ceux des Z7* qui ne figurent pas dans
le second membre de (52). La formule (63) devient

(64) AEZPNH[zp;,ai_g'(zp‘.ai)].

Supposons que E soit un espace de groupe et que les Z7** soient hypermaxi-
maux; posons

(65) | 0(2) =alz(@) |

— ot [E(x)]" est I'inverse de E(x) au sens de la théorie des groupes : (61)
s'écrit 8(x) =1 —. Nous avons, d’aprés le théoréme 11 (n° 23),
By~ zrs—g (2o, 0(20) ~[[L22m—F(zne];
(64) s’écrit donc i
(66) l A:ZP ~ B (ZP). l
Cette formule (66) établit I'identité des notions suivantes : « nombre de

Lefschetz de £ », « Abbildungsgrad im Grossen der Abbildung 6 (A.-H., XII,
§1,4)».

Exemple. — Soient £(x)=a'"* et 0(x)=a", k étant un entier positif,
négatif ou nul; nous avons, d’aprés (23) (n° 28), _Oi(ZP“'“") ~ kZP% ;5 d'ou

(67) 0(28) ~ PZ
et par suite
(68) Ag=k*,

A étant le rang (') du groupe, c’est-a-dire le nombre de cycles dont se compose
un systéme générateur irréductible.

- Les théorémes 16 et 17 nous permettent de déduire de (68) la proposition
suivante :

Sil'espace d’un groupe est convexoide et si la multiplication du groupe est
continue, alors ’équation, dont I'inconnue x est un élément du groupe,

=y

posséde au moins une solution, quels que soient 1'entier positif ou négatif £ et
I’élément y du groupe. (La démonstration suppose non nul le rang d'un tel
groupe; s'il était nul, d’aprés le n° 43, exemples 1°, I'équation & = yx possé-
derait une solution quel que soit y : le groupe se réduirait & la transformation
identique.)

(1) Voir H. Hoer, Uber den Rang geschlossener Liescher Gruppen (Commentari:
Math. Helvetici, t. 13, 1040). La formule (67) est la formule fondamentale de ce Mémoire.
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ANNEXE.

Il est avantageux de substituer aux n°* 19 et 20 les n> 419 bis et 20 bis sui-
vants : ils établissent le théoréme 5 sous des hypothéses plus larges, par des
raisonnements que la troisiéme partie réutilisera (n° 78, lemme 38).

19 bis. REPRESENTATIONS DEPENDANT CONTINUMENT D’UN PARAMETRE. — Soit @..(z')
une représentation d'un espace de Hausdor(f bicompactE' (cf.: A.-H., chap.1I,
§1, th. XIII) dans un espace topologique E, cette représentation dépendant.
zontiniment d’un paramétre ", qui est un point d’un espace topologique E"
“autrement dit : @,.(z') est une représentation de E'>< E” dans E].

Lemme. — Soient un point " de E", un ensemble fermé F de points de E et un
-1 -1
voisinage V' de ¢..(F'); je dis que 0..(F) C V' quand 2" appartient a un certain
voisinage V" de a”.
Démonstration. — Quel que soit ' € E'— V', ¢..(2') est étranger 4 F'; on
peut' donc trouver un voisinage V. de 2’ et un voisinage V. de 2" tels
que ¢,.( V.) soit étranger 4 F quand 2” € V.. On peut recouvrir E'— V', qui

:st bicompact, par un nombre fini de V_, les Vi:; soit V" I'intersection
les V. correspondants; ¢..(E'— V') est étranger & F quand 2" € V”; c'est-

p—y .
i-dire ¢,..(F)C V' quand 2" € V". - C. Q. F. D.
Ce lemme a pour corollaire immédiat le suivant :

. . v . -1
Lemme 9 bis. — Soit K une couverture de E; soit K' un élargissement de ¢..(K)
el que le support de chaque élément de K’ contienne un voisinage du support de
-1
"élément correspondant de 9..(K) ['existence d’un tel élargissement est assurée

rar le lemme 6 (')]; je dis que ;E(K) est un rétrécissement (*) de K’ quand &'
ippartient & un certain voisinage V" de a". '

Soit Z# un cycle de K ; soit Z'? le cycle de K’ qui correspond au cycle ;,,”(Z")

le ga"(K); d’aprés le théoréme 1 () ;_,,,(ZP)NZ'P quand 2" appartient au
voisinage V" de a” que définit le lemme 9 bis. ‘

(?) Car on peut compléter comme suit I’énoncé de ce lemme : « et telle que le support de
haque élément de K* contient un voisinage du support de I'élément correspondant de K ».

(?) Nous dirons que K est un rétrécissement de K* lorsqu’il existe un sous-complexe
uvert de K* qui est un élargissement de K. ]

(*) Compte tenu du sens plus général que nous venons de donner au terme rétrécis-
ement, nous énoncerons comme suit e théoréme 1 : Si"’on rétrécit une couvertured'un
'space en une couverture de ce meme espace, chaque cycle reste dans la meme classe
U’homologie de U'espace.
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Autrement dit, la classe d’homologie de E qui contient;xu(ZP) est une fonc-
tion de o qui est constante au voisinage de chaque point de E”. Si nous sup-
posons E” connexe, cette classe est donc indépendante de &”. Cette conclusion
va constituer notre théoréme 5 :

20 bis. Homororie. — TrkoriMe 5. — Si ¢..(a') est une représentation de
Uespace de Hausdorff bicompact E' dans espace topologique E, représen-
tation dépendant continidment du paramétre x, qui est un point de l’espace topolo-

gique connexe E, et si Z? est un cycle de E, alors ¥_r,,(ZP) appartient & une
classe d’homologie de E' indépendante de 2"

Quand E” est un segment de droite, celte proposition peut s’énoncer comme
suit : Si les deux représentations x = 4(a'), x =0(a’') de U'espace de Hausdorff
bicompact E' dans Uespace topologique E sont homotopes entre elles dans E, alors
on a pour tout cycle Zr de E

—1

$(2r) ~ 0 (20).

On en déduit, en tenant compte de (6) (n° 13), le corollaire suivant :
CoROLLAIRES 5,, 5,, 5, : sans change

(A suicre.)



