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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

T'héorie des fils élastiques ;

Par JuLes HAAG.

Introduction.

1. Dans un travail déja ancien ('), j’ai établi, en partant des équa-
tions générales de I'Elasticité, une théorie des fils élastiques, dans
laquelle je supposais la section droite du fil infiniment petite. Je me
propose ici de reprendre la méme question, en m’affranchissant de
cette restriction.

I1 convient d’abord de poser clairement le probléme.

Dans la pratique, on le pose succinctement de la maniére suivante :
Le fil étant donné a U'état naturel, on lui applique des forces extérieures
déterminées et 'on cherche la nouvelle forme du fil, en supposant bien
entendu qu'’il se déforme élastiquement, c’est-a-dire que la limite élas-

(1) Ann. Ec. Norm., (3), XLVI, 1929, p. 105 & 129. Le présent travail a été
élaboré en grande partie en 1938 et 1939 ; mais je n’ai rien publié i son sujet,
sauf une Note récente aux Comptes rendus.

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 1



2 JULES HAAG.

tique n’est atteinte en aucun point (*). Mais, une difficulté surgit dés
qu’on veut préciser la maniére dont on se donne les forces.

En ce qui concerne les forces de volume, on peut évidemment
supposer que le fil est plongé dans un champ de forces déterminé. La
force appliquée a chaque élément dépend uniquement de sa position
actuelle par rapport 4 un triédre de référence fixe.

En ce qui concerne les forces de surface, on peut imaginer que la
force appliquée a chaque élément dépende a la fois de sa position sur
le fil et de sa position dans l'espace.

De toute manieére, les forces extérieures ne sont exactement connues
que lorsqu’on connait la position actuelle du fil, donc lorsqu’on a
résolu le probléme de la déformation. On pourrait presque dire que
le probléme ne peut étre posé que lorsqu’il est résolu.

Bien entendu, la loi 4 laquelle obéissent les forces extérieures étant
donnée, il est toujours possible de mettre le probléme en équations.
Mais, I'intégration de ces équations (qui sont aux dérivées partielles)
est en général extrémement difficile, comme on s’en rend compte sur
des cas particuliers simples, tel que le spiral (*).

Dans la théorie classique de 'Elasticit¢, cette difficulté n’existe pas,
parce qu'on admet que le déplacement de chaque point pendant la
déformation est infiniment petit et il est alors pratiquement indifférent
de se donner les forces extérieures dans 1'état naturel du corps élas-
tique ou dans son état actuel. Pour un fil au contraire, le déplacement
peut étre trés grand, bien que la déformation locale soit petite.

Une difficulté analogue pourrait théoriquement se présenter en
Hydrodynamique, quand on utilise les variables de Lagrange. On
pourrait imaginer en effet que la force appliquée & chaque particule
fluide dépende & la fois du choix de cette particule et de sa position
dans Pespace. Mais pratiquement, toutes les particules se ressemblent
(elles ont d’ailleurs une existence trés éphémere) et occupent toute

(1) Ceci se traduit par la condition que les coefficients N;, T; de Lamé doivent
&tre inférieurs en chaque point a des limites données, dépendant uniquement de
la nature du fil.

(*) Cf. Bull. Soc. Math., t. LVIIIL, 1930. Voir aussi le n°® 75 du présent
travail.
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une région de lespace, de sorte qu'un tel point de vue n’a pas
d’intérét et c’est pourquoi on utilise de préférence les variables
d’Euler (*).

Dans le probléme des fils au contraire, il n’est pas indifférent de
savoir que tel ou tel point du fil viendra occuper, aprés déformation,
telle ou telle position dans I'espace. En outre, les forces de surface
sont toujours appliquées en des points délerminés de la surface du fil.
Il ne semble donc pas possible d’adopter un point de vue analogue a
celui d’Euler. C’est cependant ce que nous allons faire.

2. Nous nous donnons le fil dans sa position actuelle. Nous le
supposons soumis a des forces extérieures déterminées et nous nous
proposons de remonter & la forme naturelle ou, ce qui revient au méme,
de calculer la déformation et conséquemment les forces élastiques
intérieures.

Une telle maniére de poser le probléme est évidemment artificielle,
tout au moins en ce qui concerne la déformation. Elle I'est moins
si I’on recherche uniquement les forces intérieures. En outre, il existe
certaines formes de fils élastiques (ressorts) pour lesquelles le
probléme pratique se raméne approximativement a celui que nous
allons résoudre, si les forces extérieures sont convenablement choisies, -

comie c’est le cas dans les conditions habituelles d’emploi des
ressorts.

3. En vue de l'intégration ultérieure, je ferai une seconde hypo-
thése, déja admise dans mon premier Mémoire. C’est que /les sections
droites du fil peuvent se déformer homothétiquement dans le
rapport ¢ (*). Mais, alors que j’ai supposé antérieurement que ¢ était
infiniment petit, je supposerai cette fois que ¢ a une valeur finie.

Nous admettrons en méme temps que les forces extérieures sont
Jonctions de t. Ce point sera précisé ultérieurement (n° 20).

Notre méthode d’intégration consistera & calculer la déformation et

-les forces élastiques au moyen de développements en série procédant

(*) Cf., AreeLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. Ill; p. 607.
(*) Cf., ArpeLL, loc. cit., p. 647.
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suivant les puissances de t. Ce calcul sera d’ailleurs purement formel,
car je n’ai pu réussir & démontrer la convergence.

Observons encore que pour obtenir nos développements, nous
aurons seulement besoin d’utiliser la somme géométrique et le moment
résultant des forces extérieures appliquées a l'extrémité du fil. Il en
résultera que les forces théoriques correspondant a la déformation
ainsi obtenue formeront seulement un systéme équivalent aux forces
effectivement données, mais n’auront pas en général la méme répar-
tition. C’est ce qui arrive, comme on sait, dans le probléme de Saini-
Venant. La théorie exposée dans le présent travail apparaitra ainsi
comme une extension de ce probléme a un fil de forme quelconque, le

probléme classique de Saint-Venant concernant seulement le cas du
fil rectiligne.

Il est bien évident que cette méthode du développement en série ne
résout pas la question quand les forces appliquées sur les bases ont
une distribution donnée al'avance, autre que celle a laquelle aboutit
précisément la dite méthode. Dans ce cas, les développements ne sont
plus légitimes, ainsi que I'on montré E. et F. Cosserat, parce que la
valeur zéro du parameétre suivant lequel on développe est un point
singulier essentiel des fonctions cherchées (*).

L’expérience montre cependant que les résultats déduits de la
théorie de Saint-Venant sont pratiquement exacts dés qu’on s’éloigne
suffisamment des bases et ils sont utilisés sans aucun scrupule en
Résistance des Matériaux. Il serait intéressant de justifier mathé-
matiquement ce principe d’équivalence. Mais, c’est un probléme
qui parait fort difficile et au sujet duquel je donnerai, au dernier
chapitre, quelques indications faisant pressentir la maniére dont

pourrait se produire 'amortissement des erreurs quand on s’éloigne
des bases. ‘

Quoi qu'il en soit, puisque les résultats de la théorie de Saint-
Venant sont utilisés avec succés dans la pratique, il semble probable

qu’il puisse en étre de méme pour les résultats de la théorie plus
générale faisant 'objet du présent Mémoire.

(*) Cf., AreriL, loc. cit., p. 646.
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4. NotaTions Er ENTITES. — En vue de simplifier Iécriture, nous
poserons, en désignant par A, . les constantes élastiques habituelles :
‘ k= _r (coefficient de Poisson),
(1) 2(A+ W)
_Aray .
'k Tl k=
(2) E= M—ZH(I—F k) (module de Young).

A+

Nous utiliserons les symboles opératoires ci-dessous, pour toute
fonction de x, y :

@ _ e o
’ p) 0 9 0
(& 6_‘}/%—“;5,_}" 6_w‘—)‘—r—y@.

Si la fonction F admet des dérivées premiéres conlinues dans 'aire
(A), limitée par le contour (I'), on a

(5) SFdxdy’:f(ay—ﬁx)Fda,
@) r
o désignant I'arc de (T') et a, B les cosinus directeurs de la normale
extérieure. En particulier, si (T') est un cercle centré & lorigine,
I'intégrale double est nulle.

Quelle que soit la fonction F, on a

(6) 6(mF)=x6F+yF 3(yF)=yoF — zF;
dF\ _ 9(3F) OF\ _ J(3F) JF
(7) 6(0.1:)— oz + dy 6(dy> oy ~ 9z

Si U et V sont deux polynomes harmoniques conjugués, homogenes
et de degré m, on a

(8) oU=mV, oV=—mU.

Quelles que soient les fonctions UetF,ona
JU OF  9U oF JF
(9? ﬁm(%%““dy P2 +UAF)d~'vdy fPU%da,

la dérivée normale étant prise suivant la normale extérieure.
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Si F est une fonction harmonique dont la dérivée normale prend,

sur T, la valeur «aP 4+ 3Q, P et Q désignant deux fonctions données
dexety,ona

oU oF dU oF d(UP) d(UQ)
(10) jf ou )d zd _ﬂ | aza
A \Ox 9z " dy dy dy Y-

5. ResuMi pu PRESENT TRAVAIL. — Dans le Chapitre I, nous donnerons
la définition précise du fil et de sa déformation.
Le Chapitre II sera consacré a I'établissement des équations d’équi-
libre.

Dans le Chapitre III sera développée la méthode générale d’inté-
gration formelle de ces équations.

Dans le Chapitre IV, nous ferons le calcul ea:plzczte complet des deux
premiers termes des developpements en série et le calcul partiel du
troisiéme terme.

Le Chapitre V sera consacré au cas particulier du fil rond,
pour lequel les coefficients des divers développements se calculent
facilement.

Dans le Chapitre VI, nous étudierons le cas particulier du fZ rect:-
ligne. Daus le cas du cylindre, nous calculerons la déformation dans
I'’hypothése ou les forces de volume et les forces latérales sont des poly-
nomes en 3, avec application au probléme de Saint-Venant, a la poutre
pesante et uniformément chargée et au cylindre trouvant autour d’'un
axe quelconque. Enfin, nous étudierons la déformation de la torsade.

L’objet du Chapitre VII sera le calcul de la déformation de la fibre
neutre pour un fil élastique quelconque, avec application au ressort d
boudin.

Enfin, dans le Chapitre VIII, nous indiquerons quelques essais de
justification du principe de U'équivalence.

CHAPITRE I.

Définition du fil et de sa déformation.

6. DerFviTioN DU FIL. — Soit une aire plane quelconque (A), limitée
par la courbe fermée (I'). Associons-lui un triédre trirectangle O xys,
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dont 'origine sera le centre de gravité de cette aire supposée homo-
géne et dont les axes O et Oy seront les axes principaux d’inertie
correspondant 4 O. Nous appellerons S l'aire de (A) et A, B ses
moments d’inertie par rapport 4 Ox et Oy.

Considérons (') maintenant I'aire (A,) et la courbe (I';) homothé-
tiques de (A) et (T') par rapport a4 O et dans le rapport ¢ Puis,
imprimons au triédre Oxyz un mouvement quelconque assujetli &
I'unique condition que la trajectoire de O soit tangente & O3. Le fil
sera engendré par I'aire (A,) dans ce mouvement. La courbe (F') décrite
par O sera appelée la fibre neutre. La surface (Z,) engendrée par (T';)
sera la surface latérale. Les positions extrémes de (A,) seront les
bases B, et B. Une position intermédiaire quelconque de (A.) sera
une section droite (*).

Nous appellerons s I'abscisse curviligne de O sur (F), comptée a
partir de la base B,. Si elle joue le réle du temps, nous appellerons p,
g, r les rotations du triédre Oxyz; ses translations sont o, o, 1. On
voit facilement que la courbure et la torsion de (F) en O sont(*)

dp dq
L v 93 Py
R=VPT9 T~ Tpig T

(1) La .rédaction serait un peu simplifiée en n’'introduisant cette homothétie
qu'aprés le n° 16. Il suffirait de changer « et y en tx et fy dans toutes les
formules obtenues. Mais cela nous obligerait & les écrire de nouveau et allon-
gerait notablement le texte. )

(2) Ceci ne signifie pas nécessairement que le plan de (A.) coupe orthogona-
lement (2;). 1l n’en est ainsi que si le mouvement du triédre est tangent a
une rotation ayant son axe instantané dans z O y. C'est I'hypothése que j'ai faite
dans deux mémoires antérieurs [loc. cit. et Sur I’hypothése des fibres dans la
théorie des fils élastiques (Ann. Ec. Norm., (3), LII, 1935, p. 318)].

(3) Si 'on appelle ¢ et ¢ + gles angles polaires respectifs de la normale

principale et de la binormale, on a

p=— Asing, q = Acosg, R=pr4 g? R:.;..

La vitesse du point de I'indicatrice des binormales a pour valeur algébrique sur

la normale principale —r — ‘_;%
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Un point M quelconque du fil sera défini par I'abscisse curviligne s de
sa projection orthogonale O sur (F) et par les coordonnées carté-
siennes x, y du point homologue de (A) par rapport aux axes Oz,

Oy. Les coordonnées cartésiennes de M par rapport aux mémes axes
sont donc tx et ty.

* 8Si le point M est sur (L,), donc sur I',, les cosinus directeurs de la
normale extérieure en M a (Z,) sont

t
(1) d=pa, P=¢f, v=LE(ay—Ba),

en appelant a, 3 les cosinus directeurs de la normale extérieure & (T,)
par rapport aux axes Oz, Oy et en posant

(12) h=1+1g, g=py—qx.
Quant & la valeur de p, elle est donnée par

(13) :z—h’+ rre2(ay — Bx).

Nous supposerons que, quel que soit M dans le fil, on a |g|<1,
donc A >o0 (*).

L’angle du plan Oy avec le plan tangent a (Z,) a pour cotangente
',;——t(ocy — B). Pour quele plan x Oy coupe orthogonalement (L,), il faut
et il suffit que I'on ait 7= o ou bien que (I") soit un cercle de centre O.
Toutefois, si ¢ est trés petit, c'est-a-dire si les dimensions transversales
du fil sont petites vis-a-vis de ; (*), Y seratrés petit et l'orthogonalité
sera presque réalisée (°).

Dans ce qui va suivre, nous appellerons x, y, s.les coordonnées

de M; mais, il sera bien entendu que les coordonnées cartésiennes
de M par rapport 4 Oz, Oy seront en réalité tx et ty.

¢

(*) Le £l est tout entier extérieur a la développable enveloppée par zOy.

(?) Ceci peut s’interpréter en disant que l'angle dont tourne le tri¢dre autour
de Oz, pour un déplacement longitudinal de I'ordre des dimensions transver-
sales du fil, est trés petit.

(*) Clest ce qui a lieu par exemple pour un ressort & boudm
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7. DEFORMATION DE LA FIBRE NEUTRE. — Supposons maintenant que le
fil revienne a I’état naturel. Le point qui se trouvait primitivement en
M vient occuper une certaine position M,. Ceci établit une correspon-
dance ponctuelle entre les deux états du fil; les points M et M, seront
dits homologues dans cette correspondance.

La fibre neutre devient une certaine courbe (F,). Le point O vient
en O,. Si s, est 'abscisse curviligne de O,, on a une relation déter-

minée entre s et s,, soit s, = f(s). La dilatation linéaire ¢ de (F) en O
est définie par

(14) — =1+4+¢ ou fl(s)=1—g¢,

en tenant compte du fait que € est nécessairement trés petit (défor-
mation élastique) et négligeant systématiquement, comme nous le
ferons toujours par la suite, les quantités du second ordre par rapport
aux déformations (*).

Au triédre Ozys, nous faisons correspondre le triédre trirec-
tangle O,x,y,3, dont 'axe O,z, est la tangente positive a (F,).
Quant aux deux autres axes, leur orientation sera précisée au n° 8.
Pour le moment, nous convenons seulement que le demi-plan z,0,x,
fait un angle trés pelit avec la demi-tangente en O, a la cqurbe
homologue de la demi-droite O .

Si s, joue le réle du temps, le triédre O,x,y,3, a pour rotations et
translations (p,, go, 7o, 0, 0, 1). Nous poserons

(18) - P—Po=pP, q—q=q, r—n=r.
Ces trois quantités sont trés petites.

Si T'on connait p’, ¢/, 7, ¢ en fonction de s, on peut en déduire
‘Pos qo; To en fonction de s,; d'ou résulte le mouvement du

triédre O,2,y,3, quand O, décrit la courbe (F,). Celle-ci est donc

déterminée et I'on peut dire que le déformation de la fibre neutre est
~ déterminée par les quatre fonctionse, p', ¢, r'.

.. 8. DEFORMATION DES SECTIONS DROITES. — Prenmons un point M
quelconque a l'intérieur de (A.) et soient ¢z, ty ses coordonnées par

(*) Et non aux déplacements. :
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 2
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rapport 4 Ox, Oy. Soient M, le point homologue et O} sa projection
orthogonale sur (F,). Ce point, d’abscisse curviligne s, est en général
distinct du point O, homologue de O, dont I'abscisse curviligne est
so= f(s). Soient enfin tz,, ty, les coordonnées de M, par rapport aux
axes O,z y’, 3, attachés a O,. Nous poserons

N
(16) Uu=—2x — x, v=y — Yo, tw =07 Og= f(s) — s,-

Si I'on améne O,x,y,5, en coincidence avec le triédre homo-

logue Oxys, les composantes du vecteur m sulvant ces axes
sont tu, tv, tw, au second ordre prés. Les trois fonctions u, ¢, w défi-
nissent la déformation de la section droite (A) et seront considérées,
de méme que ¢, p', ¢/, /, comme des infiniment petits du premier
ordre. Ce sont des fonctions de x, y, s. Elles s’annulent toutes trois
pourx =y =o.

Les fonctions u, ¢ déterminent la déformation transversale de la
section droite. Nous convenons maintenant de choisir I’orientation des
axes O,x,, O,y, de telle maniére que cette dé formation soit une défor-
mation pure dans le voisinage de O. Autrement dit, on devra avoir

ro) - du _ dv
(17 d},—"‘%

pour xr — y =—o0.

On sait que, dans ce cas, les déviations angulaires sont infiniment
petites ('), de sorte que le triedre O,z,y,3, satisfait bien a la
condition admise au n° 7.

Moyennant la convention ci-dessus, 7’ mesure la torsion physique du
fil. En effet, amenons O,x, y, z, en coincidence avec Oxyz, pour une
position déterminée de O. Soit O’ infiniment voisin de O et O} le

(*) On pourrait évidemment choisir 'orientation de Oy, de telle maniére,
par exemple, que le demi-plan z,0,x, contienne la demi-tangente en O, a la
courbe homologue de la demi-droite O, dont la déviation angulaire serait alors

. .. .. v
nulle. Ceci se traduirait par la condition z—zo pour =y =o. Mais, la
z
déformation transversale ne serait pas en général une déformation pure. De
plus, les deux axes Oz et Oy joueraient des roles dissymétriques, car la
déviation angulaire de O y ne serait généralement pas nulle,
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point homologue. On passe de O, z,y,z, 4 O’'2’y's’ par la transla-
tion eds suivant Oz et les rotations p'ds, ¢'ds, r'ds autour de Oz,
Oy, Os. La troisiéme rotation, qui s’effectue autour de la tangente 4
la fibre neutre, est uniquement due a la torsion, puisque, pendant la
déformation, la partie centrale de la section droite est solidaire du
triédre Oxys. Son quotient par ds mesure bien la torsion physique.

CHAPITRE 1L

Les équations d'équilibre.

9. LEs Forces EXTERIEURES. — Les forces extérieures appliquées au
fil comprennent des forces de volume F,, des forces de surface Fg
s'exercant sur la surface latérale et enfin des forces sur les bases; nous
appellerons F celles qui s’exercent sur la base (B).

Parmi toutes ces forces, considérons seulement celles qui sont
appliquées a la portion de fil postérieure a la section droite (A). Elles
forment un systéme (S,), dont les six coordonnées par rapport au
triecdre Ozyz seront désignées par X, Y, Z, L, M, N. Ces
coordonnées sont des fonctions connues de s et t.

Considérons la tranche (ds) comprise entre deux sections droites
(A) et (A") infiniment voisines, définies par les abscisses curvilignes s
et s+ ds. Appelons X;ds, Y,ds, ..., Nyds les six coordonnées du
systéme des Fy appliquées & cette tranche et Xz ds, Yeds, ..., Nxds
les six coordonnées du systéme des Fys appliquées sur sa surface
latérale. Le systéme (S,) est équivalent au systéme (S,) augmenté
des forces ci-dessus. Or, les coordonnées de (S,.) par rapport 4 Oxys
sont, au second ordre prés en ds :

X+ dX+ (gZ—rY)ds, Y +dY + (rX—pZ)ds,
Z+dZ+ (pY —gX)ds,

L4 dL-+(gN—rM)ds—Yds, M- dM+(rL—pN)ds+Xds,
N+ dN + (pM — gL) ds.
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On a donc les équations différentielles suivantes :

Sl_=_‘-d—x+qZ—rY+ Xy 4+ Xg=—o,

ds
S,E-‘Z—:+I'X—pl+ Yy + Yg=—o,
S;E%—f+pY—qx+ Zv + Zy —o,

(18) JL
S‘Eg— +gN—rM—Y + Ly+ Ly =o,
855%1!1-+PL PN+ X+ My+ Mg=o,

N
SQE{T—FPM gL+ Ny +Nz=—o.

Nous appellerons X', Y’, Z' les composantes de la force appliquée
a l'unité de volume au point M(x, y,s). Ce sont des fonctions
données de tz, ty, s. Il est facile d’en déduire X, ..., Ny. A I'élément
d’aire dxdy intérieur a (A), correspond, dans (ds), I'élément de
volume 2>k ds dx dy. On a donc (')

xv_t"ﬂh)&’dxd), ﬂhY’dxdy, szt’ﬂhZ’dxdy,
(19) ﬂhyZ’dxd), | Mvz_zxﬂhxz'dxdy,
A
Nv=t3ﬂh(mY’—yX’)dz dy-
A

De méme, appelons X”, Y”, Z" les composantes de la force appliquée
a I'unité de surface (Z,). L’arc élémentaire tdo de (I';) engendre, pour

un déplacement ds de O, une aire égale a %f dods(?). On en déduit
xzzzfx’fda, Yz=¢fwffda,‘ Zs=¢ 7' do,
r °P r P r °

(20) L}::t*fyZ”ﬁdv, My_:—t’fo”éda,
r P T P

Nz=ttf(xw—yx")fda.
" Jr "

1) On mt.egre dans (A) et non dans (A,).

(*)
(*) Cette aire mesure la longueur du produit vectoriel - du vecteur tdo-, de
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Les six coordoonnées X, Y, ..., N ne sont pas entiérement déter-
minées par les équations différentielles (18), car elles dépendent des
forces F,. Si ces forces sont données, ainsi que les forces F, et Fg, on
peut évidemment calculer a priori X, Y, ..., N en fonction de 5, sans
passer par lintermédiaire des équations (18). On obtient ainsi

six fonctions déterminées (') de s, qui doivent vérifier identiquement
les équatigns (18).

10. Les EerronTs sur unE secrioN proite. — L’effort 'i‘)s’exercant en
un point M quelconque intérieur au fil, sur un élément dont la
normale a pour cosinus directeurs o', ', Y/, a pour composantes
cartésiennes suivant Oxys :

\ Te=Nya'+ T,8'+ T,y Ty=Tia'+ N '+ T, v/,
(21) ' T.=Toa' -+ T,# + Nay.
Si I'élément considéré appartient a la section droite passant par M,
on obtient les composantes de l'effort T, exercé sur sa face positive,
en faisant &'=['=0, yY'=1. Les six coordonnées du systéme des
forces T, sont

Xy= 2 ﬂ Tydzdy, Yi=0¢ ﬂ T,dzdy, Zy=0 ﬂ N, dz dy,
A A A .

(22) | LA=t3ﬂyN3dxdy, MA=—t3ﬂxN,dxdy,
A A

Na= t’ﬂ(xT,—}sz)dwd)'.
A

11. CoxXDITIONS AUX LIMITES SUR LA SURFACE LATERALE. — S’il y a équi-
libre, les composantes X", Y”, Z’ de Fg doivent étre égales aux
composantes T, T,, T, données par les formules (21), en remplagant
o', B, ¥' par les cosinus directeurs de la normale extérieure a (Z),

composantes (— 3t do, atds, o), par le déplacement élémentaire du point M,
qui a pour composantes (— rty ds, rtz ds, h ds).

(*) Bien entendu, ces fonctions dépendent aussi de ¢.
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c’est-a-dire par les formules (11). Oxi doit donc avoir

%X”: h(aNy+ BT;) + trTy(ay — B),

h

(23) FY'I:"(“T:H- BN;) + ¢trTy(ay — Ba),

( ’—;Z"—_—h(aTg—F BTy) + trNs(ay — Bx).

Si l'on porte ces expressions dans (20), on obtient des intégrales
curvilignes qui se transforment en intégrales doubles :

'ig=tﬂugdxdy, ?zzzﬂvzdxdy, Zs— ﬂWzdxdy,
A A A

Ly = t‘zﬂ(sz+ AT, —trzN;)dxdy,
A
(24)

My — 2
My=—1

=,

(#Wg+ AT, +tryN;)dz dy,
A

Ng= I’ﬁ'(wVE——yUz+ traT,+ tryT,)dzdy,
. A ,

en posant (')

Uz = 0((1;:1) + 0(3;3) ~+ troT,,
(25) V= d((’;:“) + d(z;’) + tr 8Ty,
Ws= 0(3:2) + d(gT,) + trON;.

12. Equations p’EquivaLence. — S'il y a équi'libre, les forces T,

doivent former un systéme équivalent au systéme (S, ). On doit donc
avoir

(26) ri=X—-X,=o, A=Y —Y,=o, e “=N—N,=o.

Il s’ensuit que les équations (18) doivent étre vérifiées quand on y

(1) S’appuyer sur les identités (5) et (6).
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iemlﬂace X, X, ..., N par X,,Y,,..., N, et X5, Y5, ..., Ng par
X3, Yz, ..., Nx. Les S; deviennent alors

S,= tﬂdea’_y, S, tﬂdedy,
A A

I

(27) S,= t‘ﬂ;dedy, E:t’ﬂdexdy,
A
| §5=—t2ﬂAdoxdy, g.;:t’ﬂ(xV—yU)dxdy,
A
en Posant
U= d(ﬁ:,) + 0(3;“) +z<dd£’ +gNs— rTy+ hX’+r6T,),
(28) { Vv ;d(gfs)+d(";;z)+t(%+rT,—pN3+hY’+r6T,>,
W= "(Z}) + "(zyT') +t("d—l\i“ +pT,—qT2+hZ’+r6N,).

Ces six intégrales doubles doivent étre nulles quel que soit s.

13. EQUATIONS INDEFINIES D'EQUILIBRE. — Imaginons qu’on rem-
place (A) par une aire quelconque (a) intérieure 4 (A). Le fil est
remplacé par un fil fictif (ou fibre) intérieur au fil réel. Les forces
extérieures appliquées & la partie de ce fil qui est postérieure a (a)
sont les forces de volume Fy, les forces de surface T, exercées sur sa
surface latérale (a;) et les forces exercées sur la base (5). D’aprés ce
qui précéde, les intégrales 5; déduiles des S; en remplacant (A ) par (a)
doivent étre nulles. Comme ceci doit avoir lieu quel que soit (), on
en conclut que les fonctions U, V, W doivent étre identiquement
nulles. On obtient ainsi les équations indéfinies d’équilibre (*).

(29) U=o, V=o, W=o.

(*) On obtient seulement trois équations et non six, parce qu'on a admis les
les formules (21). Si I'on était seulement parti des formules résultant de 'équi-
libre du tétraédre élémentaire, les trois derniéres équations (27) nous auraient
conduits, en tenant compte des trois premiéres, 4 la symétrie du tenseur des
efforts, c’est-a-dire aux formules (a1).
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14. CarcuL DE LA DEFORMATION PURE. — La distance des deux points
M(x, y, s) et M'(x + dz, y + dy, s + ds) a pour carré

do*=1t*(dxz — ry ds)*+ t*(dy + rz ds)*+ h*ds*.

La distance do, des deux points homologues M, et M est donnée par
une formule analogue, dont toutes les lettres doivent simplement étre
affectées de l'indice zéro. On doit ensuite remplacer x, par x — u,
Yo par y —v¢ et s, par s,= f(s)— &, en vertu des formules (16).
D’aprés (15), on doit remplacer p,, ¢,, r, par p—p', ¢g—¢q', r—7,
les fonctions p, ¢, r étant calculées pour la valeur s’ correspondant
a &', donc définie par

f(&)=s,=f(s)—tw ou (—s)(1—e)+...=—twm,
soit s'=s— tw, au second ordre prés en ¢, w. Les fonctions p, ¢, r

. s . dp dgq dr
doivent étre remplacées par p —tw—cs g —tw s T—1w Dans

ces conditions, on a
dp d
. ho=1+t<p—tcv£ —p) () — v)—-t<q—ltvd—z —q’> (z— u),
ou, au second ordre prés,
d dp
ho=h +1t <qu —pv+ th% — twyd—? +4q x—p’y>.
Enfin, ds, doit étre remplacé par f'(s)ds — tsw =ds — eds — tw. On

obtient ainsi, au second ordre prés,

dzy— ryyidsy=dx — ryds + a, dy,+ roxy dse,—= dy+r.z'ds+b
hodsy=h ds + ¢,

en posant provisoirement :

a=—du—+ry(eds+tdw)+tywdr+ryds-+ reds,

b=—dv —rz(eds+tdw) — txwdr —razds — ruds, .o

c=—h(eds+tdw)+t(qu—pv+qg'z—p'y)ds + t*w(xdg — y dp).
D’on

2 Je?
do’ 2do'o =—at*(dx — ry ds) — bt*(dy + raz ds) — ch ds.
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En divisant par do?, on obtient la dilatation linéaire correspondant a
I'élément (dz, dy, dr) Les cosinus dlrecteurs de cet élément sont

proportionnels a (dz — ry ds), (dy + ra ds), —ds; d’ott 'on déduit

que dz, dy, ds sont proportionnels a o« ¢’ y, f— h y, tY
La dilatation linéaire dans la direction (a, B, v) est donc

—aa—bf— TY’ avec

__ (Ou dw ry du dw rx
o= (o—*"o ) (e +e 1)+ (5 - 5) (e %)

vt

dr , Y
+( —tryT—rye—twyd —ry—rv>—E,
dv dw rx
( + —) (ot+t yy) (}+tra:d )(ﬁ—tTy)
+( —+tr +rxe+tw.z'—-+r'.z-+lu>
—¢= h
t

>
~

gl

./
(ht3—+he—tqu+tpv—tq x+tpy—t’w.ra+t-wy-£>‘z-

"En prenant les coefficients de a2, 3%, ..., on obtient, avec les
notations habituelles (*),

dw __dv dw du  dv

u ye
e,:-‘;;—tryd——’ 62—@+U‘xw’ g:s:a‘y"‘;""tra/“v
’ 9
gl=hg-;—)+h[gv+r’x+r<6v+tlxaw’+u+sz+ta:£->
' ' . dr
(3 ) -+ W.Z‘a ’
o
d tfd dw
gzzhdi;+z[d—?—l y+r(6u—try6u—v—ey—ty ds)
g dr
e,=e+t(p’y—q’x—|—-‘3%+r6w+®),

(*) Les expressions e;, g, g nous montrent que p', ¢', ' do.ive.nt étre trés
petits, comme on I'a admis au n°® 7; car, s'il n’en était pas ainsi, e, 81, &
auraient des valeurs finies et, d’aprés (32) et (33), les N;, T,, T,, dépasseraient
la limite élastique.

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. l 1946. 3
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en posant, pour simplifier I'écriture

(31) hO:pv—qu+tw%—tg(p’y—q’x).

15. Rappelons maintenant les formules classiques

(32) Ni=20 + 2p.e, Ti=pg, 0=e,+ e;+ e

On en déduit la suivante

(33) N;=k(Ny+ N;) + Ee,.

16. FoRMULES POUR LE CALCUL DE &, p’, ¢/, '. — Supposons vérifiées
les équalions indéfinies, les équations d’équivalence et les conditions
sur (X). Soient P et Q deux polynomes harmoniques conjugués,

. . o 4 4
homogénes et de degré m. Considérons I'intégrale I = j PX+QY do
r

D’aprés (23), on peut écrire

fngr(E-5)

JT, ng PT,+ OT,\"

En tirant les deuxiéme et troisiéme parenthéses des deux premiéres
équations (29), le crochet s’écrit

t%[q(Nt— N;) —pT:— 2‘;1‘—53 —hX' 4+ r(T,— 6T2)J.

+t%[p(N3— Na)+¢To— % — hY'— r(T,+ oT, )]

PT T JoP
+ora (2B (v N s

ou, en tenant compte des identités (6) et (8),

_tPF+QG+(m;I)"(PTt—QT’) (N,+N2) ’
en posant

F—%E+9(N3 N1)+PT3—"‘T2£%}‘,+ILX”
(34) dT

G=5" 4+ p(N:—Ny) —qT3—trT,PwT+qy +hY.
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On a donc
ﬂ(N.+N,) dwdy_l+tﬂPF+QG+(mZl)r(PT'—QT’)dxdy.
A
On en déduit, d’aprés (34) et (31),
ﬂg—zgsdxdy=kl+mﬁ'PF+QG+(’";‘)"‘PT‘_QT*)dxdy
+ Eeﬁj—idxdy
+tEj[ (p’y——q’w+ %%) + r&w+@>%dxdy.
En prenant successivement P=xz, Q=y; P=xy, Q =y2—22;
P=2 !; “, Q = — xy; on obtient les trois formules suivantes :

(35) Z=t2ESe+t’Eﬂ <Q£+r6w+®) dz dy
t"kﬂwdzdy tzkf—M—d g,

L=0EAp -i—t‘Eﬂ ( +r6w+®>dxdy

+t‘kﬂ2wy(F+rT,)+(2);l—-—x’)(G—rTg)d v dy

+takf2‘”}'x”+()"—1 )Y”

’

(36)
szEBq'_z‘Ejfx(_? +r6w+®) dz dy

_akﬁ"(x? y)(F+rT) +22y(G—rT
2h

II
—t=kf("” )x 22y Y

’)dxdy

On a enfin, d’aprés (32) et (30),
(39) N=— pt’ﬂh&wdxdy—l— p.t‘ﬂ

[d (vzx—uy)+r(zdv —ydu+ux+vy)

a(rw) dxdy.r
Os h

+(224 y?) (P +re+tridw -+ ¢
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CHAPITRE III.

Intégration formelle.

17. IntrRoDUCTION DES FONCTIONS ¢ ET . — Posons

—99 , % —% _ %
(38) =4+ 35 =3 "5
Observons tout de suite que l'on peut, sans changer u et ¢, aug-
menter ¢ de f(z, s)+ g(y, 5), 4 condition d’augmenter en méme
temps ¢ de — f+ g; ceci quelles que soient les fonctions f et g.
Observons aussi que la condition (17) devient
d9*°y
dx dy

=o, pour z=y —o.

Nous avons maintenant

0 o o )
(39) N,=P-—zpd;f, N,:Q—zy.a—};a T;:zpdxgy-f-ptraw,
en posant
2 2
P:(}+2H)A¢+KR+(A+QF)% —7\3}9: —2ptry%°£,
(@) Q=(A+2 )A¢+1R+Aﬂ—()\+ap)dw+z- tra 2%
- oz> dy*? P 0}"
(41) ‘ R=s+l(%‘§+p’y—q’x+@>.
Observons que I’addition éventuelle signalée plus haut, dont ¢ et ¢
3 . E 2 2
pourraient étre l'objet, augmente P de 29‘;7{ et Qde — 2(.!1%1;—{- Des

formules (40), on tire

2}&3274;=/C’P-—kQ—2pk’A?—2ka+2ptrv(k’y%+kw-z—;—))s
) apﬂ=kp—-/t’Q+2p-/c’A(p+2chR+2y.tr k’wd—v-v+kyd—w .
dy* R dy 7 dx
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En éliminant ¢ entre ces deux formules, on obtient I’équation

(P 2Q FP
(43) aqu.lc’AAcy_Ic(d2 dx*)_k<w+3_?)—zpkAR

— 2p.tr[6’< v dy) + ko (Aw) ]
Les deux premiéres formules (28) s’écrivent maintenant :

U—dP Ft[gd—P+d 2 4+ pTi+q(N,—N,)

dx Js
09w .
+r(6T,—T,+ph )+hx’],
(44) K3 :
d—Q—+t dQ T3+ p(N.— Nj)
oy 'Eay T d AR

ddw
—+r 6T1+T2+P~h7>+hYl]

Les deux premiéres équations (23) nous donnent ensuite, la courbe (')
étant orientée dans le sens positif défini par les axes,

2pd % =de+Y—da—tr p&’wdy+5(xdx+‘ydy) =tdo,
45) ox P i h

2pd(3—¢’> =Pdy —-)S-do' + tr[— po'wdx + T, (xdx + y dy)]:nda'.
y P h
Signalons les identités suivantes, qui nous serviront plus loin,

— - o9 )

Xz— X =th nds—2 d(—>]

2— Xz AL rd(5) )

46) { Ys—Yg=1¢ h-—Eda'+2 d d—CP) ’
(46) =t ) e\ oz

I‘I_E—Nz‘,:t’fh — (= +_yn)da+2p.d(x%— +yd<P q>>]
r L

18. Introbucrion pE LA FoncrioN H. — Appelons H la fonction
harmonique dont la dérivée normale prend, sur (T'), la valeur ay — Bz
et qui s’annule pour =y = o. Signalons-en tout de suite quelques
propriétés, qui nous seront utiles par la suite.

L’identité (10) nous donne

U 9H U oH _
() .ﬁ(%o_x"'dy y)d 2 dy ﬂaUMdy
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En prenant successivement U=, y, x?, y?, xy, on obtient les
formules

(48) ﬂﬁd dy _ﬂ—dxdy_ﬂx—dxdy—ﬂy—dxdy_o,

(4o ﬂ( ‘(’g +y3H>dxdy=A-——B.

Considérons maintenant I'intégrale

(50) J=ﬂ6dedy=fPH(ay—ﬁx)da
A

=Ja = [[1(G) + ()]

Cette formule nous prouve que J > o.
On a aussi, en remarquant que la fonctlon conjuguée H prend,

sur (T'), la valeur = —:y et utilisant une proprlete bien connue des
fonctions harmoniques (*) :

oi\* (ol
J=ﬂA[(5;) +<dy) ]dxdy<ﬂ(z2+y )dz dy,
soit

(51) I=A+B—-J>o0.
En combinant (49) et (50), on a

JH I JH I
(52) -ﬂ;y%da:dy_A—;a ‘H‘:x@dwdy_—B—l—;-

En prenant U = x*, 2%y, xy?, y* dans (47), on obtient
dH
A d

0 )
ydxdy_zCh—Ai—zj]A @y S dzdy,

dzdy =B,

(53) ("
H JH’
ﬂ‘ya_xdxdy=D1—2B,—2ﬁxyﬁdxdy,

ﬁy ~—dxdy =— G,

(1) Cf. Goursat, Cours d’Analyse mathématique, 2, p. 63o.
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:ﬂw“dwdy, Blzﬂx’ydzdy,

A . W

C,—_—ﬂxy! dz dy, = [Ty’dxdy.
A L

19. Posons maintenant

ou l'on a posé

(54)

(55) w=trH + .

On a, d’aprés (30),

T, ow (dH ) ow <du )
= = =+ tr )+t + 55 T8

[T dy dy dy ds
+—(6v+u+ex)+p—x r“6w+——(rw) ’
(56) h h Js
Tz—dw+tﬂ<‘—)—lj— +1 dip—i— % )
F—Tx oz 7 8 oz Js 8y
tr 2y a(rw)
\ +E(6u—-v—ey)——h-[r“6w+ 9 ]

La troisiéme formule (28) devient

(87) W= p.h’Am+t[2ph< i ow

Pgy — qd$>+xid (A + DY)
+ pro(Ag + Dq;) — ptriddw
d(row)

— p, _ds_ —+ T +r6N3+PTI ’]Tz+ hZ’].

La troisi¢me équation (23) nous donne ensuite

dw

(58) h*2 =

tg;(ocu+@v)
+ergi+h) (Bx—ay)+tr(av —Bu—adu—Bdv)
d(rw) r ]+hZ”

s =

+t(ay — Bx) [re+tr’6w+t — =N s

s m =K.

Signalons 'identité suivante, qui nous servira plus tard,

— , do
(59) Zz—Zzzp.tj[:(—K+h--d—n)da.
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La formule (37) s’écrit enfin

(60) N=p.t‘r’l+p.t‘re(A+B)—pt“ﬂh&wdxdy
A

+ pt‘ﬁ‘ g-(v.r —uy)+r(xdv —you+ ux+ vy)] dxhci)'
A Los
- p.t‘r’ﬂgBH dr dy
A .
+ pt’ ’r'?6w+d(—rw —(F+re)g ZEY drdy.
R L Js h v
20. DeveLoppeMENTS EN skriE. — Nous admettrons, dans tout ce qui

va suivre, que les composantes des forces extérieures peuvent étre déve-
loppées suivant les puissances croissantes de ¢t. 1l importe toutefois de

bien préciser ce que nous entendons par la. Nous envisagerons deux
points de vue.

Premier point de vue. — Nous supposons que le fil est plongé dans
un champ de forces déterminé, dont les composantes sont des fonctions
analytiques des coordonnées du point d’application, ces fonctions ne
présentant aucune singularité dans le voisinage de la fibre neutre. Il
s’ensuit que X', Y', Z' peuvent étre développés, pour chaque valeur
de s, suivant les puissances de #z et zy. En ordonnant chaque série par
groupes homogeénes, on obtient une série enticre en t, ot le coefficient
de t™ est un polynome homogéne et de degré men x, y. -

Les forces Fy ne peuvent étre définies, comme les F,, indépen-
damment du fil. On pourrait supposer que X", Y”, Z" sont des
fonctions arbitraires de ¢, 5 et o. Mais, nous conviendrons que chacune
de ces trois composantes se présente sous la forme du produit d’une
certaine puissance de t par une fonction déterminée de s et o. L’exposant
de cette puissance de ¢ sera toujours positif ou nul, car nous devons
évidemment exclure le cas ou les forces Fg pourraient devenir infinies,
puisqu’elles ne doivent pas dépasser la limite élastique.

Nous ferons une hypothése analogue pour les F,. Chaque compo-
sante de la force appliquée en un point quelconque (z, y, 5,) de la
base (B) sera le produit d’une certaine puissance de t par une fonction
déterminée de x, y. Les trois premiéres des coordonnées du systéme
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des Fy par rapport a O, x, y, 3, contiendront donc nécessairement ¢*
en facteur et les trois derniéres admettront le facteur #°.

En tenant compte de toutes ces hypothéses, les formules (19) et (20)
nous montrent que, suivant une notation expliquée plus loin :

(6obi) Xy=Yy=2Zi= L&;MQ:N’E;O, pour i=oet1;
Xt=Y?=1Z{=o0; Li=M{=N{=o, pour i=o, 1, 2.
Les coordonnées X, Y, ..., N du systéme (S,) par rapport a Ozys
se calculent en évaluant les coordonnées du systéme constitué par
les Fy et Fy appliquées a la tranche comprise entre les sections
droites (s') et (s'+ ds'), puis intégrant par rapport a s’ entre s et s, et
ajoutant enfin les coordonnées X;, Y,, ..., N; du systéme des Fy.

Appelons ordre d’une fonction de t I'exposant de la plus haute
puissance de 7 se trouvant en facteur dans cette fonction ('). Si les
douze fonctions Xy+ Xs, Yy+ Yg, ..., Ny+ Ng, X;, Yy, ..., Nysont
d’ordre n, il en est de méme de X, Y, ..., N, dans le cas ou le fil n’est
pas rectiligne. D’aprés (60 bis), X, Y, ..., N sont d’ordre > o.

Supposons maintenant le fil rectiligne. Si Xy+ Xz, Yy+ Yg,
Ly+ Lz, My+ Mg, X;, Y, Ly, M, sont d’ordre n, il en est de méme
de X, Y, L, M. Si Z,+ Zs et Z, sont d’ordre n, il en est de méme de Z.

- Si Ny+ Ny et N, sont d’ordre n, il en est de méme de N.

Le cas du fil rectiligne sera examiné a part au Chapitre VI; nous
I'excluons donc du présent Chapitre.

Bien entendu, il peut arriver accidentellement que certaines des
fonctions X, Y, ..., N soient d’un ordre plus élevé que I'ordre prévu
ci-dessus. Ajoutons que ces propriétés peuvent aussi se démontrer &
partir des équations (18).

Ce premier point de vue sera adopté quand nous voudrons faire
varier £, de maniére & envisager le cas du fil mince (n° 34).

Second point de vue. — Supposons un fil déterminé, dont nous ne
voulons pas faire varier la section droite. La variable ¢ doit alors
recevoir une valeur numérique.déterminée, que nous pouvons évi-
demment supposer égale 4 I'unité. Dans ce cas, ladite variable n’a

(1) Clest son ordre infinitésimal, si # est infiniment petit principal.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 4
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plus aucune signification concréte et son introduction se présente
comme un simple artifice de calcul.

Les forces extérieures étant supposées données pour le fil considéré,
leurs composantes ne dépendent pas de ¢. Mais, rien ne nous empéche
de les écrire sous la forme de séries entiéres en t, assujetties a la seule
condition d’étre convergentes pour £ =1 et d’av01r alors pour sommes
les composantes données. Une telle présentation est évidemment
artificielle et arbitraire. Elle doit étre, elle aussi, considérée comme
un artifice de calcul, permettant dans certains cas (¢f. n° 33) d’obtenir
la solution du probléme de la déformation sous une forme simple,
grace a un choix convenable des séries. Mais, il est bien évident, en
vertu de la distributivité des opérations linéaires conduisant a ladite
solution, que le résultat final est indépendant de ce choix. Seule une
raison de commodité peut prévaloir pour faire adopter 'un plutét que
’autre.

Dans ce second point de vue, les coefficients de nos séries seront des
fonctions de z, y, s pour X', Y', Z'; de o, s pour X", Y", Z"; de s
pour X, Y, ..., N. Les propriétés signalées plus haut concernant
I’ordre de X, Y, ..., N continuent évidemment & étre exactes..

En ce qui concerne les fonctions inconnues e, p', ¢', 7', u, ¢, w, nous
ne pouvons rien préjuger de leur nature comme fonctions de . Nous
ferons cependant ’hypothése que, pour chacune d’elles, la valeur t = o
ne peut étre qu'un point ordinaire ou un pdle. Autrement dit, nous
admettrons qu’on peut les développer suivant les puissances croissantes
de t, les exposants d'un nombre fini de termes pouvant étre négatifs.

Nous désignerons le coefficient de ™ dans le développement d’une
fonction quelconque par la lettre représentant cette fonction, affectée
de l'indice m; cet indice étant placé en haut et a droite dans le cas ou
un autre indice existerait déja en bas.

Cela posé, supposons connus les coefficients u,, ¢., wn, €, p,_,,

Goys Tosys ®ns Yn pour n<m et proposons-nous de les calculer
pour n=rmm.

21. CaLcuLDE €y, P, ,, 4,,_,- — D’aprés (31), on connait ®,,_,. On
obtient donc ¢, en égalant les coefficients de #"+* dans (35) et pm_,,
g, en égalant les coefficients de #"+* dans (36).
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22. CaLcuL DE Pp. — D’aprés les formules (40), nous connais-
. . .
sons P,_, et Q,_,. D’aprés (30) et (32), nous connaissons aussi

les N7~ et T[""'. Dés lors, en annulant le coefficient de ¢ dans (44),
0P, . 0Qim 1 .

< 3y d’ou P, et Q,, par deux quadratures (*).
L’équation (43) nous donne ensuite

(61) AAQ",;fm(x, > 8),

nous obtenons

Jfm désignant une fonction connue.
Des formules (45), nous tirons ensuite

(62) 2p.d<‘i;P"‘>_gmda, 2p.d<dq)'") =N ds. .
- s Iom . 0Om
D’ou nous déduisons les valeurs de = et 3y Sur (T"). 1l faut toute-

fois nous assurer que les conditions de périodicité sont bien satisfaites,
c’est-a-dire que I'on a d’abord

(63) Emdo=o, fn,,,da:o;
r r

puis,

0Pm Iom
dx + dy—=o
fr‘ oz dy

ou, en intégrant par parties,
(64) f(xgm+ynm)da=o.
r

Or, supposons que l'on choisisse arbitrairement ¢,. D’aprés la
maniére dont on a calculé P,, et Qn, nous pouvons affirmer que les
fonctions U et V sont d’ordre m - 1. D’aprés les formules (27), S, S,
sont donc d’ordre m—+ 2 et S, d’ordre m + 3. Comme les S; sont
identiquement nuls, on en conclut que les différences S,—S, et

S,— S, sont d’ordre m 4 2 et que S,— S, est d’ordre m + 3. D’autre

(*) D’aprés une remarque du n° 17, nous pouvons choisir arbitrairement les
fonctions de y, s ou de z, s constituant les constantes d'intégration. Ces
fonctions étant choisies, nous pouvons encore augmenter ¢ d’une fonction bili-
néaire en z, y.
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part (*), X}, Y4, Z, sont d’ordre m + 2 et L, M}, N}, sont d’ordre
m —+ 3. En se reportant aux formules (18), on en déduit que les diffé-
rences Xg— Xz, Yg— Ys sont d’ordre m 4 2 et que Ng— Ny est
d’ordre m -+ 3. Reportons-nous maintenant aux identités (46).
En annulant le coefficient de ™' dans Xyz— Xgz et Yz— Y3, on
obtient (63). En annulant le coefficient de ™+* dans Nz— Ng, on
obtient (64). .

Dés lors, le calcul de la fonction ¢, se raméne au probleme biharmo-
nique. 11 suffit en effet de calculer une solution quelconque ¢, de
I'équation (61). En posant ¢,,— ¢, = ®,,, on est ramené a chercher
ung fonction biharmonique ®,, connaissant sa valeur et celles de ses
dérivées premiéres en chaque point de (I'). De nombreuses solutions
de ce probléme ont été données par divers auteurs.

Le calcul des dérivées premiéres sur (I') introduit, pour chacune
d’elles, une constante additive arbitraire. Cela revient a ajouter une
fonction linéaire arbitraire a o¢,. Mais, cette fonction peut étre

négligée (cf. note de la page 27). Nous pouvons donc considérer la
Sfonction 9,, comme entiérement connue.

23. CavcuL bE ¢,. — En égalant les coefficients de ™ dans les

q}m d \Pm oy . ’ .
équations (40), nous obtenons o €t B La condition d’intégrabi-
lité étant vérifiée en vertu de (61), nous pouvons calculer = Lp"' d;p;,
par des quadratures. Les constantes d’intégration sont entlerement

- oo
déterminées par les conditions dwdy — O U=0,¢v=opourz=y=o.
En définitive, nous connaissons maintenant les fonctions @n, Ym,
Upn et Op.

24. CarcuL DE w,. — Annulons le coefficient de / dans (57) et

égalons les coefficients de #” dans (58); nous obtenons

(65) Awp=gn

(*) Remarquer que le coefficient de ¢*+* dans X, par exemple dépend seule-
ment de T=. Donc, il est nul pour n = m —1.
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et, sur (T'),

dw, —
(66) dn '—Km:

gn et K, désignant des fonctions connues. Le calcul de w,, se raméne
a un probléme de Neumann (*), a condition toutefois de vérifier que

I'on a
ﬁKmdc=ﬂg,ndxd)'.
A

Or, remplagons w, par une solution quelconque de (65). Nous
pouvons affirmer que la fonction W est d’ordre m 4+ 1. Donc, S, est
d’ordre m + 2, d’aprés (29). Comme S, est identiquement nul, on en
conclut que S;,—S, est d’ordre m + 2. Comme X,, Y,, Z, sont
d’ordre m + 2, la troisiéme formule (18) nous montre que Zs—17Zs
est aussi d’ordre m—+ 2. En se reportant 4 (59), on en déduit que
I'intégrale du second membre est d’ordre m + 1. Donc

fK”‘dazfd&"da:ﬂAmmdx({y:ﬁ gndxdy.
r r dn A A

’ 9 .
25. CarcuLpe7,_,. — On a, d’aprés (6o),
Nz = pIrp—+ quanfité connue.

Comme I > o, on en déduit 7, _,.

Il est & remarquer que ce calcul ne peut généralement étre effectué
qu’apres celui de w,,, tandis que nous avons pu calculer e, p,._,, ¢.._,
sans connaitre u, et ¢,.. Il y a toutefois exception dans le cas ou (I')

est un cercle, car l'intégrale ﬂ dw,dxdy est alors identiquement
A
nulle (n° 4).

26. En définitive, nous savons, en principe, calculer les coefficients
de toutes nos séries. Il resterait maintenant a démontrer la convergence,
pour ¢ suffisamment petit. Mais cela parait trés difficile, du fait que

(1) La constante additive arbitraire que comporte la solution sera déterminée
par la condition wy=o0 pour z=y =o.
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la détermination des coefficients successifs est subordonnée a la réso-
lution d’une suite de problémes biharmoniques et de problémes de
Neumann. Il faudrait pouvoir trouver une limite supérieure du
module de la solution de chacun de ces problémes, ce qui n’est pas
simple. La convergence me parait cependant probable.

Remarque. — Les opérations précédentes ne comportent aucune
dérivation ou intégration par rapport a ¢ Elles demeurent donc
inchangées si 'on multiplie toutes les séries par ", quel que.soit
I'exposant m. Le coefficient de # dans I'une quelconque des nouvelles
séries est égal au coefficient de #™ dans 'ancienne série.

Si m est 'ordre maximum du poéle z = o pour les diverses fonctions
inconnues, l'opération précédente transforme ce péle en un point
ordinaire pour toutes les fonctions.

CHAPITRE IV.

Calcul des premiers termes.

27. Cas ou =0 N'EsT PAS UN POLE. — En appliquant la remarque
du n° 26 et en vertu de ’hypothése faite au n° 20, nous pouvons
ramener le cas général au cas ot t=o0 n’est un péle pour aucune des
JSonctions inconnues. Nous allons d’abord effectuer le calcul des
premiers termes des différentes séries dans ce cas particulier.

Remarquons au préalable que les fonctions T,, T,, N, étant régu-
liéres pour ¢ = o, on a nécessairement, d’aprés (22) et (26),

(67) Xi=Y;=Z,—o pouri<z2; Li=M;=N;—=o0 pour :<<3.
De méme, les fonctions X', Y’', Z’ étant réguliéres, on a, d’aprés (19),

des égalités analogues pour Xy, ..., Ni.
D’aprés (18), on a ensuite les conditions récessaires

(68) Xe=Yi=Zi=o0 pour i<2; Ni=o pouri<3
et
(69) Xe=—Mj, Y,=Li.
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Enfin, les fonctions X", Y”, Z" étant réguliéres, on a, d’apreés (20),
(70) L{=M:i=Ni=o pour << 2.
Si l'on veut que la répartition des Fs puisse demeurer arbitraire ('), les
condilions (68), pour { =1, exigent, d’aprés (20), que 'on ait
(71) X;=Y;=Z;=o.

Dés lors, les égalités (70) sont aussi vérifiées pour i=2 et l'on a,
d’aprés (69),
(72) X,=Y,=—o.
Les trois premiéres équations (18) nous donnent alors

di,

C’est en partant de ces hypothéses que nous allons faire notre calcul.

28. Premiire approximmaTioN. — D’aprés (35) et (36), on a

(74) Zg: ESEO
et
(75) Li=M;—o.

De (44) et (41), on déduit
P,=Q,=o, Ry=z¢,.
Puis, de (43) et (45) : o= o. Les formules (42) nous donnent immé-
diatement les dérivées premiéres de {, : d’otr I'on déduit u, et ¢, par
(38). On a enfin w,= o, d’aprés (57) et (58); d’olt wy=o0, d’apres
(55). On oblient ainsi les formules suivantes :

(76) uy=—kez, vo=—keoy, Wo= 0.
En se reportant aux formules (39), (56), (33) et (30), on en déduit
(77): Ni=N;=T/=o, N{=Ee,.

(*) On pourrait évidemment s’affranchir de cette restriction. Les condi-
tions (68) exigeraient alors que les Fy appliquées a la tranche (ds) forment un
couple de moment perpendiculaire a Oz.
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Moyennant quoi, les formules (22) et les équations (26 ) nous redonnent
(72), (74) et (35), ainsi que
(78) N;=—o.

29. DeuxikMe approXIMATION. — D’aprés (31) et (34), on a
0,= keo(gx — py), Fo=Egq + X}, Gy=—Eep+Y,.
Moyennant quoi, les formules (35) et (36) nous donnent

(79) Z;=ESe + kﬂ(xx + Y, )dxdy+kf(.z'X"+yY ) do,

L, _EApo+EkeopB 3A +kﬂ

(80) A
M,=EBgq, + Ekeq

De ces formules, on déduit ¢,, p, et ¢,.
On a maintenant, d’aprés (44).

JP,

! d 1
’d—.sz_Equ—Xo, —Q-1=E50P_“Y0'

(81) 3

Mais, nous ne pouvons pas calculer P,, Q, sans connaitre explici-
tement les fonctions X, Y,. Nous ne pouvons donc pas poursuivre
davantage le calcul de u}, ¢,.

De (57) et (58), on déduit

Ao, =— o %0 _ L,

ds *
(82) do, _, de Z
d—n‘ °(a.z'+§y)+(l+2k)reo(ﬁx—ay)+F-

On ne peut pas davantage résoudre ce probléme de Neumann (*)
sans connaitre explicitement Z/ et Z;.

v—

(*) On vérifie aisément que la condition de compatibilité n'est autre que la
troisiéme équation (73). .
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30. Les calculs se simplifient et peuvent éire menés jusqu’au bout
si l'on suppose

(83) , Xo=Y,=Z,=X{=Y,=Z{=o.
On a, en effet,
: X3 =Yi=Z7Z}=Xi=Y:i=7Z7Z%—o.

D’ou Z, =o, d’aprés (73) et en excluant le cas ol p= ¢ =o, c'est-
a-dire le cas du fil rectiligne. Les formules (74), (76) et (77) deviennent
alors

(84) ) o= Up=po=wo=N =T =o.
Puis, les formules (79) et (80) se réduisent a
(85) Z,—ESe,, L,=EAp,, M,=EBg,.
D’aprés (81), on a P,= Q,=o. Puis, d’aprés (41),
(86) Ri=e+poy — goz.
D’ou, par (43) et (45), @,=o0. De (42) et (86), on tire les dérivées

premiéres de ¢, ; d’ott u, et ¢,. D’autre part, (82) nous donne w, = o;
d’ot w, par (55). On obtient ainsi les formules suivantes :

2 ___ 42
uy =k<—€1x+‘]’ox L —P’ox}’)y
2 ___ 42
(87) (2 :k(—eiy+p’ox 4 +q'.,wy),
Wy = I"0 H.
Enfin, on a, d’aprés (60),
(88) N,=1r,
et, d’aprés (39), (56), (33) et (30),
Ni=Ni=Ti=o, T{:pﬂ(,(%_px),
(89) ' o
Nj=E(a+piy —goa)  Ti=pri (3 —7).
31. TroisitMe ApproxmaTION. — Dans un but de simplification,
bornons-nous & envisager I’hypothése du n° 30, en supposant de plus
(90) X, =Y, =Z,=X;=Y;=Z;=o. .

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 5
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Cette hypothése supplementalre entraine la nullité de X3, Y3, Z3,
X%, Y&, Z}. Les quatriéme et cinquiéme équations (18) nous donnent
ensuite X,= Y,=o0, en tenant compte de (75), (78) et (83). Les
deux premiéres équations (18) nous donnent ensuite Z,=—o0, en
excluant le cas du fil rectiligne. D’oli ¢, = 0, d’aprés (85).

Cela posé, on a, d’aprés (31) et (34),

x’ ’ ’
8,= —[kpp,— (k+2)99,]
+'X[qulo—(k+2)PP'u]+w.,V(/"+‘)(Pq'o+qplo)~
(91) dr, /oH
Fi=p ds“(dx —y>+Eq(p’oy—q'ow),

dr, [ dH
G,= Pds(’(d +x>+hp(q0x Poy )

Portant dans (35) et (36) et tenant compte de (48) et (53), on obtient
les formules suivantes :

dr),

Z, —ESe¢,
% SE+Ed

Hdx dy + EJrr,

A

-+ ;PPo[/‘(B—5A) —2A]+ —99.[4(A —3B) —2B],

L, _._EAp,+E ﬂdexdy—zp(3+2k)rro ﬂx) (;—}!d.rdw

dr, /]
4 oapk °ﬂmy—dxd —apkC, &
TV 0z T Ay T A g
—eprry[(k+2)Bi— (k+1)D] —Epp,[(k+1)D, — kB ]
E
— Z944[Bi(3k + 2) — kD]

(92)

)
E
| —ZPglkAi— (3k+2)Ci] +Egpi (2k +1)C,,
M;=EBgq, — Z': zH dz dy

—-2}1.(3+2k)"l"oﬂ 3Hdwdy—-2p.k xy‘;—?dxdy
A

d
— 2y.ch1-£ —aprry[(k+1)A — (k+2)C]

. E
— S PPo[kA— (3% +2)Ci] —Eqqo [ACi— (k+1)A, |

. E ,
— Epgy(2k+1)B,— ;qpo[(3k+ 2)By— D, |
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32. Annulons le coefficient de ¢ dans (44); il vient, en tenant
compte de (89), du n° 4 et de ce que H et H sont deux fonctions
harmoniques conjuguées :

oP,  dr, oH *(yH)
o9z H’g(ﬁ—d—>+E‘I(9M°-PoH—2W'o 0z dy
0Q,  dr, oH Co o (=H)
9y “*‘%("”* Ty)*Ef"”“ T 90®) 2RI g
D’ou
drl 4 , xz_ 2 , , d T-l-)
P,= Pd—;(~z‘)'—H)+E‘I(90 y —poxy)—zw"'o (gy )
Q=—p—= °(x1’+H)—EP< o _"'+7'o$)’>—2!“ od<;:|)
. — 2 2
On trouve ensuite, en tenant compte de ce que H = z —;—y sur T,

AA¢.=— (ppy+ 99,)
2pd<%>=—Ep( ° _‘y--i-q’oxy)dx

prrodlz(z + )],

d ' P2 — y? ,
2M<di;>= Eq<qox y—poxy>dy
dr,
+p—2(@y —H)dy — prrid[y (=*+ y*)]-

Introduisons les fonctions btharmoniques K, K, K,, K,, K;, K, telles
que I'on ait (*), sur (T"),

‘;ix{ = (22 + y?), ‘—;l; =y(z*+*);
(%)= (- > (%)= (- ko)
(s d)-ron

(*) On vérifie facilement les conditions de périodicité (cf. n° 22), en tenant
compte de (48) et (50).
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Ona (%)
. (pp’o+qq;)[(x’+y')’+ l‘;‘k(x;+y5_6wzyz')]

(93) Pe= 6 A

+k, , , K L, ,
+ :4T(qq°_PPo)(x‘—y‘)+ 6 (PPo+ 995 —8rry)
K’ )
— 5 0+ k) (ppo+990)
1+ k

+ [(5pps— 99,)Ki+ (599, — pp}) Ka]

12

K, dr, 1+ k , ,
% & m(qu'*‘qpo)Ku

Le calcul de u, et ¢, s’achéve ensuite par des quadratures.

33. Annulons le coefficient de #* dans (57) et (58); il vient (*)

. [ oH JoH ,
Aw, = 3ro<9d—x—p5y—>—ro(pw+qy)
dq, , dp, ,
(94) +2x<‘a}_+rpo>_2y(‘d7—r90),

d ) 0
-‘;&'—;lz-—-a (T;%—i-rv,) — @(7‘;1 —ru1)
+2(Bx—ay)[rog+ (1+ k) r(poy — q,2))-

n ne peut pas calculer explicitement w,, ni par suite 7, si I'on ne
0 peut p lcul plicit t P ter,,sil’
connait pas (I").
Remarque. — D’aprés (85), (88) et (18), on peut ¢liminer p;, q,,
"7, et leurs dérivées par rapport a s de toutes les équations précédentes,
qui ne contiennent plus alors que Z, L, M, N et ceci linéairement.

34. Le riL MmiNcE. — Supposons ¢ infiniment petit et plagons-nous
au premier point de vue du n° 20. Les conditions (68) ne sont pas
vérifiées en général. Donc, la valeur = o est nécessairement un pole
pour certaines des fonctions inconnues. Soit m lordre maximum de ce
pole. En utilisant la remarque du n° 26, nous rentrons dans le cas
particulier étudié aux n** 27 4 35. Mais il s’agit de savoir quelle est la
valeur de m.

(*) Tenir compte de (88) et de la sixiéme équation (18).
(?) Utiliser les identités (8) pour u, et v,.
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Faisons la convention de surligner les nouvelles fonctions, ainsi que

leurs coefficients. La correspondance entre les anciens coefficients C,

et

les nouveaux C; est donnée par la formule évidente

( 95 ) Cg = Ci—-m'

Supposons m >1. D’apreés (95), on a C;=o0 si /1 et si la fonc-

tion C est holomorphe pour = o. Ceci s’applique en particulier aux
fonctions X', Y, Z/, X", Y, Z". On en conclut que les conditions (71)

. et

(83) sont vérifiées pour les fonctions X/, ..., Z". On peut donc

appliquer les formules (74), (85) et (88).

SO

Sim>3, Z,, L,, M,, N, sont nuls (n° 20), car 2 —m et 4 —m
nt < 1. Dés lors, les coefficients &, p;, g, 7,, 4y, ¥, #, sont tous

nuls et le pole est d’ordre < m pour toutes les fonctions inconnues.
On en conclut que m < 3.

35. Cas m=3.— Dans ce cas, les fonctions X', Y', Z', X", Y", Z"

vérifient les conditions (1), (83) et (go). On peut donc appliquer
aux fonctions surlignées les résultats des n 28, 30 et 31. En parti-
culier, les formules (74) et (85) nous donnent g¢,= &, = o. Mais, ,,
Py -++» T, D€ sont pas nuls en général et 'on a les formules suivantes () :

o~

P

e=—€t3+..., P,=%+t2+%’2+"" q’=%+%;1+
ﬂ_%+%+?+ ;

{ u:-;‘—;+u7’+-.-, V=%+?+..., w=%+‘%’+
N1=N72-+..., N2=1¥+..., 3=¥+NT; +
T,=%+-’I—;-:-+..., T,:%+Tt—;-+..., T,-,:TT;-!-...,

dont les coefficients se calculent par les formules des n** 28, 30 et 31,
ot les indices de Z, L, M, N doivent étre diminués de trois unités.

(*) Pour simplifier I'écriture, nous supprimons les traits supérieurs de

7
¢

-

’
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On voit que, dans ce cas, t=o0 est un pole du troisiéme ordre pour
p's ¢'s': du second ordre pour u, o, w, N;, T, Ts; du premuer ordre
poure, Ny, Ny, T,.

36. Casm=12. — Onam= 2, sip,, ¢,, , sont nuls, c’est-a-dire,
‘d’aprés (85) et (88), si Ly=M,=N,=o0. Ceci arrive (n° 20) si
X{ = Y{=Z{ = o, c’est-a-dire si les Fg sont infiniment petites ou bien
sont finies, mais forment un couple.

On a toujours (71) et (83) pour les fonctions surlignées; mais, les
trois derniéres conditions (go) ne sont pas nécessairement vérifiées.
On peut toujours appliquer les formules des n** 28 et 30, en dimi-
nuant de deux unités les indices de Z, L, M, N. Mais les formules du
n° 34 doivent étre complétées et deviennent plus compliquées. Fort
heureusement, si I’on recherche seulement la parlie infiniment grande
de chacune des fonctions inconnues, on n’a pas besoin de la troisiéme
approximation.

Grace a la nullité de Z, et Z, (n° 20), on a §,=&,=o. La valeur
t=o n'est plus un péle pour ¢, N,, N,, T,. C’est un pdle du second
ordre pourp', q', v et du premier ordre pour u, ¢, w, N, T, T,. ‘

On peut écrire des formules analogues 4 (96), en diminuant d’une
unité les exposants des dénominateurs et supprimant les termes finis.

37. Cas m=1. — On doit avoir L,=M,=o. D’apreés le n° 20,
les douze quantités Xy + Xg, . . ., Nj doivent étre nulles (*).

On a X;=S8X|, Y{=S8Y,, Z;=SZ,. Si les Fg sont finies et
forment un couple, les X§, Y&, Z§ sont nuls quel que soit 7, en parti-
culier pour = 2. Dans ce cas, on doit avoir X, =Y, =7 =o. Si
les Fy sont infiniment petites du premier ordre, elles doivent former
un couple avec les Fy.

On a identiquement L= Mj= N{=o0. Donc, L§, M$, N doivent
étre nuls. Si les Fs sont finies, elles doivent former un systéme équi-
valent & zéro. Si elles sont infiniment petites du premier ordre, L3,
M3, N sont identiquement nuls.

(1) Sil'on veut que L,, M,, N, soient identiquement nuls. Mais on pourrait
imaginer des distributions de forces telles que L,, M,, N, soient nuls, sans que
les douze quantités ci-dessus le soient. De telles distributions-seraient artificielles.
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Enfin, les F, doivent étre infiniment petites ou bien étre finies et
former un couple.

En résumé, le cas m=1 se présente si les conditions suivantes sont
remplies :

1° Les Fy, sont finies et forment un systéme équivalent a zéro; les F,
sont nulles sur la fibre neutre. Ou bien : les Fs, sont infiniment petites et
Jorment un couple avec les F,.

2° Les Fy sont finies et forment un couple, ou bien sont infiniment
petites.

On a toujours (71) pour les fonctions surlignées; mais les trois
derniéres conditions (83) ne sont plus vérifiées, sauf dans le cas ou les
Fs sont infiniment petites. On peut appliquer néanmoins les formules
des n>* 28 et 29.

Comme Z,=Z,=o0, on a encore §¢,=o0. Dol i1,= ¢, = Wo=o0.
Les formules (80) deviennent, en appliquant (g5),

2 2
‘ L, =EAp, + & f (szy +Y! u) da,
T 2
(97)

? M,= EB7, -+ kf (xz r—z_ Y:;x_)‘) ds.
T

Les équations (82) se réduisent &

_ dw, 1,
Aw,=o, W—TI'

Mais nous allons montrer que Z; = o.

Si le fil est libre (sauf aux extrémités), cela est évident, car les Fg
n’existent pas.

Supposons-le maintenant appuyé contre une surface (S). Les Fg
sont les réactions de (S) sur le fil. S’il n'y a pas frottement, Z, est
encore nul. S'il y a frottement, le signe de Z; en chaque point de
contact est opposé a celui de la witesse naissante de ce point (*). Or,
I’arc de contact étant infiniment petit, ses différents points ont des

(1) Cf.65° Congrés des Sociétés Savantes, 1933, p. 459.
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vitesses naissantes de méme signe (*). Donc, Z; a un signe constant.
Comme l'intégrale f Z. do est nulle par hypothése, il en est de méme
r
de Z, (*).
Dés lors, on a w, =o et la formule (60) nous montre qu’on peut
appliquer (88), en remplacant, bien entendu, N, par N;.

Dans ce cas, ¢ = o est un pdle du premier ordre pour p', q', 1’ ; cen’est
plus un péle pour ¢, u, v, w, N;, T,.

38. Lk ri. parrait. — Pour que le fil puisse devenir infiniment
mince, i faut et il suffit que les N;, T; n’aient pas de pole. D’apres la
discussion précédente, ceci arrive seulement dans le cas m=1. Les
forces extérieures doivent donc satisfaire aux conditions énoncées au
n° 37, si 'on veut que I'équilibre puisse étre réalisé pour une forme
_ quelconque du fil.

Mais on peut envisager la question d’un autre point de vue et
chercher la forme que doit avoir le fil pour étre en équilibre sous I'action
de forces extérieures données.

Nous savons que L,, M,, N,, L,, M,, N, doivent étre nuls. D’autre
part, nous avons vu, au n° 37, que Z; est toujours nul. Il s’ensuit,
d’aprés (20), que L =M§ =o. Comme L, My, Ly, My, L], M7 sont
identiquement nuls, les quatriéme et cinquiéme équations (18) nous
donnent X,=Y,=X,=Y,=o0. De plus, lanullit¢ de Z; entraine
celle de Z§, donc (*) celle de Z,. Les six coordonnées du systéme (S,)
sont donc asymptotiques a 0,0, #*Z,, o, o, o. Par conséquent, les
forces intérieures T, s'exercant sur une section droite quelconque doivent

(*) En excluant le cas exceptionnel ou le mouvement naissant admettrait un
axe instantané de rotation rencontrant I'arc de contact.

(2) La composante longitudinale de la réaction est donc nécessairement
infiniment petite. Cela tient a ce que ces composantes s’additiounent au fur et a
mesure qu’on progresse sur le fil dans le sens des vitesses naissantes et parvien-
draient 4 donner une tension finie amenant la rupture du fil, si elles n’étaient
pas infiniment petites du premier ordre au moins par rapport a ¢.

(3) D’aprés la troisitme équation (18), on a az, =o. Or, pour s=s,,

ds
Z,—= 17} = o. Donc, Z, est identiquement nul.
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asymptotiquement admettre une résultante tangente au fil. C'est la pro-
priété qui sert de définition au fi/ parfait de la Mécanique rationnelle.
La tension du fil est T =¢*Z,.

Les deux premiéres équations (18) nous donnent maintenant (*)
X3 =Yg =0. Comme Z est également nul, les composantes de la
Sforce extérieure appliquée au fil par unité de longueur sont asympto-
tiquement

X=(X3+X3), Y=e(Yi+Y}), Z=e(Z}+17}).

Les trois premiéres équations (18) nous donnent alors
dT

qT+X=o, —pT+Y—o, E+Z=o.

Ces équations ne sont autres que les équations classiques d équilibre des

Sils parfaits (*).

39. LE FIL ELASTIQUE. _ Sile fil est mince, mais pas assez pour
nécessiter les conditions précédentes, c’est un fil élastique. On peut lui
appliquer les formules du n° 35. Voyons en partitulier ce que
deviennent les formules (96) si lon s’en tient aux parties principales,

c’est-a-dire si I'on réduit chaque second membre a son premier terme.

On a d’abord, d’aprés (85): p'= -E% Or, L=L,z+.... Donc,

p= I Mais, A¢* est le moment d’inertie de la section droite vérr-
table (A,) par rapport a Ox. Pour ne pas compliquer les notations
continuons a I'appeler A. Opérons de méme sur ¢’ et 7. Nous obtenons

les formules asymptotiques suivantes :

(98) L=EAp, M=EBg, N=plr,

(*) On a aussi, d'aprés la sixiéme, N§ —o. Ces trois conditions expriment
que les composantes transversales des Fx, appliquées a la tranche (ds) sont infi-
niment petites ou bien sont finies, mais forment un systéme équivalent a zéro.
Dans le second cas, la condition énoncée s’oppose au glissement transversal et
au roulement du fil sur la surface (S) contre laquelle il est appuyé.

(%) La troisiéme est la premiére équation intrinséque. Les deux autres équi-
valent aux deux autres équations intrinséques, comme on le voit en se reportant
a la Note (2) de la page 7.
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qui sont les formules fondamentales concernant la déformation de la
fibre neutre et la torsion.

Pour ¢, la formule est beaucoup plus comphquee, car elle fait inter-
venir ¢, donné par la premiére formule (g2). Mais il convient
d’observer que ¢ est infiniment petit par rapport a p', ¢', ', u, ¢, w.
Donc, pour un fil élastique, la dilatation linéaire de la fibre neutre est
négligeable (*).

On peut écrire maintenant, d’aprés (87) et (85),

_uwy__ kM N L
“=p =gl @) —x¥|
Or, les composantes de la déformation de la section droite sont (n° 8)
ut, vt, wt et les coordonnées cartésiennes véritables du point M sont
tz, ty. Si I'on convient de les désigner par u, ¢, w, , y et si 'on
répéte le calcul ci-dessus pour ¢ et v, on obtient

K(M L L _kfL . M
u—-E2 x? ))———l‘) C—E H(J,—y)—l—-B-xy,

L

(99)
W= P*I H
formules donnant la dé formation des sections droites.
Les fonctions N,, N,, T; sont infiniment petites par rapport a N,
T,, T,. Nous pouvons donc les remplacer par zéro. Nous avons

ensuite, d’aprés (89),
L M
No=5 (Ay B >

Remplacant encore tx, ty, t*A, ¢*B par x, v, A, B et opérant de
méme pour T,, T,, nous obtenons

L. M __N/oH __ N/oH .
(o) N=gr—fam T=1(FHwe) T=1(F-v)

Jformules fondamentales de la Résistance des Matériauzx.

40. On peut vérifier facilement que les formules ci-dessus sont en
complet accord avec celles de mon premier Mémoire. Mais elles sont

(*) Ceci peut ne pas étre exact dans le cas du fil rectiligne.
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Pplus simples et plus symétriques. On peut les interpréter de la maniére
suivante. Prenons, sur la fibre neutre, deux points infiniment voisins
O et O/, tels que OO'=ds. Le triédre Oy étant supposé fixe, le

triedre O’z'y’s', subit, pendant la déformation, les trois rotations

Lds Md: N ~
Fa autour de Oz, TB—S autour de Oy, -IH—(;S autour de Os. Chacune

de ces rotations est donc proportionnelle au moment résultant du
systeme (S,) par rapport & I’axe correspondant : elle est donnée par
la méme formule que dans le probléme de la flexion plane ou de la
torsion d’un cylindre (probléme de Saint-Venant).

Remarque. — Aucune des formules précédentes ne contient r. Donc,
Jusqu’a la deuxiéme approximation inclusivement, la dé formation et les
Jorces élastiques sont les mémes que dans le cas particulier ot lu surface
latérale est orthogonale aux plans des sections drottes (*).

A1. Enercie pE pirormation. — Calculons I'énergie de déformation
de la tranche (ds). A cet effet, évaluons le travail élémentaire ¢ des
forces extérieures appliquées a cette tranche pour une déformation
infiniment petite. Ces forces formant un systéme équivalent & zéro,
nous pouvons choisir arbitrairement le triédre de référence. Adoptons
le triédre Oy 5 lié a la section droite d’abscisse curviligne s.

Les forces IYy et Fy appliquées a la tranche considérée sont infi-
niment petites de ’ordre de ds; il en est 'de méme des déplacements;
donc, le travail desdites forces est du second ordre en ds et doit étre
négligé.

Les efforts exercés sur la section droite () ne travaillent pas, parce
que cette section est fixe par rapport a notre triédre de référence.

Il ne nous reste donc qu’a évaluer le travail des forces exercées sur
la section droite (s + ds). Le déplacement du centre de cette section
est du second ordre en ds (?); le travail de la somme géométrique des
forces, appliquée en ce point, est donc encore négligeable et nous
devons seulement calculer le travail des couples L, M, N. Or (n° 40),

(*) Ceci suppose toutefois ql.le le fil n'est pas rectiligne. Pour le cas du fil
rectiligne, voir n° 78.
(2) Nous négligeons la dilatation de la fibre neutre (n° 89).
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la section droite considérée subit les rotations p'ds, g'ds, r'ds autour
des axes O'z’, O'y’, O'z' attachés a cette section. Ces axes ayant des
directions infiniment voisines de Oz, Oy, Oz, on a

LOL _ MM _ NaN\
EA Y EB T Rl

36 =ds(Lip'+ Mg+ Nar)=ds

La parenthése étant une différentielle exacte, on en déduit que
'énergie de déformation de la tranche (ds) est

1/ L2 M: Nt d

En intégrant le long du fil, on obtient la formule classique
P L M N
V-—;[ (E_A—*_ﬁ_'_*ﬁ)ds.

Autre méthode. — D’aprés la formule de Clapeyron, I'énergie de
déformation par unité de volume est

A
srru(Zer+;3ar)-
Or, d’aprés les formules (30), (96) et (87), e, et e, ont pour partie
principale ;(q'oa: — p,y);lapartie principale de e; est ;Ii(P'o y—q,x);
celles de g, et g, sont ;—3(%1; +x>, :—,‘,’(%I;- —y); gs est de l'ordre
I
de re
Dés lors, la partie principale de la densité d’énergie est, au facteur
'ti‘ preés,
) ; :
(Foy — o2y 3 — akr+ pak 0|+ 2 [ (T o)+ (F =) ]
E, , , , oH\?
= ;(Po)’ —qoz)+ %"o’[(%) =+ (3—;!)’+ 2+ yi—2 3H]-

L’énergie de déformation de la tranche (ds) s’obtient en multipliant
par t*hdzdyds et intégrant dans (A); ce qui donne ('), en rem-

(*) Utliser les identités du n° 18.
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placant 4 par un et laissant de cété le facteur #2ds,

E ; G (L M Ny
(Ap +Bg?)+ & r.,_. t=(EA+E—3+FI'

En rétablissant les facteurs - 7 et ’ds, puis remplacant, comme au

n° 30, t*A, B, t*I par A, B, I, on retrouve exactement la formule
obtenue par la premiére méthode.

CHAPITRE V.
Le fil rond.

A2. SiMPLIFICATIONS DIVERSES. — Supposons que (I') soit un cercle de
centre O et de rayon un. Il en résulte de grandes simplifications dans
tout ce qui précéde.

D’abord ay — o =o0; donc, la fonction H est nulle. En outre,

A—B—4’I—2A S—TE

Les axes principaux d’inertie de (A) étant indéterminés, on peut
choisir arbitrairement les axes Oz, Oy. En particulier, on peut
toujours les faire tourner autour de Oz de telle maniére que r soit
une fonction quelconque de s, par exemple r=o. Cette derniére
hypothése fait disparaitre un grand nomhre de termes des équations
générales. Nous I’adopterons dans tout ce chapitre.

Enfin, la résolution du probléme biharmonique et du probléme de
Neumann est simple.

43. ProariMe bE NEuMANN, — Soit a calculer la fonction w s’annu-
lant 4 P’origine et vérifiant les deux équations

(101) Aw=f(z, y), Z—L:zaP+[3Q,

ot f(x, y)désigne un polynome de degré m en z, y et P, Q des poly-
nomes de degrém -+ 1. Nous supposons bién entendu que la condition
de compatibilité est vérifiée.
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Supposons d’abord le polynome f homogéne. Cherchons un poly-
nome homogeéne «w, de degré m + 2, dont le laplacien soit f. Ce poly-
nome contient m—+ 3 coefficients inconnus. En faisant I'identification
de son laplacien avec f, on obtient m -+ 1 équations linéaires entre
ces m—+ 3 coefficients. Le déterminant principal de ce systéme est
d’ordre m—+ 1. En effet, le systétme homogéne est obtenu en suppo-
sant f= o0, donc w harmonique. Or, on sait qu'il exisle une double
infinité de polynomes harmoniques, homogénes et de degré donné.
Dés lors, si 'on revient au cas ou f n’est pas nul, on obtient encore
une double infinité de solutions.

Si le polynome f n’est pas homogéne, il suffit de le décomposer en
groupes homogénes et I'on obtient encore une infinité de polynomes
admeltant f pour laplacien.

Par un changement de variable évident, le probléme posé par les
équations (101) se raméne au cas particulier ol f est nul, c’est-a-dire
au_probléme de Neumann proprement dit. On sait qu’il admet une
solution unique, quelles que soient les fonctions P et Q vérifiant la
condition de compatibilité. Dans le cas particulier ou ces.fonctions
sont des polynomes de degré m 41, cette solution est un polynome
de degré m+ 2. En effet, siI’on passe en coordonnées polaires (7, 9),

aP 4+ 3Q="Pcosf 4 Qsinb

devient un polynome de degré m —+ 2 en cos, sin6. Ce polynome
peut étre mis sous la forme-

m+2
2 (@pcospl + b,sinph),
etl’'on a .

m-+2

W=E %'(a,.cosp0+ b,sinpB),

P=1

ce qui donne bien un polynome de degré m - 2, en revenant aux
coordonnées cartésiennes. Pour le calculer pratiquement, le plus
simple est d’appliquer la méthode des coefficients indéterminés, tout
au moins si le degré est peu élevé. -



THEORIE DES FILS ELASTIQUES. 47

44. ProBLEME BIHARMONIQUE. — Soit a trouver une fonction Z satis-
faisant aux conditions suivantes :

(102) AAZ=F(z, y); .
oL Iz ‘
(103) d (%> —Pda+ Qdy, d(37> =P, dz+ Q,dy, sur (D).

Nous supposons que F est un polynome de degré m—2 et P, Q, P,,
Q, des polynomes de degré m. Nous admettons bien entendu que les
conditions de périodicité sont vérifiées. De plus, m> 2.

Soient p(9), ¢(9), p.(0), ¢.(8) les polynomes obtenus en rem-

placant = par cos et y par sinf dans P, Q, P,, Q,. Les valeurs de

07 07
5z et b sur (I') sont

a(e):f[—p (8)sin6 - ¢ (0)cosb]db,
(104)
b(e):-f[_p,(o)sino+q,(e)cose]de.

Ce sont 'des polynomes de degré m—+-1 en cos0, sinf.

* Les valeurs de Z sur (T)et de—Z—Zsont
n
(105) z(O):f(—asinO+bcosO)d6, 5,(0) =acosl + bsinb;

ce sont des polynomes de degré m -+ 2 en cos6, sinf.

En appliquant deux fois de suite la méthode du numéro 43, nous
pouvons calculer un polynome G(, y), de degré m— 2, véri-
fiant (102). Soit g(0) et g,(0) sa valeur sur (T') et celle de sa dérivée
normale; ce sont des polynomes de degré m -+ 2 en cosb, sinf.

Posons Z= G+ H. La fonction H doit étre biharmonique; les

valeurs A(0) et h,(0) de H et Z—S sur (I') doivent étre

(106) R(0)=2(0) — g(0),  hn(0)=23.(8) — ga(8).

Posons H=r*U +V, U et V désignant deux fonctions harmoniques
inconnues. On a

u(0)+ ¢ (0)=~h(0), un(0) + vn(0) 4+ 2u(0) = hn(0).
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Soit W la fonction harmonique qui prend la valeur w(8)=~A(60)
sur (I'). On a nécessairement U + V= W. Puis,

un(9) + 02(0) =wn(9);
d’ou

(107) u(9)
On en déduit U; puis V=W — U.

__ ha(9) —own(9)
=

483. Examinons maintenant la nature des fonctions U et V ainsi
calculées. D’aprés (106), les fonclions A(9) et 4,(0) sont des poly-
nomes de degré m —+ 2 en cos0, sin0. Il s’ensuit que W est un poly-
nome de degré m—+2 en x, y; donc, w,(0) est un polynome de
"degré m—+ 2 en cosf, sin. D’aprés (107), u(0) est donc aussi un
polynome en cosf, sinf et son degré est au plus m + 2. Nous allons
montrer qu’en réalité, ce degré est m.

Les opérations aboutissant au calcul de u(0) étant distributives par
rapport aux trois fonctions a(0), b(0) et G(z, y), il nons suffit de
faire la démonstration successivement pour tous les termes de ces
trois fonctions. .

Supposons le polynome a(8) développé en polynome de Fourier et
réduisons-le & I'un de ses harmoniques, les fonclions b(0) et G(x, y)
étant supposées nulles. Si I'’harmonique choisi est de rang <m,
3 et 5, sont de degré < m-+1. Comme g et g, sont nuls, & et A, sont
de degré <~ m; il en est de méme de w,(0), puisque W est alors un
polynome de degré —~men x, y. Donc, u(0) est de degré —Zm.

Choisissons maintenant, dans a(0), un terme en cosm0, dont nous
pouvons évidemment négliger le coefficient. Nous avons dans ce cas

cos(m—+1)0  cos(m—1)0
a(m+1)  2(m—1)

z.(0) = cosmf cosh =c°5('7‘2+1)9+c0s(mz—1)0_

’

z (0)=—fcosm05in0 df =

D’autre part,
: W — rmticos(m +1)0  rmtcos(m —1)0
- 2(m—+1) 2(m—1)

Donc,

w __cos(m+1)0 cos(m—1)8
T 2 2 ’
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D’ou

24 (9) =cos(m —1)0 = polynome de degré m — 1.

On aurait une démonstration analogue en prenant les termes en sinn.,

cos(m—+1)8, sin(m—+1)0; les deux derniers donnant un polynome
de degré m pour u(6).

46. Surposons MAINTENANT a(8)=b6(8)=0. — Développons G en
polynome de Fourier. L’harmonique de rang p est de la forme
Apcospl 4 B,sinp8, A, et B, désignant des polynomes en r, de
degré — m 2. Si G est réduit & cet harmonique, g(6) et g,(6) sont
des fonctions linéaires de cospf et sinp8; W est un polynome de
degré p enx, y; w,(0) est un polynome de degré p en cos, sinf;
donc aussi u(0), d’aprés (106) et (107). Dés lors, il nous suffit d’envi-
sagerlescasp=m—1etp=m—+ 2.

Pour p=m- 2, ’harmonique provient uniquement des termes
de degré m—+- 2 en z, y de G. Chacun des coefficients A, et B, est le
produit de 7* par une constante. Donc, si I’on réduit G a cet harmo-
nique; on obtient un polynome harmonique. Dés lors,

W(z, y)=— G(x, y), d’olt w,(0)=— g.(0) _—_.Il,,(O);

donc u(0)=o.

Pour p=m —+ 1, ’harmonique provient uniquement des termes de
degré m—+1 en x, y de G; car les termes de degré m —+ 2 ne peuvent
donner que des harmoniques (*) dont le rang a la parité de m—+2. Le
raisonnément précédent subsiste et notre démonstration est terminée.

Nous savons donc maintenant que U est un polynome harmonique
de degré m. Comme W est de degré m—+ 2, il en est de méme de V.
On voit finalement que Z est un polynome de degré m + 2.

47. LES FONCTIONS Uy, ¢, W,n SONT DES POLYNOMES. — Supposons que
les Fy et Fyz soient nulles et que les six coordonnées X, Y, ..., Nne

(1) Un polynome homogéne et de degré n en cosf, sinf est multiplié
par (—1)* quand on change 0 en 0 + m; il en est donc de méme de chacun de
ses harnioniques. Comme p0 se change en p0 + pm, p a nécessairement la parité
de n.
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contiennent ¢ que par le facteur #*, de sorte qu’on se trouve dans le
cas du numéro 34. Nous allons démontrer les propriétés suivantes :

1* Les fonctions ;, i, u;, vi, w; sont des polynomes pairs ou impairs,
de degré () i + 2 pour @; et Y;, { + 1 pour u;, ¢;, wi3
2° Les ¢, p,, ¢, ' d’indice impair sont nuls (*).

D’aprés les numéros 28 et 30, nous savons déja que ceci est exacl
pour i = o et 1. Admettons qu'il en soit de méme pour i Zm —1.
] 2 . r . .
On a, d’aprés (31) et en développant 5 suivant les puissances de tg,
m—1 d
8=, (— r)‘g"[pv/—- quj+ Wi 7,§ +8(gjx ——p}_=y)]’ (i+j=m—1).
=0 )
Le crochet est un polynome de degré j -+ 1. Les trois premiers termes
ontla parité de j + 1. D’autre part, si j est pair, p; ,=g¢)_,= 0; donc,
le quatriéme terme n’existe que si j est impair el il est homogéne et du
second degré; il a donc la parité de j—+ 1. Dés lors, ©,,_, est un poly-
nome de degré in, ayant la parité de m.
On a maintenant, d’aprés (56) et en se rappelant que w = w,’

m—1
Tl‘ﬂ—l _dWm—1 ) dwm—z ii d"j ,
n —d—7+ﬂ,,_zx+g dy +2(_l)g(‘a}'_"i—lé""3)
i=0

m—1

(108) { +I'2(—l)‘g"[8v,~+ uj+ gz
N =0

ow;_ dr
+x (r’ Owj_y r—d% + ""i——i)]

(i+j=m—2).

Les trois premiers termes constituent un polynome de degré m —1;
le second n’existe que si m est pair et a la parité de'm — 1. Donc, le
polynome en question a la parité de m —1.

(*) Ce degré est un maximum et peul éventuellement s’abaisser, mais en
gardant sa parité.

(2) Si I'on ne fait, sur les forces extérieures, aucune hypothése autre que
celle admise pour le premier point de vue du numéro 20 en ce qui concerne les
formes de volume, la seconde propriété n’existe pas; la premiére subsiste, sauf
celle relative a la parité des polynomes.
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La parenthése de la premiére somme est de méme un polynome de
degré j + 1 et ayant la parité de j + 1. Donc, cette somme est un poly-
nome de degré m — 1, ayant la parité de m — 1.

Le crochet est de degré j—+1 et a la parité de j+ 1. Donc, la
deuxiéme somme est un polynome de degré m — 1, ayant la parité
de m —1 et il en est de méme finalement de T'~' et aussi de T .

La formule (41) nous montre que R,, est un polynome de degré m,
ayant la parité de m.

Les formules (40) nous montrent de méme que P,,_, et Q,,_, sont
des polynomes de degré m — 1, ayant la parité de m — 1. Il en est de
méme de N7, N7~ et T7, d’aprés (39); puis de N7, d’apreés (33)
et (30) et enfin (*) de ‘—);)7"‘ et dTQyﬂ, d’aprés (44). 1l s’ensuit que P,
et Q,, sont des polynomes de degré m, ayant la parité de m, a condi-
tion bien entendu de choisir convenablement les constantes d’inté-
gration, en intégrant par exemple de o a x ou de 0 4 y, comme nous
en avons le droit (n° 17).

L’équation (43) nous montre ensuite que AAg,, est un polynome
pair ou impair, de degré m — 2. D’aprés (45), on a, sur (I'),

Emdo = Qndzx, Nmdo =P, dy.

D’aprés ce que nous savons sur P, et Q, et en nous reportant au
numeéro 46, nous concluons que ¢, est un polynome de degré m -+ ».

Je dis que ce polynome a la parité de m. En effet, supposons qu'’il
existe des termes de parité différente et soit H le polynome, de
degré m—+1, qu’ils constituent. Les dérivées premiéres de ce poly-
nome sont des polynomes de degré m, ayant la parité de m. Sur (T'),
ce sont des polynomes en cosf, sinf, dont aucun terme ne peut se

réduire avec un terme des polynomes f Qndx et f P,.dy, car ces der-

niers ont la parité de m—~+ 1. On en conclut que les valeurs de %

et %I, sur (T'), sont identiquement nulles. D’autre part, AAH est

également nul, pour une raison analogue. On en conclut que H est

() Méme s'il y a des forces de volume, car X7, et gX;, , sont des poly-
nomes homogénes et de degré m —1.
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une constante, que l'on peut laisser tomber sans changer u,, et ¢,,.
Donc, ¢, a bien la parité de m.

Les formules (42) nous montrenl maintenant que —-<- "l'”‘ et < q"" sont

d\l’m d\l-‘ m

des polynomes de degré m, ayant la parité de m. Donc, —== i

sont des polynomes pairs ou impairs de degré m—-1, nuls a l’orlgme
et augmentés respeclivement des fonctions linéaires arbitraires
a,y +b,, el a,x—+c,. Les fonctions u,, et v, apparalssent ainsli
comme des polynomes pairs ou impairs de degré m 1, augmentés
respectivement de a,y <+ b, et —a,x—cu. Si m est pair, on a
b,,= c,,= o0, parce que u,, et v, doivenl s’annuler a lomgme, les
termes additifs a,,y el —a,,x ont la parlte de m 1. Si m est impair,

3 q:)’" = 0; les termes additifs b,,

et —c,, ont encore la parité de m 1.
Dans tous les cas, u,, et v, sont des polynomes pairs ou impairs, de
degré m—+1.

a,, est nul, & cause de la condition

48. La formule (57) nous monire maintenant que Asw, est un
polynome pair ou impair ('), de degré m —r1. Puis, on voil sur

I'équation (58) que les coefficients de « et (3 dans %vﬂ sont des poly-

nomes pairs ou impairs, de degré m. D’aprés le numéro 43, on en
conclut que s, est un polynome de degré m—+ 1. On démontre qu'tla
la parité de m+1 par un raisonnement analogue a celui qui a été fait
plus haut pour ¢,.. La propriété 1° est donc démontrée.

A9. Reportons-nous maintenant a la formule (35). En égalant les
coefficients de ¢™*2 et supposant 7 impair et > 2, on cbtient zéro au
premier membre (n° 47). Au second membre, on a d’abord ESeg,,.

Sous le signe f f de chacune des deux intégrales doubles figurent des

polynomes impairs; donc, ces intégrales sont nulles et ’on en conclut
que €, = o.

(1) Méme s’il y a des forces de volume, car Z,,,_1 et gZ,,_, sont des poly-
nomes homogénes, de degré m — 1.
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En égalant les coefficients de #"+* dans les formules (36) ou (60) et
supposant toujours m impair, on voit de méme que p.,, ¢, r, sont
nuls. La seconde propriété est donc 4 son tour démontrée.

850. CALcuL DE LA TROISIEME APPROXIMATION. — Revenons d’abord aux
formules (92). Toutes les intégrales sont nulles, ainsi que J, A,, B,,
*Cy, D,. On obtient ainsi

L=ESe,—EA(k+1)(ppi+q49.).
Les deux autres formules nous confirment que p, = ¢, = 0. De méme,

(60) nous donne #, = o.
Les fonctions K, K/, K, K,, K, K, ont les expressions suivantes :

_r+y o __ox oyt #yrttgat—
K=—7" K=o K=—mry+——rp—

K, symétrique, K;=o, K,— %xy(z’ + y2—3).

Portant dans (93 ), on obtient ¢,. Le reste du calcul est élémentaire et
conduit au résultat suivant (') : '

2 2y
w= g5 (20 [+ 40)g o= 1+ §k)p i) = ZLhG+ K) (07, + 970)
+ %'[(_ 3-+6k+8Ak)ppy+ (5 —ak—8k)qq,)

s , , 1+ 4k)pp,—(7+4k)gq, KZ
+%"(k1—‘l)([’qu+ql’o)+w[( JJ2 16(7 : )qqo—ﬁ]

+ %(1+ k)(pqo+qpo)-

L’expression de ¢, s’oblient par symétrie.
On pourrait évidemment éliminer p), ¢,, ¥, au moyen des for-

mules (85) et (83).

(1) Tenir compte de la remarque du n° 40.
On peut supprimer, dans ¢,, tous les termes ne contenant que x ou que y, a
condition de corriger P, et Q, conformément a la remarque faite au numéro 17.

Cela complique un peu P, et Q,, mais simplifie beaucoup ¢,.
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Les équations (94 ) s’écrivent (*)

EA Aw, =2 (K'pN — 2X) + y(kK'gN — 2Y),
2EA dw. . .

On en déduit
8EAw,=(2+ y*) [ (kK'pN — 2X) + y(k'gN — 2Y)]
+ a[2X(2k + 3) — pN(k + 3)]
+y[2Y(2k + 3) — gN(k+ 3)].
En utilisant les formules (39), (33) et (56), on trouve
1I6A(1+ A)N;=(5+ 2k)pLax®+ (7 +6k)pL(y2—1) .
— (1 +2k)gM@Bx*+ y*—1),
N7 par symétrie,
BA(1+ A)Ni=2k(3 + 2k)(pL22+ gMy?) — 2(4 + 5k + 2k*) (gMa*+ pLy?)
+8(+ A2 (pM +gL)xy +2Z(1+ k) + (2 + k) (pL + gM),
B6A(+A)Ti=(k+3)NBgaz2+qgy*—opzy —q)+ 2(2k+3)Y(1 —»?)
+2(2h—1)Y22— 4(ak +1)Yzy,

T; par symétrie,
AU+ K)Ti=a(r+k)(pM+qL) (1 —2*— y*)+ (1+ 2k) (pL 4+ gM)zy.

81. Le calcul de p;, ¢, r, résulte des formules (36) et (37). Il est
assez simple pour 7,, long et fastidieux pour p, et ¢,. Voici les
résultats :

48(x+ KYEA py=2(7 -+ 15& -+ 6k=)%%x — (14 k) (9 + 20k - 84*)Lp?

+2(7+ 11k —2k2— 4k*)Lg?
— (234 51k+ 24k*)Mpg — 4(7 + 9k + k) pZ;
g, par symétrie,
L8EAT,=5(3 + k)N (p*+ ¢*) —2(11+ 6K) (pX 4+ qY).

Ces diverses formules ne sont pas homogénes, parce que le rayon
de (I') a été pris pour unité. Mais, on rétablit ’homogénéité en rem-
placant I'unité par le carré p* de ce rayon partout ou cela est néces-

saire: Par exemple, dans les formules ci-dessus, il suffit de multiplier
le second membre par p*.

(') Tenir compte de la remarque du numéro 40.
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On voit que le rapport du second terme de la série p’ au premier
est de l'ordre de IPTZ’ R désignant le rayon de courbure. Si p est petit
vis-a-vis de R, la série doit converger rapidement et les formules utili-
sées en Résistance des matériaux sont pratiquement suffisantes. Par

contre, elles peuvent devenir trés inexactes si p est comparable & R.
En particulier, elles doivent étre totalement fausses au voisinage d’un

point anguleux. .

CHAPITRE VI.
Le fil rectiligne.

52. Le cyLinore. — On a p=¢g=r=g=o0, h=1, ®=o0. De
plus, s est la cote de la section droite (A), si I'on a pris la fibre neutre

pour axe des z. Nous remplacerons donc la lettre s par 5. En outre,
nous supprimons les accents de p’, ¢, . Les équations du Cha-

pitre III deviennent alors
oP (d_'l‘a-i-x’) o, 0Q+t<dT1+Y)—o,

(109) oz T\ % 9y 7z
, 0 0? g 2°Q d(Aw)
(110) 2p./fAAq;_lc’(d z—l—%)— (W_'_dy ) 2p.ktT,

d 14 d . C .
(111) 2pd< > Qdx + Y'da, 2pd<£)=Pd) —X'dg;

R _
2ydx(f =k'P —kQ —2pk'Ap —2pkR,

2;1?: kP —KQ+3apk'Ag + 2pkR,

(112)

R s
(113) . _..e+t<py 9T+ 52
(r14) 2pAw+t$(P+Q-—2pAcp+lmR)+th’=o,
. dw d 7"
(1135) an = t&(au+ﬁv)+ )
02 . 9
1=P"‘zl"'dyq: N,= —2[1.0—‘1::,
(116) P

N1=k(P‘1—Q—2'J.A(P)+ER, T;:ﬁpm’

T, _do oH do T, _do d_H_) ou_
(117) F‘:a;+tr<dy )+tdz' E_d_x"'"(dx y)+ts;
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En outre, les formules (34), (35), (36) et (60) deviennent

(118) =90, x o=

e d+Y

(119) Z=t’ESe+t“Eﬂ5:dxdy+t"kﬂ(xF+yG)dxdy
A “® WA :

+t’lr/(xX”+yY")dcr,
° r
L _t‘E\p+t‘Eﬁy d:z:dy+t‘lc (myF + “T——x- G>dxdy
Ny f (xyX” Y”) do,
/

(120) s gt
M=¢EBg— t‘Eﬂ.’r—dxd) +t‘A‘ﬂ(J+F—xyG>dwdy

+ Bk f (2-——“’ X" — ny”) do.
\ it 2

(121) N=ptrl— y.l’ﬂ’&o dx dy + pt‘ﬁ%(vx —uy)dxdy.
A A"

83. Cas oU LES FORCES DE VOLUME ET LES FORCES LATERALES SONT DES POLY-
NOMES EN 3. — Supposons que X', Y', Z’, X", Y, Z" soient des poly-
nomes de degré m en 3; les coefficients de ces polynomes étant des
fonctions données de x, y ou de . Les équations (18) ou un calcul

" direct nous montrent que X, Y, Z, N sont des polynomes de degré
m—+ 1 et L, M des polynomes de degrém + 2. Convenons d’appeler C;
le coefficient de z"~ dans un polynome C de degré n.

Cela posé, rendons tous nos polynomes homogénes, en introduisant
la variable d’homogénéité z. Puis, multiplions X', Y’, Z' par 22, X",
Y”, Z" par ¢*; X, Y, Z, L, M par ¢*; N par #*. Convenons d’appeler C;
le coefficient de ¢ dans le polynome C affecté du multlphcateur cor-
respondant. On a les relations suivantes : :

X,y =X zm—, formules analogues pour Y’, Z';

Xi+3 = X/ zm, o » » Y"Z";

X = X gm—i+t, » » » Y, Z;
et = Ly 342, formule analogue » M;

N“;"-: N;z"'—""'" H
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en convenant de remplacer par zéro les coefficients d’indice négatif.
SiT'on fait =1, tous les polynomes reprennent leur expression véri-
table. '

Nous placant au second point de vue du numéro 20, nous allons
maintenant faire jouer a la variable ¢ ci-dessus le réle de la variable ¢
de notre théorie générale et nous allons démontrer que toutes les fonc-
tions inconnues sont des polynomes homogénes en ¢, z, dont les degrés
sont m —+- 2 pour p, ¢, r et m—+ 3 pour les autres fonctions.

D’abord, il est aisé¢ de vérifier que, si I'on admet cette propriété, les
différents termes des équations (109) & (121), ainsi que des équa-
tions (18), sont tous des polynomes homogénes et ayant méme degré
dans chaque équation. Dés lors, il suffit d’employer la méthode des
coefficients indéterminés et de montrer que ces coefficients peuvent
étre calculés d’'une maniére unique. Or, en identifiant les termes suc-
cessifs dans les différentes équations et procédant dans l'ordre o les
degrés de ces termes par rapport a ¢ vont en croissant, on retombe sur
la méthode générale exposée au Chapitre III. D’autre part, les condi-
tions (71), (83) et (go) sont vérifiées par les coefficients surlignés.
Donc, t=o0 n’est pas un poéle. Par conséquent, notre démonstration est
toute faite. Dans le cas particulier actuel, les séries du Chapitre 111 sont

limitées a des polynomes.

84. Pour évaluer les degrés des diverses fonctions par rapport a 3,
il suffit, en se reportant aux numéros 28 et 30 a 33, de calculer les
premiers coefficients surlignés et de voir quels sont ceux qui sont nuls.

Les formules (74) et (85) nous donnent d’abord &, =&, = o. Puis,
(76), (77) et (88) nous donnent #,=¢,=w,=N=T)=r,=o.
D’ou, d’aprés (87) et (89), w,=N!=N!=T,/=o. Enfin, les for-
mules du numéro 32 nous montrent que : '

ﬁ2=(32=¢2:0, d’ot Nf:Nf: 2=o.

Les autres coefficients ne sont pas nuls en général. En tenant compte
des degrés d’homogénéité, on en déduit que les degrés par rapport a =
sont les suivants :

g, petgq, r, uwety, wetw, N etN,, N;, TyetT, T..
m—+ 2 m -1 m m -+ 2 m-+1 m

8

m—+1 m—+2 m-+1I
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946.
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Nous continuons a adopter la notation du numéro 83 pour ces divers
polynomes, ce qui nous donne les formules de correspondance

-t+2 I z’"“—'e; 1') _— zm-v—?—ipi, ?I f— zm+2—-i Qi, "i—H f— .m+1—r ri;
Uiy = 3"y, i ==gm2—ip, Wi = 2™, Wia=s5""""l0;;
Nimt=gm=i Ni,  Ngp=gm—i N, Nt gm+~iNi;

Ti‘+ 2 emt—i ’I‘il , Tl'2+‘-’ — gm1—i le , Tl:HS — gm—i Tl‘ .

Les équations du numéro 32 nous donnent alors les formules de récur-
rence

JP; . B
52 Um+3—i)TE 4+ X, =o,

d(\‘

+(m+3—0)T34+ Y, ,=o;

" Ado,— g R, Qi
apk AAo,; = K& ( 7 d.z'-)

0%P; 02Q; ' .
—k(m+ '%%-)—Qy.k(ln—{”?)—l)A"’i—z:

2,“1(‘?) — Qide+ Y, do, 2pd<§%> = Pidry — L, ds;

ap—1= dq:l =AKPi—k Qi—2pk Ag;— 2pkRi,,

2pJ- =APi— K Qi+ 2pk Ag;+ 2pkRiy;

122
(122) Ri: &t Pin1y — it + (M4 2 —)wi_y;

2p Ao+ (m+2 — i) (Pi+ Q,— 2p Ag;+ 4pRiy) 4+ 2Z;_,—o,

de . Z;
a;‘:-—(m+2—-l)(azu,~+ﬁv.~)+T', wy=w;~+ r;H;

d i i i
N _P,—zpd‘? Ng:Q,_zp%—f—,
N = &(Pi+ Q;— 212 Ag;) + ER;;

i __ ¢
.T”_zpdxdy

Tij_dml_'_r(dH .
—y——dy i 3‘77+.1:)+(m+2—z)v,,

T, _ dw; JH .
F_% i(%—)')+(m+2-—-z)u,~;
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Z, = ESt-+E(m-+a2 — i)[m_, dz dy
A
+h(m+a2— i)ﬂ'(a:T';‘ + yTi='y dr dy
A
+kﬂA(xx'._,+yY ) dz dy +/cf(xx,_,+_} Y.,)ds,

Li =EApi+E(m+3 — i)ﬂyw‘_, dz dy

+k(,n+3_;)ﬂ(wyTt-z+ Tt-)dxd)
iy ﬂ (tyx'_,+ Y;-2> dz dy
(122)
(suite) Sk <xy X', o+ 9 2 —a? Y. 2> do,
r '

M;=EB¢;— E(m+3 —z')ﬂ‘.zw,_, dxdy
A
+lc(m+3——i)j[(yz_sz‘f—.zyTﬂ"*)d.zdy
+kﬂ<
+/cfp .-":“’”? x,.”_g—wyy,f'_,> ds,

N =plri— pﬂ&w,dxd)' + p(m+2 — i)[(mv,—)'ui)dxdy.
A A

X[_ — .sz,_a) dzxdy

Les coefficients d’indice négatif doivent étre remplacés par zéro,
sauf R_,=p,y — ¢,z

88. Pour/=oet 1, on a (n° 30).

Li :EAP,', Mi—.__' Equ, Pi: Q,~= Qi—=0;

J.S

—pixy ):
xt— y?

2

u; :k(— € + q;
(133)

Vi = k(— &) + pi + qiw}’);
N, =Ni=T.,=o.
Puis, .

(124) Zy=— ESEQ.
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On a ensuite
Awo=12(m + 2) (gox — po)),

2 __ p 2
?’:k(m+2)lpo<awy+@} )+70( L _ﬁw‘y)]
n 2

D’ou
(125) (n)o:(lll-‘l-?)(qowi—})owﬁ).'
en posant

W::g_gkz:'_ é.z‘)"—{—/cH,—(l—i—k)ll:,
(126) .

W2:2—(;_k * y+ kHy;— (1 + k)H,,

et désignant par H,, H,, H;, H, les fonctions harmoniques dont les
dérivées normales sur I' ont pour valeurs respectives

ax?, a)?, Bz, By
Puis, en tenant compte de (1) et (5) el dela notation (54),
(127) Ne=plro+ ppo(m+ 2){1{A, — (k+1)C,
+ﬂ[x~au;_ (1 k) 8H, | dw dy
A
+y.qo(m+2)%kl),—(k+l.)B,

» _ '
+1]A[ 8H - (1 ) 3H, o dy |

Dans le cas particulier oti la section droite admet deux axes de
symétrie rectangulaires, on peut les prendre pour axes Ox et Oy. Les
fonctions H,, H,, 8H;, 8H, sont alors impaires en x el paires en y;
H,, H,, 8H,, 3H, sont paires en x et impaires en y. La formule (127)
se réduit alors a
(128) No=plr,.

Il en est de méme 51p° g,= o ou bien si p,=o etsile plan O3
est plan de symétrie.
On a ensuite

Ni=E(eo+ p1y — q12),

JH ’ . JH’
(139) T = Fr“(".—}' +.t)+p.(m+z)[kpox-—— (1+ K)poy*+ d_y]’

JH /
T:; P'r°(d7: —y) + p(m + 2) [(1+ k)gox*— kqoy*+ %J’
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H'=po[(1+ k)H,— kH,] + go| kH,— (1 + k) H,].

On en déduit (*)

(130)

Z, =ESe,+ E(m+1)r, || Hdzdy + E(m +1) (m + 2) H'd.rd
A A

/
+E(m+|)(m+2)[po(/fB|—§D.)+qo<§Al—kC1)]‘
+kﬂ(xxg+)'Yj,)dxdy+kf(a:XZ—r-)'Y(;)dc,

A . r
L, =EAp,+ E(m—o—l)roﬂ yHdzdy
+2kp.(m+1)ro<ﬂ Y 9 dxd;—C>+E(m+l)(m+2)
kz oW
= )*(H' )d z d
[/[ T+ & Oz Y

EgPo l+5k 2+OA Dg
73 +9"( 3 B—A T 3)]

+!r.ﬂ< (.z;yX’(,+ 4
A 2
y!_x!
+/cf (xyx:;+ r—2 Y;) do,
T

M,—=EBg¢,— E(m + l)l'oﬂ.z‘H dz dy

A

—zkp.(m-—{—l)ro(ﬂ 3 dxd;+B,>
_ky oW

_ 1y

+E(m+|)(m+2)[ Kx(ﬂ THF )d z dy
A:qo 1+ 5k 2+ 5k B,
73 +P°< 3 DA Ty 3)]
gy e

+kﬂ(” ”x'o—sz;,)dxdr
+Icf( X"—wa”)da',

—_—?
z Y’o) dzx dy

oz

(*) Les intégrales [ ( sl +Y 3—1:,‘) dz dy se calculent au moyen de I'iden-

tité (10), en prenant U =22+ y*. On trouve, suivant les valeurs de ¢
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ou 'on a posé

Agzﬂx‘dwdy, B,_ﬂx ydzdy, Ca= [fah dz dy,
A
D,:ﬂx)"‘ drdy, ﬂ vidzdy.
A

’ Po,=—proy(m—+r1)(H—zy)
—p(m 1) (m 2y (LA

On a ensuile

.

qoz® — kqoxy*+ H’) — f X} dx,
Qe=—pro(m+r1)(H+zy)

—p(m+1)(m+2)(kpox‘1 —i_kpo}.s_,_ H’) _fY/o dy;

! T ’I 27’
2HI~’AA<9,:Ic<d); %) o (L% gy I g

ay oy T 0w
2pd<d?’):dex+Yﬁ do, gpd(-a%):PQ([)'-—Xﬁda’;

131 /%_.m+1, L
(131) Fr =r, 2 (x) H)

+ (m+1)0(m+ 2)

(— "+ .Ig(poy’—i- kgoxr®— q, ! 4;”;&)

+ Lka;, dy — KX, do — K Ags— k(s + pay — o)y

P
0:‘;’ =re 2 (zy + H)

+(m+1)(m+2)(H

2

I+ gqow:{_'_ kpox‘l)» ___Po l.*—?,ak)'l)

+ ﬁ /‘k’Y’o dy — kX, do + k' Ags+ k(&g + p2) — qar).

Le calcul de ¢, exige la résolution d’un probléme biharmonique et ne
peut étre effectué que si 'on connait (T'), X, Y,, X;, Y;. Nous ne

En prenant U =2*— 3xy?, puis y*— 32%y, on a

* — y2 gH 5 3
[ =E Fawar=n+ga—c,

2 __ 42
ﬂx 2y gdﬂzdﬁd)'_-lz-’- (Cz—Eg),

— y? OH,
J22 B,
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pouvons donc pas écrire les expressions générales de u, et ¢,. On a
maintenant

’

Aoy = 2(m+1)(—a+qiz—py)— s
: P
(132) d 7"
(1)
d—’l‘:—(lil+l)(0(l¢1+ Ber) + Fo'

Dans le cas particulier ot les formes extérieures sont perpendiculaires

@ Oz, 0on aZ,=Z;=¢,=o0 et les équations ci-dessus se déduisent
m—+1

m+ a

des équations vérifiées par w, en changeant p, et ¢, en p,
et ¢, m—+ 1
m+ 2
I'indice zéro par l'indice un et le coefficient (m —+ 2) par (m+1).
La derniére formule (122) nous montre de méme que I'on peut
écrire (127) avec le méme changement.

- On peut donc écrire la formule (125), en remplacant

56. Lk prosLEME DE SAINT-VENANT. — Dans ce probléme, les Fy et Fy
sont nulles. On a donc affaire & un cas particulier du probléme précédent,
a savoir le casm = —1.

Soient X, Y, Z, L, M, N les six coordonnées du systéme des F, par
rapport au triédre terminal O,x,y,z,. Les six coordonnées du
systéme (S,) par rapport a Ozyz sont, en appelant / la longueur

du fil
X, Y, Z, L—iY+:Y, M4+IX—zX, N.

ﬂ‘zz—y’ ﬁ‘dxdy:h—i— —'iz —2Ds; -

2 oz 3
ﬁ‘}”:w’ %dxdy:l.-k %’ — aB,,
ﬂy’zw*%%dxdyzl,—m,
ﬂy’;x’ ‘;_I:"dxdyzls+é(CQ—A2)7
ﬂy’:a” ‘L_I:}I/"dxdy:h+gEz-—gCg;

ou l'on a posé
oH, _ JH, /
L= [[oyGudedy, = [[ ey Grdzay
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Avec les notations précédentes, on a donc
Zo=2Z, Ly=L—1Y, M,=M-+IX, N,=N, L=Y, M=-X.
D’ou

) eol, oLoiXsY M IX—eX
(133) =g p=E——p——s  ¢=—pg
N k (X Y
(134) ,:[._L—l_*—E—l(ED‘—KA‘)
k+1/Y . X 1 "o ..
+—E_I_<K("'—_BB'>+EI_/]A oK dx dy;
‘ N|_V,_.T-__O NSZE(S"'P.)/'—‘I‘”)'
BY e ke K
(135) 4 +m)+ B ket — (1 k)] + 9’

P
E

dH X e . 9K

( Ty= pr(% ——y) —“+ %ﬁ[k)'-—(l+k)w-]+% oz’

ou l'on a posé
'—(1+k)< H,+YH> Ic( IL-{-}H,)

La déformation des sections droites est donnée par

S u :Ic(— sx+q—.—:—y- ——pa:y)

(136) v=k<—5y+p -_y—+qac_)),
_ M+ IX lY—L i
( = EB W1 EA WQ—FIH

Ces formules différent de celles de Saint-Venant et sont d’ailleurs plus
simples (¢f. AppELL, loc. cit., p. 644 et 645). La divergence et la sim-
plification résultent de ce que la déformation des sections droites est
ici rapportée & un triedre lié a la fibre neutre, tandis que, dans les
formules de Saint-Venant, elle est rapportée a un triédre fixe. Pour
raccorder les deux groupes de formules, il faut effectuer le change-
ment de coordonnées, en supposant, avec Saint-Venant, que la fibre
neutre est trés peu déformée (*). Les coordonnées de I'origine du

(*) Avec la présente théorie, cette hypothése n'est pas nécessaire. La forme
naturelle de la fibre neutre est déterminée par ses équations intrinséques. Cet
avantage est appréciable si le fil est trés long, car, dans ce cas, les formules de
Saint-Venant ne s’appliquent plas.
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triédre mobile par rapport au triédre fixe sont (q%f, 0, z)- Le chan-

gement d’orientation est obtenu par une rotation de I’angle ¢z autour
de Oy. En effectuant le changement de coordonnées, on retrouve
exactement les formules de Sarnt-Venant.

87. SOLUTION SYNTHETIQUE DU PROBLEME DE SAINT-VENANT. — Prenons
pour point de départ la propriété caractéristique suivante : leffort en
tout point d’une section droite est normal au plan de cette section. Ceci
se traduit par les conditions N, = N, =T, = o0 ou, d’aprés (116),

P=Q=¢=o.

D’aprés (112), on en conclut que Ay = o.
Dés lors, introduisons la variable complexe { =z + iy. Soit F une
fonction analytique de {, dépendant en outre de la variable réelle 3.

On peut poser

.o .4y, OF
(137) u+zv_£—t;y_kd—z

—ing,

r, désignant une fonction de s admettant r pour dérivée. En dérivant
(137) par rapport a z, il vient

#2y .y, PF
9z lawoy =Koz — i
Soit maintenant I’ la fonction conjuguée de F; c’est une fonction de
{'=a — iy et de 3. En changeant / en — ¢ dans la relation ci-dessus,
on obtient, par addition

#¢ _, 9 (OF oF
(x38) =k (% 5%)

ou, d’aprés (112) et (113),

ow d /[0F OF
(139) ‘27/:-:_5 %—l-_d—C’- —2p (p=ce+py—qz).

D’autre part, on déduit des formules (117) et en tenant compte de
dr; .
&= Ty+ (T 0*F 4 J
2+i 1 _2_ -_“_) . oW
P-” —kdz2+dw+l"')7

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. ) 9
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D’aprés (109) et la nullité de P, Q, X', Y', la dérivée de la fonction
ci-dessus par rapport a s est nulle; ceci nous donne, en tenant compte

de (139)
P#F _ &F .
(140) hk=— 95 = os ot T —q +ip.
Nous obtenons une équation aux variables mélées. La valeur com-
mune des deux membres ne doit dépendre ni de {, ni de {’; c’est donc

. Ly . oF'! .
une fonction de s seulement. On en déduit que v est un trinome du

second degré en {'; donc, z—f est un trinome en {. Comme u -+ v doit
s’annuler pour { = o, la formule (137) exige que ce trinome n’ait pas
de terme constant. D’aulre part, 3 ;devant aussi s’annuler pour
{=o, le terme en { doit avoir un coefficient réel dans u - iv. Autre-

0*F
ment dit, la valeur a'e 950 = pour { = o doit admettre 2 POUT partie ima-

L. 3F
ginaire. Mais, (140) nous montre que 5= J 5 est indépendant de {, donc

identiquement nul. Finalement, F est un polynome biquadratique en
et 3, n'ayant pas de terme indépendant de {.

88. Reste a calculer la fonction w. Intégrons (139) par rapport
a 3. En appelant p, = ¢, + p, ¥ — ¢, une primitive de p, il vient, en
désignant par R la partie réelle

(141) W= py— (R(ZE)+W

W étant une fonction de z, y seulement Portons dans (114); en

p. ZP et que la partie

est une foncuon harmonique, nous

tenant compte de (113),

JoF
réelle de la fonction analytique e

obtenons

(142) . AW_MR(dd’SC)

L’équation (115) s’écrit, d’aprés (55),

d
B =r(ay —pz) — 2 (au+pr)
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ou

COON [HRY DU
— (R[(a —1iB) (k%lg — i":)] ’
aw

J*F ?
(143) W:ﬁp,—aq,+d([(a+iﬁ)d—c!-—k(z—iﬁ)§].

soit

La compatibilité des équations (142) et (143 ) exige (*)

9* /0F .JF
KAdedy_——/r(R[ A?<%—z%-/>dxd)]

*F
R ——dzdy {=o.
[ \ 05d¢ yJ °

ou

Le terme en {? de F donne une intégrale identiquement nulle. Le
terme en { donne le produit de 2S par la partie réelle du coefficient
de z2Z. Donc, le coefficient de 5*{ dans F doit étre imaginaire pur.

La fonction W est ainsi déterminée par un probléme de Neumann.

Remarque. — On peut supposer que F ne contient pas de terme indé-
pendant de 3, car si un tel terme existait, sa suppression équivaudrait,
d’aprés (141), a modifier la fonction W. :

59. Nous allons maintenant faire voir que la solution ainsi obtenue
. est identique a celle du probléme de Saint-Venant.
Posons

kF= I_(ao—l— thy) % + (ay+ ib’(,)z] 24 [ib, %- + (@, + b, )z] Z,

les a, b, a’, b’ désignant des constantes réelles arbitraires. Nous avons

2

. . .. o2
d’abord, en prenant la partie imaginaire de o0’

(144) rn==b,z+ b\, r==a,.

() Le terme B3p,— 2q, donne évidemment zéro. 1l en est de méme du

. - . [ 0*F
premier terme du crochet, qui donne la partie réelle de — ¢ PIe L —o.
T
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Puis
(145 u=(z2— y*) (a5 + ay)) — 22y (bezs + by) + a, z,
) v:(x’—y’)(bos+b’o)+2.z'y(aoz+a’o)+a'hv.

La formule (140) nous donne ensuite

kp=12(boz+ b,), kg =2(a,5+ ay);
kpy= boz* + 2b}3, kgi= @,z® +24a55.

(146)

Les équations (142) et (143) s’écrivent :

(147) kAW = 4(acz — boy),

(148) kd—w =k(Bpri— aqy) + a(aps?+ 2a,5) — B(byz*+ 20, 3)

dn
— kay[a(x?— y?) + 2Bxy]
— kbo[B (22— y?) — 2azy ] + kr(ay + Bz).

D’aprés (146), la premiére ligne de (148) disparait. On est ramené
a un probléme de Neumann, dont la solution s’obtient par les fonc-
tions H,, H,, H;, H,. La suite ne présente plus aucune difficulté et il
est facile de constater que tous les résultats finalement obtenus sont
entiérement d’accord avec ceux du n® 56.

60. POUTRE ENCASTREE HORIZONTALEMENT ET CHARGEE UNIFORMEMENT. —
Prenons Ox vertical vers le bas et supposons, pour simplifier, que le
plan 20z soit plan de symétrie pour la poutre et pour les forces laté-
rales. Nous avons Y'=7Z'=Y"=7Z"=o0; X’ et X" sont des constantes
positives. Nous poserons

SX'+ Xy =w;

c’est la somme du poids de la poutre et de sa charge par unité de longueur.
On en déduit facilement, en appelant /la longueur de la poutre.

X=w(l—z), Y=Z=o; M=§(1—z)=, L=N=o.

Avec les notations du n° 83, on a m = o. Les formules du n° 88 nous
donnent immédiatement, en tenant compte de la symétrie par rapport
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az0s3z,
E0=po= M, =o; 1
0= Po—=0, q»—ﬁ’ ry=0; pP1=o0, 91= EB’ riy=o;
x2___}/2

’ vo=kqoxy, ‘ woy=—2q, W,;

X Y
uy=kq, —, n=kqzy, wy=q, W,;

o’ ou’
5’ ngzpqo[(l—l—k)x’—/{y’]+gp.b_';;

' ./
Se; = zqo(kcl—%Ai)+2qo [(l+k)H,—/cH,]dxdy—%fo’da,
A r
p2=o, Equ:'Mg+ AM,
AM:2Eq°ﬂ[kH,—(1+k)H,]xdxdy
AL

N{=—Eqz, Ti=2p

2 Ek dJ
+ mqo‘ﬁx}’a;[“{r—(l+k)ﬂ,]dwdy

+§quA2+ éX’(B—A)+£fX”(x2—y‘)da;
2 2 Jp

Py=— X'z 2p.qo[— I—+—kx3—|— kxy?*+ (1+ k)H, — kH,J,

3
Q:=2pqo[ (1 + k)H, — kH,];
AA¢,=o, 2pd<%%>=Q,dz, 2pd<3—f§f):P,dy—)‘(”da;
d(,—i‘i’f':q;[(wk)ﬂ,—kﬂﬁ kay'— I_szrﬂ]
— k’:;’.x — K Agy+ K(— &1+ ¢gaz),
% =§o[kH,— (1+ &) Hy+ gxﬂ]— ’%’:” + K Ags+ k(61— ga).

On ne peut achever le calcul de u,, ¢, que si 'on connait (T') et la

fonction X".
En tenant compte des formules donnant ¢,, ¢,, ¢», on a

EBg =M + AM.

Cette formule nous montre que, pour calculer exactement la courbure
de la fibre neutre, i/ faut ajouter ur terme correctif constant au moment
Jléchissant. M utilisé "dans la théorie élémentaire approchée de la
flexion plane. Ce terme correctif est d’ailleurs #rés petit vis-a-vis du
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’
terme principal, dés que la section droite envisagée se trouve a une

distance de la base libre égale a un grand nombre de fois la plus grande
dimension transversale. Par contre, il donne une courbure non nulle a
Dextrémité libre de la fibre neutre, contrairement a ce qu'indique la
théorie élémentaire.

Le terme correctif AM et la dilatation ¢, de la fibre neutre ne
peuvent étre calculés explicitement que si I'on connait la forme de la
section droite.

Des formules donnant w, et w,, on déduit

X!
w = E—B Wi.
Cette formule est identique a la troisiéme formule (136), quand on
y fait Y=L=M=r=o. Donc, la déformation longitudinale des
sections droites est exactement la méme que dans le cas de la flexion
plane (Saint-Venant), pour le méme effort tranchant.

61. Cas pu CYLINDRE DE REVOLUTION. — Supposons que (I') soit un
cercle de rayon p. Supposons en outre que la charge soit répartie sur un
trés petit arc ayant pour milieu le point le plus haut. Les intégrales
figurant dans (151) valent

wa”da:——sz, f(.z-’—y?)X”do'zp‘l}xg.
r r

Les fonctions H, et H, ont pour expression

xz*—3zy* 3 3zy?— x? 2

H, = " -+ Zp-x, H.—=

Les formules (151) donnent

ko
(149) | P e
X' A(g+a2k+ 4K kp*,
?AM——g Tk +—2—X‘}:.

La fonction W, a pour expression

Wi=[a"+ 71— (3 +2k)p?] 7

Le calcul de ¢, peut étre fait en principe, puisqu’on sail résoudre le
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probléme biharmonique pour le cercle (¢f. n° 38). Toutefois, il
faudrait préciser la répartition de X” sur I'arc supportant la charge.
Dans le cas oii la poutre est seulement soumise a son propre poids, on
a X"=o et le calcul devient élémentaire. On détermine ¢, par la
méthode des coefficients indéterminés, en remarquant que c’est une
fonction impaire en « et paire en y.
On obtient finalement :

M+ AM S
w= KA oy ;’[:_E[ 2*(5 + 30k -+ 164?)
— (1 + 38k +164%)]
-
(150) | + @Ep 6+ 8RN 627+ Bh—1)y")
!
o ’i(M_E:]ﬂ +%E(3+34k+16k2)a:y
!
— 12EP(1+[;lc):l,'_y(aa"-i—‘}f’).

Comparons ces formules a ce que donnent les formules (136) pour
e=p=o0. On voit que le terme principal est le méme, pour un
moment fléchissant donné. Le rapport de chaque terme correctif au
terme principal est de l'ordre de lﬁ: ;- On en tire la conclusion
pratique suivante : Pour un cylindre dont la longueur est trés grande
vis-a-vis du rayon, la déformation des sections droites est trés approxi-
mativement la méme que dans le cas de la flexion plane (Saint-Venant),
dés qu’on s'éloigne de la base libre.

62. En appliquant les formules (122), on trouve, par un calcul
facile,
. Xz
T a2(i+k)p?
X'z
N = 12(1 + k)p®

N;= 2(+,'7;)P! [(2+If)<x’+y’— %p*)—-[;(x+lc)(l—z)’],

[ (54 2k)(p*— 2%) + 3(2k —1)p%),

Ny

[3(x+ 2k)(p*—2?) + . (2k —1)2?],

__ X'(1+42k)
T= Trpe G

_ X'(l—z) 2 o _ 2
T, = CESATE [(3+2k)(p*—= )-l-.(‘-’llc 0y
o= — 2L |1 — 2k (¢ — ) =3+ 30
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Il est ais¢ de vérifier que toutes les équations d’équivalence sont
satisfaites.
Sur la base (B) s’exerce un effort normal

X'(2+k . 2
=Sarmpe (== 3):

Prenons le point M sur le rayon d’angle polaire 6 & une distance du
centre égale & mp, m désignant un facteur constant. Si p tend vers zéro,
N,, N,, T, tendent aussi vers zéro; T, et T, demeurent constants;
mais, N, a pour valeur asymptotique
‘
amX(1— )20,
p
donc tend vers l'infini, conformément & ce qu’on a vu au n° 36.

63. POUTRE A SECTION RECTANGULAIRE. — Supposons que (I') soit un
rectangle ayant pour cétés 2a, 2b, le c6té 25 étant horizontal.
Supposons en outre que la charge soit uniformément répartie sur la
Sace supérieure. On a

fo”da:—aXz, f(:r?—y’)X”da': sz;
r - T 3

(151) H,—a’x, H,:g-g‘—x—i—ﬂz——(;l—)-n—;sh (n'rrf) cos(nn%)-

3
T n=1n3ch (nn% b

D’autre part, A,=C,=o0, B— A= ;(‘a2 —b*). Les formules du
n° 60 nous donnent alors

ESey — kaXsy,
a
__ 12wkt < I th'm-b_
(152) —71"(1+/c)a22; = a
n=1 nﬂ"g

+ X [5kb*—3a%(4 + 5K)] + %[(m— b?)Xy+ (36— a) Xg].

En portant (151) dans (126), on a la fonction W,, d’oti I'on déduit w.
Quant au calcul de u, et ¢,, il est subordonné a la résolution du
probléme biharmonique posé par les équations du n° 60.
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64. CYLINDRE HOMOGENE PESANT ET VERTICAL. — On a, dans ce cas,
X'=Y'=o, Z' = const. ; X=Y=L=M=N=o, Z=7'S(l—z).

Le calcul ne présente aucune difficulté et conduit a
Z = ESg, p=qg=r=o;

: k
u——kez, v—=—key, W:_Q_E_(xz_,_},.)'

On retrouve la déformation classique de !’extension d’un cylindre,
accompagnée d’un gauchissement des sections droites en forme de para-
boloide de révolution. '
Les efforts sont donnés par
A — KTy o —klz
N1~—N2—T3——0; N:«—-—S" 1—m’ 2—’2(1_+6‘

Le cas d’un cylindre encastré obliguement est une combinaison du cas
ci-dessus et du cas traité au n° 56.

65. CyLINDRE TOURNANT. — Supposons que le cylindre soit animé
d’une rotation de vitesse angulaire constante @ autour d’un axe
quelconque A. Un élément 4V pris autour du point M est soumis a la

force centrifuge pw?dV .f)’ﬁ, ¢ désignant la densité et P la projection
de M sur A. Nous poserons pw®=f. La force par unité de volume est
> —>
alors F= f.PM.
Supposons maintenant qu’on remplace A par A’ paralléle a A.

Nous avons
> — — >
FF=fPM=fP'P+F.

—_— .
Or, P'P est indépendant de M. Dés lors, la déformation due a la
rotation autour de A’ se déduit, par superposition, de la défor-
mation due a la rotation autour de A et de la déformation

due au champ constant f P'P. Celleci ayant été étudiée précé-
demment (n°** 60 et 64), nous pouvons supposer que I’axe A passe par
un point arbitrairement choisi, par exemple par le centre de graviié de
la base encastrée B,. Dans ces conditions, si 'on appelle (a, b, c) les
cosinus directeurs de A, on trouve facilement

(153) X'=f(1 — a*)x — faby — facz, .

- Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 10
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et les deux formules analogues. On est ramené a un cas particulier du
cas ou X/, Y', Z' sont des fonctions linéaires quelconques de z, y, .
Ce cas résulte lui-méme de la combinaison des cinq cas suivants :
X=z, Y=7 =o; X'=y, Y= 7' =o; N=3, Y=7Z—o;
X'=Y=o0, Z=ux; X'=Y=o0, Z =3

et des cas symélriques obtenus en inlervertissant (') z, y, et X', Y'.
Ces différents cas peuvent se Llraiter par la méthode générale
du n° 53.

66. Casl. — X'=x,Y=Z'—=0.Onam=oet
X=Y=Z=L=M=N=o.
Les fonctions d’indices o et 1 sont nulles, sauf ¢,. On a ensuite -

ESt,—— kB, EAp,—— &B,, EBg,—= ’;‘(A,— Ch);

P,:—-z—, Q:=o;

2pkAAp=k D=, Apd<d¢):——x2d_y sur (I).

Dot (n° 32)
198 K o= k(22 + ) — 4AK — 32K K,.

Le calcul explicite de {,, donc de u, et ¢,, ne peut étre falt sil’'on ne
connait pas (I").

Dans le cas o (I') est un cercle de rayon p, on a @, en se reportant
au n° 80. Un calcul facile donne ensuite :

—u.— % 2 — 2 27—5k 4k
— Y _ 1+ 5k — 4k
P 969#[3”’(3 )+t erak) — H,_kJ

4Ee,—=— kp?, P2=¢>=0;
16N, =K (7 — 22— 5y%) + k(p>*— 22— 3»?),
16K Ny = (K — k) (32> + y*— 0?);
8k To=(k—K)zy, 8AN;=k(p*— 22— 2%?), T,=T,—o.

(1) Cette interversion doit &tre accompagnée du changement de signe des
rotations et des moments, ainsi que de la fonction ¢.
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Le cas symétrique (X'=o, Y'=y, Z'=o0) s'obtient comme on I'a
dit au n° 65.
67. CasTl. —X'=y, Y'=Z'=0.0Ona
m=o, X=Y=Z=L=M=o, N=A(z—=1).

On trouve
£°=P0=q0:Pl=‘q|=uo=Vo=u1=",=0;
ry=— wo=roH; ry= Al w=rH
°_p.l’ o— I'oI1; 1= [-LI’ “«5‘—-"‘ .

On a ensuite
pISey=— AﬂH dx dy,.

EIApz_—-zA(1+/c)ﬂdexdy+ akA(c, —ﬂwy dxdy) KIC,,

2EIBg, = 4A(l+/c)ﬂxﬂ dzdy + kA (B, +ﬂxy dxdy)
+ kI(B,—D,).

Puis
’ IP,——AH 4+ (J —B)zy, 1Qy=— A(H+zy).

Puis (n° 34)

2 UPy=— A-K K
Be=—T1% " 18"

Dans le cas du cercle, on retrouve (n° 50)

Spu=y(p*+2*—y®), Spr=z(P—2+y*), w=o;
e=p=gqg=o, N=yplr;
Ni=o, 2Ty =2 (s — 1), aTy=y({—3), 4Ty—=p>— x> — y2.

Le cas symétrique (X'=o, Y'=x, Z' =0) s’obtient comme il a été
indiqué au n° 65. .

68. CaslIIl. — X'=13, Y =Z'=o. Cette fois m=1;

X—_—§(lz_z2), Y=Z=L=N=o, M:§(;—l)=(:+2l).

A partir de u,, ¢,, le calcul ne peut éme explicité que dans le cas 5 du
cercle. 11 est au surplus trés compllque ‘On cbtient pour u, un poly-
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nome du quatriéme degré, pair en x et en y; pour ¢, le produit de zy
par une fonction linéaire de x>+ y*; w, est nul; mais, w, est un
polynome du cinquiéme degré, a coefficients compliqués.

Il me parait inutile de reproduire ces résultats et je donne
seulement la déformation de la fibre neutre. On trouve

—p—r— — —_pg Itk ik
e=p=r=o, EAg=M+ AM, ) AM=— A= TE)

AM s 2
Le rapport —- est de I'ordre de G ;)P(z —

est pelit vis-a-vis de /, sauf au voisinage de la base libre.

o I1 est trés petit, si p

69. CasIV. — X'=Y'=0,Z'=2.0n a
X=Y=Z=L=N=—o, M=B(zs—1).

Les calculs sont faciles et donnent

e=p=o, M=EBg, EIrzk[ﬂBHgdxdy—D,];
A

k 3 2
u:Tq(xz__yz), v =kqzy, w:rH+%(H2_%ZZ_).

70. CasV. — X'—=Y'—o,Z'—3.Ona
X=Y=L=M=N=.0, Z:%(lz—zz).

On a d’abord, par les formules (123), (124), (125) et (128),

; I
Pi— qi=—0 pouri:—o, 1, 2; 50:__.2_E, & =o0;

Up— vy=—0; uy—=— keyz, vi—=—key; We=—ro=—o.
Puis, par (132) et (122),

wy=keo (2 + y2), ry=o.
Puis, '
Ti=Ti=o;

2ESE:=SI’—k(A+B), 2EA.P3=k(B1+D1)7 2EBq;='—k(A1+ Ci).
Puis, par (131),

P,=Qy=¢,—us=v,—o.
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Puis, par (122),

P:;:Q;:O, k;AA(P:’:_[Iszo, %—%—0

dz ~— dy ;
d’oti (n° 32),
32EK @y= k*[(2*+ y2)?— 4K].

Le calcul explicite de ¢, peut étre fait dans le cas du cercle et

conduit a
2

8EK us=Kz(2*+ y'— p?) — kltz, Ny= (z*+3y*— p?),

T 8K (1+ k)
vs et N, par symétrie;
o _ kRazy .z k
Ti—Tg_O, Tz_m, N3_§+m(p2_2x‘2_2}12).
71. Roramion avrovr bE Oz. — On a, dans ce cas, X'= fz,
Y'=fy, Z'=o.

En combinant le cas I avec le cas symétrique, on obtient

ESe =— fk(A + B), 2EAp =— fk(B,+ D,), 2EBg = fk (A1 + C,),

r=—{w=—"no.

On voit, en particulier, que la fibre neutre reste rectiligne lorsque la
section droite admet deux axes de symétrie rectangulaires. Dans les
autres cas, elle peut étre déformée. Mais, il n’y a jamais de torsion.

Dans le cas du cercle, on a

e B 3—5k
U R (2k —1)(2*+ y?) + 0 eyl

8K N, = f[(1+ 2K) (p— 2*) — (1 24) ],
v et N, par symétrie;
Ti=T,=o0, 4LKT;=(2k—1)fzy, LK Ny= fk(p*— 22— 2y?).

Ces derniéres formules sont faciles a4 vérifier directement en
coordonnées polaires (cf. Lecorwu, Cours de Mécanique, t. I1, p. 377).
On voit que les conditions limites concernant les bases exigeraient
que la force appliquée en M, par unité de surface, ait pour

valeur 4—1?(92— 20M?). Ce serait une traction au centre et une
pression pour la circonférence. Pour un fil long, on peut appliquer le
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principe de I’équivalence; mais on ne saurait I’admettre pour le
probléme de la meule (¢f. Lecornu, loc. cit.).

72. Rotation AuTOUR D'UN AXE RENCONTRANT O3. — Nous pouvons
supposer que I’axe de rolation passe par le centre de la base B,. En
nous bornant au cas du fi/ rond, nous pouvons aussi prendre cet axe
dans le plan 30x. Appelons 6 Il'angle qu’il fait avec Oz. En
appliquant les formules (153), on voit qu'on a affaire 4 une combi-
naison du cas I, du cas symétrique et des cas III, IV, V. En utilisant
les résultats précédents, la déformation de la fibre neutre est donnée
par les formules suivantes :

2Ee = f[({2— 5?) sin%0 — kp? cos?0], p=r=o, EAg =M + AM.

Dans la derniére formule, M désigne le moment fléchissant calculé a
la maniére habituelle; il a pour expression

(:-—l)(z+2l)+_1_].

M=/fA sinze(l——-:)[ 35 2

Quant au terme correctif AM, il a pour expression

_ . 7+ 12k+ 4K
AM =fAz sm26————6(1+ %)

Son rapport au terme principal est trés petit quand le fil est trés
mince et qu’on n’est pas au voisinage de la base libre.

73. La torsapE. — Nous appelons ainsi un fi/ engendré par un
mouvement hélicoidal de (A) autour de Oz. On a donc p=g=o,
r=const.

Négligeons les forces de volume et les forces latérales et placons-nous,
pour simplifier ’écriture, dans le cas du n° 27.

Il n’y arien de changé dans la premiére approximation. Pour la
deuxiéme approximation, on a toujours les formules (85) et les deux
premiéres formules (87). Mais, il faut reprendre le calcul de w,, au
moyen des équations (82). :

Comme précédemment, remplacons s par 3 et remarquons

dz AJ 13 d ! n 1
que 5~ =0; d’ou résulte d—i" =o.D’autre part, Z, = Z, = o. Déslors,
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les équations (82) nous donnent
(154) 0y =— (1+2k)re,H
La formule (60) donne ensuite
(155) N=plri+ pre[1+ 2J(1+ £)].

La torsion dépend donc non seulement du couple de torsion, mais encore
de la traction longitudinale ().
On a ensuite, en se reportant aux formules (56),

. OH OH
en posant, pour simplifier ’écriture,
(157) J=ro— (14 2k)re, J'=ry+re.

74. Passons & la troisiéme approximation. On trouve d’abord, par
les formules (35), (36), (53),

(158) Seg=—rjJ;
. JH ,
(159) EAp’I:.-zprJ(3+zk)‘/].wywdzd_y—i—Erj(zB,—D,)
A
oy . k !
+%(Di-—33,)+ B (B,+Dy)
et une formule analogue pour ¢/.

Puss,
Wy = %3 [(2+/c)a:1qz0 -—-lcrp’o] - %— (z—l-k) +quo]
z

—ch—q“- + rp\ (k+ 2)J

sy

L

2 Y .
+a—92—}i[lcﬁl‘ﬁ +rq’o(k+2)] +

dz
+ (1 + k) (H“fipo d90)+ H, k%q—"—rp.,(3+2lc)J

‘dg

— H, kdp° +rqo(3+2k)]

() Par exemple, si l'on tire simplement sur le fil, c’est-a-dire si N=o et
Z >0, on voit que ry<<o; la torsion r est diminuée; le fil se détord, confor-
mément a ce que suggére I'expérience vulgaire.
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et
(160) Ir,= %’—:‘-’ (1+k)<C.+ﬂ‘6H,.dwdy>_l.-( A,+ﬂ6H;dxdy>
“ L A A

+%’_3 (1+/c)(B,—[/‘6H| dxd7)+/f(—D1+ﬂ6Hedxdy>]
~ L \ “wA A

~+ rp, LD.—-z(l-i—k)B,— (3 +2k)ﬂ6Hg dxdy]
A -

+rgl Lﬁ(l-i-k)Ci——A,— (3 +2k)ﬂ6H:,dxd)/J.

On a ensuite

. d(yH . d(«H
i Py=—2pyr (gy >, Qo=—2pjr <jx );
d’ou (n° 34) -
9= s[—JK + (j—JHK.
Puis,

024'2 . 024,2 . _ — ,L‘ . U] 7
o __._W_Jr(zk I)H+k4L]AK+(.I J)AK']
— k(e +py — g4 x).

On peut achever le calcul dans le cas du cercle; mais, ce cas est sans
intérét, car la torsade est alors un cylindre et 'on peut supposer r=o.
Dans le cas particulier ou ’on exerce seulement une traction longitu-

dinale et un couple de torsion sur la base (B), on a

Po=(go—=ws=r =w,=o.

D’aprés les formules (159), p) et ¢, sont des constantes. Il en est de
méme de 7,; donc aussi de p’, ¢’, . On en conclut que la fibre neutre
se déforme suivant une hélice, si toutefois la section droite n’admet pas
deux axes de symétrie, auquel cas elle reste rectiligne.

CHAPITRE VII.
Calcul de la déformation de la fibre neutre.

. 75. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA DEFORMATION. — Négligeons les
forces Fy et Fp et appelons X, Y, ..., N les coordonnées-du systéme
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des F, par rapport & des axes quelconques Oxys. Soit z, v, 3 les

coordonnées du point P de la fibre neutre qui a pour abscisse curvi-

ligne s. Appelons P2, Py’, Pz’ les axes que nous appelions Oz, Oy,

O3 dans les chapitres précédents. Soit (ay, b,,¢,), (as, b,,¢,), (as, b,, ;)

leurs cosinus directeurs respectifs. Les moments résultants des Fy par,
rapport a P2’, Py’, Pz’ sont

L'=a(L+2Y—yZ)+ bM<+ 2Z—3X)+ ,(N+ yX —zY),
(161) M=ay(L+2Y—yZ)+ b(M+2Z—2X)+ c,(N+yX — zY),
N =a;(L+3Y —yZ)+ b;(M+2Z—3X) +cs(N+yX —2Y).

Pour simplifier I'écrilure, posons

1 1 1
ﬁ—)"’ E"ﬁ'—)'”’ ;—I_L,_.
Nous avons
(162) pP=po+ ML/, g =qo+ 2. M, r=ro+ 25N
[ ]
D’autre part, on a
(163) %’- + qas— ra,= o,

et les huit équations analogues, pbtenues en permutant circulairement
les indices et p, ¢, r, puis remplagant les a; par les b; el les ¢;. On a
enfin

d. . d dz
(164) %:l{;, d_‘:‘=b:h d_s =C;.

En portant (161) dans (162), puis le résultat obtenu dans (163),
on aboutit finalement & un systéme de douze équations différentielles
du premier viflre & douze incommues ('), qui sont toutes résolues
par rapport aux dérivées premiéres.

St le fil est encastré au point s= o0, on connait les valeurs initiales
des douze inconnues. On peut donc calculer, en principe, les a;, b;, ¢;,
@, y, 5 en fonction de 5, X, Y, ..., N. Les fonctions ainsi obtenues
sont holomorphes par rapport 4 ces sept variables au voisinage de la

[ A e H ) . . -g ., 4
(*) On pourrait réduire.a six le nombre des inconnues et des équations, en
exprimant les neuf cosinus au moyen desanagles d’Euler.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. I
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valeur zéro. En remplagant s par s, (longueur du fil), on a les coor-
données de I'extrémité libre du fil et les cosinus directeurs du triédre
correspondant. Ces coordonnées sont des fonctions déterminées de X,
Y, ...,N. S1 X,Y, ..., N, s5, sont assez petits, elles sont holo-
,morphes et permettent de calculer inversement X, Y,Z,L, M, Nen
fonction de la position de l'exirémité du fil.

Telle est la solution théorique. Pratiquement, le probléme est fort
compliqué (*).

76.. CAS OU LA DEFORMATION EST PETITE. — Supposons la déformation
trés petite, de telle sorte que les accroissements a;, Bi, i, des a;, by, c;
et Az, Ay, As de z, ¥, 5, a partir de P’état naturel (*) puissent étre
considérés comme des infiniment pelits du premier ordre. L’équa-
tion (163) s’écrit, en négligeant le second ordre,

(165) % + Gotzs— roas=r'a.— q'a,

.
ot les a; ont leurs valeurs naturelles. En permutant les indices, on
obtient un systéme linéaire, que ’on peut intégrer par la méthode de
la variation des constantes, puisqu’on connait les trois solutions fon-
damentales (ay, a,, a,), (b4, b, b5), (¢1,7¢,, ¢;) du systéme sans seconds
membres. Un calcul élémentaire donne

(166) a; = bci—- Cb,', Bl———‘ ca;— acy, Yi= ab,—— bai,
avec (*)
(167) a=f (p'as+ q'as+r'ay) ds

0

et les formules analogues en 4 et c.
On a ensuite

P
Am:f bdz —cdy,
o

< (1) Fen ai donné une solution approchée et pratiquement suffisante dans le

cas particulier du spiral (Bull. Soc. Math., t. LVIII, 1930). '
(2) Ou d'un état déja déformé, si I'on se propose de calculer la déformation

sapplémentaire due 3 I'introduction de forces mouvelles trés petites, .
(®) Nous supposons toujours le fil encastré au point s —:0. e
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ou, en intégrant par parties,
(168) Az —=bz—rcy +f ly(p'es+q'ca+r'c;) —z(p'bi+ q' b+ r'bs)] ds,
L)

et les deux formules analogues.

Si le fil n’est pas trés long, les intégrales (167) et (168) sont trés
petites. Mais, ‘si le fil est trés long, les intégrales a, b, ¢ peuvent
devenir grandes, malgré la petitesse de p’,'q’, . Dans ce cas, la
présente méthode de calcul ne vaut plus rien.

Remarque. — Dans le cas qui vient d’étre considére, il n’est pas
nécessaire de négliger les Fy et Fx. Les formules ci-dessus sont valables
quelles que soient les forces ewtérieures, pourvu que la déformation
globale soit trés petite.

77. Supposons que le triédre Ozys soit solidaire du triédre
Px'y's'. Son déplacement pendant la déformation peut étre consi-
déré comme résultant des translations £, v, { suivant les axes Oz,
Oy, Oz et des rotations A, &, v autour de ces mémes axes. Le travail
virtuel du systéme (S,) a pour expression

0B =X & + Y dn+Z3 + Lo\ + M3p+ Nov.

‘On en conclut que I’on doit avoir (*)

. .oV ,__ 0V
(169) C= X 7!—'0—1‘3

et les formules analogues, en désignant par V Pénergie de déforma-
tion (?) de la portion de fii antérieure & {A ). C'est ce qu'il est aisé de
vérifier A partir desformules précédentes. On a a;= pc;— v0; ¢i les

(1) Cf. Bull. Soc. Muth., t. LVI, p. 249.

"(2) Sila déformation infiniment petite considérée se produit & paretir de Téat
naturel, il s’agit de I'émergie de déformation véritable. Si I'on part d’un état déja
déformé, V représente, ‘au signe prés, 18 travail des nouvelles forces intérieures

& résultant de la nouvelle déformation et e do pas étre confondu avec I'accrois-

§ ,vmm’t'su&n par la véﬁmfﬂae en'erg‘i% @& tormation. (Ct. loc. cit.; Note 'de ha
i w‘m[,,) . . - §‘!4 21: 2 Y N

. II.
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formules analogues. En comparant avec (166), on en conclut que
a=2»\, b=, c="y. D’autre part (n° 41),

s
V= if (M L7 4 A M2 4 A, N"2) ds.
L]

N Lt 1aMas+ 2N ay) ds =1
E:f ()\IL a,—!—l.gM (te =+ Ay ag) S = A,
o
d’aprés (156). On a ensuite

3_1_ :f [ML(ey — by3) + 2. M/ (c2y — b23) + M N'(c3y — b13)] ds
0
=Ax +cy— b5,

d’aprés-(157). Or, Az = £+ bs —cy. Donc, g =,

Connaissant &, v, {, %, p, v, le déplacement de P a pour compo-
santes £ 4+ w3 —vy, n+va — Az, {+ Ay — px. Les rotations du
triedre P2’'y's’ sont A, p, v autour de Pz, Py’, Ps'. Pour s=s,, on
a le déplacement de I'extrémité du fil.

78. LE RESSORT CYLINDRIQCE oU coniQue. — Nous allons calculer
approximativement sa déformation infiniment petite, en supposant les
spires trés aplaties, sensiblement circulaires et nombreuses.

Prenons pour axe des z I’axe du ressort et un axe Ox passant par
le point d’encasttement. Appelons r, 9, z les coordonnées semi-
polaires du point courant P. On a

as=—strg;  b;=cosg, cy=—o.

Supposons maintenant que les axes principaux d’inertie de la sestion
droite du fil sotent dirigés suivant le rayon de la spire et la perpendicu-
laire é son plan. On a

a,=—cosQ, by—=—sing, c;=o0; - as—=by—o, c,=I.

La méthode de calcul la plus simple consiste 4 utiliser les for-
.mules (169). Calculons d’abord la partie principale de V. On a,
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d’aprés (161),"
L'=—Lcosg — Msing + 5(Xsing — Ycos¢),
M= N+yX—zY,
N'=—Lsing + Mcoso — 5(X cos¢ + Ysino) + Zr.

L*+ M*

+ %(X1+Y=)+:(LY-—MX)+...,

M:= N~ +%(X2+Y2)+...,
Ne:= L2 4 prizgi4...

Dans ces formules, les termes non écrits donneraient, par intégration,
des termes infiniment petits par rapport a ce que donnent les termes
conservés, si I'on considére $ comme un infiniment grand. La partie
principale de V est donc

Ly M2 . . ) CER I .
V=s + (M 43) + —: [(24+ hs) o0 + A los]

4+ (LY — MX) (M + Ay)s3¢ + Z22; 1o, + N2sh,,

ou I, et I, désignent les moments d’inertie de I'arc s par rapport &
z0y et Oz et 3¢ la cote de son centre de gravité (la densité linéaire
étant supposée égale a un’).
Les formules (169 ) nous donnent maintenant
E=X[(M+ A3)Lzoy+ Aoz ] — M (74 + 43)$56,
n=Y[(A+ %) Lzoy+ Aelos] + L (M + 45)s36,
{=2Z Aslos,
A=s(M+ k) (L + Yszg), p=s(k+4) (M — Xzg), v=2Nsl,.

Dans le cas du ressort cylindrique, on a ('), en appelant R son
rayon, :

z ~2
S:RCP, Be—= 5’ I,o_.,.:s%, Io;:SRg.

Dans le cas du ressort conique (*), on a, en appelant R le rayon

(*) Nous supposons que le ressort a la forme d'une hélice circulaire.
(%) Nous supposons que le ressort a la forme d’une hélice conique, c’est-a-dire
que z et r sont fonctions linéaires de ¢. ’
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a I'encastrement,

o _ _s(R42r)
S=(R+I‘);o = 3R
R2 2
I,oy_z’(R+3r)—~a lo-=s '9”

Des formules ci-dessus, on déduit le déplacement du triédre Px'y’'s’,
comme il a été expliqué au n° 77. Mais, bien entendu, les formules ne
sont approximativement exactes que si le nombre de spires séparant P
de Uencastrement est assez grand. Pour obtenir la déformation du

ressort prés de l'encastrement, il faudrait faire rigoureusement le
caleul de V.

CHAPITRE VIII.

Le principe d’équivalence.

79. Enonct pu principe. — Supposons notre fil soumis a des forces
extérieures quelconques. Nous savons trouver une solution particu-
liére satisfaisant aux équations indéfinies et aux conditions aux limites,
sauf celles qui concernent les bases, qui ne sont vérifiées que moyen-
nant une répartition convenable des forces. Retranchons cette solution
particuliére de la solution générale. Nous sommes ramenés au pro-
bléme suivant : Trouver la déformation correspondant & des forces de
volume et a des forces latérales identiquement nulles, les forces appliquées
sur chaque base formant un systéme donné équivalent a zéro.

Si le principe de 'équivalence est exact, cette déformation doit
devenir rapidement trés petite dés qu’on s’éloigne des bases.

La démonstration de cette propriété parait extrémement difficile.
Nous allons seulement essayer de I’aborder dans le cas du cylindre.

80. Cas nu cyunbre. — Revenons aux équations du n° 52, en y
annulant X', Y', Z, X", Y", 2", ¢, p, q, r et faisant t=1. Les for-'
mules (117) peuvent s’écrire

d

2
i mree ) (e 2)
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Portant dans-(109) et intégrant, il vient
9 0 R Y
(a7) P=—p (w+ % ao) Q=—pg(w+5E—52)
Portant dans (42), on obtient par addition et soustraction et en
2
désignant par A’=A + 5= le laplacien dans I’espace,

(172) Alql—0s
(173) zk’A’cp——‘;—?-i-d + DY =o.

Enfin, I'équation (114) s’écrit
dA'y
(174) Aw= ——=-
Les équations (152), (173 )et (174) constifuent les équations indéfinies

d équilibre.
En éliminant w entre (153) et (174), on obtient, en tenant compte

de (172),
(175) . AANo=0o
Les fonctions ¢ et o sont respectivement harmonique et biharmonique

dans P'espace.
Les formules (171) peuvent maintenant s’écrire :

o o ro o
—w(“q» /r,,? 0:,,(‘:)’ Q=w(1f’A<9—k7§—3;q-:)-

Les conditions aux limites (111) el (115) deviennent

.d-(ﬂ):( 'Ap — ‘%’-M)

(176) o 3{#

( ) (/c'Acp—kd‘f dx!)dy, | »
(177) ;,% (“’ + dq,) 0z (5 .- Zi
Oﬂ a enfin, d’aprés (116), .

(rg8). Ns—-—-2p[(k’+1)4;p+l;’32+[)¢],
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81. RECHERCHE D'UNE SOLUTION PARTICULIERE. — Suivant une méthode
souvent employée, cherchons une solution telle que @, ¥ et w soient
de la forme

(179) 9 =171®, =171V, w=17Z, W,
Z, Z, désignant des fonctions de s et @, W', W des fonctions de z, y.
L’équation (172) devient
ZAY +Z7'W =
Dés lors, s: W' n'est pas nul, on doit avoir Z = ¢ et
(180) AY + m2W¥ —o,

m désignant une constante réelle ou imaginaire. L’équation (175)
devient alors

(181) AAD + 2m*A® + m* P —o.
On a ensuite, par (173),

(182) w:il[zk'Ad>+(2k'-—;)md>+Dllf]

moyennant quoi I’équation (174 ) se raméne a (181).
Les conditions (176) et (177) s’écrivent enfin :

d("_"’) = (k’ AD — km2® — "gqf) dz,
ox

dy?
s a(2® (k’A(I)—km°<I>+dqw)d
(% 2 %) ars
o \
(184) —(2k’A(I)—2lcm2(I)+D‘I")+m (B 9y a—d;)_o.

Il faudrait trouver deux fonctions ®@ et W vérifiant les équations (180),
(181) et les conditions aux limites (183), (184). Si cela était possible
pour une infinité de valeurs de m, on pourrait espérer trouver des
développements de Fourier permettant de réaliser sur chaque base
une distribution‘de forces arbitrairement choisie.

- 82. Examinons maintenant le cas W = o. L’équation (195) s’écrit

(185) ZAA® + 2Z"A® + 1" ® = o.

En donnant 4 z et y des valeurs numériques, on voit que la fonction Z
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doit vérifier une ou deux équations linéaires a coefficients constants.
Cela nous conduit a distinguer deux cas.

Cas I. — 7 vérifie deux équations. On en conclut que Z =e™"%;
moyennant quoi (185) se réduit a (181). On retombe sur la solution
envisagée au n° 81, mais avec la condition supplémentaire ¥' = o.

Dans le but de reconnaitre si une telle solution peut exister,
placons-nous dans le cas particulier du cylindre de révolution, en sup-
posant de plus que la distribution des forces sur chaque base est éga-
lement de révolution autour de Oz (*). La fonction ® est alors une
simple fonction de r=yz*+y*. L'équation (181) s’intégre facile-
ment (?) par les fonctions de Bessel : son intégrale est, avec les
notations habituelles (*),

® = AmrJ,(mr)+ Bly(mr)+ CmrN,(mr) 4 DN, (mr).

Mais, il faut que la déformation et les efforts restent finis pour r = o.
On constate facilement que ceci n’est possible que si C=D =o. En
écrivant les conditions (183) et (184), on obtient deux équations
linéaires et homogénes en A et B, dont la compatibilité exige

I5( m")]'

Ji(mr)

2k = m?r? [1+

Cette derniére équation devrait étre vérifiée par le rayon a du
cylindre. Mais, du fait que 2#' < 2, cette équation n’a aucune racine
réelle (*). Donc, la solution cherchée n’existe pas. —

83. On peut cependant trouver une solution approchée. Pre-
nons A = o. Des formules (170) et (198), on déduit ’effort radial T et

(*) Cette derniére condition entraine nécessairement ¥ = o; de sorte que le
calcul qui va suivre peut étre considéré comme s’appliquant tout aussi bien au
cas du numéro 81.

(%) On intégre successivement les deux équations

AG + m>G =o, A® + m2® —o.

(*) Cf. Georees Gouber, Les fonctions de Bessel et leurs applications en
Physique.
(*) Elle n’en a d’ailleurs qu’un nombre fini pour toute valeur positive de /.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 12
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Ueffort normal N
T =apm?*BemJ,(mr), N=apmBe-"J,(mr).

En faisant = = o, on a les efforts sur la base.

Supposons que le nombre m soit choisi de telle maniére que ma soit
une des racines, en nombre infini, de la fonction J,. On peut alors se
donner arbitrairement soit la _fonction T, soit la fonction N et calculer
les coefficients B de maniére 4 obtenir le développement de ladite
fonction en série de fonctions J, ou de fonctions J,. Bien entendu, les
forces latérales ne sont pas identiquement nulles. Mais, la présence
du facteur e dans chaque terme des séries représentant leurs
cemposantes montre que ces forces tendent rapidement vers zéro dés
qu'on s'éloigne de la base. Il en est de méme de la déformation et de
tous les efforts élastiques.

On peut répéter ceci pour I'autre base. Cela change infiniment peu
la distribution des forces appliquées a la premiére, si la hauteur du
cylindre est grande vis-a-vis de son rayon.

84. CasIl. — Ona, dans ce cas,

(186) AD + m*®—=o
et
(187) 2" —am*l"+ m*l =o.

L'équation (173) donne ensuite
eq 7

(188) sv:[(l+2k’)Z' 2k

— 7 ’](I)
On constate facilement que les trois conditions aux limites ne peuvent
pas &re vérifiées simultanément. On peut toutefois satisfaire & la troi-
siéme, en imposant 4 @ la condition de vérifier, sur (T"), 'équation

de _

dn

qui est compatible (*) avec (186) pour wne infinité de valeurs réelles

M) Vozr, par exemple, W. StekLorr, Théorie generale des fonctlmgﬁondb—
mentales { Arn, Fac. Sc., Toulouse, 1984). - R R T
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de'm. D’autre part, les formules (170) et (178) deviennent

T,:zp[(l+/{’)Z' Z”’] dd’

(189) ; d;
Tzzzp[(l—-l-/r’)Z’ z]
(190) Ny=e2p[(1+ K)m*Z — K'1"|®.

Imposons-nous par exemple la condition que le crochet des
formules (189) s’annule pour z=0.On a

N\

1— 2k
L=A,e " <Z -+ m ) ’

2 dq)m —ms dd’”‘.
Ti=—2pmApz e—"'~7y—, To,=—o2pmA,se ~—d?,

Ny=apmAnp(mz+1)e"®,;

en désignant par A,, une constante arbitraire et par @, la fonction
fondamentale correspondant au nombre m.
Sur la base 3—=o0, on a
T,=T,=o, N:=2pmA,®,.

On peut calculer les coefficients A,, par les formules de Fourier, de
maniére a réaliser sur cette base des forces normales ayant une distri-

" bution arbitrairement choisie, ce qui constitue une solution approchée et
partielle, du probléeme de I’équivalence.

"85, APPLICATION AU CYLINDRE DE RévoLution. — Faisons les mémes
hypothéses qu'au n° 83. La fonction fondamentale est J,(mr), le
nombre m étant tel que ma =1, soit une des racines, en nombre infini,
de la fonction J,(¢). On peut alors écrire

(191) : 9= ¢ "% (Anz +By)Jo <t,,(—:)-

n=1
Les formules (189) et (19o) nous donnent ensuite ’effort radial T
et l’effort normal N sur la section droite de cote z

(192) T= Z*;Ze_t";[t,.(Anz + By) + Apa(1 — 2k)]tads <tn£)’

n=1

(193) N= ”2 tn(Az+B)+2k’A a]t,,Jo< ;)
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En faisant s=o0, on a les efforts sur la base. Si on se les donne
a priort en fonction de r, on a (')

ptu[ta B+ (1— 2k)a Ay ]33 (8) = f J, (t,, %)T(r)rdr,
0

ptn|taBa+ 24 aA,,]J,,(t,.):——f Jo(t,,-:—;>N(r)rdr.
0

d’ou 'on déduit les constantes A, et B,.

On peut donc réaliser une distribution arbitraire des forces appliquées
sur la base, pourvu qu’elle soit de révolution autour de Oz. La
présente solution est donc plus compléte que celle donnée au n° 83,
qui permettait seulement de choisir soit T, soit N.

Sur la face latérale, on a l'effort normal (*)

2?52 tn e—["i[zkaA,,—— th(Anz + Bn)]Jo(2n).
n—=1

Comme au n° 83, il tend rapidement vers zéro quand on s’éloigne de
la base.

Bien entendu, ceci peut étre répété sur I'autre base, comme on I'a
expliqué au n° 83.

86. Ces tentatives de justification du principe d’équivalence sont
évidemment trés imparfailes, et il serait intéressant de trouver une
solution, autre que celles de Saint-Venant, pour laquelle les forces
latérales seraient identiquement nulles.

(*) Cf. Gouner, loc. cit., p. 42.

(*) Calculer N, et Ty par les formules (3g), en utilisant la valeur de P trouvée
au n° 80. Le calcul est trés simple, en se placant sur I'axe Oz.



