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La réalisation des connexions ponctuelles affines
et la géométrie des groupes de Lie;

Par Ocrave GALVANI.

Introduction.

- Jai indiqué dans ma Thése [13] (') comment on peut, en géométrie
euclidienne, réaliser les espaces ponctuels a torsion au moyen de
variétés plongées dans un espace euclidien 4 nombre suffisant de
dimensions, I’élément générateur de ces variétés réalisantes étant non
plus un point, mais un élément-plan, c’est-a-dire ’ensemble d’un point
et d’'un multiplan passant par ce point. De telles considérations, déve-
loppées dans le cadre de la théorie des espaces non holonomes de
M. Elie Cartan, sont susceptibles de s’appliquer a d’autres géométries
que la geometrle euclidienne, par exemple, et c’est I’objet du présent
Mémoire, a la géométrie affine.

L’examen du cas général (§§ I et IT) nous montrera qu’on peut
_réaliser localement toute connexion ponctuelle affine & » dimensions
par une variété d’éléments bi-plans (*) plongée dans I'espace affine a
n? dimensions. Les cas particuliers d’une courbure ou d’une torsion
nulle donnent lieu a des simplifications (§ III).

Le dernier paragraphe est consacré aux connexions affines i paral-

lélisme absolu attachées auz groupes de Lie[4], et montre la possibilité

' _(15 Les; crochets renvoient a I'index bibliographique.
* (*) Un élément bi-plan est I’ensemble d’un point M et de deuz multiplans
< d’iptgrsection M. :
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de les réaliser, dans un espace affine & nombre suffisant N de dimen-
sions au moyen d'une variété d’éléments bi-plans invariante par un
groupe linéaire a N variables. L'existence de telles réalisations est lice .
au probléme de la représentation linéaire des groupes de Lie, et sera
établie comme conséquence du théoréme d’Ado (*); mais une étude
directe conduirait & un systéme algébrique, dont la compatibilité
entraine & la fois la réciproque du troisiéme théoréme fondamental de
Lie et le théoréme d’Ado. La démonstration directe de cette compali-
bilité fournirait une nouvelle démonstration de ces deux importants
théorémes.
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I. — Les variétés 4 n dimensions d’éléments bi-plans 8, -
de l'espace affine E,.,.

A. M. Elie Cartan a défini la connexion intrinséque d’une hyper-
surface plongée dans ’espace affine 4 » dimensions, par projection
paralléle & la normale affine [2 4]. Unetelle connexion est toujours
sans torsion.-

On serait de méme amené a attacher une connexion sans torsion a
toute variété ponctuelle, ou méme, conirairement a ce qui se passait
en géométrie euclidienne, & toute variélé engendrée par un élément-
plan, ainsi que nous le verrons au n° 8.
~ Nous montrerons par la suite qu'on peut réaliser toutes les
" connexions ponctuelles affines & n dimensions, en prenant pour
- élément générateur la figure formée par un point M, un r-plan P et

un g-plan Q d’intersection M. L’é¢lément (M, P, Q) sera appelé
 ¢lément bi-plan. Nous le représenterons par S, ou S. L’hyperplan P,
ou P(%) sera appelé sa base; Q, ou Q(S), son support. Nous réser-
verons le nom de direction’ de Télément 3 la direction du support, et
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. ’ ) 27

/
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quand il s’agira de celle de P, nous parlerons de la direction de base
de S.

Nous allons définir la conrerion poncmelle d’une variété V, a
n dimensions d’éléments bi-plans plongée dans E,.,, la base ayant
n dimensions et le support q. Nous montrerons ensuite (§ {I) que
toutes les connexions affines E, sont susceptibles d’étre ainsi loca-
lement réalisées.

2. Reekres arrines. — Rappelons que, dans I'espace affine Ey a
N dimensions, on peut prendre pour repére, et nous le ferons toujours

. R >
par la suite, la figure formée par un point M et N vecteurs e,(s < N)

. . ) . . >
issus de ce point : on l'appellera repére affine, soit R =Me,. Les
composantes relatives w,, w, d’un tel repéere R verlﬁent les rela-
tions (')

>
(1) aM = w.e,,
> > )
(2) de.=wge, (s, L<LN).

Ce sont les mémes relations qu’en géométrie euclldlenne, mais on
n’a plus ici des w,, antisymétriques.

Les repéres R dépendent des N(N +-1) parametres de affinité

qui améne en R un repére de base R,= M°e, arbitrairement choisi.
On définira ces paramétres par

(3) { i : M—=M+ :;,e_“,’),
) > ->
(4) : es— z,,e,"

'Les  sont des formes bien determmées [9] des 3, dz, et sont analy-
tiques par rapport aux 3.

Rappelons enfin les équations de structure de E,
[@] @ =w, —[w ws]=0

(@] Qa=w;— [wawu] =0 (5% hé‘N).

" (*) Nous adop&ons dans ce travail la convenuon, mamlenant usuelle, qux
consiste a supprimer le signe 2 de sommation devant wns expre‘sswn qui
- contient deux feis I'indite-par rapport aaquel se fait la sommﬂtmn ’ )
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3. Les éléments S de E,,, dépendent de

\ v}, =2ng + n + ¢ paramétres (soient y',, ..., »*).

On peut atlacher a tout élément S’ de E,., des repéres affines R(S)
ayant pour origine le centre M (S) de I’élément, et dont les n premiers

—+ . '* -l
-vecleurs e;(t <~ n)sonl dans P(S), les gderniers (ea, a> n) dans Q(S).
Les R(S) ainsi définis se déduisent les uns des autres (pour un élé-
ment S donné) par les affinités O qui conservent I’élément, c’est-a dire

par les « rotalions affines autour de M » (affinités conservant M)
définies par les équations

]
> > > >

e; = ayje;, €a= asBes.
Les rotations @; pour lesquelles les a,3 sont tous nuls, sauf a,,=1,
" conservent point par point le support Q : ce sont les « rotations
affines autour de Q ». De méme les O, pour lesquelles «;;=1, a,;=0
si j £ 1, sonl les rotations affines autour de P.
Les © dépendent de n?+ ¢* paramétres A. La famille des R(S)
attachés a un élément fixe a pour composantes relatives

W= Wy== Wiy == Wy;=0; wyj, WyB arbitraires.

4. Si les y sont des fonctions de n variables uy, u,, ..., u,, les él¢-
ments S de parametres y forment une variété V., ou V, a n dimen-
sions. Nous nous bornerons a étudier des variétés V analytiques,
c’est-a-dire telles qu'on puisse attacher a tout élément S de V un
repére R°(S) dont les paramétres s soient fonctions analytiques des «
(¢/.[13], 1 80).

“La variété V sera dite ordinaire si M(S) décrit une variété S
(ponctuelle), & n dimensions, 4 laquelle aucune droite de Q n’est
tangente. Nous ne_considérerons que des variétés analytiques
ordinaires.

" Les repéres R(S) sont les repéres d’ordre zéro de V. Les compo-
santes w;, Wy, W, 0,; sont les composantes principales d’ordre zéro.
Elles sont nulles quand S est fixe, et ne dépendent pas des d\.
La ‘variété étant a.n dimensions, n d’entre elles sont indépendantes.

- ‘Les R°(S) constituent une familte analytique d’ordre zéro : ses
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composantes relatives sont des formes en u, du, analytiques par
rapport aux u.

La condition nécessaire et suffisante pour que V soit ort){nalre, est
que 'on ait sur V (¢f. [13], n° 80)

(1) |@y,. .. w,] Z 0.

5. L'effet des rotations affines ©; ou @, sur les composantes relatives
donne lieu aux mémes remarques qu’en géométrie euclidienne ([ 13],
n° 81). C'oit une famille analytique & d’ordre zéro, de composantes ®,
et soit & la famille qur s’en déduit par une rotation 0;(u) donnee, de
coefficients a;; (n° 3), © ses composantes relauves

1° On a
Wy = Wy, DB == WaB.

2° Les o, et aT,, s’expriment linéairement en fonction de w;, w;;, da;;.-
Ces expressions sont les mémes que dans une rotation ; de mémes
coefficients effectuée dans l'espace affine & n dimensions sur une
famille de repéres de cet espace ayant pour composantes relatives
W, W;. )
De méme avec 0.. On a alors

W; = W;, ®W;j == ;.

. CONNEXION PONCTUELLE INDUITE SUR V. — Sa définition est analogue
a celle qu’on a donnée en geometme euclidienne [13] La carte intrin-
séque de V se définira de la maniére sulvante -

1° La carte infinitésimale y(S) représentera tout élément S’ voisin
de S par la projection m' de son centre M(S'), parallélement au
support Q(S) de S, sur la base P de I'élément S. Cette correspon-
dance est biunivoque si la variété est ordinaire.
2° Le raccordement se fera en amenant tout point de P(S') en sa
projection sur P(S) [parallélement & Q(S)], opération qui est bien
une transformation affine. Il n’y a évidemment ici aucune condition
métrique a vérifier comme dans le cas euclidien. '
On prendra dans toute base P(S) un repére affine 4 n dimensions
p(S). La projection de p(S) sur P(S) parallélement & Q(S) donne le
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repére ps(S’). Le raccordement consiste & amener 3(S') en gq4(S').
Toutes ces opérations sont intrinséques.

En assimilant tout élément S' voisin de S & la projection de son
centre dans P(S), et en définissant par la loi précédente le raccor-
dement des voisinages de S’ et de S, on fait de V un espace ponctuel a
connexion affine 4 n dimensions. Cet espace admet pour carte la carte
intrinséque de V.

7. CoMPOSANTES DE LA CONNEXION PONCTUELLE DF. V. — Reprenons la

famille & de repéres d’ordre zéro. Soit MZZ le repére R(S) attaché

, -> . > .
a S. Prenons pour p(S) le repére (Me,-). Soit m'e; le repére ¢4(S').
Les composantes @;, @;; de la connexion induite vérifient

. ->

(1) m'=M + w e,
> > >

(2) &i—=e; + wye;.

. T )
On a d’autre part dans &, en désignant par M'¢; ¢, le repére R(S')

> >

(3) M'=M + w; e, + w, €4,
) > > > ->
(4) o €;—é€ + w;jej+ Wizlqy.

Enidentifiant m’ :, a la projection parallélement & Q(S) dans P(S)

>
de M'e}, il vient

\ Oi—=w; | ©j= Wj.

La remarque du n° 5 permet de vérifier que la connexion induite
ne dépend pas de la famille de repéres d’ordre zéro choisie. Nous
- énoncerons comme en géométrie euclidienne (moyennant une défi-
nition analogue d€ composantes latérales) : '

TreoriME. — Les composantes relatives de la connexion ponctuelle
‘de V sont les composantes latérales d'ordre zéro de V.

La condition (4.1) qui exprime que V est ordinaire, entraine.
celle qui exprime que les @ définissent une connexion ponctuelle a
n dimensions, & savoir : [@,@,. ..} 0.
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8. D’aprés les équations de structure rappelées au n° 2, on trouve
pour les tenseurs de courbure et de torsion

Q =lwx wxr] = Tus[wnwi] (torsion),
Q= wiawy;] == Rijm|wrwi]  (courbure).
Cas particuliers. — La connexion d’une hypersurface [2 6] est un

cas particulier de la précédente : c’est celui ou Q est la normale affine
(¢=1) au lieu de M. Donc

Wppy == 0
et la torsion est nulle.

Ce n’est pas le cas le plus général (méme pour une V) ot I'on ait
une torsion nulle. Il suffit en effet pour cela que tous les w, soient
nuls, donc que P(S) soit tangent en M(S) au lieu X de M. Nous
dirons pour abréger qu’alors la variété est une wvariété tangente.

La connexion intrinséque d’une variété V d’éléments-plans S se
définirait comme celle de la variété V tangente d’éléments hi-plans
adjointe a V, I'élément générateur de V admettant pour centre et
support ceux de S, et pour base le n-plan tangent en M(S S) au'lieu de
ce point. Une telle connexion est tOllJOllI‘S depourvue de torsion. Nous

verrons au n° 18 qu’on réalise ainsi la connexion sans torsmn la plus
générale.

II. — La réalisation des connexions ponctuélles affines.

9. Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

Tutorime. — Tout espace ponctuel a connexion affine d n dimensions
est localement réalisable par une variété a n dimensions  d éléments
bz-plam Sy=» plongée dans l’espace affine a n® dimensions.

" Comme en géométrie euclidienne, il peut se faire que, méme dans
le cas général, la réalisation soit possible dans un espace 4 moins de
n' dimensions. Nous ne nous préoccuperons pas de cette question;
nous nous bornerons d’autre part. excluswement au point de vue
looal .

. La de&nmon de la connexion induite nous donnezfmmédmtement
un systéme différentiel qui exprime qu'un espace E; donné est réali-
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sable par une variété V de E,,,. Nous montrerons qu'il suffit, pour
que ce systéme soil en involution, de prendre ¢ =n(n—1). Nous
emploierons la méme méthode qu’en géométrie euclidienne [13];
certaines parties de la démonstration, qui ne donneraient lieu &
aucune modification, ne seront pas répétées. i

10. Se donner une connexion (E) c’est se donner, en fonction de
n variables u,, u,, ..., u,, et de leurs différentielles, les composantes
relatives @;, @;;(;, ;<< n) de la connexion, c’est-a-dire n(n + 1) formes
de Pfaff que I'on peut d’ailleurs prendre tout a fait arbitrairement
pourvu que

(1) .[m.wg...w,,|¢().

Nous les supposerons analytiques. On peut les considérer comme
les composants d’un repére affine R 4 n dimensions idéalement attaché
a tout point de (E,); une rotation arbitraire 0;(«) de ces repéres les
remplacerait par des repéres R* de composantes ;, ;. Nous nous
bornerons & des @;(u) analytiques (en u).

Réaliser localement I'espace (E), c’est associer a tout point u d’un
certain voisinage E;, de cet espace, un élément S’ de I'espace affine &
n+ ¢ dimensions, tel qu’'une famille de repéres d’ordre zéro de la
. variété V engendrée par S’ ait pour composantes latérales

(2) v ATE=S0 78 0y = Bj.

La condition (1) montre qu’on a alors une variété ordinaire.

Cette réalisation associe a tout point # un repére R de E,.,; or,
dans E,.,, R est défini par N =(n~ ¢)(n + ¢+ 1) paramétres 3 et
“les w; sont des formes hien connues de ces paramétres (n° 2). Les
équations (2) constituent ainsi un systéme différentiel -

w;( 3, dz) =mi(d, du), wij(3, dz) =wy(u, du),

aux fonctions inconnues 3 ‘des variables indépendantes u. Nous le
‘ ~d"ésignarons par .
. T e(s u)=0(o, ).

Toute solution de ¢ fournit une variété réalisant E,, .
Nous déslgnerons par I(w, @) le systéme fermé obtenu en
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adjoignanl & ¢ les équations qui s’en déduisent par dérivation
extérieure.

11. Comme en géométrie euclidienne ([13], n° 90), le systéme.
transformé de o par une O; est

¢'(s* u) =clw (3*), &),
en désignant par s* les paramétres du repére qui se déduit de R(z)
—)
par la « rotation affine » @; portant sur les n vecteurs ¢;. Cela résulte

de la remarque du n° 3, et permet de vérifier en passant que les divers

systémes ¢ obtenus en partant des divers choix possibles de repéres
de E' conduisent bien aux mémes variétés V.

Le transformé de £ par 0, est par suite le systéme
= X(w, w'),

correspondant aux repéres R* déduits de R par la rotation @;.

Comme en géométrie euclidienne, nous prendrons pour paramétres
directeurs d’un élément linéaire de I'espace des (u, 3), les quantités
(< n) et les w, et nous introduirons :

1° Les éléments linéaires intégraux ¢; dont les n premiers paramétres
directeurs vérifient

(&) w7 o, w=0 (JZi,jZn).

2° Les éléments intégraux & p dimensions I} contenant p éléments «;,
avec 1 Zp. :
- Les considérations relatives a D'effet, en géométrie euclidienne
(ef. |13]), n° 93), des rotations @; sur les éléments intégraux I, a
p dimensions de Z, sont valables sans changement en géométrie affine,
et par suite conduisent encore aux conditions d’involution B ([13],
n° 94), dont nous reproduisons ’énoncé (*) :

Coxbirions B (SuFFISANTES POUR QUE X SOIT EN INVOLUTION ). — a@. Parle

(*) Ces conditions B se déduisent de la condition générale A (existence pour
p < n d'éléments intégraux I, passant par I'élément intégral I, générique
(ef. [12]), par le raisonnement donné dans [13], au n° 9%. Ce raisonnement est
basé sur P'effet des @, sur les I, et est valable ici sans aucune modification, .
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point z'ntégml geénérique passe un élément linéaire intégral. b. Pour le
repére générique de E, et Uélément 1) générique, oit p < n— 1, il existe
un élément ¢, en involution avec I;’,

12. ExXPRESSION ANALYTIQUE DE LA CONDITION B. — 1° Remarquons que,
les u variant dans un domaine E, ot [@,®,...®,] o, en tout point
“(u, 3) la condition (B, a) est vérifiée, car o laisse arbitraire o, . . .@,,
d’ou lexistence d’éléments linéaires intégraux (introduisant exacte-
ment n — 1 relations entre les du).

2° Les equatlons de fermeture de o sont (c/. n° 8) :

(1) [we wai] = Tune| wawn],
(2) © | Wiwa;i] =R wror].

3° Un élément linéaire ¢, a pour paramétres directeurs (4 un facteur
constant prés)

(&) { w1, wj=o0 (J#Zh,y<Lnr); w; imposé par w,;= oy,
A
Wy = Aahy Wig == Qixhs War= bainy WzB = ZaBh.

.y sps o » >
Considérons un repére euclidien auxiliaire formé de ¢ vecteurs u,

rectangulaires entre eux (dans un espace euclidien 4 ¢ dimensions) et
posons (cf. [3])

. ' > > > - —>
(3) , Qahlla= @hy  Fiahlta=am,  bamtta=bu.

. n . -> - -
Un élément ¢, est bien défini par les vecteurs a,, a;, b, et les

i aaﬂ'h (i é n).
4° Un élément I} est défini-par p éléments ¢,(h<p), donc par les
vecteurs et les nombres précédents, avec h<Zp, i <L n.

Les equatlons (1), (2) qui expriment que &,., est en involution
avec IS (C'est-a-dire avec ¢,, ¢,, ..., ¢,) s'écrivent (a § = produit
scalaire) :

1y (4) ax bip+t—ap+: b = Tupg
(Cp)

> — >
(5) Gk b]p-o—i_aip+i bﬂl— B*l"P'H

(h<Lp, i<Ln).

La recherche des ¢, en involution avec I?, seraméne & la résolution
' Jourjn. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. . 28 .
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. — — — :
de U, par rapport aux vecteurs inconnus a,., @, bz(f< n). Les

a,4;=; restent tous arbitraires.

13. Résorution pu systiMe U,.

1. Si les b, de 1, sont indépendants, le systtme U, est compatzble
(condition suffi same) — On peut en effet prendre arbitrairement
_)
les b;;+;. Les équations U, définissent alors chacun des autres vecteurs
—

—_—
inconnus a,.,, a;7;, par ses projeclions sur les b,,,, et I'indépendance

de ces derniers entraine la compatibilité de U,.

_—)
L. Siles by, de 1) sont indépendants, et su
qg=n(p+1),

— ' -
on peut prendre les b;— indépendants entre eux et indépendants des bin.

—+ . . .
En effet, les b, peuvent étre pris arbitrairement, et le nombre

— —
total des vecteurs bz, by, n’excéde pas le nombre g de dimensions de
—
I'espace des u,.
41A4. Avrprication A LA conpition B. — Elle est vérifiée si tous les

U,(p< n— 1) sont compatibles. Pour pouvoir appliquer la condition

suffisante (13, I), il faut que le nombre n(rn—1) des b;, de I, ne
dépasse pas g.

.

1° Lemye. — 8@ g=n(n—1), l’element I" generzque a, pour
P £ n—1, ses vecteurs b, indépendanis.

a. La propriété est vraie pour p =1 : par tout point (u, 5) passent
des ¢, pourlesquels les vecteurs by, sont arbitraires; et leur nombre ne
dépasse pas ¢ ('). :

b. Sila propriété est vraie pour p=p’, elle I'est pour p=p'+1, &
condition toutefois que p'+1-n—1. En effet, I'élément. I}, , géné-
rique contient un élément I3 qui est lui-méme genenque, donc qui a

(') a<g pour n>12.Pour n=2, n= q, etle paragraphe a sufﬁt pour le
lemme. '
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>, ve o .

(hypothése de récurrence) ses b, indépendants. Si ¢ n(p’+ 1), soit

o . —>» —
p'+1<Ln—1, toute relation entre les b,,,, biz+ est d’aprés (13, 1),
une c¢galit¢ superflue : I, a donc ses b,,,( h < p+ 1) indépendants.

c. Cette récurrence démontre le lemme pour p' +1Zn—1.

€. Q. F. D.

2° Conclusion. — 1l résulte du lemme et de (13, I) que U, est
compauble pour pén — 1. La condition B est donc vérilice, et X est
en involution. D’ot1 le théoréme de réalisation du n° 9.

Aucune restriction a I'existence d’un I,,, passant pdr [, n’est intro-

duite par le choix du repére R, ni par celui du point (4, 3); au voisinage
de tout point de E,, il existe une réalisation de E,.

15. DEGRE D’ARBITRAIRE DE LA SOLUTION GENERALE (¢f. [12]). — Le
nombre des I, passant par Iélément [, générique est ¢gal a celui des

—>
€, en involution avec l’Ij;_ générique; le nombre des b;, de cet I_, est
n(n—1)=gq, et les b-,, étant choisis arbitrairement, les vecteurs
-> > '
a,, a;, sont bien déterminés. Donc, pour ¢, les
(1) v=n*(n—1)
. —> . . . . . o,

paramétres des b;, sont arbitraires, ainsi que les v, quantités @,g,.

Commie en géométrie euclidienne, les v; fonctions arbitraires pro-

venant du choix des a,g, correspondent a des rotations. ©, des repéres
des variétés réalisantes ; conséquence :

Les variétés réalisante® dépendent de 2=n(n—1) foncuons arbi-
traires des u. ,

- Ce nombre correspond d’axlleurs é la dxﬂ'érence X—-Y entre le
nombre

(2) - X:ﬁ*(nj—q—n)—n’:n’
" de fonctions des  dont dépend E,, et le nombre
(3 ‘ Y=n-+g+ang
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de fonctions des u dont dépend une V!. On a, en effet, pour
g=n(n—1)

Y=n+n(n—1)(2n+1)=n*+ n*(n—r).

16. CLASSE DES ESPACES A CONNEXION AvFiNe. — Ce sera par définition
(ef-[13], n° 100) le plus petit entier r tel que I'espace E;, donné soit
localement réalisable dans P'espace affine E,,, & n+r dimensions
(par une variété V). Elle ne saurait dépasser n(n—1).

Rien ne prouve d’ailleurs que, méme dans le cas général, elle
atteigne cette valeur; X et Y étant les nombres définis au numéro
précédent, il pourrait suffire, a priori, de prendre ¢ vérifiant Y > X,
soit
n(n*—r1)

~
9= "5n51

La classe ne saurait, du moins dans le cas général, étre inférieure
au quotient par excés de n(n*—1) par 2n+1. Ce quotient est

. . . n(n—1 . : )
visiblement supérieur a _(T_) s et la valeur maxima de la classe des

espaces de Riemann ne s'étend pas aux espaces & connexion affine.

III. — Cas particuliers : espaces sans courbure
et espaces sans torsion.

417. LEs CONNEXIONS AFFINES A PARALLELISME ABSOLU. —= Ce sont les
connexions pour lesquelles on a Q;=o0. On a alors une forte réduc-
tion de la classe, qui tombe, dans le cas général & r—=n— 1 au plus,
ainsi que nous allons le voir.

1° On peut choisir les composantes de E’ de facon que tous les m;;

soient nuls. Les changements de repéres . aulorisés, c’est-a-dire
conservant cette propriété, correspondent aux @; constantes, c’est-
a-dire indépendantes des u. Ces ©; nous permettent encore de trans-

i

former tout élément intégral I, & p dimensions en un élément [} d'un

systéme X*, et I'orr a encore la condition B d’involution.
SiI'on impose aux repéres de la variété réalisante la condition

Wig=—20 (i <Lr;a>n),
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on aura le systéme différentiel o, (w, @)
( 1 ) : ), = Wy,
(2) ) Wi = Wiy = 0.
La remarque sur I'effet des ©; s’étend au systéme 5,, et au systéme
fermé X, correspondant, ainsi que la condition B.
2° Les équations dérivées de (2) sont alors
(wwon;] + [wpwg;] =0,
| Oz | + | w08, ] =0,

et sont conséquences de (2). Les seules équations de fermeture sont
donc celles qui résultent de la dérivation de (1)

(4) - ‘ : [ 02 wai| = Tuk| @rwi ).

L’élément ¢,,, eninvolution avec I}, est assujetti seulement & vérifier
(5) @ bii— @y bu=Tugs  (hZp,iZn).

' —> —

On prendra alors arbitrairement le vecteur a,,,; les b sont
donnés par leurs projections sur les a_: ; on aura une solution si
(condition suffisante) les t;: sont linéairement indépendants. Ils sont
-au nombre de p.

3° Pour que ceci soit possible pour p=n —1, il faut que I'espace
des ua ait au moins n — 1 dimensions. Si ¢ =n —1, le raisonnement
, fait dans le cas général montre que pour I'élément I générique, avec

pLn—1, les vecteurs a, 2, sont mdependants ;(5)estalors compauble )
et X, est en involution.

4°- Le nombre d’eléments intégraux I, passant par I._, est celul
des ¢, qui vérifient (5) pour p==n—1; or seul a, est arbitraire, les b,,.
étant ensuite bien déterminés par leurs projeclions sur n — 1 vecteurs;
d’Ol‘l .
yv—=n—1
fonctions arbitraires. Comme précédemment, le fait que les a,g,
soient arbitraires correspond aux rotations @,, et n’intervient pas
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dans le degré d’arbitraire de la solution générale, si l'on considére
comme identiques deux solutions donnant la méme variété V. D’ot la
conclusion :

TreoriME. — Les espaces a parallélisme absolu i n dimensions sont
localement réalisables, dans un espace affine a 2n—1 dimensions, par
des variétés d’éléments bi-plans & directions de base fixe (). La solution
générale ( géometrique) dépend de n — 1 fonctions arbitraires des u.

5° Classe des espaces a parallélisme absolu. — Une variété V) dont
la base des ¢léments a une direction fixe peut éire définie par une
variét¢ d'éléments-plans, soit W, et une direction de bases donnée.
Les varié¢tés W dépendent de '

Yi=n+ qg+ng
fonctions des u, et il en est par suite de méme des V’, considérées (*).

D’autre part un E, dépend, s’il est 4 parallélisme absolu, de

n? fonctions des u
X, = nt.

On sait que la classe ne peut dépasser n —1. Dans le cas général,
ane borne inférieure est donnée par Y, > X, soit

Or,

(n—2)(n+1)y=n*—n—2a2<n>—n,
et la classe est supérieure & n — 2 (égalité exclue); conclusion :

La classe des espaces a parallélisme absolus a n dimensions, est, dans
le cas général, égale a n — 1, du morins en ce qui concerne la réalisation
par une vartété a base de dzrectzon JSize. Si I'on impose pas cette condi-
tion aux variétés reahsantes, la classe est donc au plus égale & n'—1.

Remarquons enfin qu'on a bien, pour g=n—1, la relatlon

Y —X,=

. > > . . .
(*) Puisque w;; = wa= 0, de;= o, les ¢; restent équipollents & eux-mémes, et
leur n-plan a une direction fixe. T

" (*) C'est aussi le nombre des composantes principales non nulles (®;, ©4, ®ar)
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18. Les cONNEXIONS AFFINES SANS TORSION. — On avu au n° 8, que les
variétés d'éléments-plans, ou, ce qui revient au méme, les « variétés
tangentes » ont une connexion sans torsion. Cherchons si, inver-
sement, on peut réaliser par une variété tangente, un espace sans
torsion donn¢; on aura alors a résoudre le systéme 3(3, u)

(l) - 0= Wy, .
(ap W= &yj,
(3) wy=0,

auquel s'étendent les remarques concernant les rotations ©; el la
condition B.
" Les équations dérivées de (1) sont

[@xwy]=0 (torsion nulle)
et sont conséquences de (3). Restent, comme équations de fermeture

(4) [ wiz®a;] = Rijne[ @rwx |,
(8) - [wiwiz ] =o0.

Elles donnent pour I’élément ¢, en involution avec un I7 donné, le
systéme

s 6) o b A i _R—
(U) (6) ai_)lpd»li‘iﬂd—l = Rijipy (i,j <n, hZp).

(7)  @ipsi= apin
1° Posons (¢f. [3])
o — > > >
) {hikl} = Qhk b,‘[-—ahl bik— Rluikl-
Les équations (6) s’écrivent alors
(6') {hikl{=o.

On a dans l'espace E, donné les relations (dérivation de Q;=o;

of.T4])

(8) Ryjri+ Rejin+ Rije= o.
et les relations (7)-et (8) ont pour conséquence
® { hjkl} +{ kjlR )} + { Ljhk ) = o. .

2° Dans I les relations {kl}=g pour k,I<p et i,j<Zn sont
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vérifiées, et I'on a en particulier

(10) {prijir}=0 pour {ZLp, h<Zp.

L’équation { {jhp + 1} = o résulte donc de (9), (10) et de
() (e Til=o  (=—(WpTii).

Il suffit donc que soient vérifiées pour iZp les équations
{ ijhp -+ 1} = o pour lesquelles :>> k. Pour ¢ > p toutes les équations

{ ijhp + 1 } = o vérifient cette condition (pu1sque h<p)etlesystéme U,

se réduit a
—_  —
(L‘;,) (7) a/lpTl:a;t_-v-_lh

(12) {ifhym)=0 (i=h hzp, izn).
P+l ) —

_—
3° Résolution de U,. — Les vecteurs a,—; sont blen déterminés

—
par (7). Les vecteurs b,,,+, ont leurs pPOJecthIlS sur les ap, pour i h,
données par (12), et ne sont assujettis qu’a ces relations; il suffit

> . . » ” . .
donc que ces a;, soient indépendants pour que U, soit compatible. On

-_
prendra g égal au nombre maximum des a; (qui correspond &
p=n—1), soit
__n(n+1) L= (n—1)(n+2)
- 2 - 2 )

. —
Alors, quel que soit p<_n— 2, on pourra prendre pour les a;,
ol i>p—1, laissés arbitraires par U,, des vecteurs indépendants

. » - R
entre eux et indépendants des a;, (ot :>> k) de I. Le nombre total de
ces vecteurs est en effet croissant avec p et vaut ¢ pour p=n—2,
donc il ne dépasse pas g. Il en résulte, comme au n° 14, que pour I'l

-
générique (pLn—1), les a;, ol i sont indépendants : U, est
compatible pour p = n—1, et le systéme différentiel est en znoolutzon

4° Degré d’arbitraire. — Pour 1’élément ¢, en involution avec IY_,,

. . * .
on a comme arbitraires, outre les a,p,, le seul vecteur a,,; donc

v=gq fonctions arbitraires des u pour la solution generale géomé-
trique. D’oui I'énoncé : o
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TrioriME. — Les espaces @ connexion affine sans torsion a n dimen-
sions sont réalisables par des variéiés d'élémenis-plans de Uespace affine

\ . . n—i)(n+2 ., ;7.
@ n+-q dimensions avec q— (—-—)2(—) - Les variétés réalisantes

dépendent de q fonctions arbitraires des u.

5° Classe de ces espaces (dans le cas général). — Elle ne peut
dépasser
_(n—-x)(n-&-a).
2

Po
Mais elle pourrait, a priori, étre inférieure a cette valeur (mé¢me dans
le cas général). Une variété d’éléments g-plans dépend en effet de

Y=n+ g+ ng fonctions des u.

Un espace E,, sans torsion dépend (') de

n(n+1 .
X = —(2—) fonctions des u.

La condition Y > X donne pour valeur minima de la classe (dans le
cas général)

n (n—1)(n+2)
n41 2 ’

p:

qui peut étre inférieure a g, — 1.
On peut encore vérifier que g =g, entraine Y — X = ¢ =v.

IV. — Les connexions affines 4 parallélisme absolu
attachées aux groupes de Lie. Leur réalisation et la théorie
de la représentation linéaire.

19. Soit un groupe de Lie I’ dont les transformations T, dépendent
de n paramétres u,, u,, ..., u,. M. Elie Cartan [4] attache a un tel

’ .- *(n .
(*) D’aprés w), — [@,®,x]= o, les wy, dépendent de 'i;-—l) fonctions des u.

Les w; dépendent de n* fonctions des u, les « rotations affines » de R également.
Do X.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. 29
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groupe deux connexions affines a parallélisme absolu, dont les
composantes @;; sont nulles; les @; sont pour 1'une les paramétres de
la transformation T;' T, .. (composantes relatives de I'), pour I'autre
ceux de T,,..T;' (composantes absolues de I').

Nous considérerons seulement la premiére de ces deux connexions,
soit E,(T"), et nous I'appellerons la premiére connexion affine de T
Rappelons que les composantes de la torsion de cetle connexion sont
les constantes de structure de I’

( 1 ) !.2;—_‘ m; = c/,“[w/,m/.-J, d’ou Ti/ak: Chkiy

et que la dérivation de ﬁ,«(identités de Bianchi) donne les relations
classiques du troisiéme théoréme fondamental de Lie

(2) CikiCitj + CriiCinj—+ CniCikj== 0 (hy, k, 1, &, j < n).

20. D'apreés le paragraphe 111, cette connexion est réalisable dans
I'espace affine Fy 4 N> 2n — 1 dimensions, et I’on peut attacher a T',
au voisinage de 'identité, une famille & de repéres R(u)del’espace Ey,
dont les n premiers vecteurs sont d’ailleurs constants, c’est-a-dire

équipollents a des vecleurs fixes [les relations (17.2) donnent en effet

de_:= 0]‘ A toute transformation T, de I est alors attaché un repére
R(u) de E,.

Soit u, les paramétres de la transformalion identique de I :
T,=I(T); et soit L, la transformation linéaire qui améne R(u,)
en R(u) (') : on a finalement attaché a T' la famille des transfor-
mations linéaires L,. Cette famille contient la transformation iden-
tique L, , qui est I’homologue de I(I'), mais en général elle ne forme
pas un groupe.

Réalisations homogénes-H,. — Nous nous proposons de trouver des .
réalisations telles que les L, forment un groupe. La variété réalisante

(*) 1l existe une affinité bien déterminée qui améne R(u,) en R(u). Cette
affinité est une transformation géométrique de I'espace en lui-méme. La trans-
formation linéaire a laquelle nous faisons allusion ici est la transformation
analytique (cf. [9], p. 29) obtenue en rapportant cette affinité & un repére de
base p, choisi une fois pour toutes.
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est alors invariante par ce groupe. Une telle réalisation sera qualifiée
d’homogéne. Pour abréger le langage, nous dirons qu’une réalisation
homogeéne satisfaisant a (17,2) est homogéne-H,.

Une réalisation homogeéne-H, sera donc défipie par une famille 7 de
repéres R(u) jouissant des propriétés suivantes :

1° La réalisation locale de E; (F) correspond & une partie de la

famille F(w;=;); et les n premiers vecteurs ¢; sont constants
(wjj=w;=0).

2° Les L, forment un groupe.

Nous verrons au n° 22 que les composantes relatives des R(«) sont
alors d’un certain type caractéristique F. Nous montrerons que, dans
ces conditions, les L, fournissent une représentation linéaire (infinité-
simalement fidéle) de T'.

L’existence de composantes relatives du type F équivaut a la
compatibilité d’un systéme algébrique H(T', N), et cette compatibilité
se révélera non seulement suftisante, mais nécessaire pour que I
admette une représentation linéaire infinitésimale : nous montrerons
pour cela que la premiére connexion affine d’un groupe linéaire admet
une réalisation homogéne-H,.

L’étude directe du systéme algébrique H pourrait donc donner une
nouvelle démonstration du théoréme d’Ado (') sur l'existence d’une
représentation linéaire des groupes de Lie. N’ayant pas résolu le
systéme H, nous déduirons au contraire du théoréme d’Ado la possi-
bilité d’une réalisation homogéne-H, de E,(T'), pour un groupe de Lie
quelconque I ’

21. Nous allons d’abord donner quelques définitions et notations

qui nous seront utiles, et rappeler a cette occasion certaines proprléles
classiques de la théorie des groupes.

1° Nous désignerons par G,, le groupe linéaire général a m variables.
Les transformations T, de G,, dépendent de m (m + 1) paramétres a.
Ses composantes relatives sont les paramétres de la transformation

(1) Cf. [8]et[11].
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T:'T,.u ou des combinaisons linéaires a coefficients constants de ces
parametres.

> . . N
Soient R = Me,(s < m) un repére affine 4 m dimensions, R’ un repére

> >
infiniment voisin, d’origine M + dM, de vecteurs de base ¢, de; les
composantes relatives «,, w, de R seront toujours définies par les
relations

> > >
dM = w,e,, de,— we, (s, t Zm).

Lies composantes w, seront appelées composantes de translation deR.

Si T, est la transformation qui améne en R un repére-origine R, ('),
les composantes sont des formes de Pfaff des a et de leurs différen-
tielles, et nous les désignerons suivant les besoins par w, w(a) ou
w(a, da). On peut les prendre pour composantes relatives de G,,.
Elles vérifient les équations de structure de l'espace E, données
aun° 2. ’ ’

2° Soient y un sous-groupe a n parametres u de G,,, 7, une transfor-
mation de y. Soit R, un repére de E,. On peut prendre le repére
R(u)==.,R, comme repére mobile de y; les composantes w(a)
deviennent pour les R(u) des formes w(u) qu: sont de rang n, c’est-
a-dire que n d’entre elles sont indépendantes. Nous dirons aussi
qu’elles se réduisent a n d'entre elles, soit w;(i < nr). On peut prendre
ces @;(u) pour composantes relatives de y.

3° Soit une famille ® de repéres R(«) de E,,. Soit L, la transfor-
mation qui améne en R(u) un repére R(u,) arbitrairement choisi
dans ®. Si les L, forment un groupe, nous dirons que ® est I'image
de ce groupe [le changement de repére R(u,) remplace ce groupe par
une de ses automorphies]. Inversement, étant donné un groupe
linéaire v, les R(u) définis au 2° en constituent une image.

La-condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille ® de repéres
R(u) soit l'image d'un groupe continu, est que ses composantes relatives
sotent lies par des relations linéaires a coefficients constants (*).

(') Ausujet de cette transformation, ¢f. la note du n° 20; le repére R, n’est
pas forcément le repére de base p, de 1’espace.
(?) Cf.[10], n°s 123 a 125. ’
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22.. CoMPOSANTES D’UNE REALISATION 10M0GENE-H . — Soit un groupe de
Lie T, de composantes relatives o;(i £ ), E, (I') sa premiére connexion
affine. Pour qu'une famille & de repéres R(u) de E, définisse une réali-
sation homogéne-H, de E/(T), il faut et il suffit que ses composantes rela-
tives sotent du type F(I') défini par les relations suivantes, oit les a
désignent des constantes

[}
(1) o =
(2) wj —=wz=—o
F(T)ouF(®) { (3) wx —=au®: (is/<Ln, n+1.<Za, B.<N).

(4) Wy = Ayt B;
' (5) W= aapi®:

En effet une réalisation homogéne-H, est définie (n° 20) par une
famille & de repéres R(u) jouissant des deux propriétés suivantes :

1° Les composantes w;, w;;, w;, de R(u) vérifient

(I) ;= W,

(2) W= Wiy = 0.,

2° & est I'image d’un groupe.

Cette seconde propriété équivaut (n° 24, 3°) a l'existence de
relations linéaires 4 coefficients constants entre w,, w,(s,t<N)-
Or, d’aprés (1), les w; sont indépendants. Les autres w en sont donc
des combinaisons linéaires a coefficients constants, d’ou la proposition

ci-dessus, dent on peut encore donner I’énoncé suivant :

Lemve I. — Les composantes relatives &’ une réalisation homogéne-H,
de E,,(T") sont caractérisées par la propriété d’étre du type F(T').

23. Pour que des formes de Pfaff w(u, du) du type F(T') ou F(w)
soient les composantes d’un repére de E,, il faut et suffit qu’elles
vérifient les équations de structure [w] de. Ey. Les équations [w;;]
et [w;,] sont conséquences de (F, 2). Les autres équations fournissent
le systéme algébrique suivant :

| Gah Qaik — AakBaih = Chki
H(T, N) ) apx aBak — ABraBak = Gai Chii hy ki, j<n
ou H(e, N) ) a,prap — @aprapn= ausjcn; (.n< a, B, -réN) )
BayhGyBk— BurykOyBh= BaBeChii |
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D’ou la conclusion suivante :

Lewse II. — Pour que des formes de Pfaff du type F(T') soient les
composantes d’un repére mobile de lespace Ey, il faut et suffit que les
constantes a qui les définissent vérifient le systéme algébrique H(T, N).

Le groupe I n'intervient dans H que par ses constantes de
structure. Deux groupes infinit&imalement isomorphes ont donc
mémes systémes H. On désignera aussi le systéeme H par H(c, N),
c représentant un systéme de constantes c¢;;;.

24. Lemme I1I. — Sott un systéme de formes w;(u, du) vérifiant
(1) ©; :c/,ki[m;,mk].

. S'il existe dans Ey une famille 5 de repéres R(u) dont les composantes
relatives sont du type F(w), elle est Pimage d’un groupe linéaire g dont
les constantes de structure sont les c;;.

En effet, les w étant liées par des relations linéaires a coefficients
constants, & est bien 'image d’un groupe linéaire g; un systéeme de
composantes relatives de g est fourni par les composantes relatives de
R(u) (cf. n° 24, 2°), qui se réduisent aux w;({<_n); et par suite des
relations w;= &;, la relation (1) entraine

(2) m',-:c;,k,-[(o,,(ok]. ’ C. Q. F. D.

CoroLraire I. — Si les composantes de F sont du type F(I'), & est
limage d'une représentation linéaire (') de T'.

En effet, g et I ont alors mémes constantes de structure.

CoroLLare II. — Dans une réalisation homogeéne-H,, les 1., forment
une représentation linéaire de I (d’apreés les lemmes I et III).

28. TukoriMe 1. — Si le systéme H(c, N) est compatible, il existe un
groupe linéaire continu @ N variables qui admet les ¢ comme constantes
de structure.

(') Nous sous-entendons désormais presque toujours la restriction d’aprés
laquelle la représentation n'est qu'infinitésimale.
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On peut le déduire du lemme III, en construisant (') les formes m;
vérifiant (24.1) avec les ¢ données. On peut I’établir plus directement,
en remarquant que le systéme de Pfaff

W;j = Wiz=—=0
Wy == Ayi®; ..

(o) (i,jZn N3z, B> n),
We i :a,‘g/(-),'

Waf = AaBiW;

établi entre les N(N + 1) paramétres 5 d’un repére de E, est complé-
tement intégrable, si les a vérifient H(c, N); car les équations de
fermeture de o sont des conséquences de o et de H. [Ainsi
0y == Ay W] donne [wpw3s] = an wg wa:],
so1it
A8 ABxk— ABLAByN= Ui (ABLABsk — ABLABir)

qui est conséquence des deux premiéres équations de H, etc.].

D’ou lexistence, dans I'espace & N(N-+1) dimensions des
variables z, d’une variété w a n dimensions vérifiant g, c’est-a-dire
d’une famille & de repéres R(z) image d’un groupe g. Exprimons
les 5 d’un point courant de w en fonction de r variables u; les formes

®(3) deviennent des formes w(u) qui se réduisent aux w;, et les w;
vérifient

0; = [ Wy Wi ]| = (Uahlait — Bt Cain) [ 01 0k] = Chri[ Wk ]

C. Q. F. D,

Cororrare. — ST H(T', N) est compatible, I' admet une représentation
linéaire a N variables.

C'est une conséquence immédiate, soit du théoréme I, soit du
lemme II et du corollaire I du lemme III.

Le théoréme I et son corollaire suggérent l'idée d’une nouvelle
démonstration du théoréme d’Ado et de la réciprogite du 3° théoréme
Jondamental de Lie 6], car tout groupe continu linéaire est un groupe
de Lie (?). Mais une telle méthode ne peut étre envisagée que si

(1) Cf. E.- Car1an, [10], n° 205. Cela exige les relations (19.2) entre les c;
ces relauons résultent de H.

(*) Cf. Von Neumann [8], et pour un théoréme plus général E. Cartan [7].
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'existence d’un groupe linéaire de structure donnée entraine la
compatibilité¢ du systéme H correspondant. C'est ce que nous allons
maintenant établir.

26. Tutoreme I. — La premiére connexion affine &’ un groupe linéarre
admet une réalisation homogéne-H".

Soit y un groupe linéaire 4 n paramétres u et P variables. C'est un
sous-groupe de G,. Soient @;(u, du) ses composantes relatives.
D’aprés le lemme I, il s’agit de démontrer P'existence, dans un espace
affine E,, de repéres R(u) dont les composantes relatives soient du
type F(®).

La démonstration se raméne aux trois points suivants :

1° On peut trouver pour y une représentation linéaire g &
Q =P(P +1) variables, admettant pour image dans E, une famille
de repéres dont les composantes de translation (') soient de rang n
(n° 27).

2° Opérant alors dans E;, nous y trouverons une image de g dont
les repéres R vérifieront &;= (i< n) (n° 28).

3° Enfin, a l'aide de ces formes ®,, ®,, nous construirons dans
I'espace affine 8 N= Q(Q —+ 1) dimensions, un systéme de compo-
santes relatives du type F(m) (n° 29).

27. Soient
(1) X, = agx+ a, (s, tZP),

les équations de v, les a étant fonctions de n variables indépendantes u.
Considérons le groupe g4 Q = P (P +-1) variables x,,, z..(r,s<ZP)
dont les transformations 1, sont définies par les Q équations

J
Zos™= AstTor+ &
] ’ (r’ S, tép)'
Zps= At Tr¢—+ Qs

(2) () {

Ce groupe g est visiblement isomorphe holoédrique de y. Consi-
dérons dans E, le point M, de coordonnées

Zos== Zps=— 0 pour rs,
M,

Zes=1.

(*) Et non plus seulement I'ensemble des composantes relatives,
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Son transformé par =, est le point M = t,M, de coordonnées

Tog== Ay,
M

Trs= Qgr ~+ Qs

Soit M + dM le transformé de M, par la transformation =, ., infi-
niment voisine de 7,. Les composantes de dM sont :

' dxo,= day,

dm
| drre=da,+ da,.

Elles sont de rang n, puisqu’il en est ainsi des da,, da,.. Donc les
directions dM remplissent un n-plan. Par suite sil’on prend un repére-
origine R, d’origine M,, le repére R(u)=1",R, a ses composantes de
translations de rang » ('). On a bien une image de g de la forme
désirée.

28. Le résultat précédent n’impose rien aux vecteurs du repére R,.
Cela va nous permettre de trouver un repére R, d’origine M, tel que

les composantes” relatives @, ®,(s, £ZQ) du repére R(u)=r1,R,
vérifient les relations

;= (iZLn).

Soit £=1,'7,,4. une transformation infiniment petite de g,
6=10."0,,4, son homologue dans y, et soit M,+4 dM,=3XIM,.
Considérons, parmi les o, les transformations o; définies par

(o1) wi(u, du) =w, w;j(u, du)=o ( #I0).
Soit (dM,); la translation dM, correspondant & o;; définissons le

> . .
vecteur e; par la relation
>
(dM,)i=we;.

(*) Il n’en serait pas ainsi si par exemple on prenait pour origine du repére-
origine le point z,;—=z ;== 0. Remarquons d’autre part en passant que les
points M définis & partir de M, peuvent servir de repére mobile a g. Ils forment
une variété 2 n dimensions. Cela reste vrai quel que soit y, en particulier si
c'est le groupe G,. . :

* . Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. - 3o
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On a alors, si ©,, ©,, ..., ©, sont les paramétres de g,
>
(1) dMy=w;(u, du)e; (fLn).

(d’apres 'isomorphie de g et de v).

Comme les dM, remplissent un n-plan (en direction), il en est de
méme des ;_., el on peut les prendre pour vecteurs de base de R, en
leur adjoignant Q — n vecteurs arbitraires, formant, avec les Z,
Q vecteurs c:: indépendants. Si ®,, @, sont les composantes relatives
de R(uv)=~=.R,, ona

(2) dMo: (l.),c(u, du):‘\ (SéQ),
D’ou, en comparant avec (1),

W, = ©;, Dy= 0 (i£n<eLQ).

La famille des R(u) étant une image de g, les @, sont des combi-
naisons linéaires a coefficients constants des ;. '

29. Nous avons ainsi obtenu une famille de repéres R(u) de E,
dont les composantes relatives w,, &,, sont des combinaisons linéaires
a coefficients'constants des ;, et vérifient ®;= ©; pour ; < n.

Nous allons en déduire, dans I'espace Ey a N=Q(Q+ 1) dimen-
sions, une famille & de repéres R(«) dont les composantes relatives
sont du type F(®). Nous désignerons par i, j les indices ne dépassant
pas n, par r, s, ¢ ceux qui ne dépassent pas Q; nous représenterons
par les arrangements (st) acec répétition (ss) possible les Q? indices
compris entre Q + 1 et N.

Cela posé, considérons les formes Fy :

(1) o =a,
(2) Wy = G,
(3) Wy = W, =0,
(Fx) | (4 { Wee =0  pour s'3£t,
Wit =0
(5) { i, =0 i pour s Z¢, -
A O =— 0.
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1° Ces formes sont du Lype F(w). En effet, on a, en particulier
[équations (1), (3) pour s < n],

O=0=w;, wy=wz=0 (p<<x2.ZN).

D’autre part les @ sont des combinaisons linéaires a coefficients
constants des ©;, et il en est alors visiblement de méme des w.

2° Le calcul montre, en tenant compte des relations de structure
de E, qui sont vérifiées par les @, que les' formes Fy vérifient les rela-
tions de structure [w] de Ey. Nous allons indiquer ce calcul pour les
composantes ..., par exemple. L’équation de structure [w,,,. ... ]
s’écrit Q = o avec

L = Orry)rgrd — [Otrrs Osirarg] = [@uryriesy) Digirars |-

Comme w,,,,.,= 0, le premier crochet est nul. Le deuxiéme ne différe
de zéro que si '

So=r et Ss=ry, d'otd r.=r,.
. I°TryEr, ) .
w("!":))"a"‘) —o0 et m\"l"s‘\'.irl’ = 0 b

les deux crochets sont nuls, d’ou

Q=—o. C. Q. F. D.
2° ry=r,=s. Alors

L = Orysitrys) — [ Qi) Disysiiras |
qui devient d’aprés (5)
Q=— @, — [(— Bsyr,) (= Bry) ] = — @y [ D1y, Oy, )5

et le dernier membre est nul d’aprés I'équation de structure [, ]
de E,. D’ou encore Q =o.

Le méme calcul s’applique aux autres formes w.

Concrusion. — Les formes F sont les composantes d’un repére R(u)
de Ey. La famille des R(u) a des composantes du type F(w), et (d aprés
le lemme 1) elle définit pour E () une réalisation homogéne-H,.

C. Q. F. D.

30. Cororare I. — La premiére connexion affine d'un groupe de
Lie admet une réalisation homogéne-H,.
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Cela résulte du théoréme d’Ado, d’aprés lequel tout groupe de
Lie I' admet une représentation linéaire infinitésimale h¢ les groupes
T et y ont alors méme premiére connexion affine ('), E (T')=E,(Y),
et la propriété vient d’étre démontrée pour E; ().

Concrusion. — Etant donné un groupe de Lie T, dont les transfor-
mations T, dépendent de n paramétres u, on peut lui attacher une
Samille F de repéres R(u) d’un espace affine a N dimensions jouissant
des propriétés suivantes :

1° Les n premiers vecteurs des R(u) sont équipollents a des vecteurs
Jizces.

2° Les R(u) se déduisent les uns des autres par des transformations
linéaires formant un groupe Y infinitésimalement isomorphe a T'.

St T, est la transformation identique, et si L, est la transformation
qui améne R(u,) en R(u), les transformations T, et L, (suffisamment
voisines de U'identité) sont homologues dans Uisomorphie.

3° L'élément bi-plan dont la base contient les n premiers vecteurs de
R(u) et le support les N — n derniers engendre une variété qui réalise,
au voisinage de (u, ), la premiére connexion affine de . Cetle variété est
incariante par le groupe Y.

31. CoroLLake II. — Le systéme algébrique H(y, N) d’'un groupe
linéaire y est compatible pour N asses grand.

C’est une conséquence immeédiate du théoréme II [existence pour y
de repéres de E, ayant des composantes du type F(y)], et du
lemme II.

Soit alors un groupe de Lie quelconque I'; lexistence d’une repré-
sentation linéaire Y de I’ entraine la compatibilité pour N assez grand.
du systéeme H(T', N), car les systémes H(I', N) et H(y, N) sont iden-
tiques (I et y ayant.mémes constantes de structure) et y est un groupe
linéaire. :

La réciproque de cette dermere propriété a été démontrée au n° 25,
et la compatibilité pour N assez grand de H(T', N) est ainsi nécessaire

(*) Puisque mémes constantes de structure (¢f. n° 19).
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et suffisante pour qu'il existe une représentation linéaire de I'. Sa
démonstration directe serait donc susceptible de fournir une démon-
stration du théoréme d’Ado.

La démonstration que nous envisageons ainsi porlerait sur le
systéme H(c, N), avec I'hypothése que les ¢ sont les constantes de
structure d'un groupe. Le troisitme théoréme fondamental de Lie
affirme que cette hypothése équivaut aux relations (R) suivantes
entre les ¢ :

(1) Cikt+ Ckt =0,
(2) cimcuj~+ crucuj+ Cimcuj= o.

(R) {

Nous aurions donc & démontrer la proposition suivante : si les
constantes ¢ vérifient les relations (R), le systéme algébriqgue H(c, N) est
compatible pour N assez grand. Or, d’aprés le théoréme I (n° 28),
cette compatibilité entraine I'existence d’un groupe continu linéaire,
donc d’un groupe de Lie, admeltant les ¢ comme constantes de
structure : par suite, si l'on établissait directement que les relations (R)
entre les constantes ¢ entrainent la compatibilité pour N assez grand du
systeme algébrique H(c, N); on démontrerait du méme coup la réci-
proque du troisiéme théoréme fondamental de Lie et le théoréme & Ado.



