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La réalisation des connexions,ponctuelles afines

et la géométrie des groupes de Lie ;

.PAR OCTAVE GALVANI.

Introduction.

- J’ai indiqué dans ma Thèse [13] ( ) comment on peut, en géométrie
euclidienne, réaliser les espaces ponctuels à torsion au moyen de
variétés plongées dans un espace euclidien à nombre suffisant de
dimensions, l’élément générateur de ces variétés réalisantes étant non
plus un point, mais un élément—plan, c’est—à-dire l’ensemble d’un point
et d’un multiplan passant par ce point. De telles considérations, déve-
loppées dans le cadre de la théorie des espaces non holonomes de
M. Élie Cartan, sont susceptiblesde s’appliquera d’autres géométries
que la géométrie euclidienne, par exemple, et c’est l’objet du présent
Mémoire,‘a la géométrie affine.

L’examen du cas général (gg I' et Il) nous montrera qu’on peut
_
réaliser localement toute connexion ponctuelle affine à n dimensions

‘ par une variété d’éléments bi—plans ("’) plongée dans l’espace affine à
n’ dimensions. Les cas particuliers d’une courbure ou d’une torsion
nulle donnent lieu à des simplifications (@ III).

Le dernier paragraphe est consacré aaa: conneæzbns afines à paral—
lélisme absolu attachée; aux groupes de Lie [4], et montre la possibilité 
’ _(1)’4 Les;crochets renvoient à l’index”bibliograpbîque.
' Î('?“) Un élément bi-plan est l’ensemble d’un point M et de demo: multiplflns

«.‘d’inte-rsection M. ,

.
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de les réaliser, dans un espace affinea nombre suffisant N de dimen—
sions au moyen d'une variété d’éléments bi—plans invariante par un
groupe linéaire à N variables. L’existence de telles réalisations est liée _

au problème de la représentation linéaire des groupes de Lie, et sera
établie comme conséquence du théorème d’Ado (‘ ); mais une étude
directe conduirait à un système algébrique, dont la compatibilité
entraîne à la fois la réciproque du troisième théorème fondamental de
Lie et le théorème d’Ado. La démonstration directe de cette compati—
bilité fournirait une nouvelle démonstration de ces

deux
importants

théorèmes.
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I. —— Les variétés à. n dimensions d’éléments bi-plans SZ —

de l‘espace afine E.…,.

l. . M. Élie Cartan a défini la connexion intrinsèque d’une hyper-
surface plongée dans l’espace affine à n dimensions, par projection
parallèle à la normale affine [2 b]. Une telle connexion est toujours
sans torsion. '

On serait de même amené à attacher une connexion sans torsion à
toute variétéponctuelle, ou même, contrairementàace qui se passait
en géométrie euclidienne, à toute variété engendrée par un élément—
plan,ainsi que n0us le verrons au n° 8.

Nous montrerons par la suite qu’on peut réaliser toutes les
connexions ponctuelles affines à n dimensions, en prenant pour

'_ élément génerateur la figure formée par un point M, un n-plan P et
v

1111q—plan Q d’intersection M. L’élément (M , P, Q) sera appelé
élément bz-plan. Nous le représenteron'spar S" ou S. L’hyperplan P,
ou P(%)Sera appelé sa base; Q, ou Q(S),son support. Nous réser—
verons le nom de dùectzonde l’élémenta la direction du suppért, et

_.Iourn. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946.
'

_
27

/
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quand il s’agira de celle de P, nous parlerons de la directionde base
de $.

Nous allons définir la connexion ponctuelle d’une variété V,, à

n dimensions d’éléments bi-plans plongée dans E,…,, la base ayant
n dimensions et le support q. Nous montrerons ensuite (% Il) que
toutes les connexions affines E’,, sont susceptibles d’être ainsi loca—

lement réalisées.

.2. REPÈRES AFFINES. — Rappelons que, dans l’espace affine E…“ _à

N dimensions, on peut prendre pour repère, et nous le feronstoùj0urs
par la suite, la figure formée par un point M et N vecteurs e,(s_éN)
issus de ce point: on l’appellera repère affine, soit R= Me,. Les
composantes relatives ca,, ca,, d’un tel repère R vérifient les rela—
tions( ) "

.)
( | ) di“ : une,,

—> ->' '
(2) des: œstely (S, téN)'

Ce sont les mêmes relations qu’en géométrie euclidienne, mais on
n’a plus1ci des to,, antisymétriques.

Les repères R dépendent des N(N+1) paramètresz de l’affinité
qui amène en B un repère de base R,= M°@, arbitrairement choisi.
Qu définira ces paramètres par
(3)

'

_
_

- M:Mu+s,eÈ
_

+ —>(4) - e_,=z,,e,°.

Les 111 sont des formes bien déterminées [9] des
z , dz, et sont analy—

tiques par rapport aux…
Rappelons enfin les équations de structure de EN

[m,] ' Q, _=_ m’, — [ca, œ,,] : o
,

'

[Qu]
_ Qa'=“ (”;:— [œshœht] =0 (S, t, h—N.)

\( ) Nous adoptæiñs dans Ce travail la convention, maintenant usuelle,qui
consiste à supprimer le signe 2 de sommation devant un: exPreSS1onqui

- contient deux fois l‘indit:epar rapport auquel se fait la sommation ’
‘
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5. Les éléments S’}, de E,…, dépendent de

\ v',,’ —__2nq + n + (] paramètres (soient_y,, . . ., y”).

011 peut attacher à tout élément S'}, de En… des repères affines ll(S)
ayant pour origine le centre M(S) de l’élément, et_dont les 11 premiers

— vecteursÈ-(ién) sont dans P(S), lesqderniers (eZ, oz > n) dans Q(S).
Les R(S) ainsi définis se déduisent les uns des autres (pour un élé-
ment S donné) par les affinités @ qui conservent l’élément, c’est—à dire

'

par les « rotations affines autour de M » (affinités conservant M)
définies par les équations

’

.
“>, —> —,> —>
8,- : al,—e,, ea: a,,3 e:,.

Les rotations 6),— pour lesquelles les (1,3 sont tous nuls, sauf un: 1,
' conservent point par point le support Q : ce sont les « rotations
affines autour de Q». De même les (*), pour lesquelles «,,-= 1 , a,,-= 0
sij# i, sont les rotations affines autour de P.

.

Les @ dépendent de n°+q" paramètres ’A. La famille des B(S)
,

attachés à un élément fixe a pour composantes relatives «

ca,—= ou,: ca,-,,: co…-: 0; mi,—, (1115 arbitraires.

4. Si les‘y sont des fonctions de n variables u,, u2 , . . . , u,., les élé—

ments S de paramètres y forment une variété V',,, ou V, à n dimen—
sions. Nous nous bornerons à étudier des variétés V analytzques,
c’est—à—dire telles qu’on puisse attachera' tout élément S de V un
repèreR°(S) dont les paramètres@ soient fonctions analytiquesdes a

_(cf [13].n° 80>Lavariété V sera dite ordznazre si M(S) décrit une variété 2
(ponctuelle), à n dimensions,à_alaquelle aucune droite de Q n’est
tangente. Nous ne considérerons que des variétés analytiques

ordinaires.Les repères R(S) sont les repérésd’ordrezéro de V. Les compo—-
sahtés 'u>,, ca,,w ,‘-,, m…— sont les composantes principales d’ordre zéro.
Elles sont nulles quand S est fixe, et ne dépendent pas des (il.
Lavariété étant à n dimensions, 11 d’entre elles sont indépendantes.

Les ÏR°(_ S) constituent une famille ‘anàlytique d’ordre zéro: ses
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composantes relatives sont des formes en u, du, analytiques par
rapport aux u.

La condition nécessaire et suffisante pour que V soit ordinaire, est
que l’on ait sur V (cf. [13], n° 80)
(|) [œ,t.1,...w,,]#o.

5. L’effet des rotations affineS ®,— ou @, sur les composantes relatives
donne lieu aux mêmes remarques qu’en géométrie euclidienne ([13],
n° 81). Soit une famille analytique 97 d’ordre zéro, de composantesw,
et soitâ‘°*la famille qui— s’en déduit par une rotation @(u) donnée, de

coefficients (l,—_,— (n° 5), w ses composantes relatives.
1° On a

ôa=œŒ, Ô:p=æ;_8.

2° Les (:; et oÎ,—,—s’expriment linéairement en f0nction de ci,—, tu,—,, da…
Ces expressions sont les mêmes que dans une rotation ®,— de mêmes
coefficients effectuée dans l’espace affine à n dimensions sur une
famille de repères de cet espace ayant pour composantes relatives
co.—, (O,—j.

'
'

De même avec O.,. On a alors
ü);= O.),', œ,—,—= (du.

6. CONNEXIONpoucruzm.nmon…: son V. — Sa définition est analogue
à celle qu’on a donnée en géométrie euclidienne [13]. La carte mtrzn—
sèque de V se définira de la manière suivante: *

1° La carte infinitésùnale y(S) représentera tout élément S’ voisin
de S par la projection m’ de son centre M(S’), parallèlement au
support Q(S) de S, sur la base P de l’élément S. Cette correspon—.
dance est biunivoque si la variété est ordinaire.

2° Le raccordement se fera en amenant tout point de P(S’) en sa
projection sur P(S) [parallèlement à Q(S)], opération qui estbien
une transformation affine. Il n’y a évidemment ici aucunecondition
métrique à vérifier comme dans le cas euclidien.

’

On prendra dans toute base P(S) un repère affiné‘a n dimensions
p(S). La projection de p(S’) sur P(S) parallèlement‘a Q(S) donne le
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repère ps(S’) Le raccordement consiste à amener 9( S’ ) en p,,(S' )
Toutes ces opérations sont intrinsèques.

En assimilant tout élément S' voisin de S à la projection de son
centre dans P(S), et en définissant par la loi précédente le raccor-
dement des Voisinages de S’ et de S, on fait de V un espace ponctuel a
connexion affine à n dimensions. Cet espace admet pour carte la carte
intrinsèque de V.

7. Com—posmrss DE LA CONNEXION poncrusun nr. V. — Heprenons la

famille % de repères d’ordre zéro. Soit MX,-è: le repère R(S) attaché
à S. Prenons pour p(S) le repère (MZ—). Soit m’â— le repère ps(S’).
Les composantesas,—, m,—,— de la connexion induite vérifient

. . —>(1) m’=M+me.,
-> -> —>(2) ei=ei +m;,—e,—.

. “? “? .On a d’autre part dans 5 , en dés1gnant par M' e,. ca[ le repere R(S’)
-> —->(3) M’=M+œ;e;+œ;e…

'

—,> —> -—> —>(4) .
, e,. = e; + co,—,-e,-+ a),—3e“.

En identifiant m’?-à la projection parallèlement‘a Q(S) dans P(S)
de 1 ? , il vient  

\
mi=œl

| ati: &)ii.
  

La remarque du n° 5 permet de vérifier que la connexion induite
ne dépend pas de la famille de repères d’ordre zéro choisie. Nous

- énoncerons comme en géométrie euclidienne (moyennant une défi—
) nition analogue deecomposantes latérales):

THÉORÈME. — Les Composantes relatives de la conneæz‘on ponctuelle
’

de. V sont les composantes latérales d’ordre zéro de V.
*La condition (4.1) qui exprime que V est ordinaire, entraîne.

'

cel-lé qui exprime que les m définissent une connexion ponctuelle à
n d1menswns,a savoir: [mm, . . .m—,.];£o.
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8. D’après les équations de structure rappelées au n° 2, on trouve
pour les tenseurs de courbure et de torsion

@, :: les; m…]: Ti,,A.[mhwkl (torsion). ’

-‘-Î;= [ Mama/l ’—2 “ii/1klwhœk !
(courbure).

(Jas particuliers. — La connexion d’une hypersurface [2 b]est_ un
cas particulier de la précédente : c’est celui où Q est la normale affine
(q = 1) au lieu de M. Donc

un,… :: o

et la torsion est nulle.
Ce n’est pas le cas le plus général (même pour uneV}) où l’on ait

une torsion nulle. Il suffit en effet pour cela que tous les ce, soient
nuls, donc que P(S) soit tangent en M(S) au lieu 2 de M..Nous
dirons pour abréger qu’alors la variété est une variété tangente.

La connexion intrinsèque d’une variété V d’éléments—plans S se
définirait comme celle de la variété V tangente d’éléments hi-plans
adjointe à V, l’élément générateur de V admettant pour centre et
support ceux de S, et pour base le n-plan tangent en M(S) aulieu de
ce point. Une telle connexion est toujours dépourvue de torsion. Nous
verrons aun° 18 qu ’on réalise ainsi la connexion sans torsion la plus
générale.

Il. — La réalisation des connexions ponctuelles affines.

9_. Nous nous proposons de démontrer le théorème_suivant :

THÉORÈME. — Tout espace ponctuel à connexion afline à n dimensions
est localement réalisable par une variéte'a' n dimensions‘ a”éléments

bi—pIans S’”"" plongée dans l’espace afine à n“ dimensions.
'

Commeen géométrieeuclidienne, il peut se faire que, même dans
le cas général, la réalisation soit possible dans un espace à moins de
n‘ dimensions Nous ne nous préoccuperons pas de cette question;
nous nous bornerc_ïns d’autre part exclusivement au point devue
local—.;La défin1t_ion de la connexion induite nous donne}fmtnédtatement
un système difl'érefitiel qui exprime qu ’un espace E‘,, d°’mé est-réali-
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sable par une variété V de E,…. Nous montrerons qu’il suffit, pour
que ce système soit en involutio‘n, de prendre q=n(n—1). Nous
emploierons la même méthode qu’en géométrie euclidienne [lil];
certaines parties de la démonstration, qui ne donneraient lieu à
aucune modification, ne seront pas répétées.

'

10. Se donner une connexion (E’)c’eSt se donne1, en fonction de
n variables u, , u,, . . . , u,,, et de leurs difl‘érentielles, les composantes
relatives m,,w,J(,, jé n) de la connexion, c’est—à-dire n( :: +11)formes
de Pfaff que l’on peut d’ailleurs prendre toutà fait arbitrairement
pourvu que
(l) .lm,m‘g...wnllio.

Nous les supposerons analytiques. On peut les considérer comme
les composants d’un repère affiné ÎÎ à n dimensions idéalement attaché
à tout point de(EÇ,); une rotation arbitraire €),—(u) de ces repères les

remPlacerait par des repères Ë* de composantes c:,” , m,}. Nous nous
bornerons à des (à,—(u) analytiques (en u).

Réaliser localement l’espace (EL), c’es—t associer à tout point a d’un
certain voisinage E:, de cet espace,_un élément S‘}, de l’espace affine à

n+q dimensions, tel qu’une famille de repères d’ordre zéro de la
_ variété V engendrée par S‘{, ait pour composantes latérales

@) , , .

«»,—= m,, (n,—,: as,-,.

La condition (1) montre qu’on a alors une variété ordinaire.
Cette réalisation associe à tout point a un repère R de E,…,;_ or,

dans E,…,, R eSt défini par N =(n+q)(n+ q+ 1) paramètres : et
5 les co,— s0nt des formes bien connues de ces paramètres (n° 2). Les
équations (a) constituent ainsi un système différentiel »

œ,(z, dz)=w,(ù., du),
*

œ,,—(z,‘dz)=w,;(u, du),

aux “fonctions inconnues z des variables indépendantes u.“ Nous le
'

-

désignerons
par .

. :
'

’_ u‘(z, u)æd(m, a).

Toutesolutionde a fournit unevariété réalisant E‘. .

Nousdésignerons par E(w, “m) le système fermé obtenu en
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adjoignanl à a les équations qui s’en déduisent par dérivation
extérieure.

11. Comme en géométrie euclidienne ([l3], n° 90), le système
transformé de a par une ®,— est

a'(:', u) :: a[m (s‘), m‘],

en désignant par :* les paramètres du repère qui se déduit de R(z).)
par la « rotat10n affine » 9,— portant sur les n vecteurs e,—. Cela résulte
de la remarque du n° 5, et permet de vérifier en passant que les divers
systèmes a obtenus en partant des divers choix possibles de repères
de E’ conduisent bien aux mêmes variétés V.

Le transformé de 2 par G), est par suite le système
535 Ï.(œ, m‘),

correspondant aux repères ÎÎ* déduits de Ë par la rotation ®,-.

Comme en géométrie euclidienne, nous prendrons pour paramètres
directeurs d’un élément linéaire de l’espace des (u, 5), les quantités
m,—(ié n) et les m, et nous introduirons :

1° Les éléments linéairesintégraux €,— dont les 71 premiersparamètres
directeurs vérifient
(E:) U;;ZËO, Œi=0 (J#i,Jéû).

2° Les éléments intégraux à p dimensionsI; contenant}) éléments e,—,

avec :ép.
Les considérations relatives à l’effet, en géométrie euclidienne

(cf. [13], n° 95), des rotations ®,— sur les éléments intégraux [, à
}) dimensions de E, sont valables sans changement en géométrieaffine,
et par suite conduisent encore aux conditions d’involution B ([13],
n° 94), dont nous reproduisons l’énonce( ):

Coxomons B (sumsmras poun QUE 2 son EN 1NV0LUTION). — a. Par le 
( ‘) Ces conditions B se déduisent de la condition générale A_(existénce pour

pén d’éléments intégraux I,,- passant par l’élément intégral Ip___, générique
(cf. [l2]), par le raisonnement donné dans [13], au n° %. Ce rai90nriement est
basé sur l’effet des 6; sur les Ip et est valable1ci sans aucune modification.
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pom; intégral générique passe un élément lznéaire t'mntégml b. Pour le
repère générzque de E' et l’élément I°générzque, où p__4 n — 1,1leæz‘sæ
un élément e,… en mvalutz‘on avec 12.

”12. EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA common B. — 1° Remarquons que,
les u variant dans un domaine E',, où [tu. m,. . .m,.] # o, en tout point

' (u, z) la condition (B, a) est vérifiée, car a laisse arbitraire m, . . .m,.,
d’où l’existence d’éléments linéaires intégraux (introduisant exacte-
ment n — 1 relations entre les du).

2° Les équations de fermeture de a sont (ej. n° 8) :

(I) .

[wa œa1]=Tthklwhœ1],
(2) , '

_

lœzawa/]=Ruhk[<flhmk].

3°" Un élément linéaire e,, a pourparamètres directeurs (à un facteur
constant près)

(8 )
{

w;{=1, us,—:o (_; # h,; 411); w,,— imposé par «…,-= w,,—,
Il “la: Gain mio:: at:/u wat: butin . œaB: ”13/1-

0 . . . . . +
Cons1dérons un repère euclzdæn aux1ha1re forme de q vecteurs u,

rectangulairesentre eux (dans un espace euclidien à q dimensions)et '

posons (cf. [3])
’

.

’

-—> —> —> —>
(3) , aa}: “a: aix: aiah“a: ath, bai/1“a: bliz-

_ _ _ —> ,—> —>
Un élément e,, est bleu defin1 par les vecteurs a,,, a,-,,, b,—,. et les"

aaBh (l___4 Il).
4° Un élément I° est définipar p éléments e,,(h4p), donc par les

vecteurs et les nombres précédents, avec 114p, lé n.
Les équations(1), (2) qui expriment que e,… est en involution

avec I° (c’est—à—dire avec a., e,, ., a,,) s’écrivent (a.b: produit
scalaire) :

" ah :—-—a 1 &: zap—+““ .(U.) _- _, —_îÎ; î, _.
‘ ((réwén>-

(5) ath bip+i_ aip+_î bih= BlfltF—+1

La recherchedesc,… en inVolûtionavec1 se ramène à la résolution
'

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. . 28 ,

,:
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.—+ —-> ———> _

.

de U ,, par rapport aux vecteurs 1nconnus a,…, a,;—;;, b,,«-,—;,(tén). Les
a,;,,,—;—, restent tous arbitraires.

15. liÉsoumon nu svsnäns U,,.

[. Si les (),—,, de I“ sont md:pendants, le système U,, est compatible
(condition suffisante). — On peut en effet prendre arbitrairément_

——->
les b,—,,—:,. Les équations U,, définissent alors chacun des autres vecteurs

——> _.)
inconnus a,…, a,,…, par ses projections sur les b,—,,, et l’indépendance
de ces derniers entraîne la compatibilité de U,.

ll. Si les b,,, de [; sont indépendants, et si
q }_ n (p+ 1),

—-—->
‘

—>
on peutprendre les b,—;:, indépendants entre eux et mde'pendantsdes [),—,,.

_+ . ‘. .
En effet, les b,—,—,; peuvent être pr1s arb1tra1rement, et le nombre

-——-—> ——>

total des vecteurs b,,,«:-,, b… 11’excède pas le nombre q de dimensions de
—)

l’espace des a,.

14. Appucnmu A LA CONDITION B. — Elle est vérifiée si tous les
U,,(pé n + 1 ) sont compatibles. Pour pouvoir appliquer la condition‘
suffisante (13, I), il_ faut que le nombre n(n— 1) des b,—,, de I;:_ ,

dépasse pas q.

1° Leman. -— Si q=n(n—1), l’élément If, générique a,*poùr
pé n — 1 , ses vecteurs b,-,, indépendants.

a. La propriété est vraie pour p = 1 ; par tout point (u, z) passent
—+

des a, pour lesquels les vecteurs b,—, sont arbitraires; et leur nombre ne
dépasse pas q ( ).

b. Si la propriété est vraie pourp:p' , elle l’est pourp:p'+ I, à
condition toutefois que p'+ 1 4n_ — 1. En efi'ét, l’élémentIp,+, géné-
rique contient un élément I° qui

est lui—même générique,donc qui a 
(? ) n < q pour n > a. Pour n-_ 2, n-_ q; et le paragraphe& suffit pour le

lemme. _

‘
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’ + . , ‘ o \ .(hypothèse de récurrence) ses b… 1ndependants. b1 (/ _…>_. n(p’+ r), so1t' '

—> ——->p’+ 1én— 1, toute relation entre les (),—,,, b,,,_——;—, est d’après (13, ||),
une égal1tc superflue : l,}… a donc ses !),—,,(hép + 1) 111d0pendants.

’

0. Cette récurrence démontre le lemme pourp'+ 1 _4_n — 1.

«:. o. 1‘. D.

2° Conclusion. —— Il résulte du lemme et de (13, [) que U,, est
compatible pour p___._/_ n — 1. La condition B est donc vérifiée, et X est
en involution. D’ou le théorème de réalisation du n° 9.

Aucune restriction à l’existence d’un l,… passant par [, n’est intro-
duite par le choix du repère Îi, ni parcelui du point (11,3); au voisinage
de toutpoint de E:, il eæistc une réalisation de E'”.

'15. DEGRE n’1nmrmmn DE LA sowr1on c1än1äa11.r(cj‘. [12]). — Le

nombre des l,, passant par l’élément l,,_, générique est égala celui des

s,, en involution avec l’I‘;_ , générique; le nombre des [),—,, de cet If,_,es

n(n — 1) = q, et les [),—,, étant choisis arbitrairement, les vecteurs
-—> —>

'

a,,, a… sont bien déterminés. Donc, pour e,,, les

(1). ‘ v=n‘*(n—1)
‘ + .

. . . . . ,

parametres des b,—,, sont arb1tra1res, a1ns1 que les v, quanhtcs 0,3,,.

Comme en géométrie euclidienne, les v,— fonctions arbitraires pro—
venant du choix des a,;,,, correspondenta des rotations G), des repères
des Variétés réalisantes; conséquence:

Les variétés réalzkante! dépendent de v_—_ n°(_ 11 — 1) fonctions arb1—

tzaùes des u.

Ce nombre correspond d’ailleurs à la difl'érence X— _Y entre le
n0mbre

‘

' '

(2)
\_

' X:fi*(d+1)—n*=n“
’

de fonctions des a dont dépend ”E‘… et 12». nombre.
(31, —

._
' Y=n+'q+mq
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de fonctions des ce dont dépend une V‘,’,. On a, en effet, pour
q = n(n — 1)

Y = n + n(n — 1) (211 + I): n“+ n‘(n —— l).

16. CLASSE DES ESPACES A CONNEXION AFFINE. — Ce Sera par définition
(cf. [13], n° 100) le plus petit entier r tel que l’espace E’,, donné soit
localement réalisable dans l’espace affine E,… àn+r dimensions
(par une variété Vi). Elle ne saurait dépasser n(n — 1)

Rien ne prouve d’ailleurs que, même dans le cas général, elle
atteigne cette valeur; X et Y étant les nombres définis au numéro
précédent, il pourrait suffire, a priori, de prendre q vérifiant Y _>_X,
soit ‘

n ( n2 —— !)>q— 2n+r
La classe ne saurait, du moins dans le cas général, être inférieure

au quotient par excès de n(n“—1) par 2n+1. Ce quotient est
("'—1)

2
. . . , . ,' n . .

'

Visiblement superieur a , et la valeur maxima de la classe des

espaces de Riemann ne s’étendpas ana: espaces à connexion afiïne.

III. — Cas particuliers. espaces sans courbure
et espaces sans torsion.

17. LES CONNEXIONS AFFINES A PARALLÉLISME ABSOLU. —’ Ce sont les
connexions pour lesquelles on a Q,—,—=o. On a alors une forte réduc—
tion de la classe, qui/tombe, dans le cas général à r: n— 1 au plus,
ainsi que nous allons le voir.

I° On peut choisir les composantes de E’ lle façon que tous les m,—,—

soient nuls. Les changements de repères , autorisés, c’est—à—direv
conservant cette propriété, correspondent-aux ®,— constafltes, c’est- "

à—dire indépendantes des u. Ces @),— nous permettentencore de trans—
former tout élément intégral I,, à 1) dimensions en un élément If, d’un .

système E*, et l’on- a encore la condition B d’involution.
Si l’on impose aux repères de la variété réalisante la condition

œia=o (ién, a>n),
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on aura le système différentiel a, (m, m)
(Il -

' m.=wz,
(2) cm,-: œ…=0.

La remarque sur l’effet des @; s’étend au système a,, et au système
fermé 2, correspondant,ainsi que la condition B.

2° Les équations dérivées de (2) sont alors

[œihœhil + [cms“’Bil = 0:
[_ œih«w.; ] + |_

(».—,acas:] = 0,

et sont conséquences de (2). Les seules équations de fermeture sont
donc celles qui résultent de la dérivation de (1)
(4) i-

_

' [wawai]=TM/clüîhwa-

L’élément e,… en involution avec I,”,, est assujetti seulement à‘ vérifier
—> —+ ———> —> .(5) Cl}: bif7—Î—Î‘" ap+‘l bib: Tih}Î-Ï (hép, Léfi).

——> —->
On prendra alors arbitrairement le vecteur a,…; les b,—,,——H sont_)

donnéspar leurs projections sur ‘les a,,; on aura une solution si
. "> . , . - .(condition suffisante) les a,, sont lmea1rement 1ndependants. Ils sont

\» au nombre de p.
3° Pour que ceci soit possible pourp =_ n — 1, il faut que l’espace

_)
des u,, ait au moins 71 — 1 dimensions. Si q_= n — 1 , le raisonnement

, fait dans le cas général montre que pour l’élément Il“, générique, avec

p__4n —1 les vecteurs a,,_>sont indépendants;(5) est alors compatible,et Z. est en mvàlutzon.
4° Le nombre d’éléments intégraux I,, passant par I,,_. est celui

des à,, qui vérifient (5) pourp_= n-—-— 1, or seul a,, est arbitraire, les b,,,

_ étant enSuite bien déterminés par leursprojections sur n — 1 vecteurs,
d’où V=û——l

fon.Ctions , arbitraires. Comme précédemment, le fait que les au:-,,,

soient arbitraires correspond aux .,rotations G,, et n’intervient pas
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dans le degré d’arbitraire de la solution générale, si l’on considère
comme identiquesdeux solutions donnant la même variété V. D’où la
conclusion :

THÉORÈME. — Les espaces à parallélisme absolu à n dimensions sont
localement réalisables, dans un espace afiïne a‘_ 2n — 1 dimensions,par
des rarù‘tés d’éléments bi—plans à directions de base jiæe (‘ ). La solution
générale (géométrique) dépend de n — 1 fonctions arbitraires des u.

5° Classe des espaces à parallélisme absolu. — Une variété V;Ç dont
la base des éléments a une direction fixe peut être définie par une
variété d’éléments—plans, soit W, et une direction de bases donnée.
Les variétés W dépendent de '

Y, = n + q + nq

fonctions des u, et il en est par suite de même des Vconsidérées ( ).
Dautre part un En dépend, s’il est à parallélisme absolu, de

n’ fonctions des u Xi: ll!—

On sait que la classe ne peut dépasser n — 1. Dans le cas général,
une borne inférieure est donnée par Y,èX,, soit

n’—n
n+i q è

Or,
(n — 2)(n + 1 )'= rtf—' n — 2<n2— n,

et la classe est supérieure à n — 2 (égalité exclue); conclusion :

La classe des espaces à parallélisme absolus à n dimensions, est, dans
le cas général, égale à n — 1 , du moins en ce qui concerne la réalisation
par une variété à base de direœionfixe. Si l’on inipose pas cette co”ndi-
tion aux variétés réalisantes, la classe est donc au plus égale à n'—— 1 .

’

Remarquons enfin qu ’on a bien, pour q_= n -— 1, la relationY —X,=v. 
).( ) Puisque cm,—=.. co…: 0, der—_: 0, les e; restent équipôllentsa eux-mêmes, et

leur n-plan a une direction fixe. - -

(.-) C’est aussi le nombre des composantes principales non nulles (œ,—,œ…mat)
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18. Les CONNEXIONS AFFINES SANS ronsuou. -— On avu au n° 8, que les
variétés d’éléments—plans, ou, ce qui revient au même, les « variétés
tangentes » ont une connexion sans torsion. Cherchons si, inver—
sement, on peut réaliser par une variété tangente, un espace sans
torsion donné; on aura alors à résoudre le systéme a(z, u)
(1) ' œ,=m,, .

(°)‘ œli=mlia
(3) œ,=o,

auquel s’étendent les remarques concernant les rotations 6).— et la
condition B.

‘ Les équations dérivées de ( 1) sont

[mumu]: o (torsion nulle)

et sont conséquences de (3). Restent, comme équations de fermeture
(4) [0011 maj]: Rijhk[whka
(5) "

_
[œiœi,j=o.

Elles donnent pour l’élément s.,… en involution avec un I}; donné, le
systéme  + "> —>

$
(6) aih bi;Î+—Î— aim bile: RiihÏ:Ïi

——> ——>(7) am: ap:îh

1_°_4
Posons (cf. [3])

—-> —> -—> —>
{hf/fl} 5 au b;1—— au bile—' Rhikl.

(UZ,) (i,/'én. hép)-

Les équations (ô) s’écrivent alors
(c') {hjkl}=o.
On a dans l’espace En donné les relations (dérivation de [T,—:o;

cf. [1])
(8) Rhik1+ Rkflh+ “mr—= 0-

et les relations (q)—et (8) ont pour conséquence

(©) ’ {hjkl}+{kjlhl+{ljhklæo.

_2°
Dans 13 les relations {ÿ'kl}=,ç pour lc, lép et i,_j_4_n sont
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vérifiées, et l’on a en particulier
(IO) {p+1jih}=o pour iép,hép.
L’éequation { ijhp + 1 }= o résulte donc de (9), (10) et de

(Il) {_hjip+——ll=o (=—{hjÎ—+—Iil).

Il suffit donc que soient vérifiées pour i_.ép les équations

{

zjhp+ 1 }= 0 pour lesquelles ièh. Pour i>p toutes les équations

{‘ith+ 1 }—_ o vérifient cette condition(puisqueh4p)et le systèmeU',,
se réduit à

———> ———>

(U;) ‘” ..""m=“"_“" (l‘èh,hép,ién)-
(12) {t/hm}=o

___) . '
3° Résolutzon de U;. — Les vecteurs a,,,,îî sont b1en détermmes

)_+ . . + .par (7). Les vecteurs b,;,—+—, ont leurs propctmns sur les a,—,,, pour z}_h,
données par (12), et ne sont assujettis qu’à ces 'relations; il suffit+ . . , ” o .donc que ces a,—,, s01ent1ndependantspour que U ,, s01t compat1ble. On

. -_> o ‘prendra q égal au nombre max1mum des (l,—,, (qu1 correspond a
p = n — 1 ), soit

_n(n+t) _(n—1)(n+2)__Î——I— 2
' 

_ —--—>Alors, quel que smt p_4_n—2, on pourra prendre pour les a,«,—,:;,

où ièp+ 1, laissés arbiüaùes par U;, des vecteurs indépendants
. , —+ , ‘ .

entre eux et 1ndependants des a,-,, {ou : èh) de I,‘,’,. Le nombre total de
ces vecteurs est en effet croissant avec p et vaut g pour p = n— 2,
donc il ne dépasse pas q. Il en_:ésulte, comme au n° 14, que pour l’I"
générique (p4n—1), les a,—,, où zèh sont indépendants. U,', Brt
compatsz pour pén— 1, et le système dfiérentzel est en mvolution.

4° Degré d’arbztrazre. — Pour l’élément e,, en involution avec I,,_,,_.)
on a comme arbitraires, outre les amp”, le seul vecteur a,…; d0nc
v=q fonctions arbitraires des u pour la solution générale géomé—
trique. D’où l’énoncé: ,
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THÉORÈME. —- Les espaces a connexion afline sans torsion a‘ n dimen-

sions sont réalisablespar des variétés d‘éléments—plans de l’espace aflinc
. . . n — 1 n + 2 . , , .a n+q dimensions avec q=( ): )- Les varzetés rca/mantes

dépendent de q fonctions arbitraires des u.

 
5° Classe de ces espaces (dans le cas général). i— Elle ne peut

dépasser
(n — 1)(n + a)

_

2
 PO=

Mais elle pourrait, a priori, être inférieure à cette valeur (même dans
le cas général). Une variété d’éléments q—plans dépend en effet de

Y = n + q + nq fonctions des a.

Un espace E'” sans torsion dépend (') de

n2 n + I .X = —(2_—) fonctions des a.

La condition YèX donne pour valeur minima de la classe (dans le
cas général)

— n (n — 1 ) (n + 2)
n + 1 2 ’?:

qui peut être inférieure à en
— 1 .

On peut encore vérifier que q = p., entraîne Y — X = ] = v.

IV. —— Les connexions affines à parallélisme absolu
attachées aux groupes de Lie. Leur réalisationet la théorie

de la représentationlinéaire. '

19. Soit un groupe de Lie I‘ dont les transformationsTu dépendent
de n paramètres u,, ua, . . ., un. M. Élie Cartan [4] attache à un tel 

(1) D’après m},— [m,w,;,]= o, les mi}, dépendent de IL(-'-Ï2iÏl—)— fonctions des a.

Les un dépendent de n‘* fonctions des a, les « rotations affines » defi également.
D’où X.

Jam-n. de Math., tome xxv. — Fasc. 3, 1946. 29
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groupe deux connexions affines à parallélisme absolu, dont les
composantes us,—,- sont nulles; les m,— sont pour l’une les paramètres de
la transformation TÏ,‘ T…… (composantes relatives de I‘), pour l’autre
ceux de T,……TÏ,' (composantes absolues de I‘).

Nous considérerons seulement la première de ces deux connexions,
soit E'N(l‘), et nous l’appellerons la première connexion aflîne de I‘.
Rappelons que les composantes de la torsion de cette connexion sont
les constantesde structure de I‘

0 ’ ‘ ' _
24' = m,' : chki [ 63/1 m/\' J : d OU rihk— C/tÀ'i7[A(|)

et que la dérivation de ÎÏ,— (identités de Bianchi) donne les relations
classiques du troisième théorème fondamental de Lie
(fl) cleÂ‘ici/j+ ('kl'icih/+ ('Illicikj= 0 (Il; k) ’) i: ,] {; Il).

20. D‘après le paragraphe III, cette connexion est réalisable dans
l’espace affine FN à N ‘è2n — 1 dimensions, et l’on peut attacher à I‘,
au voisinage de l’identité, une famille 5 de repères R(u)de l’espace E…
dont les n premiers vecteurs sont d’ailleurs constants, c’est—à—dire

équipollents à des vecteurs fixes [les relations (17. 2) donnent en effet
(le—?: o]‘ A toute transformation T,, de I‘ est alors attaché un repère
R(u) de E_\.

Soit u,, les paramètres de la transformation identique de I‘ :

T,,O=I(I‘); et soit L,, la transformation linéaire qui amène R(u,,)
en R(u) (‘) : on a finalement attaché à I‘ la famille des transfor—
mations linéaires L,,. Cette famille contient la transformation iden-
tique L,,o, qui est l’homologue de I(I‘), mais en général elle ne forme
pas un groupe.

Réalisations homogènes—H,. — Nous nous proposons de trouver des .

réalisations telles que les L,, forment un groupe. La variété réalisante 
(‘) Il existe une afinité bien déterminée qui amène R(u,,) en R(u). Cette

affinité est une transformation géométriquede l’espace en lui-même. La trans—
formation linéaire à laquelle nous faisons allusion ici est la transformation
analytique (cf. [9]. p. 29) obtenue en rapportant cette affinité à— un repère de
base po choisi une fois pour toutes.
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est alors invariante par ce groupe. Une telle réalisation sera qualifiée
d’homogène. Pour abréger le langage, nous dirons qu’une réalisation
homogène satisfaisant à ( 1 7,2) est homogène—H,.

Une réalisation homogène-H, sera donc définie par une famille :‘77 de
repères R(u) jouissant des propriétés suivantes :

1° La réalisation locale de E:,(l‘) correspond à une partie de la

famille 5(w,—= $;); et les n premiers vecteurs v,— sont constants
(tu,—j: (O,-,,: 0).

2° Les L,, forment un groupe.
Nous verrons au n° 22 que les composantes relatives des ll(_u) sont

alors d’un certain type caractéristiqueF. Nous montreronsque, dans
ces Conditions, les L,, fournissent une représentatzbn linéaire (infinité-
simalementfidèle) de l“.

L’existence de composantes relatives du type F équivaut à la
compatibilitéd’un système algébrique H(I‘, N), et cette compatibilité
se révélera non seulement suffisante, mais nécessaire pour que [
admette une représentation linéaire infinitésimale : nous montrerons
pour cela que la première connexion affine d’un groupe linéaire admet
une réalisation homogène-H,.

L’étude directe du système algébrique H pourrait donc donner une
nouvelle démonstration du théorème d’Ado (‘ ) sur l’existence d’une
représentation linéaire des groupes de Lie. N’ayant pas résolu le
système H, nous déduirons au contraire du théorème d’Ado la possi-
bilité d’une réalisation homogène—H0de EÇ,(I’), pour un groupe de Lie
quelconque I‘.

'

21. Nous allons d’abord donner quelques définitions et notations
qui nous seront utiles, et rappeler‘a cette occasion certaines propriétés
classiques de la théorie des groupes.

1° Nous désignerons par G… le groupe linéaire général à m variables.
Les transformations T,,de G… dépendent de m (m + 1) paramètres a.
Ses composantes relatives sont les paramètres de la transformation 

(‘) Cf. [8] et [il].
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T:,‘ T…… ou des combinaisons linéaires à coeficients constants d-e ces
paramètres. + . c ‘Soient R: Me,(s _4_ m) un repère affine à m d1mens10ns,R’ un repere

+ —>

mfnument vorsm, d’origine M + dM, de vecteurs de base e_.+ de,; les
composantes relatives (O,, ca., de R seront toujours définies par les
relations

_)
dM : m_.eÎ, de.—= tone—:> (& t é m).

Les composantes ce, seront appelées composantes de translation de R.
Si T,, est la transformationqui amène en B un repère—on‘gine Ro (‘ ),

les composantes sont des formes de Pfafl‘ des a et de leurs différen-
tielles, et nous les désignerons suivant les besoins par ce, w(a) ou
w(a, du). On peut les prendre pour composantes relatives de’Gm.
Elles vérifient les équations de structure de l’espace E… données
au n° 2.

‘ '

2° Soient y un sous—groupe à n paramètres u de G…, F… une transfor—
mation de 7“. Soit B., un repère de E…. On peut prendre le repère
R(u): c,,R, comme repère mobile de y; les composantes w(a)
deviennent pour les R(u) des formes w(u) qui sont de rang n, c’est—
à-dire que n d’entre elles sont indépendantes. Nous dirons aussi
qu’elles se réduisent à n d’entre elles, soit m;(ién). On peut prendre
ces tu,—(u) pour composantesrelatives de y.

'

3° Soit une famille (I) de repères R(u) de E…. Soit La la transfor—
mation qui amène en R(u) un repère R(u,) arbitrairement choisi
dans (1). Si les L,, forment un groupe, nous dirons que (I) est l’image
de ce groupe [le changement de repère R(u.,) remplace ce groupe par
une de ses automorpbies]. Inversement, étant donné un groupe
linéaire y, les R(u) définis au 2° en constituent une image.

La-condition nécessaire et sufiïsantepour qu’unefamille (1) de repères
R(u) soit l’ image d’un groupe continu, est que ses composantes relatives
soient liéespar des relations linéaires à coeficients constants (“). 

(') Au sujet de cette transformation, cf. la note du n° 20; le repère R0 n’est
pas forcément le repère de base po de l’espace.

(’) Cf. [10], n°3 123 à 125. '
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22. .
Composmrss D’UNE RÉALISATIONuouocÈua—H… — Soitun groupe de

Lie F, de composantes relatives m,—(i_4_n), E;(l‘) sa première connexion
affine. Pour qu’une famille % de repères R(u) de EN dtfinisse une réali—
sationhomogène—H., de E;(I‘), ilfaut et il suflit que ses composantes rela—
tives soient du type F(I‘) défini par les relations suivantes, où les a
désignentdes constantes .

(I) &); :un
(2) to,—,— =w…=o

F(l‘) °“ F(m) (3) ®: =azimi (i;,jén, " +':£1»5£N)-
(4) wat = aut/U}

— (5) maa=aaezmz

En effet une réalisation homogène—H0 est définie (n° 20) par une
famille % de repères R(u) jouissant des deux propriétés suivantes :

1° Les composantes ca,—, (u,—j, (»,—1 de R(u) vérifient
(I) (05:55,
(2) wii: œiz=o-.

2° % est l’image d’un groupe.
Cette seconde propriété équivaut (n° 21, 3°) à l’existence de

relations linéaires à coefiïcùents constants entre ce,, w,,(s, téN)-
Or, d’après (1), les <»,— sont indépendants. Les autres (» en sont donc
des combinaisons linéaires à coefficients constants, d’où la pr0position
«zi—dessus, dont on peut encore donner l’énoncé suivant :

LEMME I. — Les composantes relatives d’une réalisation homogéne-Ho
de EL(F) sont caractériséespar la propn'étéd’étre du type F(I‘)

25. Pour que des formes de Pfafl‘w(u, du) du type F(P) ou F(m)
soient les composantes d’un repère de E… il faut et suffit qu’elles

- vérifient les équations de structure [ou] de E… Les équations [w.—j]
et [ca,—œ] sont conséquences de (F, 2). Les autres équations fournissent
le système algébrique suivant :

'

aah aaik — aakaaih : c…
H(l‘, N) apt apak — a5kaçah= aazchki h; If, i, jé ",

0“ H(°: N)
. auflhafltk— aaBkapm=aaticw (Jb< a, @, Y.éN) .

aaYha-ka-_- aaykayflh‘=“$$$th ‘
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D’où la conclusion suivante :

LEMMB Il. — Pour que des formes de Pfafl” du type F(I‘) soient les

composantes d’un repère mobile de l’espace E… il faut et suflit que les

constantes a qui les définissent vérifient le système algébrique H( I‘, N).
Le groupe [‘ n’intervient dans H que par ses constantes de

structure. Deux groupes infinitàimalement isomorphes ont donc
mêmes systèmes H.“ On désignera aussi le système H par H(c, N),
0 représentantun système de constantes c….

24. LEMMB Ill. — Soit un système de formes w,-(u, du) vérifiant
(l) a} = chki[whwk]-

S‘il existe dans B,, une famille 5 de repères R(u) dont les composantes
relatives sont du type F(a), elle est l’image d’un groupe linéaire 3“ dont
les constantes de structure sont les c,…—.

En effet, les co étant liées par des relations linéaires à coefficients
constants, 5 est bien l’image d’un groupe linéaire g; un système de
composantesrelatives de g est fourni par les composantes relatives de
R(u) (cf. n° 21, 2°), qui se réduisent aux to,—(t'én‘); etpar suite des
relations os,—= ca,—, la relation (1) entraîne
(2) (O'; =0hki[whwk]-

' C. Q. F. D.

COROLLAIRE [. — Si les composantes de 37 sont du type F(l“), :’T* est
l’ image d’une représentation linéaire (‘) de F.

En effet , g et F ont alors mêmes constantes de structure.

COROLLAIREII. — Dans une réalisation homogène-H0, les La forment
une représentation linéaire de F ( d’après les lemmes I et III).

25. THÉORÈME I. —— Si le système H(c, N) est compatible, il existe un
groupe linéaire continu à N variables qui admet les c comme constantes
de structure. 

(‘) Nous sous—entendons désormais presque toujours la restriction d’après
laquelle la représentation n’est qu’infinitésimala.
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On peut le déduire du lemme III, en construisant (‘) les formes m,—

vérifiant (24. I) avec les (: données. On peut l’établir plus directement,
en remarquantque le système de Pfafl'

&);j =(Ùi1= O

O.); : aaiwi(a) (i,j_én,Nèa, @>n),
O)… : aui,—œ,—

œaB: aaBtœi

établi entre les N(N + 1) paramètres :: d’un repère de E.,, est complè—
tement intégrable, si les a vérifient H(c, N); car les équations de
fermeture de a sont des conséquences de a et de H. [Ainsi

m'a: et…-œ} donne [cop mg,] : a,,[ 093 mm],
501t

agz.aexk— api—aw: a…- (dB/caBik— asf.aeu.)

qui est conséquence des deux premières équations de H, etc.].
D’où l’existence, dans l’espace à N(N + 1) dimensions des

variables 5, d’une variété w à n dimensions vérifiant 0', c’est—à—dire
d’une famille 5" de repères R(u) image d’un groupe g. Exprimons
les :; d’un point courant de W en fonction de n variables a; les formes
œ(_z) deviennent des formes œ(u) qui se réduisent aux (u,—, et les co,—

vérifient
'(O,: = [6510015] : (au/taäik_axkaailt) [œltœk]: Chkj[ü)h'J)k].

0. Q. F. D,

COROLLAIRE. — Si H(I‘, N) est compatible, [‘ admet une représentation
linéaire à N variables.

C’est une conséquence immédiate, soit du théorème [, soit du
lemme II et du corollaire I du lemme III.

Le théorème I et son corollaire suggèrent l’idée d’une nouvelle
démonstration du théorème d’Ado et de la réciproqûe du 3° théorème
fondamentalde Lie [6], car tout groupe continu linéaire est un groupe
de Lie (“‘). Mais une telle méthode ne peut être envisagée que si 

(1) Cf. E: Cmrm, [10], n° 205. Cela exige les relations (19.2) entre les 0;
ces relations résultent de H. -

(2) Cf, Yon Neumann [5], et pour un théorème plus général E. Cartan [7].
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l’existence d’un groupe linéaire de structure donnée entraîne la
compatibilité du système H correspondant. C’est ce que nous allons
maintenant établir.

26. THÉORÈME Il. — Lapremièreconnexion afine d’un groupe linéazre
admet une réalisation homogène—H“.

Soit 7 un groupe linéaire à n paramètres u et P variables. C’est un
sous—groupe de G... Soient os,—(u, du) ses composantes relatives.
D’après le lemme I, il s’agit de démontrer l’existence, dans un espace
affine E… de repères R(u) dont les composantes relatives soient du
type F(m).

La démonstration se ramène aux trois points suivants :

1° On peut trouver pour y une représentation linéaire g à

Q = P(P + 1) variables, admettant pour image dans EQ une famille
de repères dont les composantes de translation (') soient de rang n
(n° 27 ).

2° Opérant alors dans E,, nous y trouverons une image de g dont
les repères ÎÎ vérifieront ES,—= m;(i_é n) (n° 28).

3° Enfin, à l’aide de ces formes (B,, (E}… nous construirons dans
l’espace affine à N = Q(Q + 1) dimensions, un système de compo-
santes relatives du type F(m) (n° 29).

27. Soient
(‘) æ;=astæt+at ($: téP)>
les équations de y, les a étant fonctions de n variables indépendantesu.

Considérons le groupe g à Q = P(P+. 1 )variablesx…, x…(r, séP)
dont les transformations “c,, sont définies par les Q équations

(2) x' =a ac +a(ru)
{ x“

“ °t ”’ (r, s, téP).' _
rs — astært+ as

Ce groupe g est visiblement isomorphe holoédrique de v. Consi-
dérons dans E, le point M0 de coordonnées

was: ærs= 0 POlll‘ I‘ # 8,
Mo æ_,_,= I . 

(‘) Et non plus seulement l’ensemble des composantes relatives.
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Son transformépar fr,, est le point M: 1,,Mo de coordonnées

(To:: us,
M

°Trs= asr+ ax-

Soit M + dM le transformé de M" par la transformation :“…“ infi—
niment voisine de 't… Les composantes de dM sont :

dM "
dæ…=da,,

} dæ…= da,,+ d….

Elles sont de rang 71, puisqu’il en est ainsi des du,, «la… Donc les
directions dM remplissent un n-plan. Par suite si l’on prend un repère-
origine R0 d’origine M… le repère R(u): ”t'R a ses composantesde
translations de rang 71 ( ). On a bien une image deg,r de la forme
désirée.

28. Le résultat précédent n’imposerien aux vecteurs du repère Ro.
Cela va nous permettre de trouver un repère Êo d’origine M., tel que
les composantes' relatives (ï), (b,,(s, téQ) du repère fl(u)=nÊ.,
vérifient les relations

_ -œ,—=m; (ién).

Soit 2 =1Ïru+du une transformation infiniment petite de g,a: 0;’0u+du son homologue dans y, et soit M°+ dM.,=ZM.,.
Considérons, parmi les a, les transformations a,— définies par
(a:) uml—(u, du)=w, us,-(u, du)=o U#i).
Soit (dM5); la translation dM0 correspondant à a,-; définissons le

+ . _vecteur e,— par la relatmn
.).

(dMo)i= me:. 
(1) Il n’en serait pas ainsi si par exemple on prenait pour origine du repère—

origine le point æo,=xrs= o. Remarquons d’autre part en passant que les
points M définis à partir de Mo peuvent servir de repère mobile à g. Ils forment
une variété à n dimensions. Cela reste vrai quel que soit 7, en particulier si
c’est le groupe Gp.

\
‘ ' Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946.

’ ' 30
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On a alors, si m., as,, . . ., ce,, sont les paramètres de a,
* .(|) dMo=m,-(u, du)e; (zén).

(d’aprés l’isomorphie de g et de 7).
Comme les (IM. remplissent un n—plan (en direction ), il en est de

-‘> -
même des c,, et on peut les prendre pour vecteurs de base de R0 en

+
leur adjoignant Q—n vecteurs arbitraires, formant, avec les e,—,

+ . - - .

Q vecteurs e, indépendants. 81 (U,, to,, sont les composantes relatives
de ll(u): ”.,,Ro, on a

.)
(?) dMo=ôs(u, du)es (séQ),

D’où, en comparant avec (1),
Ô;:Œ;, (IL,—:O (iéfi<0éQ).

La famille des R(u) étant une image de g, les &… sont des combi—
naisons linéaires à coefficients constants des as,—.

'

29. Nous avons ainsi obtenu une famille de repères Ê(u) de EQ
dont les composantes relatives (B,, (B,, sont des combinaisons linéaires
à coefficienls'constantsdes ca,-, et vérifient (?),—= m,— pour z'_L_ n.

Nous allons en déduire, dans l’espace EN à N = Q(Q+ I) dimen—
sions, une famille €? de repères R(u) dont les composantes relatives
sont du type F( (5). Nous désignerons’ par i, j les indices ne dépassant
pas n, par r, s, t ceux qui ne dépassent pas Q; nous représenterons
par les arrangements (st) avec répétition (ss) possible les Q” indices
compris entre Q + 1 et N.

Cela posé, considérons les formes FN :

( I ) ms : (B,-,

(2) w.sb : 633!)

(3) (n),—t : œs ,lt’): 01
( F\) ü)4__çsr.t : 0 pour S’ 77£ t,(4) -(”(s‘il :_ ms;

,.s,{,.r ,: ’ t, .

(5)
{w\

_t, 0 pour s;
œ\rs— ir's, — _ wr'r-
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1° Ces formes sont du type F(à). En effet, on a, en particulier

[équations (I ), (3) pour s_4_ n],
un: w;=w;, cm,—= m,,=o (n< aéN).

D’autre part les &) sont des combinaisons linéaires à coefficients
constants des ce,—, et il en est alors visiblement de même des ce.

2° Le calcul montre, en tenant compte des relations de structure
de EQ qui sont vérifiées par les &, que les°formes FN vérifient les rela-
tions de structure [ou] de E… Nous allons indiquer ce calcul pour les
composantes wmwa,.‘, par exemple. L’équation de structure [w‘,',.,,,,.,,_‘]
s’écrit Q = 0 avec

_— ,
.9 _ œlrtrsli’°arsl_ [ wl"t"zl—‘œ—‘l"a"cl.l

_ [œi";"gl(—'Mglmt—‘181llï‘af4ll'

Comme œs(,.3,.‘)=o, le premier crochet est nul. Le deuxième ne diffère
de zéro que si '

s.,: n; et s,, = r,, d’où r2= r..
, 1°r2;£r,: -

œ("x"zll"a"sl: 0 et. (“):/‘,r'3w3r.): 0;

les deux crochets sont nuls, d’où

Q=o. C. Q. ?. 0.
2° r2= r,,=s. Alors

3: °°Îns)(r.s) — l‘”tm)tm) °°(s.s>tr.s)l

qui devient d’après (5)
Q :_ ôl'°ari_ [(— 5331"t) (_ ô"a-‘n)] :_ ô'r3ri+ [G)"a-‘iô-‘iril’

et le dernier membre est nul- d’après l’équation de structure [&…]
de E,. D’où encore Q = o.

Le même calcul s’applique aux autres formes w.

CONCLUSION. — Les formesFN sont les composantes d’un repère R(u)
de E,. La famille des R(u) a des composantes du type F(m), et (d’après
le lemme I) elle definit pour E',,(y) une réalisation homogène—H,.

Co Q. F. D.

50. GOROLLAIRE I. — La première connexion afiïne d’un groupe de
Lie admet une réalisation homogène—H,.
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Cela résulte du théorème d’Ado, d’après lequel tout groupe de
Lie l‘ admet une représentation linéaire infinitésimale y; les groupes
[‘ et Y ont alors même première connexion affine (' ), E'(l‘)=E’(y),
et la propriété vient d’être démontréepour Ej.(y).

CONCLUSION. — Étant donné un groupe de Lie I‘, dont les transfor—
mations Tu dépendent de n paramètres u, on peut lui attacher une

famille 5 de repères R(u) d’un espace aflîne à N dimensionsjouissant
des propriétés suivantes :

1° Les n premiers vecteurs des R(u) sont équipollents à des vecteurs
_/iæes.

2° Les R(u) se déduisent les uns des autres par des transformations
linéairesformant un groupe 7 infinitésimalement isomorphe à I‘.

Si T,,_ est la transformation identique, et si La est la transformation
qui amène R(u.,) en R(u), les transformationsT“ et Lu (sufiîsamment
vozsines de l’identité) sont homologues dans l’1s0morphze

3° L’élément bi—plan dont la base contient les n premiers vecteurs de
R(u) et le support les N — n dermers engendre une variété quiréalise,
au voisinage de (u., ), la première connexion afine de I‘. Cette variété est
invariantepar le groupe 7.

51. COROLLAIRE Il. — Le système algébrique H(y, N) d’un groupe
linéaire y est compatiblepour N assez grand.

C’est une conséquence immédiatedu théorème Il [existence pour y
de repères de EN ayant des composantes du type F(y)], et

dulemme Il. -

Soit alors un groupe de Lie quelconque l‘; l’existence d’une repré—
sentation linéaire y de I‘ entraîne la compatibilitépour N assez grand—
du système H(I‘, N), car les systèmes H(I‘, N) et H(y, N) sont iden-
tiques (l‘ et Y ayant.mêmes constantes de structure) ety est un groupe
linéaire. -

La réciproquede cette dernièrepropriété a été démontrée au n° 25_,
et la compatibilité pour N assez grand de H(I‘, N ) est ainsi nécessaire 

(1) puisque mêmes constantes de structure (ef. n° 139)»
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et suffisante pour qu’il existe une représentation linéaire de l‘ . Sa
démonstration directe serait donc susceptible de fournir une démon-
stration du théorème d’Ado.

La démonstration que nous envisageons ainsi porterait sur le
système H(c, N), avec l’hypothèse que les c sont les constantes de
structure d’un groupe. Le troisième théorème fondamental de Lie
affirme que cette hypothèse équivaut aux_relation‘s (R) suivantes
entre les c :

(‘) chkl+C'kht=os
(a) c…c…—+Ûkltclh/‘+ Clhlclkj= 0-<R>{

Nous aurions donc à démontrer la proposition suivante : si les
constantes c vérifient les relations (R), le système algébrique H(c, N) est
compatible pour N assez grand. Or, d’après le théorème 1 (n° 25),
cette compatibilité entraîne l’existence d’un groupe continu linéaire,
donc d’un groupe de Lie, admettant les c comme constantes de
structure : par suite, si l’on établissait directement que les relations (R)
entre les constantes c entraînent la compatibilitépour N assez grand du
système algébrique H(c, N),“ on démontreraz‘t du méme coup la réci—
proque du troisième théorème fondamentalde Lie et le théorème d’Ado.


