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La géométrie intrinséque des variétés Riemanniennes
non holonomes ;

Par M. HAIMOVICI.

A\ Jassy (Roumanie).

L’étude géométrique des variélés non holonomes a commencé en
1926, par les travaux de M. Vranceanu ('). Le point de départ pour
I'étude de ces espaces a été le probléme de trouver une représentation
géomeétrique des systémes mécaniques non holonomes. Dans une de
ses communications au Congres de Bologne (?), M. Cartan a montré
comment on peut trouver des schémas de géométrisation de ces
systémes mécaniques.

Cependant, les espaces non holonomes ont été étudiés surtout du
point de vue géométrique (°), tout a fait indépendamment du
probléme mécanique, et cela dans trois directions (*) :

a. Le point de vue rigide, qui consiste a considérer un espace de
Riemann avec la métrique

(A) ds’:zg,-,-dr' dri (6,J=1,2,....n)

i

(") G. VRANCEANU, Studio geometrico dei sistemi unolonomi (Annali di
Matematica, }® série, t. 6, 1928-1929, p. 9).

(2) E. CARTAN, Représentation géométrique des systémes matériels non
holonomes (Attidel Congresso Internazionale dei Matematici, t. &, p. 253-261,
Bologna. Zanichelli, 1928).

(*) G. VRENcEaNU, Mémorial des Sciences mathématiques, t. 76, Paris,
Gauthier-Villars, 1936. Dans ce travail on trouve aussi une bibliographie du
sujet.

(*) G. VRANCEANU, Sur les trois points de vue dans ['étude des espaces non
holonomes ( Comptes rendus. 188, 1929, p. 973-975).
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292 M. HAIMOVICI.
et, dans cet espace, un connexe défini par le systéme de Pfaff

(B) WyT= 0 (x==m—+1, ..., n),

b. Le point de vue semi-intrinséque qui consiste a se donner le
systéeme de Pfaff (A) et la métrique ’

() h dst =Y or  (modos) (1,2 ..., m)

{

sur la variété non holonome qu'il représente et, en outre, en chaque
point, un élément plan normal & la variété. Cet élément plan serait
défini par un systéme de Pfaff

w,=0 (fi=1,2, ..., m),

el I'étude des variétés non holonomes de ce peint de vue revient au

probléme a I'é¢tude des pfaffiens w, et w; considérés par rapport au

groupe (*)

. 6,:21\,;(»3 (2 3=m+1,...,n),

)
Wy :ZC,,-(»,» (4 J =1, ..., m),

ol A, sont des coefficients quelconques et C;; sont les coefficients
d’une transformation orthogonale.

c. Le point de vue intrinséque, qui consiste a consnderer seulement
le systéeme de Pfaff (B) et la métrique sur la variété. Cela revient  se
donner la métrique (A) seulement 4 une forme différentielle quadra-
tique prés qui s’annule pour w,=o c'est-a-dire dont I'expression
serait

2(»57‘5 (f=m—+1, ..., n),
3

7, étant des pfaffiens arbitraires. Le ds* de la variété peut étre mis

(') E. Cawtan, loc. cit.: G. VRANCEANU, Mémorial, loc. cit., p. 14. Dans le
paragraphe 19 de ce dernier travail, on considére aussi un point de vue plus
général. Voir aussi G. \’nmcmw, Bull. de la Faculté des Sciences de Cernauti,

L. 8, 1932, p. 177.
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sous la forme (C) et la géométrie de la variété revient a I'étude du
systéme de pfaffiens w,, w; par rapport au groupe

Wy :2 Aa_‘i“’ﬂs
9

w; ::EC,/((.»/ +ZB@¢,)3 > ’
y

A.s et Bjg étant des coefticients arbitraires et C;; étant les coeflicients
d’une transformation orthogonale.

A ces points de vue, on pourrait ajouter le point de vue de
M. E. Bortolotti ('), qui consiste 4 se donner les formes (\) et la
mélrique sur la variété et, en oulre, sur la variél¢ «,= o, m con-
gruences orthogonales, a l'aide desquelles on définirait le parallé-
lisme sur’la variété.

'Si les mémoires sur les variétés non holonomes considérés des
points de vue a et b sont assez nombreux, il n’en est pas de méme du
point de vue intrinséque. Outre le travail déja cité de M. Vranceanu (*)
dans lequel il fait une systématisation de ces points de vueel le travail
de M. Bortolotti ('), qu’on pourrait rattacher au point de vue intrin-
séque, nous pouvons citer seulement un travail de MM. P. Franklin

et C. L. E. Moore (*) dans lequel sont étudiées les géodésiques de
longueur minimum dans les variétés non holonomes et un travail de
M. Vrinceanu (*), dans lequel il établit que ces géodésiques sont
intrinséquement liées a la variété.

Le but de ce travail est précisément de construire la géométrie
intrinséque des variétés non holonomes. La méthode que nous
employons est inspirée directement des méthodes générales d’équiva-
lence de M. Cartan (*), méthodes qui ont déja montré leur puissance

(G)

(*) E. BorroLorri, Trasporti rigidi e geometria delle varieta anolonome
(Bolletino dell Unione Matematica ltaliana, t. 10, 1931, p. 1)

(2) P. Frankuws et C. L. E. Moone, Geodesics of Pfaffians (Journal of
Mathematics and Physics, Mass, t. 10, 1931, p. 157).

(3) G. VRinceaNU, Bull. de la Faculté des Sciences de Cernauti, t. 5, 1933,
p. 177. . .

(*) E. CarTaN, Les sous-groupes des groupes continus de transformations
(Annales scientifiques de UEcole. Normale Supérieure, 3¢ série, t. 25, 1908,

p- 57-73)-
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et leur fécondité en tant de problémes considérés par M. Cartan (*)
lui-méme ou par ses éléves.

Nous supposerons que le systéme de Pfaff (B) a le systéme denve
nul. Nous supposerons en outre qu’on ne peut associer a chaque
équation du systéme une direction w,( a) (modw,) telle que pour tout

accroissement ox on ait

Wi (6, 11)—_-—7’2}‘5(»;3(6, ;1) (modwy)

w;(d) _ZAgw,( d

Celte dernicre condition est remplie si m est pair et si le rang (*) du
systéme (B) est m. Mais elle est aussi remplie dans des conditions plus
générales.

Dans ces conditions, si nous nous supposons dans le domaine réel,
nous pouvons associer a chaque point de la variété non holonome et
d'une maniére intrinséque un élément plan a4 n—m dimensions
normal a la variété.

Cela fait, I'étude des variétés non holonomes peut étre poursuivie
par les mémes méthodes que I'étude semi-intrinséque. Nous donnons
aussi l'interprétation géométrique des conditions imposées pour
définir I’élément plan normal.

1. PREMIERE REDUCTION DU NOMBRE DES VARIABLES AUXILIAIRES. — En
calculant les covariants bilinéaires des pfaffiens w,, on peut écrire

() 0= D\ Paiil 0 ;] (modws) (Pay+pai=0) (%),

Ly

(') E. Cartax, Votice sur les travauz scientifiques. Paris, Gauthier-Villars
et C', 1932.

(*) E. Goursat, Lecons sur le probléme de Pfa//, Paris, Hermann, 1922,
P- 29!.

(®) Les indices en lettres grecques vont de m +1 a n, tandis que les. indices
en lettres latines vont de 1 a m.
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la somme 2 s’étendant aux couples de valeurs i, j de 1 am (*). En
wh-

y substituant les formes w,, w; par leurs expressions tirées de (G), on

obtient

(2) Ta= Y, Carj[@r, B} -
N (rys)
ou
(3) | Cape= 2 2 Aaypyl/ C.C,;.
Y 4

En tenant compte des égalités

ZCUCM— ’ o si l-/ k,

sii—k

et

Cars—t+ Cae = 0,

2 CorsClrs— 2 Z Aa-{ A B&PyrsPbrs-

(r,s %0 (rys)

on déduit

En choisissant les coefficients A,3 de maniére que la forme quadra-
tique dont les coefficients seraient

k w3 = 2 PyrsPirs
rf)

(1) Si w, et w, sont deux formes' de Pfaff, le produit extérieur [w,, w,] de ces
deux formes est, par définition

o, (d)w:(8) — 0, (8)wa(d),

w(d) et »(9d) signifiant les} valeurs de w respeclivement pour les systemes :ia: et

n

dz d’accroissements des variables. Si :2 Aydz,, le covariant bilinéaire o' de

1
cette forme est

o'=Y, | dAy, dz].
1
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devienne une somme de carrés, on arrive 4 avoir
o siaZf,

1 si a=f.

(4) . 2 CarsCBri—

(rs)

En effet, d’aprés 'hypothése que le systeme dérivé du systéme de
Pfaff w,= o est nul (*), dans la matrice des p,;;, oi « serait I'indice
des lignes et le couple (i) 'indice des colonnes, il y a un déterminant
d’ordre n — m différent de zéro. Donc le déterminant | £,;|, qui est le
carré de celte matrice, est différent de zéro.

En imposant la condition que les relations (4) se conservent, les
coefficients A,g ne peuvent plu: étre arbltrau'es, mais ils sont contraints
a étre les coefficients d’'une transformation orthogonale. C’est que
nous supposerons dans la suite.

Q. IEXPRESSION COMPLETE DES COVARIANTS BILINEAIRES DES w,. — Le
covariant bilinéaire de w, peut étre écrit

(9) wz-—zmaev.wp, w. | +Z Znap:[ws, w;] +2pm,[w:, w,J

43 bl (&

Nous supposons que nous avons-déja fait sur. les’.m,une ‘'substitution
linéaire de maniére que les coefficients p,;; eussent été amenés a satis-
faire aux relations '
4o siaFEf,
Zpaill)ﬁu— .

- 1 osi a=3.

De (G), on obtient :
'(6) ?-3;,:2[(1'1\15&3] +2A,Bm@,

A,g étant les coefficients d’une transformation orthogonale En rem-
placant dans (6) les wg, (03 par leur expression tirée de (5) et (G), on

(') Le systeme dérivé- d'un systémt; de Pfaﬂ' Wy =0, est l‘ense_mble des
combinaisons linéaires indépendantes de ces équations telles que . -

. (Z2gwz) =0 - (modw,)

(c’est-a-dire si w;=—0). ’
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obtient

(7) a‘-s‘ [©8, Tga] "‘Z an‘il wg, @ +20zu|‘”u @],

L
ou

By = — 2 AgydA,y+ Z Rogy @y,

(8) | qasi= zzA,,Aa,,c,,(n,,,ﬂz,,,,, )

AG »r
Caij :) 2 zAz’AP}.ﬂ‘Cer/ﬂv,
noors

ol nous avons posé

Rapy=— Rayp= > ZA,}Ap,Aﬁ

<m/a1.'+2 n;clBlt"Z n;rlBlc+2P/l/Bch/f>

IN)

Remarquons qu’on peut remplacer dans (7) les pfaffiens =4, par
e = Tga— | (Rﬁz*r‘*‘ erﬁ)@»

sans altérer I’égalité. On pourra donc écrire
L4

08y + Wa3=0
et

(9) ﬁ)a:Z wg, ’51] +2 2‘]«'31 wg, o] +Zc=l/[°’h“’/] .

(L

~

Remarquons que les égalités (9) déterminent complétement les coef-
ficients c,;; i mais qu'il n’en est pas de méme des coefficients q;p,, et des
pfafﬁens ®g,, Mméme si 'on impose la condition wy,+ wag=o. En
effet, si’on aJoute 4 wg, une expression de la forme

Z Vapgio: (Vagi=— Vgas),

et qu'on retranche de ¢.g, la quantité V,g;, @, conserve la forme (9).
Les pfaftiens wg, et les coefficients g,g, deviennent

WPy = wéa-l-zvaﬁlal, qa8i= qagi— Vabi
i
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On peut déterminer wg, et ¢qg; en imposant la condition que gas; = ¢gai-
On aura alors

Vagi=— Vpar= = (¢33 — qhar)

(l(') 1 - * l * *
Gafi = ;(‘I&,‘!H" 93a1)s WBa = Wia + - Z(qaﬁt" G8at) 01
i

3. CONDITIONS A IMPOSER EN VUE D'UNE DEFINITION INTRINSEQUE DE L’ELEMENT
PLAN NORMAL A LA VARIETE. — L’expression de g,g; peut étre écrite

(re) A Yasi— Paﬂl+2 ZQaﬁlsaBsm
]

ol
P,p,- = -1-2 2A¢1 ABaClr(nlor"" ngys),

AG

Q:Bi.«: =- 2 2 (A A?a + ABK Ass)Cirprsr.

’

(v3)

Calculons I'expression z 2 Qagirrgasi- On obtient

«B
{(13) 2 ZQaﬁl:cQaBH—.: 2 2 2(6)41 Ogc +- 3).r3ap)sz,-szr
Z.B t 7.1). r
. . o siAzp,
(O) = { 1osi A=y,
et
(14) 2 Q:Bil‘: Pagi= —2 z(akp. Ors + 610611.L )PrtrTuars
a3 i L or

Donc, d’aprés (11),

(13) z 2 Q:Burqzﬂiz —‘2 ( 6).}1 Og=+ 6).76051.) <2P7.srpp.lr B.s +2P).tr’1;ar> .
a3

i wre jis,r r

On voit que cette expression ne dépend pas des coefficients A,g
(pourvu qu’ils soient les coefficients d’une transformation ortho-
gonale). ' '

Nous allons imposer la condition

(16) 2 anijq;ﬁl:-‘ o,
’ X i
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On a, d’apreés (8) et (12),

_ , 2 2 Cayy Qaﬁl;a=2 Cj 2 2( 6).;1. Aﬁc -+ 60}& AN )PrerPutr
o f

AN

(17) :2 ZA;%TCI!Z 2(3"4&3”’*' 5):60;1.)[’}.11-[)“}:‘
'

L3 e

f -;- 2 2 Apg C,'( 2 2 QaﬁlmQ:ﬁllt
Tt a3
et

2 anﬁlpaﬁl: ——Z ZAp:Cﬂ 2 Zp'm-( Ry <=+ Ay
o i < t

v

(18) I :_2 zAﬁfcilz Z(')?y.arﬂ+ '}/f:arp.)[)).lrnpqr
T A

"

= 2 ZAgtCﬂZ ZQapleraﬂl'
t a3 ¢

\ <

Il en résulte, d’apres (11), que la condition (16) est équivalente a

(19 ) 2 ZQaBm’ Fafi EE 2 Qx8ucPagi+ 2 2 Q28:1:Qa8ts B = 0.
af :

afl i 233 s

Il nous faut maintenant établir dans quels cas le systéme d’équations

en B,;, auquel cette condition donne lieu, est compatible et déiermine

les B,,. Pour cela, considérons le déterminant & m(n — m) lignes et
_m(n — m) colonnes des quantités

Rtt,sc———z zQaSittQaBi:m
[.1- 3

¢, = élant les indices des lignes et so ceux des colonnes. Si ce déter-
minant est différent de zéro, les équations (19) auront une solution
unique et bien déterminée en B,,.

Or, ce déterminant est le carré de la matrice 4 m(n — m) lignes et
m(n—m)? colonnes des quantités Q.gi,, so étant les indices des
lignes et af: ceux des colonnes. Il peut donc s’exprimer par la somme
des carrés des déterminants d’ordre m(n — m) formés de cette
matrice et, si nous nous limitons au domaine réel, la condition néces-

Jourr.t. de Math., tome XXV. — Fasc. 4, 1946. 38
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saire et suffisante pour qu'il soit différent de zéro est que le rang de la
matrice des quantités Q,si; soit m(n —m). Clest-a-dire que le -
systéme d’équations en X,

(20) 2 2 Qaﬂlxc Xqg=0o0
PE

" n’admette que la solution X,,=o. D’aprés (12), ce systéme est équi-
valent a

(a1) Z(Czu‘xi.‘i+ 81 Xja) =o.
p :
Nous supposerons cette condition satisfaite. Elle I'est toujours par
exemple si le rang du systéme de Pfaff w,= o est m (ce qui suppose, .
naturellement, que m est un nombre pair m = 2p). Dans ce cas, en

effet, on peut supposer que le rang du déterminant des quantités c,;;
est différent de zéro. Des relations

(22) DewXa=o

: r .
© qui suivent de (21) pour a =3=1, on déduit X;, =o. De (21) il
suit encore

2(""' 8+ cgyXpn) =o,
: j ‘
et, par suite, ‘ : .

2 Cyi ,-X ,'5 =o,
j
c'est-a-dire
X;g=o.
Notre hypothése revient a dire qu’on ne peut pas associer a toute
forme w, une direction 6;( d) (modw,) telle que I’on ait -
g

(3, d)=—FhT(3, d)  (modB,),

s1
a,(d)=21,ai(d)  (mod@,).
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Si cette hypothése est satisfaite, les équations (16) déterminent B,,,
donc un élément plan normal 4 la variété non holonome. Sinous prenons
les formes w; de maniére que les équations «w; = o représentent cet

élément plan normal <c’est-é~dire si nous prenons ;,— 2 Bi.w,
. x
au lieu de (o,-), le groupe (G )setrouve restreint par la condition B;, = o,

c’est-a-dire se réduit au groupe (I').

A. DEFINITION DES AUTRES INVARIANTS DE LA VARIETE NON HOLONOME. — Une
fois I'élément plan normal a la variété déterminé, la géométrie intrin-
seque de cette variété devient un cas particulier de la géométrie semi-
intrinséque. Cette derniére, en effet, suppose donné arbitrairement
un tel élément plan normal. Cependant, certaines propriétés suivent
précisément des conditions que nous avons imposées pour définir
’élément plan normal. Nous allons construire les autres invariants de
la variété (*).

D’aprés ce que nous avons dit dans les paragraphes précédents, en
imposant la condition que les équations w;= o représentent I’élément
plan normal a la variété non holonome, le groupe (G) se trouve
restreint, les coefficients B;g étant nuls et les coefficients A,3 et C;;
étant liés par les conditions que nous venons de préciser. Dans
certains cas, ils peuvent éire réduits aux coefficients de la transfor-
mation identique.

En calculant les covariants bilinéaires des pfaffiens «;, nous trouvons
des expressions de la forme

(23) w} :Z M;j[w;), o] +2 ZN%[W: Wa) +2P"§[°)“’ wsl:
0. @ e
Or,ona
(24) o;=[dCy, wj]+ Cywj,

et en remplacant dans ces relations les w;, w,, w; par leurs expressions
en fonction des @, &,, on trouve comme au paragraphe 2 des égalités

(1) E. Caran, Atti del Congresso di Bologna, loc. cit.
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de la forme
— -— N —_— Q) -— -—
(23) , :Z[w,-, wj] +2 zy,,a[w;, Wy +2‘6mp[m,‘, wg).
i a i (o, 8
Les pfaffiens w;; et les coefficients y;;, et ;,5 seront déterminés sans
ambiguité si nous imposons les conditions

.
0+ W= d, T],'3+ Yﬂz: o,

Ona
A "—‘—chtth:k+2(Ri/k— Rju— Ruj) o+ %Z(]’;}z'— Yiia) @
(-3

A A

|
Yija= Va2 = 2 ({l./z“" T;m):

Ogz= X, Y CirPrig Asi Agu
o

’

avec

Rl/k: - Rll‘i= % 2 CirC/kal hll*sl 5 Yl;a :z Z CII-C/'.\'A:xS erﬂ-
3

st .

3. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES COEFFICIENTS ¢ugiy Coijs Yijas Oiag ET
DES FORMES DE PFAFF 0;; ET w,3. — Nous allons rappeler briévement les
notions introduites par M. Cartan pour l'interprétation géométrique
des coefficients qui interviennent dans les covariants bilinéaires des
pfaffiens w, et w;, et nous allons donner ensuite I'interprétation géomé-
trique des conditions que nous avons imposées pour la détermination
de I'élément normal intrinséque. Nous suivrons, naturellement la
méthode du repére mobile.

Considérons un chemin quelconque (C) dans ’espace et imaginons
qu’a chacun de ses points soit associé un repére rectangulaire formé
par m vecteurs e,, €,, ..., € situés sur la variété et n — m vecteurs
€mety Em+ay - - -5 €o NOTMaux a la variété. Pour un déplacement élé-
mentaire quelconque dP sur ce chemin, nous pouvons écrire par
convention

dp =61§1+' .o amgm‘*‘ 5m+x§m+1+. . .+'c'6,,,g,,,

de,:Z’a_),igi, dg,:ZZ‘)aggg.
i B

Les pfaffiens w; représentent les composantes sur les vecteurs e; du
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déplacement élémentaire et les pfaffiens @, (') les composantes sur

les vecteurs ¢, du méme déplacement. La variation des vecteurs ¢; n’a

pas de composantes sur les vecteurs e, et inversement.
Un vecteur quelconque

L=;\|;1+- oo ;\mg-,.-i— .Am+|gm_,.g+- . o+;-n“’n

subira, dans son déplacement de P a P + dP, la variation intrinséque

(26) di =2dl,£,+2d)\,gx+27.,/w,1£,'+21,'»,5g§
t -] Lj a3
:Z <dli+2 hwk,)g, + Z ((ﬁ., +2 28 mg,) €
i .\ K a 3

et les équations

(27) dh + ¥ how = o,
k

(28) (D.,Ti-z).po)p,:o
8

définiront le déplacement paralléle du vecteur. Eu particulier, si le
vecteur est intérieur a la variété, son deplacement parallele sera défini.
par les relations (27). Un vecteur intérieur reste intérieur par le
transport paralléle défini plus haut.

Les relations (26) permettent de développer la courbe (C) sur un
~ espace euclidien. Sa projection sur la variété non holonome se déve-
loppera suivant la projection de la courbe développée sur une variété
plane a /n dimensions. Sa projection sur la variété non holonome
normale se développera suivant la projection de la courbe développée
sur la variété plane 4 n— m dimensions normale & la premiére.

Considérons maintenant un parallélogramme infinitésimal PP, P, P,
ayant pour cotés PP, et PP, les vecteurs de composantes respecti-
vement w(d) et w(8). En développant le contour de ce parallélo-
gramme, le point P revient, aprés le développement avec les coor-

. (1) Voir aussi E.. GarTAN, Leg:ons sur la geometrw des espaces de Riemann,
Paris, Gauthier-Villars, 1928. .
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données

| &= =5 ""/’l]:z Y vua @ Ta] + ) SB[ @, Bps
i e @8 . .
Q=T — N[ Tpwpa) = 3, X 9u:l @8, o] + D cay [0 T ]-

B 3 )
On voit que, si les cotés PP, et PP, sont situés sur la variété non
holonome, le point P subit, aprés la description du cycle, un dépla-
cement normal a la variété. De méme, si les cotés PP, et PP, sont
normaux a la variété, le point P subit, aprés la description du cycle.
un déplacement tangent a la variété. Ces déplacements sont respecti-
vement définis par les vecteurs de composantes

(30) 2(‘,,-,1 Sy Wi, © el o, 2 0iaB | @ar 0B ]
i (a,B)

Si le vecteur PP, est tangent a la variélé et de composantes w;(d),
o et le vecteur PP, normal a la variété et de composantes 0, w,(3), le
déplacement associ¢ au cycle est défini par un vecteur dont les compo-

santes sont ' '

(31) ¥ Do), — X, D qa898(8)5;(d)-
I 3 J
6. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES CONDITIONS IMPOSEES POUR LA DEFI-
NITION DE. L'ELEMENT PLAN NORMAL A LA VARIETE. — Comme nous avons dit,
le déplacement associé¢ & un cycle PP,P,P;, dont le coté PP, serait
tangent a la variété non holonome et de composantes a;, o et le
vecteur PP, normal a la variété et de composantes o, b,, est

(31') X Nraibs, — 3, X qapibpa
3 37

Considérons deux vecteurs infinitésimaux tangents a la variété et
orthogonaux entre eux a et c et deux vecteurs normaux a la variété et .
orthogonaux entre eux b et d. Le déplacement du point associé au
parallélogramme construit sur les vecteurs @, b est défini par le
vecteur Q dont les composantes sont (31'). De méme, les déplace-
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ments associés aux parallélogrammes construits sur a, dic,bic, d
sont respectivement définis par les vecteurs Q, Q, ’Q de composantes
12”97 77

E ZYUBajdﬂ, —2 Zt/;‘ﬂ,u,-dp; 2 ZT'/ﬂ"lb#' __Z 2‘13#/‘71‘5;
B 3 3 P
2 2 Yy cidg, —2 z_q,p/c,dg,
3 8

Les conditions Y3 = Y)is ¢t gas;= g4a; expriment que

— ; =Qb; = ; Q==
RBe=ge BI=@h ge=ge ey
Occupons-nous maintenant des conditions que nous avons imposées
pour définir les coefficients Bjs.
Le déplacement associé & un parallélogramme infinitésimal dont les
cOtés a et ¢ sont tangents & la variété non holonome est défini par le

vecteur ¢ de composantes an},—(a,-cj— ajc;). Considérons le vecteur §
&)

qui définit le déplacement associé au parallélogramme construit sur

le vecteur a et un autre vecteur b, celui-ci normal. Les composantes

de ce vecteur sur ¢, 4, . . ., €, sont —2 angjajb;,.

B
Considérons maintenant, au lieu du vecteur a, m vecteurs unitaires
intérieurs @, a, ..., a orthogonaux entre eux et soient Ly oL
R .T ?“ ﬁ m

$,-..., 8 les déplacements correspondants déduits comme plus haut.
T m

La somme des produits scalaires

est pulle, d’apreés la condition (16).



