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La géométrie intrinsèque des variétés Hiemanniermex

non holonomes ;

pAR M. HAIMOVICI.
.\ .lass3 (Roumanie).

L’étude géométrique des variétés non holonomes a commencé en
1926, par les travaux de M. Vr‘ânceanu (’). Le point de départ pour
l’étude de ces espaces a été le probléme de trouver une représentation
géométrique des systèmes mécaniques non holonomes. Dans une de
ses communications au Congrès de Bologne (’), M. Cartan a montré
comment on peut trouver des schémas de géométrisation de ces
systèmes mécaniques.

Cependant, les espaces non holonomes ont été étudiés surtout du
point de vue géométrique (“), tout à fait indépendamment du
problème mécanique, et cela dans trois directions (‘) :

a. Le point de vue rigide, qui consiste à considérer un espace de
Riemann avec la métrique

(A) dfi:2g,,—dæid.fl (i,j=l,2,....11)
Î,i 

(') G. VRÀNCEANU, Studio geometrico dei sistemi uno/anomi (Annali di
Matematz‘ca, 59 série, t. 6, 1928-1929, p. 9).

(2) É. CARTAN, Représentation géométrique des systèmes matériels non
holonomes(Attidel Congresso Internaz1‘onale dei Matematici, t. &, p. 253-261,
Bologna. Zanichelli, 1928).

(") G. VRXN034NU, Mémorial des Sciences mathématiques, t. 76, Paris,
Gauthier-Villars, 1936. Dans ce travail on trouve aussi une bibliographie du
sujet.

(") G. VRANCEANU, Sur les trois points de vue dans l’étude des espaces non
holonomes (Comptes rendus. 188, 1929, p. 973—975).
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et, dans cet espace, un connexe défini par le système de'Pfafi‘

(B) w,r:u (:::_m+1, ...,/t),
I). Le point de vue semi—intrinsèque qui consiste à se donner le

systéme de Pfalï(A) et la métrique
'

(… «Is*…—Zœf
(mod…) '(i=|, -.»., ..., m)

!

sur la variété non holonome qu’il représente et, en outre, en chaque
point, un élément plan normal à la variété. Cet élément plan serait
défini par un systéme de Pfafl‘

(”::—_” (i=172’""m)0
et l’étude des variétés non holonomes de ce point de vue revient au
problème à l’étude des pfafliens w, et co,— considérés par rapport au
groupe (“>

’

‘ Œ,=EAzgwgi _(a' Ç$=m+1, ...,n),
(l‘) ”

Ü,:ZC,,œ, (i,j=1, ...,m),

ou A,, sont des coefficients quelconques et C,,— sont les coefficients
d’une transformationorthogonale.

c. Le point de vue intrinsèque, qui consiste à considérer seulement
le système de Pfafl‘ ( B) et la métrique sur la variété. Cela revient à se

donner la métrique (A) seulement‘à une forme différentielle quadra-
tique prés qui s’annule pour to,: 0 c’est—à—dire dont l’expression
serait

200575 (Ç$=m+1,….,n),
%

?, étant des pfaffiens arbitraires. Le ris3 de la variété peut être mis 
(') E. Guns, loc. è-it.: G. VnXxcsuu, Mémorial, loc. cit., p. 1[.. Dansle

paragraphe 19 de ce dernier travail, on considère aussi un point de vue plus
général. Voir_aussi G. Vnincsmu, Bull. de Ia'Facu‘lté desScz‘encesdeCernauti,
[. 5, 1932, p. 177.
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sous la ferme (C) et la géométrie de la variété revient à l’étude du
système de pfaffiens wa, c»,— par rapport au groupe

61=2 Azflwfl)

(G) ' -"
.

Ci;
=2C,,—<w,—+XB,-pmgg>,;:

Ad{3 et'B,—;,, étant des coefficients arbitraires et C,,— étant les coefficients
d’une transformation orthogonale.

A ces points de vue, on pourrait ajouter le point de vue de
M. E.Bortolotti ( ‘), qui consiste à se donner les formes (l\) et la
métrique sur la variété et, en outre, sur la variété m,: o, m con-
gruences orthogonales, à l’aide desquelles on définirait le parallé—
lisme sur' la variété.

Si les mémoires sur les variétés non holonomes considérés des
points de vue a et b _sont assez nombreux, il n’en est pas de même du
point de vue intrinsèque. Outre le travail déjà cité de M. Vrà'nceanu (‘)
dans lequel il fait une systématisalion de ces points de vue et le travail
de M. Bortolotti (' ), qu’on pourrait rattacher au point de vue intrin-
sèque, nous pouvons citer seulement un travail de MM. P. Franklin
et C. L. E. Moore (") dans lequel sont étudiées les gèodésiques de
longueur minimum dans les variétés non holonomes et un travail de
M." Vr‘ânceanu ("‘), dans lequel il établit que ces géodésiques sont
intrinsèquement liées à la variété.

Le but de ce travail est précisément de construire la géométrie
intrinsèque des variétés non holonomes. La méthode que nous
employons est inspirée directement des méthodes générales d’équiva—
lence de M. Cartan (“), méthodes qui ont déjà montré leur puissance 

(1) E. BORTOLOTTI, Trasporti rigidi e geometria delle varietâ analonome
(Bolletino dell’ Unione Matematica Italiana, t. 10, 1931, p. i).

(“=) P. FRANKLIN et C. L. E. Moon, Geodes‘ics of Pfa_fians (Journal of
Mathematicsand Physics, Mass,t. 10, 1931, p. 157).

(3) G. Vn‘5mcsmu, Bull. de la Faculté des Sciences de Cernauti, t. 5, 1932,

P4 177: _

(") E. Cmrm, Les sous—groupes des groupes continus de transformations
(Annales scientifiques de l‘École Normale Supérieure, 3° série, t. 25, 1908,
p. 57—73).

'
- -
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et leur fécondité en tant de problèmes considérés par M. Cartan (‘)
lui—même ou par ses élèves. '

Nous supposerons que le système de Pfaff (B) a le système dérivé
nul. Nous supposerons en outre quon ne peut associer à chaque
équation du système une direction (n,—(ë) (modwa) telle que pour tout
accroissement 8.1: on ait

…;(6,
d1=_;zgœjg(a, ï) (mod…)

œ'(d)=zA3œl(511)

Cette dernière condition est remplie sim est pair et si le rang (°) du
système(B)est m. Mais elle est aussi remplie dans des conditions plus
générales.

Dans ces conditions, si nous nous supposons dans le domaine réel,
nous pouvons associer à chaque point de la variété non holonome et
d‘une manière intrinsèque un élément plan à n —— m dimensions
normal à la variété.

_

Cela fait, l’étude des variétés non holonomes peut être poursuivie
par les mêmes méthodes que l’étude semi-intrinsèque. Nous donnons
aussi l’interprétation géométrique des conditions imposées pour
définir l’élément plan normal.

1. Pasu1ùm: aEoucnos ou NOMBRE nes VARIABLES 'AUX1L1AIRES. — En
calculant les covariants bilinéaires des pfaffiens w… on peut écrire

… wa=Zpm—Lw.—,w,—J (mod…) (p...—+p…—.—=o) (=>,
ii,/') 

(') E. Guru, Notice sur les travaux scientifiques. Paris, Gauthier-Villars
et C“, 1932.

(°-') E. Gouasn, Leçons sur le probléme de Pfa/l, Paris, Hé1mann, 1922,
p. 291. .

(3 ) Les indices en lett1es grecques vont de m + 1 à n, tandis que les indices
en lett1es latines vont de 1 à m.
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la somme 2 s’étendant aux couples de valeurs i, j de 1 à m (‘). En

(Li)
y substituant les formes co…, m,- par leurs expressions tirées de (G), on
obtient

_, " _ ..… …a=zc…[…… ….
\ (”M)

où
(3) _

C…-,=E 2A31P1licrlcsi-
“{ ‘J

En tenant compte des égalités

[EG/Cu: *
0 si t:/ I:,

51 &:k
et

Cars+ ca.": °:

2 carsÛBrS=Z 2 Aa-{Aflôpynpôn-
(r,s) Y,ô (r,s)

on déduit

En choisissant les coefficients A“? de manière que la forme quadra-
tique dont les coefficients seraient

k‘{ô:2PÏP8P8!‘S
(rfi) 

(1) Si au, et m, sont deux formes de Pfafl', le produit extérieur [co., …] de ces

deux formes est, par définition
m,(d)m:(ô) — œ.(ô)m,(d),

œ(d ) et œ(8 ) signifiant les valeurs de (» respectivement pour les systèmes :la: et
I!

du: d’accroissementsdes variables. Si 01 =2A,dx,, le covariant bilinéaire m' de
1 .

cette forme est

d=Z [dA,, dæ,].
1
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devienne une somme de carrés, on arrive _à avoir
0 si a: # @,

1 si «:$. 
( 4 ) . 2 car:cflr$=

("-8)

En effet, d’après l’hypothèse que le système dérivé du système de
Pfalf to,: 0 est nul (‘), dans la matrice des p…—,—, où on serait l’indice
des lignes et le couple (fj) l’indice des colonnes, il y a un déterminant
d’ordre n — m différent de zéro. Donc le déterminant [Ic,,.—, |, qui est le
carré de cette matrice, est différent de zéro.

En imposant la condition que les relations (4) se conservent, les
coefficients A,:, ne peuventplus être arbitraires , mais ils sont contraints
à être les coefficients d’une transformation orthogonale. C’est que
nous supposerons dans la suite.

2. EXPRESSION coupu‘am ons covammrs BILINÉAIRES nss E,. — Le
covariant bilinèaire de ce, peut être écrit

.(5) m&=2m;çämg, cos] +22 rap,—[mg, fn,—] +2Pœz;[®z; m,].
:f_8.‘f« 3 (i,f\

Nous supposons que nous avonsdéjà fait sur leSm,-une substitution
linéaire de manière que les coefficients p…— eussent été amenés à satis-
faire aux relations

' '

'
. t 0 si a # @,

2P:îiPfit‘/= . __
(i,/__ l 1 51 :x _ ,3.

De (G), on obtient
‘

'(6) 6&=2[dA13œ3]+2A33w3,
B 3

Aug étant les coefficients d’une transformation orthogonale. En rem-
plaçant dans (6) les (93, go}, par leur expression tirée de (5)'et (G}, on 

(') Le système dérivé' d’un système de Pfafl' .Œa= c, est l’ensemble des
combinaisons linéaires indépendantesde ces équations telles que .

.
(mumu=.o— -. (……)

(c’est—à—dire si œ,=o). '
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obtient .

(7) Œil:d[wfiy—TCB“]+2 Zqw:[(”B) wll+2°zl;l“’!) €"]]:
3 rl,i)

où

“B:: = _2 ABYdA17+ZRa8va,

(8). _
qâ3;= 2 EA…A3;;Cn—<Il,…

—— 2215…B,,,)
cali :, 2 2A2‘AP‘MI'CIrC/În

‘A r,s

où nous avons posé
I

RaSY=_ R3Y3= ; 2 A,—,AquYt
70"

><
(mia—c+2 ”la! Bit"2 "lt! Bla +2P).l/

BtoB/‘t)
‘

i 1 l,]

Remarquons qu’on peut remplacerdans (7) les pfaffiens 1133 par

wäa= Tf6a —2 (Rs=v+ “x=B)Œ»

sans altérer l’égalité. On pourra donc écrire
. (dpa + mag: 0

et
(9) ®&=2[53, wâ,,]I+Z 2q«3:[ '_ÙB, Î’1]+Zcau[wlsü-Ïi]- .(li!‘
Remarquons que les égalités (9) déterminent complètement les coef-
ficients ca,—,, mais qu’il n’en est pas de mêmedes coefficientsçà,, et des
pfaffiens wé… même si l’on impose la condition w3a+ «ok,:0.

Eneffet, si l’on ajoute à i°e: une expression de la forme

EVapsœ: (Va_8i=— Vpn);

et qu’on retranche de q;3, la quantité VaBi, ü'a conserve la forme (9).
Les pfaffiens wé, et les coefficientsq;5, deviennent

wpa= wêa+2Vaptün q«pi= qäe:— VaBl,



298
'

M. HAIMOVICL

On peut déterminer top“ et an,— en imposant la conditionque qag;=qB…-.
On aura alors

V;p;= — Vp;:= %(QÂBi— qÔal)y

(l‘)) | . . . l t *q.p:: ;(‘la31+ ‘lftat); NB:: œ{ia + 52(q«3:— ÇQat)W—
(

5. CONDITIONS A [IPOSER EN VUE D'UN! DÉFINITION INTRINSÈQUE DE L’ÉLÉMENT

PLAN nom… A LA v.mttré. — L’expression de qag,- peut être écrite
- “1

( l ' ) (law: Pafll+z 2Qœ$tsaB«a«
.s' 7

où
| …Papi ; :; 2 2Aa‘AAflablr(nlar+noir),

A O' I‘…)
ms.—…: —-2 2 (A,—,.Asa—i— ApiAaa)Cer>.sr—-

I

Calculons l’expression 2 2 Qag,—nqag,—. On obtient
a.3 :"

( 13) Z 2Q13l80‘Qa3!lc= 2 2 2( ô)‘l'l 601 “+“ ô)_fôap_)P}œva_tp

2.3 : ly. ['

(ô _ __ 0 si 1 7_’ (J.,
XP.) _

1 Si )\ = F.,

et
( '4) Z 2 Q:BittpaBi=_2 }: (ôlp. ara + ô‘mârp.)P).tr"p.an

a,3 !' ).,p. "

Donc, d’après (1 1 ),
( 15 ) z2 Q:Bmÿzfi:—'“———2 (d‘… 35;—+ 31130“)

(XP)—”PP"
B…

+Zpm.rælar>
.

«3 i {LAC i, s,r r

On voit que cette expression ne dépend pas des coefficients A“?
(pourvu qu’ils soient les coefficients d’une transformation ortho-
gonale).

' '

Nous allons imposer la condition
(‘6) 2 ZCatjqaBi=0,

'
. a i
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On a, d’après (8) et (12),

-I 2 2 cal'Qapl’°=zCi‘2 2(%,Ap,+ 6.… AB). )I"mrPtlu
« 1 , À,p. r

(17) =2 EABtCi122(ô}.uônt+ ô‘nôap.)pt.«pp.êr
1“:

_ '—.P« ": â2 2Ap-C};2 2Qæ$lmQafl"î: ; a{$ :“

et
{ 2 ZeaplPafil="‘2 2ABtC/'lZ 2P).rr( "lv-+ nt).r)

on i ‘.” t ). r

(18) .“ .= _2 2ABrC/‘lz Z('}luôra+ d‘…—Ô…)P).tr"uar
': ! A,p. ,.: 2 ZA&;CpZ 2QzBlltpafll-
“: l 013 1

Il en résulte, d’après (1 1 ), que la condition ( 16) est équivalente à

( 19) 2 2QaBil‘t‘QaBIEE 2 QaBlttPaBi—l—Z Z Q:5u-;Q:3;,,,B…: 0.

“@ i - «(3 i anpe l.\'

Il nous faut maintenant établir dans quels cas le système d’équations
en B… auquel cette condition donne lieu, est compatible et détermine
les B,… Pour cela, considérons le déterminant à m(n — m) lignes et

. m(n — m) colonnes desquantités

Rtr,sa222QaBiltQaBism
ab !'

t, 1 étant les indices des lignes et sa ceux des colonnes. Si ce déter-
minant est différent de zéro, les équations ( 19) auront une solution
unique et bien déterminée en B….

Or, ce déterminant est le carré de la matrice à m(n — m) lignes et
m(n—m)” colonnes des quantités Q,,g;… sa étant les indices des
lignes et «Qi ceux des colonnes. Il peut donc s’exprimer par la somme
des carrés des déterminants d’ordre m(n — m) formés de cette
matrice et, si nous nous limitons au domaine réel, la condition néces-

Jourri. de Math., tome XXV. — Faso. 4, 1946. 38
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saire et suffisante pour qu’il soit différent de zéro est que le rang dela
matrice des quantités Q,_…… soit m(n — m). C’est—à—dire que le —

système d’équations“en X…

(20) 2 2 Qapl_…X…= ()

n’admetteque la solution X…: 0. D’après (_ 12), ce système est équi-
valent à

('“) Z(c:lixifi+cfilixia)=o-
/_

.

Nous supposerons cette condition satisfaite. Elle l’est toujours par
exemple si le rang du système de Pfafi‘ (ou: 0 est_m (ce qui suppose, _,

naturellement, que m est un nombre pair m_—L zp). Dans ce cas, en
effet , on peut supposer que le rang du déterminant des quantités C.,—,—

est différent de zéro. Des relations

(22) ZOu,‘X,‘;:O
i

\ qu1su1vent de (21) pour 'a=3=1, on déduit X,—, =o. De (21) il
Still encore

Z(Cnjxi6+051iXi1)=0
. i '

et, par su1te, ' ‘ (

20…—X,—3 :: o,

_
i

c’est—à—dme
Xi.3: 0.

Notre hypothèse revient à dire qu’on ne peut pas associer à toute
forme "(56 une direction $;(d) (modä…) telle que l’on ait - "

O'

a,<a, d)=-ZXJJ…(6, d) (modo—11),

si

al(d)=2na—(Î)
'

(modÎo}).
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Si cette hypothèse est satisfaite, les équations ( 16) déterminentB.,,

donc un élémentplannormalàlavariéténon holonome. Si nous prenons
les formes tu,— de manière que les équations co,- = 0 représentent cet
élément plan normal (c’est-à-dire si nous prenons m,- -—2 Bmw“

\ :
au heu de

(u,—)
, le groupe ( G)se trouve restreint par la condition B,-.,= n,

c’est-à-dire se réduit au groupe (I‘).
4.‘ DÉFINITION ons AUTRES mvmums ne LA VARlÉTÉ NON nou.or_«0ue.

—— Une
fois l’élément plan normal à la variété déterminé, la géométrie intrin-
sèque de cette variété devient un cas particulier de la géométrie semi—

intrinsèque. Cette dernière, en effet, suppose donné arbitrairement
un tel élément plan normal. Cependant, certaines propriétés suivent
précisément des conditions que nous avons imposées pour définir
l’élément plan normal. Nous allons construire les autres invariants de
la variété (4).

'

D’après ce que nous avons dit dans les paragraphes précédents, en
imposant la condition que les équations (n,—= 0 représentent l’élément
plan normal à la variété “non holonome, le groupe (G) se trouve
restreint, les coefficients B,—g étant nuls et les coefficients A,g et C;,«

étant liés par les conditions que nous venons de préciser. Dans
certains cas, ils peuvent être réduits aux coefficients de la transfor-
mation identique.

En calculantles covariantsbilinéairesdes pfaffiens tu,—, nous trouvons
des expressionsde la forme

(23) œ',— =2Mzik[w;, («M.—] +2 ZNc‘jz[wi, wa] +E PizB[°’17 ‘”3l-
[(i,/r) « (a.?)

Or, on a
(24) (35: [dCi/‘, wi] + C.,—œ},

et en remplaçant dans ces relations les CO,—, m,, ou} par leurs expressions
en fonction des în”, 5… on trouve Comme au paragraphe2 des égalités 

(1) É. Gunn, Atti del Congre.‘sso di Bologna, loc. cit.
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de la forme
(«S) ;; =Z[@> «ml +2 EY1/alï5i: m +Zôraplïôm 561-

Î : !' (Œ,_Ül

Les pfaffiens tu,—,— et les coefficients Tifa et 6,—,;, seront déterminés sans
ambiguïté si nous imposons les conditions

.
(fifi-+- w;,=o, Yii3+Y/ÏÏ=Ù’

On a

w,; :—EC,tllczk+ztRi/t——Rm— Rku)Üt+ â2(Tl}z'“ ÏÏza)Üz-
aL L

l -
Ïu‘:: Ï/I:: ';

({:i:+ T;ta )»

\ î "
011,3 :-:

2 | E L‘lr Pr).tL A1}ABu,
Lu I

avec

RIM“: '— Riki= “l’ 2 CirC/sCk! N[rs/; Yl;a22 2 Cil‘ciaAŒB Nr.—fi-

.3
r)"), I‘,.\'

5. INTERPRÉTATION ctoufirmoun nes coavncmurs qa5,—, c…—,—, Yifw 8,—,5 ET

nas roues DE PFAFF w,—,— nr (0,3. — Nous allons rappeler brièvement les
notions introduites par M. Cartan pour l’interprétation géométrique
des coefficients qui interviennent dans les covariants bilinéaires des
pfaffiens ES, et (Ti,—, et nous allons donner ensuite l’interprétation géomé-
trique des conditions que nous a‘vons imposées pour la détermination
de l’élément normal intrinsèque. Nous suivrons, naturellement la
méthode du repère mobile.

Considérons un chemin quelconque (C) dans l’espace et imaginons
qu’à chacun de ses points soit associé un repère rectangulaire formé
par m vecteurs g., g,, . . . , ;… situés sur la variété et n — m vecteurs
g…,, g…,, . . . , g,, normaux à la variété. Pour un déplacementélé—
mentaire quelconque dP sur ce chemin, nous pouvons écrire par
convention

dP : «ng. +. . .+ ü…g…+ 'Œm...gm+l+. . .+ 'ä…g…

] B

Les pfaffiens 6,— représentent les composantes sur les vecteurs g,— du
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déplacement élémentaire et les pfaffiensœ. (' ) les composantes sur
les vecteurs g,, du même déplacement. La variation des vecteurs e,- n’a
pas de composantes sur les vecteurs e. et inversement.

Un vecteur quelconque
L=Lg+. . .+ À…g-…+ Â…+.g….+. — —+?-n£n

subira, dans son déplacement de P à P + (IP, la variation intrinsèque

(26) (Q=2dL£,-+Ed)u£:+2).uæuâ;+Zl:'»:ggg
[ a Li “»3

=z (dl;+2 ).kwu)gz
+2 ((”—1+2 7—5

NB:)
E:»

i K a 3

et les équations
(27) JA: +21}.wa = 0,

k

(_28) (l).,_+27.pœp,= u

5

définiront le déplacement parallèle du vecteur. En particulier, si le
vecteur est intérieur à la variété, son déplacement parallèle sera defin1 .

par les relations (27). Un vecteur intérieur reste intérieur par le
transport parallèle défini plus haut.

Les relations (26) permettent de développer la courbe ( C) sur un
'

espace éuclidien. Sa projection sur la variété non holonome se déve—
loppe1‘a suivant la projection de la courbe développée sur une variété
plane à m dimensions. Sa projection sur la variété non holonome
normale se développera suivant la projection de la courbe développée
sur la variété plane à n— m dimensions normale à la première.

Considéronsmaintenant un parallélogrammeinfinitésimalPP P, P,
ayant pour côtés PP et PP3 les vecteurs de composantes respecti—
vement œ(d) et œ(o) En développant le contour de ce parallélo—
gramme, le point P revient, après le développement avec les coor— 
.( ) Voir aussi E.. Gunn, Leçons sur la géométriedes espaces de Riemann,

Paris, Gauthier-Villars, 1928. «
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données
! “: =Üi —Z[‘@ witl=z 2t't/a lai: $;]+Zô…p[ü… 56].—

.

: a } (1,3)
.

-

33:=53—215ëw81l=229a31WB» °’tl +ZC«q [% aîil-
@ 3 ! (ti)

On voit que, si les côtés PP, et PP3 sont situés sur la variété fion
holonome, le point P subit, aprés la description du cycle, un dépla—

cement normal à la variété. De même, si les côtés PP! et PP3 sont
normaux à la variété, le point P subit, après la description du cycle.
un déplacementtangent à la variété. Ces déplacements sont respecti-
vement définis par les vecteurs de composantes

(30) 2c…—,—|_Ü,,5,- l, o et o, }: 8…p[î5… 53].
”,il (“:p)

Si le vecteur PP, est tangent à la variété et de composantes ES,—(d),

o et le vecteur PP3 normal à la variété et de composantes o, 6a(8),ble
déplacement associé au cycle est défini par un vecteur dont les compo—

santes sont '
'

(3!) EZTÜBŒÎ(d)ÜB(6), —ZZQaBiEJ—B(ô)ai(d)'37 31
6. INTERPRÉ‘I‘ATION GÉOBÈTRIQUE ‘nas CONDITIONS mposÉas POUR LA DÉFI-

NITION ne L’ÉLÉMENT PLAN NORMAL A LA vmrÉrr—‘z. —-‘ Comme nous avons dit,
le déplacement associé à un cycle PP, P,Pa, dont le côté PP, serait
tangent à la variété non holonome et de composantes a,-, o et le
vecteur PP, normal à la variété et de composanteso, b… est

(31') 22Tîifi“ibfiv —22qafiibfiaiv
?» i 8 i

Considérons deux vecteürs infinitésimaux tangents à la variété et
orthogonaux entre eux g et

__Q_
et deuxVecteurs normaux à la variété et .

orthogonaux entre eux 2 et d. Le déplacement du point associé au
parallélogramme construit sur les vecteurs g, 2 est défini par le
vecteur

%
dont les composantes sont (31’). De: m_ême,_ les déplace-
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ments associés aux parallélogrammes construits sur a, d; c, b,c, (!
sont respectivement définis par les vecteurs Q, Q, 0 de composantes

EZÏIiBa/‘dfi, “_22I/13illidp; ZZY‘IÜCIÙÜ' _À 2"=fll"l"fli
{3 i 53 i 3 I ;: ;

2 2 7113 c,-dp, —}: 2_q;p;c;dæ
3 i {$ }

Les conditions y…,= y,;;, et q……= q;,,,— expriment que
gç=Qg; gi=gQ; Sg=£êq; $2!/::$Z .
1 l 2 | l | 2 | 2 2 2 '! | 2 2

Occupons—nousmaintenantdes conditions que nous avons imposées
pour définir les coefficients B,,

Le déplacement associé à un parallélogramme inlinitésimaldont les
côtés _g et g sont tangents à la variété non holonome est défini par le

. _‘ . ° .vecteur £ de composantes Le…—f(aicj—a,—c,—). Cons1deronsle vecteur g
(i./‘)

qui définit le déplacement assoc1é au parallélogramme constru1t sur
le vecteur g__ et un autre vecteur Q, celui—ci normal. Les composantes

/
Considérons maintenant, au lieu du vecteur a, m vecteurs un1ta1res

intérieurs a, a, . . . , _q orthogonaux entre eux et soient t, g_,;
£, ., ; les déplacements correspondants déduits comme plus haut.Î -
La somme des produits scalaires

+..‘0+
"IIN "'Il'4 âllN SIM

est nulle, d’après la condition (16).


