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Sur un probléme du calcul des probabilités qui se rapporte
a la téléphonie

Par F. POLLACZEK.

Introduction.

Dans ce qui suit, nous traitons le probléme suivant : Des personnes
qui arrivent au hasard devant un groupe de guichets et qui, par hypo-
thése, ont toutes besoin de la méme durée d’expédition (que nous
choisirons comme unité de temps) sont traitées sans interruption a un
quelconque des guichets non occupés; nous admetions en outre que
leur fréquence 1(o =< < 1) (espérance mathématique d’arrivées par
guichet et par unité de temps) soit conslante, c’est-a-dire, ne dépende
pas du temps. Nous cherchons les probabilités

Po(’l)» pl(ti;n)s sy Ps—i(ti) ey by M)
Pe(ty, <.y b5 M) (c=s,s+1,...)

(1)

pour que, a un moment quelconque, exactement ¢ =0, I, ... per-
sonnes se trouvent devant les guichets, les s (ou ¢, pour ¢ <s) per-
sonnes en cours d’expédition étant respectivement traitées depuis tout
au plus une fraction ¢, ..., t,(ou t.) de I'unité du temps; nous choi-
sissons nos notations de maniére qu’on ait '

(2) IS4 62D D0,

de sorte qu’en particulier, ¢, et i se rapporlent aux personnes ‘dont
Pexpédition est respectivement la plus et la moins avancée.

Nous allons établir-ici la solution compléte de ce probléme qui
contient, entre autres cas particuliers, celui de la réparlition statis-
tique des durées d’attente devant un groupe de guichets, selon une
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308 F. POLLACZEK.

méthode que nous avons exposée dans plusieurs publications anté-
rieures ('). En outre, nous traiterons notre probléme par une autre
méthode qui, grace a l'utilisation du principe de I'équilibre statis-
tique, méne rapidement i un grand nombre de relations entre les
probabilités (1); toutefois, dans son état actuel, cette autre méthode ne
fournit la solution compléte de notre probléme que pour s=1, 2, 3.

I. — Méthode analytique.

1. CONSTRUCTION D'UN MODELE DES PHENOMENES EN QUEsTIoN. — Pour
commencer, nous construirons maintenant un modéle microscopique
des phénoménes dont il s’agit ici, en admettant que pendant un inter-
valle de temps (o, T), n personnes, numérotées selon leur ordre
d’arrivée, arrivent devart nos guichets. Soient

(3) oLy Ly L. .2, LT,

les moments de leurs arrivées; tous les cas possibles (3) de l'arrivée
de n personnes, I'une aprés I'autre, étant par hypothése admis comme
également probables, la probabilité pour que les arrivées de la
", ..., n*=* personne solent respectivement situées entre x, et
z,+dx,, ..., z, et z,+ dx,, sera égale adz,, ..., dzr,, divisé par
le volume % de la multiplicité (3). En prescrivant maintenant que
toutes ces personnes soient recues selon ’ordre de leur arrivée [cette
régle ne modifie pas les valeurs des probabilités cherchées (1) mais
simplifie singuliérement notre tache], tous les phénoménes d’attente
devant les guichets seront dans chaque cas particulier (3) entiére-
ment définis en fonction des grandeurs (3) et T. En introduisant, en
outre, la fréquence des arrivées

’,le'__ <1
sT 1 ’

(') Cf. par exemple, Sur l’application de la Théorie des Fonctions au
calcul de certaines probabilités continues utilisées dans la théorie. des. réseaux
téléphoniques ( Anr. Inst. H, Poincaré, L. 10, 1946, p. 1-56).-
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on peut encore exprimer T par la formule

(4) . -oT=2.
sn
Dans chaque cas particulier (3), hous pourrons maintenant déter-
miner le nombre N.(x,, ..., Z,; ¢, ..., t,) des personnes qui, a leur
arrivée, trouvent les guichets occupés respectivement depuis lout au
plus une fraction ¢,, . . ., 7, de I'unité du temps, c — s autres personnes
attendant en outre leur tour. En prenant ensuite la moyenne de la

. N, Y .
fraction -= pour tous les cas(3), c’est-a-dire, en calculant les quotients

4 I
(Oa) ’—‘Nc((lf1, ceey Ly [ly ceen t.()
' T T T
n: . ‘ I
=T—" [ d.l"f d\zg...f —'NC(J'“--., 'ny tl, c ooy /,)d-l',,
Jo 0y P
=P.(ty, ..., t;m n),

nous obtiendrons, pour notre modéle des phénomeénes en question,
des probabilités qui, en vertu de la relation (4), correspondent aux
fonctions p.(t, ..., t.; v) que nous cherchons et qui, pour n tendant
vers l'infini, se confondent avec elles, donc

(56) l_i>m P.(ty, ..y ts;m R)Y=pc(ty, ..., Lt ).
n @
Avant d’effectuer les calculs que nous venons d'indiquer, intro-
duisons quelques notations et une formule asymptotique qui seront

utilisées dans la suite.
1° Nous désignons par s(x) la fonction

1 pour . >o,
(6a) s(@)={ . » r=o,
o » x <o,
qui peut étre représentée par I'intégrale de Dirichlet

1 et
(6b) ’ - S(w)—m c.—z-d.«,

ot C. (et de maniére analogue par la suite C,, C,, .. .) désigne une
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paralléle a I'axe imaginaire des 3, a droite (*) de cet .axe, parcourue
du bas vers le haut; pour z = o, I'intégrale (65) sera définie comme
valeur principale au sens de Cauchy. En vertu de (6a), la fonc-
tion 8(x) satisfait & I'équation

(6¢) 8(r)=1—8(—=z) (r20)
2° Soient a,, ..., a, des nombres réels ; nous désignons par
(7) Max> (ay)
le plus grand des n+1 nombres a,, ..., a,, 0.
3° Soit f(3) holomorphe dans le domaine fermé D qui est borné
par la partie de la courbe “-’—:_:-II =1 qui apparlient au cercle unité

(fig. 1); on a alors pour les grandes valeurs de n le développement

asymptotique [voir par exemple loc. cit. (*), 1™ partie, équ. (50)] de
I'intégrale suivante ou K. est un petit cercle autour de I'origine .

n! 1

®) A= s;f,."Ts,f(s)d==f(l)—z—lnf”(l)+0(;:—,)

ry g
n® 3| K

(') Remarquons ici que tous les facteurs linéaires, tels que s dans (64), qui
figurent dans les dénominateurs des fonctions a intégrer des intégrales com-

plexes f ’ f s -+« de ce texte, ont des parties réelles positives. Cette propriété
. Ve,

sera utilisée dans nos calculs ultérieurs sans indication particuliére.
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d’ou

lim A,=/(1).
ny e

Supposons maintenant que I'intégrale (8), ou f(3) signifie pour le
moment une fonction qui soit méromorphe dans le domaine D, est
bornée pour les grandes valeurs de n, donc A,= O(1); on reconnait
alors que f(s) est encore holomorphe dans D, de sorte que la for-
mule (8) est toujours valable. Pour nous en rendre compte, désignons
pour le moment par « I'un des péles hypothétiques de /(3)dans D pour

lesquels l i‘:‘:l (> 1) est un maximum; dans le développement asymp-

- at . é-»n ex 1\n .
totique de A, figurerait alors un terme const. »* (T) qui ne pour-

rait étre compensé par aucun autre terme du méme ordre, contraire-
ment a notre hypothése A, = 0(1).

2. REDUCTION DU PROBLEME AUX FONCTIONS J..(%;1). — Revenant a notre
probléme, nous voyons d’abord qu’avec nos hypothéses, les n per-
sonnes (3) se répartiront automatiquement en s files selon les restes
mod. s de leurs indices m’, de sorte que la durée d’attente =, de
la personne d’indice m'=sm—+a(a=1, ..., s) dépendra unique-
ment des arrivées des personnes dont les indices sont

a,s+a,...,(m—i1)s+a;

pour T, on établit sans difficulté la formule suivante [voir par
exemple loc. cit. ('), 1™ partie, équ. (16)]
(ga) Tsm+a— Max+ (‘I'.N+a+ m—Y— Zgnia)

v=0,,...,m—1

(m=o,1,...;8a=1,2,...,5).
Pour abréger, nous posons
(90) Ym =T+ T (m'=t,2,...);

¥, est linstant de début d’expédition de la m'“™ personne et en
vertu de nos hypothéses, on a

(90) yié)'Eé.}'sé""

ce qu’on peut vérifier aisément 4 I'aide de la formule (9a).
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En vue de calculer maintenant, pour ¢ s, le nombre désigné plus
haut par N, marquons sur 1'axe des temps les points Y.ms1s «-5 Yom+s
et T,n...\, C'est-a-dire, les débuts d’expédition de la sm4-1, ...,
(sm +s)*™ et l'arrivée de la (sm -+ c—+1)*=° personne. Afin que,
dans un cas particulier (3), la (sm + ¢ + 1)*™® personne compte pour
le nombre N, il faut évidemment qu’on ait

(10a) Yemar+ 8>S Temierry ey Ysmas+ 6> Tsmaerae

Il résulte de la premiére des inégalités qu’au moment Z,nicv1, alu
moins les sm—+41, ..., (sm+c)* personnes, donc au moins
c personnes, se trouvent devant les guichets. En outre, I'inégalité

(10b) Y smat < Lsm et

fournit la condition pour que, a cet instant, la sm"*" personne soit
déja partie [ou ce qui revient au méme, que I'expédition de la
(sm + s)"*= personne ait déja commencé].

Introduisons maintenant la notation

s

(tr) CsmicralTs; by, ..o, l.v)=| I 3()’sm+a—i+l+ tl—xsm-o-n-n-c)

i=1
et formons I'expression

(12) Gemrcrt (L3 Ly o ooy b)) — Compet (T3 L4y oo oy Ls—yy O)

s—1

= I I 8(."-""44“"’l-xsm+v+l)(s( YsmasHte—Dsmicr1)—8( Y. sm+s__xsm+0+i_)) H

=1

on voit immeédiatement que cette expression est égale a 1 si toutes les
inégalités (10a) et (10b) sont satisfaites, et égale 4 o dans le ‘cas
contraire. En désignant par [x] le plus grand entier ~~x, on a donc

s
Nc=z Z(V:M-Hwa(w; by ooy &) — Csmicra(T; by, .. oy Es—1y 0)):

a=t{ m=0
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et en introduisant, ceci dans les équations (5a) et (5b), on obtient
Pty ooy L ’0)1
=lim 2 2 z(c,,,l+,.+,,(J~; Ny o 8) = Fas a5 by 2 oos by ),

ny x n

ou la moyenne ¢ doit étre prise par rapport aux variables x, . . ., .
Dans la derniére formule, nous pourrons nous contenter de prendre

la sommez pour @ =1, c’est-a-dire, pour les seules (sm+ ¢+ 1)*=

m
. : 1 .
personnes, ce qui n’entraine qu'une erreur de 'ordre de | et ne modifie
donc pas p.; en supposant en outre, pour simplifier nos formules,
que n=c -+ 1 (mod. s), nous obtenons
PL'(tl’ rey t\»; Yj)

n—1{—r

~

13 - . s
(13) =lim = Z (o'sm+c+l(x; Uy ooy &) — Comaeaa (75 by, oyey ey, "))
n—)wn

m=o
(c=ss5+1,...).

La résolution de notre probléme nécessite donc le calcul des inté-
grales n uples

Tomrert (T3 81y - o0y Ls) :l I 8( Vanwitli— Tinyers),

i=1
que nous allons réduire au calcul plus facilement abordable des inté-

grales

‘ s
(14) ism-»c-u(th ceey t,) =I I s(-T.cm+c+|—)'.vm+;_‘ 4). .

i=1

En utilisant I’équation (6¢), on obtient pour le produit (11)

(15) °'sm+¢.-+1.(‘t; Ly oony ls)=II(l — 8( Tomarst — YVsmei— ti))

i=1

=(— l)‘ﬂ_s(w.c'm+r+1 — Yemer— 1)

i=1

s
!
-+ (_ 1)‘-’"2 ]]_,a(fsm-u‘-i—l — Ysm+i— L) +...+1,

k=1 £k

'
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.

et dans ceux parmi les produits du dernier développement qui con-
tiennent moins de s facteurs, nous allons intercaler des facteurs sup-
plémentaires sans en modifier la valeur. Puisque [voir I'équ. (9¢)]
— ¥imaict > — Y,mviy ON @ évidemment

8(Temacst — Ysmax— lx)

= 8(Temacst — Yemax—s — ly) 8(Lomtert — YVsmax— t),
et plus généralement

(‘6) s(~t:m+c-l — Ysm+i— ’l) s(xsm-o-c-o-i — Ysmen— tx)
x

= 8(Lemuctt — Vemai— &) l | 8(Zemiivt — Ysmev— ly) pour i<xés.‘

v=1+1

‘n remplissant, comme dans le schéma (16), tous les vides dans
les facteurs des produits du développement (15) et en prenant

ensuite la moyenne par rapport aux variables x,, on obtient avec la
notation (14)

(17) Cematar (T3 Uy, o ooy &) — Oempers (L5 gy ooy Uiy, O)
£—1
:2(— 1)+t 2 (Gemeers(trs ooy by oy ooy by ooy by by oy )
v=0 1.y
- ism+::+ii(t1') ceey By lary vony Lary ooy By, 04 oL, 0));

ici, la somme intérieure doit étre étendue a toutes les combinaisons v
a v, écrites en ordre ascendant, des indices 1, ..., s—1, et les argu-
ments.?., &, ..., ¢t (ou o) doivent respectivement étre posés 1/,
2'—1', ..., s—V fois.

En introduisant la formule (1) dans I’équation (13) et en posant

n—i—c
¥

. s .
(18) Te(lyy ..o, b5 m)= ’l.;ﬂ: = 20 Lomagae(lyy ooy &)
m=

n—1-—c
3 s

. S
= l:ﬂ r 2 I Is($sm+o+1""}':m+t— ),
a ]

m=0 i=1
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on obtient enfin

s—1
(I ) P':(l” ey t‘; "1)22(_')"—'2(5:4(11‘, cean ey ooy iy, gy ‘ey 'l)
9 v_:0 [
— Ty eeny byy uey Lyy 0y oL, o)) (e=s$,S+1,...)

et ici, il faut sommer de la méme maniére que dans la formule (17).

La derniére formule montre que notre probléme revient dans sa
partie essentielle au calcul des expressions (18). Avant d’aborder ce
calcul, montrons que les probabilités p,, p., ..., p,_, qui nous manquent
encore peuvent étre exprimées a I'aide de la fonction J,(¢, ..., £,; 1,).
Pour obtenir d’abord p,, notons que la (sm—+ s+ 1)*= personne
trouvera les guichets non occupés si son arrivée est postérieure aux
moments de départ y,m.,=+1, ..., Yums,~+ 1 des s personnes qui la
précédent. Le produit

s
I_[ s(x:m-o-H-i — Ysmei— 1)
i=1
sera égal 4 1 dans ce cas, et égal a o dans le cas contraire; donc, la
limite, pour » tendant vers l'infini, de la moyenne (par rapport aux
variables z, et aux indices m) de ce produit sera égale a p,, ce qui
nous donne [voir I'équ. (18)]
(2oa) Po(’f))"-—‘as(l, ey ';ﬂ)'
De maniére analogue, I'étude de I'expression

s—1

I I 8(Zsmist1— Ysmei— I) (s(}’sm+s+ by — Temisir) — S(J'Jnn-.c — Zsmis+1 ))

i=1

conduit a la formule

Pl(ti; n)=Js(1, ..., 1, 0; n)— (1, ..., 1, 4415 M)
et de maniére générale, on obtient la formule ,
; c—1
Pty o5 &5 ﬂ)=2(_l"~i 2 .
- v=0 1.
(20b) X( J,(l, ey ';ti';---)tl’)'-'ylv’ytm--" tc;'ﬂ)
— (1, ., Lty ety .‘..,tvr,o, ...,o;n))
(e=1,2,...,5—1), .

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 4, 1946. 4o L4
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ou la somme intérieure doit étre étendue a toutes les combinaisons v
a v, écrites en ordre ascendant, des indices 1, ..., c—1, et ou les
arguments I, ¢, &. ..., t. (ou o) doivent respectivement éire posés
s—¢, 1’y 2'—1'y ..., c—' fois. Ainsi, notre probléme est ramené
aux fonctions J.(8,; 1) | équ. (18)] dont la signification, en tant que
probabilités, est évidente.

3. CacuL pEs vALEURS MOYENNES (14). — De la formule de défini-
tion (5a) des valeurs moyennes, on tire

(21) II s(~"sm+-'+l — Vem—i— )
=1 .
n! T T s
= ﬁf d-ri---f I l 8(Tsmacrr— Ysmat— i) dz,
o N Tn—t 4

n! T T ¢
= ']T,:f dry.. 'f 8(Zsmrctt — Ysmai— L)
e 1

Tem+c

T —ox . RS —C-~1
< ( sm+¢+i) - d.l‘""‘""""“‘,
(R—sm—c—1).

s

la derniére formule résultant du fait que la fonction II ne dépend pas
des variables Zom.c.s, . . ., Tn. '

Afin de pouvoir représenter maintenant tous les facteurs de la der-
niére fonction a intégrer sous forme d’intégrales de Fourier, nous pro-
cédons de la maniére suivante. -

Grace aux formules

(22) s(b— yax‘* (ay))=s(b— Max(o, a,, ..., a,,))
=s(b+Min(o, —a,, ..., —-a,,))

—=8Min(b, b—uay, ..., b— a,,):s(b)n's(b —ay),

v=1
on tire des équations (9b) et (9a)
8(Zsmace1 — Yemrr— &) .
= s(a’lm+o+i — Lemyi— ti— Max+ (Zsyri+ M — v — Tymyi ))
v=0,.. ,m—1 N

m
=If_[.s(-’l’:m+c+| — Zeypt — ti— (m —_ V));
v=0 . .
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ensuite, la formule (66) nous fournit la représentation suivante

s
(23) l I s(-z'.cm+r+l — YVsmrt— ;)
‘—
m

. 90+ i(Tem+e+1=Tovat im(M—V)—1;)
I I l_] d q er+1s
2T l qn+l

i=1 v=—o Cova i

qui peut évidemment étre écrite aussi sous forme d’une intégrale
multiple. En introduisant les formules (23) et

(lP (T é T gmsec+1 )’

(rn—sm—c—1)! TamiJ —pr
P

(24)

( T — Zsmact )n—-sm—c-i I (‘ eMT—Cim+c+i)

dans le dernier membre de Iéquation (21), nous obtenons enfin

T

(25) H 8(Zomtcrr— YVsmet — )= = f dry.. / L& T W—_:m«)-m

Xff f exp[p(T—x,M+.)
Cp L clm+:

+2 E qsv+i($sm+o+1 — Zgyri— (M —v) — li)

=1 v=0

S+ 5

P"""'_'l—[ qv
v=1

En intervertissant ensuite I'ordre des intégrations réelles et com-
plexes et en intégrant par rapport a dz,n,. ..., on a

T sm +s
(26) f exp[“'mw-cﬂ( 29'_1’)] Tym+cr1

Tsm-+c

_ eXP[x.‘mﬂ( mgqv —p>]— exp[ T( ‘:gqv— P)]

sm-+s

- P—z%
1

et en tragant ici le chemin d’intégration [voir 1a note (*)] de maniére

]d[) dq1 oo dl[.tm-v—:
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, .
ait
qu on sm-+s
(27a) R(p— 2 qv>> o sur C,,
M=y

e’ dp

on obtient que I'opération — f e indiquée dans I’équa-

tion (25), annule le second terme du numérateur de (26). A1n51,

'opération f «..dZ .., ajoute a la fonction & intégrer de I’expres-

Tam+ ¢ '

sion (25) un facteur ——-,,:,T- et y remplace &;mc.1 par Lom-.. De la
p— 2 g+

T
méme maniére, I'opération f dx,, ., ... f .. .dTp, .y ajouted
e s Tem—rc

sm—+s CH1—s
1

exp|...], Timsces est remplacé par Tim..,.
En effectuant ensuite les sm -+ s autres intégrations réelles, tenons
compte de ce que des inégalités (27 a) et

celte fonction le facteur » tandis que dans le facteur

R(gy) >0 (v=1, ..., sm+5s) sur C,
résultent aussi les inégalités suivantes :
sm+s—1
(27 b) R<p— 2 qv>>o, R, R(p—q1) >0 sur GCp;
v=1

on obtient alors

~
[I 8(Zsmactt — Yemai— )

T" (Qn,):m-o-ﬁ-i‘[‘[ £ eXP[PT-—i t;Zq.w-H-—- z(m—v)qw_’_,]

m e =1 v=o0 i=1 v=0

= dpdg,...dgm,,

sm+s c+1—s sm+s—1 sm+s -
(P - 2‘“) (P— 2 9v -.-(p—qa)p"""'**‘l_[ gy
1

1 v=1
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Nous remplacerons maintenant les ¢, par de nouvelles variables
d’intégration p,, .. ,, Psm+s—s €n vertu des équations

sm—+s SIS —1{

(28‘1) P0=P—29v, Pr=p-— 2 qv, ceey Pimes—s =p — q,
v=t v=1

ou

(280) Fsv+1== Psim—v11+1—1 = Psin—y+11—1 (=1,..85v=n0,..., m; Pamas = P)

qui transforment P'intégrale

fu f -~-dq,...dq,m+, en f‘*‘f "'d['o---d[hm-w—|
C Com+ s C, «

1 0 cam 8 1

En posant, pour abréger,
(29) S,=2pw+¢ (i=o,1,...,3), d'ot  S,= S+ p — p,,
v=0

“on tire des équations (28 b)

m

quv—o-i: Ss+1—l_ss—l (i=', seey s)i
v=0
s m s—1
(30) { Z 4 Z gsvri—= 1 ([J —]’o) —Z(’l— livq) (Ss—i"‘ So)v
i=1 v=0 i=1
Z 2 (m — V)q.w—f—i-_-z (m —v) (]Js(m—v-e-t‘ — Psim—v,) = mp — SO+P.°
i=1 v=0 v=0

. Avec les relations (284) et (30), la derniére intégrale prend la
forme

n! 1 /'f f
Tn \sm+s—1 o
Tz (2m¢) Je, Ve, c

am+a—1

exp[p(T—m—t,)—po(l—t,)

i=1

' s—1
. o+ so+2(¢:~— live) )Semt— So)]

_dpdpy...dpmisy

x sm+s —1

Pn+1-sm—rpg-s(P‘ — Po) (Ps_Pl) e (p —P:m+a—i) Il Py

v=0
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et en introduisant ici la formule
e—Pet—ty) 1 e—Tiv—1y

pr—x _‘m q(:_,(Po__ )d’l (Cés; ‘lél§R(Po—9)>°)
o C,

et en posant

(31) L=t — Ly (> 0) (=1, ..., s—1)

et °

(52) gM(P’ q; l“ e I_| ) m 1 s—1 m— m—1
(21::)""-[ { HP[ p”'+2 <2P“*‘"‘ ZP‘V>J
= dpsm—a

sm—1

—(])(PI—P.)) (P p:m—x)l—lpv

nous obtenons enfin

(33) HS(xtm+¢+i —Ysm+1— &)

" 1 ep('l‘—-m—l.\—q\l-(,) ,
T'l (Qﬂl)’f f pn-H—sm—c c—s 0’"+’(P7 gily .- ts) dP dq'

Finalement, nous utilisons la fonction génératrice des intégrales
multiples g, la série

(3%) q(p,q: 55 (7N t;-a):P__ p Mo (p,y q, ),

m=1

qui converge pour | 3 | suffisamment petit; G satisfait & une équation
intégrale linéaire non homogéne, facile a établir, et peut étre calculée
explicitement a I'aide de celle-c1 (*).

Exprlmons maintenant dans 1’équation (33) le facteur g,.., comme

(') F. PorLaczek, Résolution de certaines questions intégrales linéaires de
deuziéme espéce, [équ. (34), (31), (38), (39), (40)], J. Math. pures et appl.,
g° série, t. 24, 1945, p. 73-94. Les notations o(x), %, &y, ¢, 2, Li(i =1,,..,n—1),
tn de ce Mémoire correspondent respectivement a G, p, py, ¢,5,t(i =1, ...,58 — 1),

S—1

1 —2 L. ;
1
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résidu de L 9:3) o, point 3

cm-)-:

= o; cette formule prend alors la forme

K]
I I 8($sm+c+l — Ymai— &)

. t=1
(35) e T—lhi—qu—t,) €~ppv m
T" (2n;)3f‘/"‘fpn+x—-r l‘-—-i»—l-ﬁ-!( gy ’I)'»lx)dpdqdv
\ ) (e>s; m=o, 1, ...),

ou K est un-petit cercle autour de I'origine du plan des 3.
Dans cette intégrale, G est donné par la formule (3)

(36) G(ps g, 3; &)

I 1 ]
P—q9 P —w P — Wy
) § 1 1
e‘l(l—ll) e“’o‘"‘.' e, 1—6)
s—1 —1 -1
; q’ W; "v:—l
_ _ry 1 ( : 2 < ' )
= = 1—¥ wel1—=Y ¢2 w,tt=Y ¢
, F—sel My, eq sé ') e .( 1§: '> e 4z: !
—2 2
S W
=1 0y —1 -1,
(E) AE) eln)
e e e
q - W Wiy

Ici, M,, désigne le mineur du premier élément =7 du déter-

minant (36) et w,(3), ..

(37)

.» w,_1(5) sont les s racines de I'équation

xF—z5e*=o0 (donc vy ¢~ *=3%, v =o0, ..., s —1),

qui sont réguliéres dans un voisinage de 5 =o; il est évident que
pour.| 5| suffisamment petit, 'équation (37) ne posséde pas d’autres
racines dans le demi-plan gauche des x.

, Avant de continuer, nous remplacons les deux premiers éléments
de la premiére colonne du déterminant (36) respectivement par

sfe?

7’(p—9q)

1 gs— s'el

r—a qi(p— D
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et par
q°— 3%el _ stel

7 9

)

la fonction qui résulte de ¢ par cette modification, sera appelée
q 9 P ) PP
ol , ‘)
En remplacant dans 1'équation (35), § par ', nous ne changeons
pas la valeur du deuxiéme membre, car les parties de la fonction a
g —set
7¢p—q)

» sont nulles, 'une parce que — f —— =0 et l'autre

e—T1—1)

intégrer qui sont respectivement proportionnelles & et a

,,s___ ssel

U

parce que —— = q = o. Ensuite, nous multiplions les lignes
1

du numérateur de &', a partir de la troisiéme, (et celles du dénomi-
nateur a partir de la deuxiéme) par z, et les colonnes respectivement

'I‘ 7 = ‘oly ‘ - i
par ;e'" ' ev, ..., " et remplacons e selon l’ équation (37)

par‘—‘l (t=o0, ..., s—1), et t; selon I'équation (31) par {;—1t.,.

Ainsi nous obtenons pour G’ I'expression

el e'Vols eVs—1h
P—q P—W P — Ws_y
q,( q s)= 1)(1—' sSe1—t el el . ety
(38) ) < ’ qJ — 551 q ells W etvols . Wey eVi—ils
qx—t esls w.a("—l evols .. “..;-:18“.‘_‘,‘
X | Wit =1 ,
i, X=0,..,5s—1

qui, en tant que fonction de g, est évidemment réguliére pour

=we(3), ..., wii(3) et par conséquent, dans le demi-plan
gauche des ¢; donc, dans 'intégrale (35), formée avec G’ au lieu de G,
le chemin d’intégration C, peut étre remplacé par un petlt cercle K,
autour de l'origine que nous choisissons de maniére qu’on ait

(39) K,<K:, - clest-a-dire |g|<iz].

4. CarcuL pes FONCTIONS J (2} 7)) ET DES FORMULES FINALES. — Pour
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obtenir J.(z,; ) [voir I'équ. (18)], il faut effectuer dans I'équa-

n—1i—c¢
——
s

tion (35) 'opération ;: 2 » donc y remplacer ( ad \).,. par

m=0
n+g—1=—v
Il—:—C e_pp‘ P
(40) s Z e—,lp‘ III—— s :‘ - l
n 3¢ ~  n P p
m=0 —_1
_ n—1-—«¢
. s e ” s Pn+l-——l—-r: n+C +1 5 rys
" n Pt — steP R — st

Mais le second terme de la derniére expression peut étre supprime,
car la partie de la fonction & intégrer modifiée de (35) qui lui corres-
pond est réguliére au voisinage de 3 = o de sorte que pour cette partie,

f ---ds s’annule. Par conséquent, on déduit des équations (18),

K.
(35), (40), en utilisant G'"au lieu de g,

n — 11—
—_—
s n - expp(T ) e
Te(tys n)_. lun ~ s P
< T" (27'1.’1)J q('—t+1:n—r [)‘—3'8'/
el e'vxl
P—1 P — "
1 el e..  e%Hh
Xq‘—:‘e‘l e eeeees
q'e‘l‘:-rl (vie“lm '
............. coe =00, 5—1
X | wiewhines l dp dqds.
i, %=0,..,5—1

.Considérée en tant que fonction de p, la derniére fonction & inté--
grer tend exponentiellement vers zéro pour R(p) tendant vers — oo,
car le coefficient

n—i1—=¢ nfi Cc-+1
AR A= I -
T s 4 s(n )+ s !

est positif; par conséquent, f est égale aux résidus aux points p=gq

et p==w,(3), ..., W, (3) seuls pdles qui se trouvent a gauche de C,.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 4, 1946. 41
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Mais I'intégrale j ', étendue au résidu en p = ¢, est proportionnelle a

[

1 ds . )
;;/.: e donc nulle en raison de (39); en calculant

ensuite les résidus aux poles de deuxiéme ordre w,(5), - .., Wi (5),
qui sont tous égaux au résidu en p = w,(3), nous obtenons

n—1i—ec
expwo( —L——;——)
(A1) Je(txs n) = lim - ; l" (21rt) f f st

" = ,]—:-a-l.-n—t(q — 58‘7)

. o on—1—c 1
= (I-— ——t)
) . S
ov'},(l— —ﬂ)

o
x |q' e oL, .IV:I evhi L{io, .,.:—-: -+ O(l)]

x Iw‘ evale 1=t dq ds,

Lr=0, ,s—1

ou plusieurs termes de I'expression entre crochets qui ne dépendent
pas de n et disparaitront a la limite, ont été désignés par O(1).
Posons maintenant

(f12a) Wo=—=S7 30, ceey Wy = SN 55—1,
de sorte qu’on a [ voir I'équ. (37)]
F=wh M= (sN 30 ) e M= . .= (SN 5 ) €1,

"_gf — (X _1) dt\zo—:(.—n—l’— — I>Y)5d50

= \ Vo S0

(42 6)

et remplacons, dans l'intégrale (41), les variables 3 et g par 3, et snq;
ceci donne, compte tenu de I'é quauon (4)

ense  gC+!

Py —1I
(43) Jc(l', q)— hms(l ﬂ)T" (2“‘) ff, ,.n+l qc—s+1 qt_,z;em(q—z-,)

x [lq‘e"“?"“ coosfemativg | I,_ o1 O(l)]
n=1,. .,5—1 n
= Is‘e‘"’-‘-“ - dq dsz,.

BRT Oy S b

Ici, les grandeurs 3,(03,) [voir 'équ. (426)] sont les s solunons,
réguliéres a l'origine des z,, de I'équation -

(44 a) - 35,6~ "%zt 28 e—m..
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et I'on démontre facilement les inégalités suivantes :
(44 b) [3,(n%0) | <3 (=1, ...,8—1) poar 3,>ou.

La dérivée partielle du premier membre de I'équation (44 a) par

rapport a 3, est 3; ‘”‘"(— —s*q) cette expression ne s’annule que

1 .
pour 3=, et les valeurs correspondantes de z,, c’est-a-dire, les

points de ramification des fonctions 3,(73,), satisfont & I'équation

TR

hse—t
e = 5y e ou =e *,
T N3
) » 4 ide—1
donc a I’équation | =1
~0

Or, puisque o £ <1, la courbe’ e ll_l (voir la figure 1) est

évidemment située a I'extérieur du domame D, de sorte que dans ce
domaine, la fonction a intégrer de (43) n’est pas ramifiée mais tout
au plus méromorphe. Mais J.(t; 1), étant une probabilité, est o(1),
de sorte que nous sommes en droit d’utiliser la formule (8)
ce qui donne

=1, . .,8=

’ 1 I ) ¢ s
(45a) JI.(ty; ‘ﬂ)=5(‘—’l))mjl: m‘q‘e"l""-'...:,e‘"-*"ﬂ... o, . e
9

dgq
al Sul; —1
> I‘_, esNaxli+1 qt‘—l+l

LX=0,...,5—1

(e=s):

ici, on a 3,=1, et les 3,(n) (x=1, ..., s—1) sont, en vertu des
équations (44a) et (44b), les s—1 racines de module <1 de
I’équation z*e™*~*) =1, donc

| 3 ()| <1, siei—a = (x=1, ..., s—1),

Comme corollaire de la formule (45 a), nous obtenons le lemme
suivant. Le déterminant

é)ds )3 —I (z )eu'(z.n',‘ ,1%—'0 s—1
6a) -

I >, . .ét,éo; sl g e™'h (x=1, ..., 8—1),

ot les fonctions 2,(3,) sont réguliéres a l'origine, ne s'annule pas
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dans le domaine ouvert D’ [voir la figure (1)].

.

(46 0) I3 <<,y

sauf a 'origine ('). .
Nous introduisons mainlenant la fonction génératrice des

J(t; n) (e ), la série

(17) D(t; v, 3) :25"*%(’%; ),

N

c=xs

qui, grace a la formule (45 ), prend la forme

s(1—n)s . i et
(i8)  ®(him, 3) = o | e L SeTE |l=0,...,a=:
B R=1,...,8=
x | sh(n) €Ml =t
L®=0,. .,5—1

Les formules (48) et (45a) sont équivalentes; en particulier,
(45 a) fournit pour la fonction J,(%; %) qui figure dans nos for-
mules (20 a) et (20b) pour p,, ..., p._., 'expression

. ls.ie"'l:uli-l-a —1
Lr=1,...,5—~1 LR=0,...,5—1

Io(lyy ooy by M)=s(1—m) &7 Iz&e"i"t‘iﬁl
(49)
(:-x= ;x(n)).

Ainsi, les probabilités p,, ..., p._, sont explicitement connues en
vertu de (20a), (20b), (49), tandis que les formules (19), (47), (48)
permettent d’établir la fonction génératrice des p, pour ¢ > s. De (19)
et (47), on tire la formule

(50) NPty ey tim)

c=s ,
s—1

=2(—|,v—' 2 (s oyl eees by by e )
T ov=e Vyeo 0V’

— DLy ety e by Oy ey o)),

1) Les indications données a la suite de 'équation (8) montrent d’abord que
q 1
les s expressions —— (mineurs des éléments de la premiére colonne du déter-

minant, divisés par A) sont holomorphes dans le domaine D’. Comme poar des
raisons de symétrie, le méme vaut pour les autres colonnes, le déterminant
M .

—&'-k %-e'st holomorphe dans D', ce qui entraine le lemme.
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ou il faut sommer de la méme maniére que dans 1'équation (17), et
introduire pour ® I'expression (48); ceci achéve la résolution de
notre probléme.

II. — Esquisse d’une méthode basée sur des considérations
de probabilité.

Nous recommencons maintenant 'étude de notre probléme d’aprés
une autre méthode que nous nous proposons de développer ici,
autant que possible, sans recourir aux résultats établis dans ce qui
précéde.

Figurons-nous un grand nombre de dispositifs a s guichets auxquels
des personnes accédent a la fréquence vs par unité de temps (c’est-
a-dire, par durée d’expédition de chaque personne) et qui fonction-
nent depuis trés longtemps. Alors, la fraction de ceux parmi ces
dispositifs devant lesquels, 4 un moment donné ¢, il se trouvera
exactement c personnes dont les premiéres sont en cours d’expédition
depuis tout au plus ¢, &, ..., ¢. unités de temps, sera égale
a p.(ty, ..., t,); nous avons posé ici

(1) ¢’ = min (¢, s)

et nous choisissons nos notations de telle sorte que 1 > ¢, >....>¢,> 0.
Ay moment ¢+ dt, 'ensemble p.(t,, ..., t.) aura perdu nsdtp,
« élgments » du fait de l'arrivée de nouvelles personnes pendant
I'intervalle dt, et ,
P
Pl ooy to) — pelti—dt, ..., te—dt) ~ a'tzE
kA

é¢léments du fait de la prolongation des durées de certaines expédi-
tions au-dela respectivement de ¢, ..., Z..

Par contre, cet ensemble aura été augmenté pendant 'intervalle dt
de nsdtp._(ts, . - -5 tie—1y) €léments du fait de nouvelles arrivées, et de

Pera (1, 8y — de, ..y Ly — dt) — pera(1— dt’ th—dt, ... leyy—y— dl)
¢ dpr—i-i (to, ti, . .)
~y
dto ty=1

éléments en raison de la terminaison de certaines expéditions.
Selon le principe de I'équilibre statistique, ces pertes et gains
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doivent se compenser puisque les probabilités p. ne vanent pas en
fonction du temps ¢. De cette maniére, on abtient

de,(t‘, cen L)

at
(".) x=1 *
. + 5Pty o, b)) — NSPe—1 (b oovy Liea1r) — Pesr (1 L1y oony Lcr1y—1) =0,

(e=0, 1, ...i IDH. .. E220),
ou nous avons posé, pour abréger,
; to, &y, -
(3) %-sﬁd—"———)l =pi(1, ty, ... ).
o1

En introduisant maintenant la fonction génératrice des probabilités
par

F(lx; 3)=F (b, ..., L ;):zsfpc(t,, ceey to), 1z <1,
lé’ié"'é‘:éoy

on tire des équations (2) par un calcul formel I'équation aux dérivées
partielles

;09’,(1 e 833) 1,
(3) z_%t,—!_— +05(1—3)F oty o0 b3 5) — S Fo(1, by 0 ti_q; 3)=0o0.

X1
La somme de toutes les probabilités p.(1, ..., 1) devant étre égale
a 1, on a ensuite

(6) lim F,(1, ..., 1;3)=1.
s>1—0

Les probabilités p;(0), p,(z,, 0) etc. étant évidemment nulles, on
aenoutre

(7) Pe(lyy, ..., to)=0 pour {-=—o; c—1,2,....
Finalement, nous admettons I’existence des densités de probabilité

dt." ’-‘(tv ---,t)
L 5E (e=na, ),

ce qui entraine, en raison de la signification des p., I'équation
0 c y 1 c
(8 a) Pe(ty, .. tu)—f f P (T‘ i )d‘r,, v, dty,

-\»'

’
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le domaine d’intégration S étant défini par les inégalités

86) 7o, =, o, 0 ATy L. TN (domaine S).

Selon (8 a), p. peut étre obtenu en intégrant une certaine fonction
de densité dans le domaine (8 ) (intersection d’un parallélépipéde et
d’un simplex); de cette propriété, on tire facilement les équations

) oOp.(ty, ..., t.) . :
(9) P—‘thi———/‘:li"zu (i=2,3, ....,csr_=n,3, ...
qui sont équivalentes aux formules (7), (8a), (84), et dont nous ne
nous servirons d’ailleurs que pour c <5 —1.
Pour s =1, on tire de (5), qui est alors une équation différentielle
ordinaire, et des équations (6) et (), par un calcul élémentaire, la

solution
ens—1 _ z efilyi—1

(10) Fi(t;2) =0 —n) —
Donc, pour s=1, cette méthode fournit rapidement la fonction
génératrice et par conséquent, les p.. Pour s> 1, nous allon effectuer
dans ’équation (5) plusieurs opérations qui, pour une partie, ne
pourront étre légitimées qu’a posteriort et qui ont pour but d’étudier F,
comme fonction analytique de la variable complexe s.
Nous posons
(r1) Y=sn(s—1)

1

et remplacoils dans (5) les variables ¢, par 7, — =, ou = doit satisfaire
a I'inégalité o <7 ¢; on a ainsi

0F,(ty—1, ..., t,—<
_9%(4 éT z )—75,(t,—-:,...,t,—r)

I_,
=-F (1, 4—7 .., =T
5
L]

: 5
et, en effectuant ici I'intégration f .-+ e*"dt, nous obtenons
0

.

(12) g-f(ti: L] t,) —-eY‘otf‘(t‘— ts, ey ts—l_ t.n 0)

Ly .
f evF (1, 6, — Ty o.., lsy—T) dT;
[

.

1
5
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notons que dans cette équation, on a en vertu des formules (4) et (7)
s—1

(13) eYeF (t,—ty ..yt — U, o)—_.—eY"chpc(t:-—ts, ceenle— ).

c=0

Dérivons maintenant I’équation (12) par rapport & toutes les
variables ¢, et posons

d‘.‘;(’“ ee oy [()
L F (L .y 4
d" N l)[.\. (tly 2 ),
Fp (L o )
(14) ‘ dt, ... ot._, =P by s ),

s—1

d _ .
Eal—p“‘:‘:'l)““ e b 4):1).&'_,”(1,, N g
*

IR S |
nous obtenons ainsi, compte tenu de 1'équation (13),
/]
(15) FI, o )= W.PY’-pi:‘_‘,"(t,— ly o s b — &)

el
4 —F(, =ty oy G — L)

<

En posant ici ¢, =1 et en utilisant les notations

f(e)= t%l‘,

h(f,)::‘( VPN (— by ta— ey .t — )
\ _p.(vs—j”(l - txy t‘Z_ t:y ceyy t.v—i—ts)),

(16)

on a ensuite
(17) F90,ts, ..., f.-:):'f(t‘)h(t,) F f(E)FOU 1 — by ta— by ooy by — ).

Dans cette équation, ou la variable ¢, ne figure pas, les expressions
(18 a) 3=1—¢, B=t—1t,

ey =t —

déterminent une transformation linéaire (') des variables ¢,, ., ., ¢,

(*) Géométriquement, la substitution (18) est caractérisée par le fait qu’elle
transforme le simplex (s — 1) dimensionnel de sommets (o, ...,0), (1,0, ..., 0),
(1,1,0,...,0), ..., (1, 1, ..., 1) en Mui-méme, en permutant cycliquement
ses hyperplans-frontiéres a (s — 2) dimensions.
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qui peut étre représentée sous forme matricielle par la formule

8 t 1
(V]
=M -+

l§ IR 0
\
(U} -1
(18 ) 1 o o I
o I o 1
oi M—=f © v ! —!
\o o o0 ... 1—1

On reconnait aisément (par exemple en établissant I'équation

s — ~ .
 — : = 0) que M‘= E._‘, l‘J‘_‘ etant la

matrice unité de degré s — 1; par conséquent, la s*™ puissance de la
substitution linéaire (18) est I'identité, donc

(18¢) 5=t e 3= t,.

caractéristique de M qui est

Avec les notations (18 @), I'équation (17) prend la forme
FOL, t) =) h(6) + f(6)FO(1, &),
et effectuant ici ¢ fois ({=o0, 1, ..., s—1) la substitution S, on
obtient .
FO(1, ) =fUEVR(E) + f()FO(1, 8')  (i=o0,1, ..., 5—1).
Ce sont s équations linéaires pour les s grandeurs (1, £
[voir (18 ¢)] desquelles on déduit

(19) 5;3)(1, t) = (1 _f1+S+...+s'—l)-1' ‘
=< (fh +f|+shs+fn+s+s’hs*+. . ._*_fx-s?...a—s'—lhs'—').

En vue de calculer les expressions qui figurent ici, nous tirons des
équations (18 @) les formules
L=t — 1, =0 =t n—t,
5 =t, j— b1, N = T .

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 4, 1946. 42
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rice auxquelles | voir aussi (16) et (11)] nous obtenons o e
g
' G 1 '{.—2‘7. eTh—ita ,
Sy S M e s —— (i=1, ..., §—1);
(200a) v ¥
N , ‘: e:’qn:.—ll
Joyes o ==,
(200)

() = (1t (87— piti (7))

(=0, ..., s—1).
Avec ces expressions, ’équation (19) prend la forme

-5
<

| FO0, by )= =

35— esn - \
(21) ¢

=1

x B se-t-temevtmi(sn(s — 1) pi( ) — pELET))
=0

donc, F'(1, t,,

ket

.5 1,) est égale a une forme linéaire des monomes
, divisée par la fonction

(tLi=1);

(22)

esNs—1) 38

En vertu de 'équation (15), la fonction F"(¢,,
exprimée de la méme maniére, et en posant

.., t) peut éire
‘ ) =1t — ¢, ey Ty =ty — L}
(23) _s - s _s —
Lo=t1—tey, t,==t—ly, et = lea— by
[ ]
on obtient au moyen de calculs simples
s—1 ) *
:5 _Sé _si
5:”(‘1» L] t-‘) T gt — eMis—1) 2 ;‘—l—ieYl.—i(ngs_—li)(tx )'—Py-]i (‘X ))’
i=o0
ou
-5
(24) . d"l(‘(' e ta‘) — '
ae, ... ot

s—1

o O

F—en=1 g, ... dt, (2‘""_1_19%"?"‘("‘) :
i=o

Avec la seule hypothése que les fonctions p

(s—1) Ls)
. S (n)etp
par conséquent, le deuxiéme membre de 'équation (24), soient

s—1 (tx) et
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continues, on démontre 4 I'aide de (8a) que non seulement F,
[équ. (6)] mais aussi & doit étre borné dans le cercle Is| L.

Donc, le numérateur du deuxiéme membre de ’équation (24) doit
s’annuler pour les s zéros

(25) =1 fa(n) <, x=a L0 v —

que la fonction (22) posséde dans le cercle |5 - 1, de sorte qu’on a
=1
o L >
m 253-1_,0:*. E "-'["-.l(lx)= 0 (v=o0, ....8 ~-1);

i=o0

(26)

pour s =2, ces équations suffisent déja pour calculer la fonction
Fa(ty, 155 3).

On peut maintenant conjecturer que la fonction ¥,(¢,; 5) elle-
méme peut étre représentée de maniére analogue que sa dérivée
F" [équ. (24)]. Cette représentation devra avoir la forme

, .
(37) Folta; 2)= e N1 __ o 3‘2""‘"‘"“\’1—|(’x¢ 3)+emt P (1 03)
. i=1
ou nous avons posé
s—1
(28) Py (b ;):2;;.,(:,, AT
v=0

et ou les Q,_, sont des polynomes en s de degré /—1,
dont les s — 1 premiers s’annulent pour ¢=o, tandis que
Q:—i(tx; z)ll,-_—o=— P.s—-i (tx; 3)'

A Tlaide de (27), le numérateur du premier membre de
I'équation (5) devient une forme linéaire des e™*~"" et de e™*™" qui
doit s’annuler identiquement en z. De la résultent s équations aux
dérivées partielles entre les Q;_, qui peuvent facilement étre résolues
al’aide des équations (g), et I'expression (27) prend ainsi la forme

s—1
(29@) Fs(4. ...s 85 5)=em.-—,_:,__'—;<25‘€"“’"“"(f’s—-(tf“)—P,-a(;f ))

a=1

— eGP, (_t,) “+em—Pp,_, (‘x))
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ou
(298) F,(&4, ....L;5)
S—-1

-1

i = Ve Y 88— "s‘_i

=m<"2°‘ ne 3 o) - pu(a))
=1 v=s5—1

s—1

s—1
o gien =10, § szv(—tx) + esnis—1 5vPv(tx)> .

v=0 v=0

Le numérateur de la derniére expression doit s’annuler pour
s=1, 3,(), ..., 3,.4(n) ce qui permet de déterminer F,(z,; 3) au.
moyen de calculs étendus, mais pour s > 3, il nous manque encore
une méthode facilement maniable pour établir les formules (19),

(20a), (20b), (45 a), (49) de la premiére partie.



