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Sur un problème du calcul des probabilités qui se rapporte

à la téléphonie,-

Pan F. POLLACZEK.

Introduction.

Dans ce qui suit, nous traitons le problème suivant : Des personnes
qui arrivent au hasard devant un groupe de guichets et qui, par hypo-
thèse, ont toutes besoin de la même durée d’expédition (que nous
choisirons comme unité de temps) sont traitées sans interruption à un
quelconque des guichets non occupés; nous admettons en outre que
leur fréquence n(o 41} < r) (espérance mathématiqued’arrivées par
guichet et par unité de temps) soit constante, c’est-à-dire , ne dépende
pas du temps. Nous cherchons les probabilités

(,) {Po(n),
P1(t1;72), ..., p,_.(t,,…,l._a;m;

PC(tU '-°9tsi’fl) (C=S,S+l,….)

pour que, à un moment quelconque, exactement c: o, r, . . . per-
sonnes se trouvent devant les guichets, les s (ou c, pour c.< s) per-
sonnes en cours d’expédition étant respectivement traitées depuis tout
au plus une fraction t1 , . . ., t, (ou tc) de l’unité du temps; nous choi—

sissons nos notations de manière qu’on ait
'

(2) lèt1èt2è...èt_;è0,
de sorte qu’en particulier, 1. et t, se rapportent aux personnes dont
l’expédition est respectivement la plus et la moins avancée.

Nous allons établir ici la solution complète de ce problème qui
contient, entre autres cas particuliers, celui de la répartition statis-

tique des durées d’attente devant un groupe de guichets, selon une
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308 F. POLLACZEK.

méthode que nous avons exposée dans plusieurs publications anté-
rieures (‘). En outre, nous traiterons notre problème par une autre
méthode qui, grâce à l’utilisation du principe de l’équilibre statis-
tique, mène rapidement à un grand nombre de relations entre les
probabilités(r); toutefois,dans son état actuel, cette autre méthode ne
fournit la solution complète de notre problème que pours: 1, 2, 3.

I. — Méthode analytique.

[. (lousrnucnou D’UN uon£w nas PHÉNOMÈNES EN QUESTION. — Pour
commencer, nous construirons maintenant un modèle microscopique
des phénomènes dont il s’agit ici, en admettant que pendant un inter—
valle de temps (0, T), n personnes, numérotées selon leur ordre
d’arrivée, arrivent devant nos guichets. Soient

(3) Oé.r,é.r,é. . .é.zy,éT,

les moments de leurs arrivées; tous les cas possibles (3) de l’arrivée
de n personnes, l’une après l’autre, étant par hypothèse admis comme
également probables, la probabilité pour que les arrivées de la
r", . . . , n‘°"' personne soient respectivement situées entre a:. et
«:.—+ d.e., . . . , x,. et æ,,+ dx… sera égale à dx,, . . . , dx,,, divisé par

le volume % de la multiplicité (3). En prescrivafit maintenant que

toutes ces personnes soient reçues selon l’ordre de leur arrivée [cette
règle ne modifie pas les valeurs des probabilités cherchées (1) mais
simplifie singulièrement notre tâche], tous les phénomènes d’attente
devant les guichets seront dans chaque cas particulier (3) entière—

næ_nt définis en f0nction des grandeurs(3) et T. En introduisant, en
outre, la fréquence des arrivées HX! <‘ = [s'l ") ’

\

(“) Cf. par exemple, Sur l’application de la Théorie îles Fonctions au
calcul de certainesprobabilitéscontinues utiliséesdans lalthe'brÿie. des. réséduæ
téléphoniques(Ann. Inst. H. Poincaré,—, t. 10; 1946, p;J—56—)_.——

?
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on peut encore exprimer T par la formule
(4) .

- T:-
371

Dans chaque cas particulier (3), nous pourrons maintenantdéter—
miner le nombre N,.(æ., . . ., æ,,; t,, . . ., t,) des personnes qui, à leur
arrivée, trouvent les guichets occupés respectivement depuis tout au
plus une fraction t. , . . ., t, de l’unité du temps, c— s autres personnes
attendant en outre leur tour. En prenant ensuite la moyenne de la

. N,. , . .fractmn 75 pour tous les cas (3), c’est-a-d1re,en calculant les quotnents 
(56€) -I-N_(w1,.…7'L'snilly--Ht)

=nlTfTdæifïdæg. .../T —’N.'.(.1,,..,.I,.;I,,….,I,)d.t,,
=Pc(t,,.…, t_.;n,n),

»—

nous obtiendrons, pour notre modèle des phénomènes en question,
des probabilités qui, en vertu de la relation ( 4), correspondent aux
fonctioñs pc(t. , . . . , t,; r,) que nous cherchons et qui, pour n tendant
vers l’infini, se confondent avec elles, donc
(56) lim l’,-(t,, ...,t,;n,n);pc(t,,...,t_.;n).

n+oo

Avant d’effectuer les calculs que nous venons d’indiquer, intro—
duisons quelques notations et une formule asymptotique qui seront
utilisées dans la suite.

1° Nous désignons par s(æ) la fonction
1 pour .r > o,

<6a> s(æ)=
;-

» ...—:..,

0 » a: < o,‘

qui peut être représentée par l’intégrale de Dirichlet
! e.”€Z(Gb)

_

- s(æ)_
2—m_ Î_____dz,

ou C: (et de manière analogue par la suite C,, C.,, . . .) désigne une
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parallèle à l’axe imaginaire des :, à droite (‘ ) de cet Laxe, parcourue
du bas vers le haut; pour a: = o, l’intégrale (Gb) sera définie comme
valeur principale au sens de Cauchy. En vertu de (Ga), la fonc—

tion s(æ) satisfait à l’équation
(60) s(æ)=l—s(—æ) (.rËo).

2° Soient a., . . . , a,. des nombres réels; nous désignons par
(7) Max+ (av)v_-l,...,n

le plus grand des n + 1 nombres a. , . . ., a,,, 0.
3° Soit f(x) holomorphe dans le domaine fermé D qui est borné

:——1 _ _ '
par la partie de la courbe

le—__— l
= 1 qui appartient au cercle umte

(fig. 1); on a alors pour les grandes valeurs de "n le développement 
asymptotique [voir par exemple loc. cit. (‘), 1” partie, équ. ('5o)] de
l’intégrale suivante où K; est un petit cercle autour de l’origine .

n!1_ en; ' -— 1 ” 1(8) An— ;; Î1Î li=s—,.r.f(—-)afv
—f(l) —

2—nf (I)+Û(;,—,) 
(‘) Remarquons ici que tous les facteurs linéaires, tels que s dans (Gb), qui

figurent dans les dénominateurs des fonctions à intégrer des intégrales com-
plexes[sf , - de ce texte, ont des parties réelles positives. Cette propriété

c. c,
sera. utilisée dans nos calculs ultérieurs sans indication particulière.
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d’où

lim An:/(l).
n->a

Supposons maintenant que l’intégrale (8), où f(x) signifie pour le
moment une fonction qui soit méromorphe dans le domaine D, est
bornée pour les grandes valeurs de n, donc A,.= O(i); on reconnaît
alors que f(z) est encore holomorphe dans D, de sorte que la for-
mule (8) est toujours valable. Pour nous en rendre compte, désignons
pour le momentpar et l’un des pôles hypothétiques de_/(z)dans D pour
lesquels

| à: |
(à 1) est un maximum; dans le développementasymp— _ . , =+n el- ! Il _tot1que de A,. figurera1t alors un terme const. n' ( 1 ) qui ne pour-

rait être compensé par aucun autre terme du même ordre, contraire-
ment à notre hypothèse A,.: Û(I).

2. RÉDUCTIONDU paosu‘msmx roucnons Jc(tx;n). — Revenantànotre
problème, nous voyons d’abord qu’avec nos hypothèses, les n per-
sonnes (3) se répartiront automatiquement en : files selon les restes
mod. 3 de leurs indices m’ , de sorte que la durée d’attente t…. de
la personne d’indice m’=sm+ a (a = 1, . . ., :) dépendra unique-
ment des arrivées des personnes dont les indices sont

a,s+a, ..., (DZ—I)S+£l;

pour «:…, on établit sans difficulté la formule suivante [voir par
exemple lac. cit. (‘), 1” partie, équ. (16)]
(9a) Tsm+a= M8X"' (J'sv+a+ m _ ” _ 1':m+a)

V=0,t,….,m—l
(m=o, 1, ...; a=1', 2, ..., $).

Pour abréger, nous posons

(gb) ym'=xmr+Tmr (ml=l: 2! °°°);

ym. est l’instant de début d’expédz‘tzbn de la m""—"“° personne et en
vertu de nos hypothèses, on a

(90) y:éy.éy.g . ..

ce qu’on peut vérifier aisément à l’aide de la formule (ga).
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En vue de calculer maintenant, pour càs, le nombre désigné plus

haut par N… marquons sur l’axe des temps les points y,…,, ..., y……
et æ,…+c+., c’est—à—dire, les débuts d’expédition de la sm+1, . . .,
(sm +s)‘*'“° et l’arrivée de la (sm+c+r)"“° personne. Afin que,
dans un cas particulier (3), la (sm + c + i)…” personne compte pour
le nombre Nc, il faut évidemment qu’on ait
(' oa) _)'sm+t + ‘t > xsm+—c+ty - - - s )'sm+s+ ts> æsm+c+fl«

Il résulte de la première des inégalités qu’au moment æsm+c+,, au
moins les sm+ 1 , . . ., (sm+ c)“… personnes, donc au moins
c personnes, se trouvent devant les guichets. En outre, l’inégalité
(IObl )'sm+1< —rsm+c+t

.

fournit la condition pour que, à cet instant, la sm“”“° personne soit
déjà partie [ou ce qui revient au même, que l’expédition de la
(sm + 5)…” personne ait déjà commencé].

Introduisons maintenant la notation
€

(' ') asm+c+a(—Ti l,, - — 0.— t,) :| ls(ysm+a—l+l+ ti— æsm+a+c)
[21

et formons l’expression

(12) U:m+c+t(—Ïi ‘t, - - ., ‘s) _ °sm+«‘+i(æ; tt,— - - °) ts—i, 0)
s—l: | | 8(Ïsm+i+tl_æsm+c+l)(8( )’srn+x+ts—æsm+c+t) —S(ysm+s—_—æ…+cfl)) ;

!=!

on voit immédiatementque cette expression est égale à 1 si toutes les
inégalités (ma) et (mb) sont satisfaites, et égale à 0 dans le 'cas
contraire. En désignant par [$] le plus grand entier 43), on a donc

5 n'

Nc=z 2(°3m+fl+fl(£i ti: ° - '; ts) —asm+c+a(æi th .- - -, ts—1: O)):
a=t m=0  
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et en introduisant ceci dans les équations ( 5a) et (511), on obtient

[).-(î… …. ts; n)‘
. !=llm _ 2 2 (Gsm+r+a(J'i ’h - - -» ts) "' d‘…, «'+N("°i ll! ' ' ' ’ "“‘” ” ’)’n+ ac Il
  

où la m0yenne & doit être prise par rapport aux variables .T. , . . ., æ,,.
Dans la‘ dernière formule, nous pourrons nous contenter de prendre

la somme2pour ‘a = 1, c’est-à-dire, pour les seules (sm +c + 1)‘“”"
m

. ‘ A | .personnes, ce qui n’entra1nequ’uneerreur de l’ordre de n et ne modrfie
donc pas pc; en supposant en outre, pour simplifier nos formules,
que n E c + 1 (mod. 3), nous obtenons

Pc(th °°°; tx; “)
Il—l—l‘

.\'   13 / . s '( ) : 11m — 2 (Üsm+c+i(æ; t1, ..., ts) —asm+c+t('r; ’h un " !! “))
n->—œ "

m=0 (c=s,s+l,).
La résolution de notre problème nécessite donc le calcul des inté—

grales nuples   
asm+c+l (1; th - - - , ’s) :| | 8()'.tln+l+ [I'—' -"<m+r+| ),

i=l
que nous allons réduire au calcul plus facilement abordable des inté—

grales  ;
(14) ism+c+t(th - - -7 ts) =l ls(æsm+c+1_Ïsm—ç—l—tl)-

.
i=1

En utilisant l’équation (60), on obtient pour le produit (1 1)

(15) O'_çm+è+1_(æ; t;, ..., ts)=n(l _ s(—Tsm+r+l _ysm+i— ti))
!:.—1

= ( _ I)sn_s(æim+c+i"'“ y……— ’t)
[:.—1 :

I+ (— I)‘-’"’Z H_48(-flsm—ræ+t_ysm+i— t1)+...+ '.
k=1 (;:k

!
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et dans ceux parmi les produits du dernier développement qui con—

tiennent moins de 3 facteurs, nous allons intercaler des facteurs sup—

plémentaires sans en modifier la valeur. Puisque [voir l’équ. (gc)]
—— y.….….>_-— y,…._,—, on a évidemment

8 ( —Tsm+r+l_ )'sm+x _ ’X ): s(-Tsm+«*+t_ y.cm+x—t _ lx) 8(°rsm+r+l "' J'sm+x "" tx)»

et plus généralement

(‘6) 8(‘tSM—H‘+l_ Ïsm+l_ tl) 8(æsm+c+t_ Ïsm+x'“ tx)
!: 8(—Dcm+c+t_ _Ïsm+l_ tl) | | 8(—Ëçm+i+t_ )'sm+v — tx) pour i<xés.‘

V: l+ !

in remplissant, comme dans le schéma (16), tous les vides dans
les facteurs des produits du déve10ppement (15) et en prenant
ensuite la moyenne par rapport aux variables x,, on obtient avec la
notation (14)  ("/.) a-‘m+l+l('r; ’h - - -,- ts) _Usm+c+t(æ; th — ° °: ts—ly 0)

.(—l

22('“ ‘)V—i 2 (icm+c+l(tl'y - - *! ’t') t‘!» - - -; t2'7 ° ° " tv': ts: - ° °) ts)
v:0 t'...v' _ ism+c—H£(£t'y °°°) tl'7 t2') °°°: t2'» "'; tv': 0} °", O));

ici, la somme intérieure doit être étendue à toutes les combinaisons \)

à v, écrites en ordre ascendant, des indices 1 , . . . , s — 1, et les argu—

ments.t… t,, . . ., t, (ou 0) doivent respectivement être posés 1’,
2'—1’, . . ., s—v’ fois.

En introduisant la formule (17) dans l’équation (13) et en posant
n—l—c

&

. S .(l8) Jc(‘ta - —
-, t:; 71): li“: ; 2 lsm+t+c(tia - - -a ts)

m=0
n—1—°-c

$ $
. $

| |: lgD ; 2 8(æsm+c+i—ysm+i_ ti)!
“O

m=0 i=l
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on obtient enfin

,e—i

p,,(t,, ..., t,; n)=Z(—l)v—'Z(J,.(t… :… ..., A… I,, ..., t.)
(19)

_ _

, .…o t,...v
'— t",1(’1',u.o,l|', nou, ly', ”, .... ())) (F:—ç, s+ ', ...)

et ici, il faut sommer de la même manière que dans la formule (17).
La dernière formule montre que notre problème revient dans sa

partie essentielle au calcul des expressions (18). Avant d’aborder ce
calcul, montronsque les probabilitésp.,,p. , . .. , p,__, qui nous manquent
encore peuvent être exprimées à l’aide de la fonction J,(t, , ..., t,; T,).
Pour obtenir d’abord p,, notons que la (sm+s+r)‘““ personne
trouvera les guichets non occupés si son arrivée est postérieure aux
moments de départ y,….+ I, . . ., y,…,+ 1 des 5 personnes qui la
précédent. Le produit

Il 8(æsm+s+t“" ysm+l— ')
i=t

sera égal à 1 dans ce cas, et égal à 0 dans le cas contraire; donc, la
limite, pour n tendant vers l’infini, de la moyenne (par rapport aux
variables x,, et aux indices m) de ce produit sera égale à p.,, ce qui
nous donne [voir l’équ. (18)]
(zou) po(n)=J_.(l, ..., un).

De manière analogue, l’étude de l’expression
8—1

| | s(£sm+s+t _ Ïsm+i"" 1) (s(ysm+s+‘! "' æ.cm+s+t ) _ 8 (J'sm+—‘_ xtm—+8+£ ))
i:=l

conduit à la formule
p,(t,; n)=J,(r, ..., [, o; n)—J,(r, ..., [, t,; n)

et de manière générale, on obtient la formule ,
' C—i

pc(tl, . . ., tc; n):.—-Z(—1"*1 2
_ V=0 1’...‘l’

(201?) ><( 5,(1, ..., u,t… ...,t… ...,:,,,t… tc;n)
—J$(I, ..., I, tl', ...,tî',

...
.,tv',0, ...,O;n))

(c=1,2,.…,s—1), '
|

Journ. de Math., tome xxv. - Faso. 4,1946. 40 .
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où la somme intérieure doit être étendue à toutes les combinaisons \:

à v, écrites en ordre ascendant, des indices 1, . . ., c—1, et où les
arguments 1, t,., t,… . . ., t,. (ou -0) doivent respectivement être posés
s—c, 1’, 2'— l',” . . ., c— v' fois. Ainsi, notre problème est ramené
aux fonctions J,,(t,; n) léqu. (18)] dont la signification, en tant que
probabilités, est évidente.

5. CALCUL nes vueuas uovsunss ( 14) — De la formule de défini—
tion (50) des valeurs moyennes, on tire 

&

(QI) | | 8(—Ïsm+r+t_)'sm-f—i_ li)
l—t ,

r T ’n! n: Î;f (Ï.I‘, . . of 8(-Tsm+c+l_ .),sm+i_ ti) dm"
0 . l 1

.1‘,,_

n! 1‘ r “
:: ñf (1.13. . .f | |8(æsm+o+l_)'sm+i—ti)

o -"'am+c !
(T _ J‘sm+c+i )n—sm—c-—t

>< (n—sm—c—1)! dæn—sm—c—l’

la dernière formule résultantdu faitque la fonction " ne dépendpas
, .

des varlables Œ:m4.c+2, . . o , æ,,.
‘

(

Afin de pouvoir représenter maintenant tous les facteurs de la der—
nière fonction à intégrer sous forme d’intégrales de Fourier, nous pro-
cédons de la manière suivante.

Grâce aux formules
(sa) s(b— _h_iax‘* (a,))=S(b—Mu(o,a,, ..., an))

=s(b+Min(o, —a,, ..., —a,,))

=5Min(b, b _a,, ..., b _ a,,)=8(b)Hb(b— a.),
v=1

On tire des équations (gb) et (ga)
s(æsm+c+l_ _}'sm+i"— ti) /

=s(æcm+c+i“' wsm+i_ ti _ Mar“ (,æ.w+i+ m '— ” _ xsm+i))v:—_0,.. ,m—t '

\
m

=rI‘8(æsm+c+t_ æsv+i “"' ’i"" (m _ v));
v=o .

_
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ensuite, la formule (Gb) nous fournit la représentationsuivante

3

(23) Il 8(æsm+r+l '— )'sm+l _ tl)
l=1

_ e?uv+ t(xm+o+1—l‘n+ i—(m—V)—h)_| S' |” |“L2—7"—l d']w+hqw+tl=1v=0 Luv—+ }

 
qui peut évidemment être écrite aussi sous forme d’une intégrale
multiple. En introduisant les formules (23) et ( T _ æsm+c+1 )n—sm—c—1 [

{.
e/uT—.v,m+c+,t

—- —. ———-— (lp (T > .T )(n — sm — c — 1 ! 21u n-m…- __ :m+c+t ,) de,, P
(24)

dans le dernier membre de l’équation (2 1), nous obtenons enfin

(25) [] S(œsm+c+l_ Ïsm+l"‘ Îl)=—%fîdit-- °jï dŒ-""+"+ÎW!
xÂf.. ./c exp[p(T—xsmc+i)sm+s

+2 Ë qu+i (Œsm+c+1 _ æsv+i—(m _ ") "’
h)]

dp dqi . ‘;,ÎÏ:m+l‘

P"_"n—r“ %
V:]

 
l=1 V=0

En intervertissant ensuite l’ordre des intégrations réelles et com-
plexes et en intégrant par rapport à dæ,…c+., on a

T S’”. “+“—‘

(26) /
eXP.[æ$În-FC+1(=21‘dq'—P>:læ:m+c+l

'1 :m+c

sm+s sm+s

CXplîæsm+c<
2 qV—P>]_exP[T<

2 %-P)]__ _
1 11

*8”l+8

- !’“qu
1

.et en traçant ici le chemin d’intégration [voir la note (*)] de manière
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qu’on ait
Sill+-“

1a7a\ R(p— 2 qv)>
0 sur C,,,

V:!
c'" dp

on obtient que l’opération)
——.fc.. W:, indiquée dans l’équa-

tion (25), annule le second terme dup numérateur de (26). Ainsi,

l’opération[ ...dx,…+cH ajoute à la fonctiona intégrer de l’expres-
‘un—tr |

sion (25) un facteur et y remplace x,…c+, par msn,”. De lasm+s
p -— 2 qv

! ,T

même manière, l’opération] dæ….+… . . . . . .dæ…+c+1 ajoute à
_

." ,, , 'l.8"lfi"C

SI'I+S C+l—s

<w»>!

exp [. . . ], av……“ est remplacé par æ….,_,.

En effectuant ensuite les sm+ s autres intégrations réelles, tenons
compte de ce que des inégalités (27 a) et

cette fonction le facteur , tandis que dans le facteur

R(q,)>o (v=1,...,sm+s) sur Cv

résultent aussi les inégalités suivantes :

sm+s—t
(a7b)

R<p— 2 qv)>0, -—-. R(P\—91)>0 sur Cp;
V:!

on obtient alors 
Il s(æsm+r+i "‘" )'sm+i“' tl)
!=!

““"—! ‘ ff f_Tn (21ri)8hl+ä+l c C

.
c,: ! un+cexp[pT—zti2qsv+i_2 2(m—V)qsv+l]…: v=o i=1 v=o

dp dqa--
sm+s c—H—s sm+s——1 sm+s .

(p— 2 %) (JD-2 Î>Î(p—qa)p""m—°+‘H %
1

X

V=1
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Nous remplacerons maintenant les qv par de nouvelles variables

d’intégrationp0 , . . ,, p,…… en vertu des équations
sm+s JIII+J—l

(28d) PO=P_ ZqW P1=P— 2 q” °°°? ptm+r—l=p—qt
V=l V:!

ou
(28b) q.w+i=Ps(m—v+u+,_i—p……-v+1,_l (i=i, …. s; ‘J :: n, ..., m;p,…,:æp)

qui transforment l’intégrale

f--— --—dq,...dqsm+s en f‘°° "'(IPo-o-dP3m-H—t
C; ceLun—+: "un c l

En posant, pour abréger,

(29) Sp.—Ep…+i (i=o,1, ..., s), d’où s,=s.+p—p.,
V=0

“on tire des équations (28 b)
m

quv+z= Ss+l—i_Ss—i (';—:], °°°»3)5
!'

v=o
s m s—l“ «.(Bo) 2,,t:2q…:= :, (p —['o) —2 <n— t…) <b…— S.),

i=1 V=0 i:i

2 2 ( m _ v)q.:—…=E( ’n _ ”) (Ps(m—v+i;"'Pum—VJ : mp _ so+Po-
\ i=l V=0 V=0

. Avec les relations (28 b) et (30), la dernière intégrale prend la
forme

? ' sm+s—-l ".T (27H) ”Cp Co cam+c——t exp[p(T—
m— t,) —po(l—t,)

.
' + So+2(ti— li+i) )Ss—t—

S.)]i=l
- dp dpo . . . dp:…;-i

>< cm+ç —1

Pr:.—t—1—sm—rpä—S(P1_ po) (Ps—Pi) . . . (P “”Psm+J-t) II p”
V=0
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et en introduisant ici la formule

p‘Po"“‘l‘ | e“?l\"fl
p““ =m mdf} (CèS;taél;R(Po—Q)>O)

0 C.

 
et en posant
(31) t}:t,—t,…(èo) (i=1, ..., 3—1)

et ‘

(32)
gm(p,q;_l'

…… ti…)
”___ ___ ”___ ”___

……{ {_……[zp..+zz(zp..+._,_zp..)J
x dpo...dpsm_,

___—_ _ 
(p.—_ (,)(p1 “'Po) ° ° ' (P _psm—1)HPV

nous obtenons enfin 
(33) “ 8(æsm+c+i —ysm+l— ti)

!: !
__".‘ ep(T—m—l.l—qfl—tù

_

T"(2;ti)’___—f fpn+l—sm—cqc-—s
om+i(P: q;tu . . ., ts) d_p dq.

Finalement, nous utilisons la fonction génératrice des intégrales
multiples g…, la série

  +2 "$mgm(P: (1, tu):
In:!

(3!) Î;(ptqsz;tlv °'°1ts—1)=P_q

qui converge pour [si suffisamment petit; @ satisfait à une équation
intégrale linéaire non homogène, facile à établir, et peut être calculée
explicitement à l’aide de celle—ci (' ).

Exprimons maintenant dans l’équation (33) le facteur g…. comme 
(‘) F. Po1.ucznx, Résolution de certaines questions intégrales linéaires de

deuxième espèce, [équ. (24), (31), (38), (39),_(40)j, .]. Math.pures et appl.,
9° série, t. 211», 1945, p. 73—94. Les notations <p(x), x, €… q, n, t,—(i= 1, ..., n—1 ),
t. de ce Mémoirecorrespondentrespectivementà ç},p, p.,, q, 5, t,-'(i: 1, ..., s — 1),

3—1

1 —2 t}. .‘

l
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résidu de %'—(ÏJTHÎ;—’ au point : = 0; cette formule prend alors la forme s
| | 8(xsm+c+l _ )'sm+l_ tl)
!=1

e/‘\Ï—’tl—‘IU—'ul €“'” .‘c m

===/T"N!(__—21;i)3fn[ f=qpn+I—P0—1p8+1(-gp ) c;(li, l],$,lx)deQ(î$
?

\ , (càs; m=o,n,….),

(35)'  
où Kz'est unpetit cercle autour de l’origine du plan des :.

Dans cette intégrale, €} est donné par la formule (3)
(36) 9(P: €]: zi fx)   

   
] l I

p — q p — wo p — w,…,

1 1 . . . |
eqh—tî) ew.(t—tîl e“'. .it—th
qS-l W$—l

. . .
‘v:—:—:

_ PQ"' '
<

’ ‘ ’
)_ ___— — ‘l— l:— t 1— : w... 1— :q’— 5" 8” M1! eq 5?! ) e ”t( lêll> (: .< lzn

‘ ,

q"“" Wi." ui:î
c—i !‘ a—l *!

(,(1—2 11) u.(l—Ezî) ", ,(l—E I.)e ' e ! e '

q ' Wo “’;—4

[CI, NI,. de51gne le mmeur du premier element p (} du deter—

minant (36) et w0(z), . . . , w,_,(s) sont les s racines de l’équation

'(37) x‘— "eæ=o (donc (väefi"x=s‘, x=o, . . ., s— x),

qui sont régulières dans un voisinage de :=:o; il est évident que
pourai :| suffisammentpetit, l’équation (37) ne possède pas d’autres
racines dans le demi—plan gauche des a:.
, Avant de continuer, nous remplaçons les deux premiers éléments
de la première colonnedu déterminant (36) respectivement par '

1 q‘ —- :“e‘7_ z‘e"
p—q qi(p-—a)“ q‘(p—q) 
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et par
q‘— :.‘e'l _ z‘e'7_’_ _ _,

'I‘ (I‘

la fonction qui résulte de g} par cette modification, sera appelée
Ç/(P? ‘]? 3)°

En remplaçant dans l’équation (35), ;] par "’, nous ne changeons
pas la valeur du deuxième membre, car les parties de la fonction à

q$_ s$e'] ‘
—;——— et a
9 (p — q)

«" —— $‘l ’"
, sont nulles, l’une parce que

_

’
_f _Ëf_=o et l’autre

K2 7: t ;sm+s+l

intégrer qui sont respectivement proportionnelles à '.
| 0—‘ï”—'t‘ . . . .

parce que ——. —,—_—-— dq = 0. Ensuite nous mult1phons les lignes27:l “ q: s+t ’
"

du numérateur de j', à partir de la trors1ème, (et celles du dénomi—
nateur à partir de la deuxième) par s‘, et les colonnes respectivement

3

par Ï_Içe""‘““, e“"", . . . , e“'"*" et remplaçons e“" selon l’équation (37)
\‘,—" , , .

par ’—_— (z=o, ..., s— 1), et t, selon l’equat10n (31) par t;—t,—+,.!»

Ainsi nous obtenons pour 9' l’expression  
 

e'I'1 e"'o'1 ‘e"’s—-da

P _ q P _ “.0 P _ “'s—1
_1 -; ‘It“" \ !}!1 nm,!! w _.1t,

9'(1'.q.=)=p—q+eï—q—i
€

,
e

,
e ‘

_ ,. , : | _ °(38) q 4 (’ q el : “Joe“o : _ ' _ “’s—1e“: lt-

q$-‘ eç (. çvî)‘“l e‘l'ol‘ . . . “‘“;:l el\'«—.—1I:  
" ' _X | “ e“ xll‘Y'l '.

i,x_—0, ...,s—l

qui, en tant que fonction de q, est évidemment régulière pour
(, =.— w.,(s), . . . , w,_.(z) et par conséquent, dans le demi—plan
gauche des 9; donc, dans l’intégrale (35), forméeavec 9’ au lieu de g ,

le chemin d’intégration C,, peut être remplacé par ui1 petit cercle K,
autour de l’origine que nous choisissons de manière qu’on ait
(39) K,,<K;, -c’est—à-dire lql<izl.

4. CALCUL ons roucuous J,,(t,; r,) ET ons ronmuuæs FINALES. — Pour
,
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obtenir Jc(tx; n) [voir l’équ. (18)], il faut effectuer dans l’équa—

”...!—(_
8

\ …tion (35) l’opération
% 2 . donc y remplacer(—pp') par

m=0
 

l:+—J—l—t'
n—1—c _ ___—_"/ ‘ (fifi) ' _|s e—/' : m s 5‘(4°) _ z (__—731) =——— —Il .— " (I“Pp‘m=0
  

. e 5
Pn+l—l “"': n+" ?" S ;‘ell_ ——

s

n p‘ — z‘eP !: p-‘ —— :'el'

Mais le second terme de la dernière expression peut être supprimé,
carla partie de la fonction à intégrer modifiée de (35) qui lui corres-
pond est régulière au voisinage de z = o de sorte que pour cette partie,[ ---dz s’annule. Par conséquent, on déduit des équations (18),

K:
(35), (40), en utilisant C}’°au lieu de €},   

  

 

, eXPP(T —"—:——'_'—lu) .Jc(txi 'Û).= fil—fl ;; T—”!Î——2;i)afjl[ q.(_,+l __,,_, p‘C'g‘l
evil ew:t.

p—f/ p—Wx
1 e"‘t . .. e“’*'t

>< q__—_-îä ......
q'e"‘rrt cv“e“‘m '

...... ,-_x=o_____,_.

><
IW;

e“"ir+1 dp dq d:
i,.—.—xo,. 3—1

Considérée en tant que fonction de p, la dernière fonctionà inté—
grer tend exponentiellement vers zéro pour R(p) tendant vers -— œ ,
car le coefficient

n—1—0 Il [ C+! .'———————t:— -—-—I —tT 1 8(fl )+ s ! 
est positif; par conséquent,f est égale aux résidus aux pointsp,=q
etp = w,(z), . . . , W,.. (3) seuls pôles qui se trouvent à gauche de C,.

Journ. da‘Ma‘t/x., tome xxv. - Fm. 4, 1946. 41
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Mais l’intégralef . étendue au résidu en p = q, est proportionnelle à
: I: _

‘

—.'-—. [ a '
.,9 donc nulle en raison de (39); en calculant

3n1.K:;nc(ql_;ceq). _

ensuite les résidus aux pôles de deuxième ordre wo(z), . . ., ua,_,(z),
qui sont tous égaux au résidu en p: w0(3), nous obtenons

, n — 1 —— c
_ , expw0 F — ——

, . s- n. | S _‘-_.(..!) J‘.(lx; r,): ll“) —- …— ———.—,_7 . . “‘0
lt, a:
 "“', Ill(a1ræ) ql—S+Îsll—L(qs_sîeq)

… n—1——r [X (| ___—1.) ___—__—
.\‘

_\_( s)wo 1——— -—

i=0, .,s—-l + O(I)X
|
ql (“”' ‘ . o . “": e".*" l ‘

o o .
x | 1—_ , ,s— 

>< lwi
€"'=’« - “‘ dr} (I:,

l,x=o, ,s—t

où plusieurs termes de l’expression entre crochets qui ne dépendent
pas de n et disparaîtront à la limite, ont été désignés par O(I).

Posons maintenant
, ! —— - e _ p

( .a a) tt.,_ .m.…, . . . , st_‘_,_ sy_-s_,,

de sorte qu’on a [pair l’équ- (37 )l
J‘: (V:, e“"'°= ( sn :… y‘a—“43°: . . .: (snzs_, )—‘ e—"ozc—i,

(62 b ) s dz s 1

—:—= —— —l (info—_: — —1 nsdzo
.— ‘tVo 1150

et remplaœns, dans l’intégrale (41), les variables :: et q par :0 et mg;
ceci donne, compte tenu de l’équation (4)

' ..C+l8""° A — I
3 Je t; : l' — E

——l—.—ff
— 0(à ) ( : q) n;fl:$(1 ”>Tu (2Fi)2 Kg K, 5:)“" q"—-"""'1 q‘-z{,eflllrl—zo)

X [lq‘emql.+, . . . ;5€m£x‘i+l . . .
li=0 ... n“—l 0<1)]x=1:. .:s—l 'Il

xls‘e‘"‘*‘*"
“’ dq dz…
i,L_ll,_...,s_——t

 
Ici, les grandeurs zx(nzo) [vozr l’équ. (42 b)] sont les 3 solutions,

régulières‘a l’origine des zo , de l’équàtion « . -

(44 a) ' gie—5713516455oe—ŒZ.
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et l’on démontre facilement les inégalités suivantes :

(445) |z,(nZo)l<zo (x=l,...,s-—l) pour :..>o.
La dérivée partielle du premier membre de l’équation (Ma) par

\ _ - S 0rapport a z,, est zic ”W(_— —sn); cette expressnon ne s’annule que
“'X

[ . -pour z,,= ;, et les valeurs correspondantes de :…, c’est-a—d1re, les

points de ramification des fonctions z,(nz,), satisfont à l’équation  
   

) .:.—! !‘Rht'
‘û“‘e*‘=:'ä e““t°° ou

” =e ’ ,
‘ 7250

\ , 0 ' “zo—i
donc a l equation 7)" =]

M()

. enzo*' .Or, pmsque o_4_*q < 1, la courbe, n' !=: (vozr la figure 1) est
vo

évidemment située à l’extérieur du domaine D, de sorte que dans ce
domaine, la fonction à intégrer de (43) n’est pas ramifiée mais tout
au plus méromorphe. Mais Jc(t,; r,), étant une probabilité, est O(l),
de sorte que nous sommes en droit d’utiliser la formule (8)
ce qui donne

I=l. . ..::

'
1 l . , .(450) Jc(tx;n)=s(î—Û)Ë£m‘q‘e‘fl‘f‘wm.:_e”‘**‘i**.…,=o_‘__,_

‘]

_1 dqX | 51 e$7lzxti+t
qC—c+i

(c
_‘__\__=

s) ;
 i,x=0,.…,s—l

ici, on a zo=1, et les z,,(n) (x=1, . . ., s— 1) sont, en vertu des
équations (4421) et (44 b), les s— 1 racines de module < 1 de
l’équation z‘e‘“”“": 1 , donc

|zx(n)|<l, zîe‘n“—zr)=1 (x=1, ...,s—1)._

Comme corollaire de la formule (45 a), nous obtenons le lemme
suivant. Le déterminant
- J

' A: 5â(zo)e“ilzoltz+t
‘€46“)

%

| ' ’ i,x=°"'°os—l
1èt,è...èt,èo; sie“"x=z,f,e“‘“ (x.-:x, ...,s—t).

où les fonctions z,;(z,) sont régulières à l’origine, ne s’annûle pas
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dans le domaine ouvert D' [voir la figure (I)].
ez.—l (466) " :=.z<u, <n.

sauf à l’origine (‘ ).
_

Nous introduisons maintenant la fonction génératrice des
J,.(t,; n) (càs), la série

(l7) ®(’xi Yu 3)=25r*1c(’x; fl)»
\

H"0   

(“:S

qui, grâce à la formule \45 a), prend la forme
s(r — v,):-‘
(3871 3—1‘ __ :S

>< sä(n)e"fi—‘xl’fllü+1 _|
i,x=o, . .,s—l

(38) 0(l,;n, ;):
 

:‘e“°“- ' . . . :Qe""r'*'î * . . .
|

 

Les formules (48) et (45a) sont équivalentes; en particulier,
(450) fournit pour la fonction J,(t,; 71) qui figure dans nos for—

mules (20 a) et (20 b) pourp,, . . ., p_,_, , l’expression
gge—fflzx‘i-H _ ;Ëx e‘flzuli+1 —1

i,x=i,…,s—1 | i,x=o,…,.«—1

(A‘—{: ïx(°fl))—

Ainsi, les probabilités p.,, . . ., p,_l sont explicitement connues en
vertu de (20 a), (zo b), (49), tandis que les formules(19), (47 ), (48)
permettent d’établir la fonction génératrice des pc pour c_>_s. De (19)
et (47), on tire la formule

J:(‘h °°°» ts; n)=s(l—‘fl)e‘fl
  (59)

(50) 236Pv(lu ‘ — " [si 77)

8—t

=2(—1,V—1 2( (D(t… ...,t… ...,t,,,1_., ...,t,)
. v:0 1', . . .,v'

_<p(z… ...,z, t……o, o)), 
‘ Les indicationsdonnées à la suite de l’é nation 8 montrent d’abord ( ue‘! l

les 3 ex ressions —’° mineurs des éléments de la remière colonne du déter—P A P
minant, divisés par A) sont holomorphes dans le domaine D’ . Comme pour des
raisons de symétrie, lè même vaut pour les autres colonnes, le déterminant
M 1 _ .

—Â'Ë
:

—A-—est
holomorphedans D’ , ce qui entraîne le lemme.‘
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où il faut sommer de la même manière que dans l’équation (17), et
introduire pour d) l’expression (48); ceci achève la résolution de
notre problème.

11. l— Esquisse d’une méthode basée sur des considérations
de probabilité.

Nous recommençonsmaintenant l’étude de notre problème d’après
une autre méthode que nous nous proposons de développer ici.
autant que possible, sans recourir aux résultats établis dans ce qui
précède.

Figurons—nousun grand nombrede dispositifsà s guichets auxquels
des personnes accèdent à la fréquence ns par unité de temps (c’est—
à—dire, par durée d’expédition de chaque personne) et qui fonction-
nent depuis très longtemps. Alors, la fraction de ceux parmi ces
dispositifs devant lesquels, à un moment donné :, il se trouvera
exactement 0 personnes dont les premières sont en cours d’expédition
depuis tout au plus t,, t,, ..., t,. unités de temps, sera égale
à pc(z,, . . ., t,); nous avons posé ici
(1) c’=min(r-, s)

et nous choisissonsnos notations de telle sorte que 1 ‘_è [. È_… . ."_>_. t,_\___= 0.
Au moment t+ dt, l’ensemble pc(t,, . . ., t,.) aura perdu nsdtp,.

« éléments » du fait de l’arrivée de nouvelles personnes pendant
l’intervalle dt, et

«)PrPc(t1, ..., tc')—Pc(ti—dt, ...,tc'—dt)Ndtzd_lx-

éléments du fait de la prolongation des durées de certaines expédi—

tions au—delà respectivementde t,, . . ., tc..

Par contre, cet ensemble aura été augmenté pendant l’intervalle dt
de ns dtla,… (t,, . . . , t(c_,,.) éléments du fait de nouvellesarrivées, et de

pc+1(l, t1 — dt, . . ., t(c+1)'_1_ dt) "“Pc+1(l _ dt, ti _ dt; ° - - : t(c+t)'—i— dl)

t dPr—H (to: th - - -lN d
âto t°=t

éléments en raison de la terminaison de certaines expéditions.
Selon le principe de l’équilibre statistique, ces pertes et gams
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doivent se compenser puisque les probabilitéspc ne varient pas en
fonction du temps t. De cette manière, on obtient

20p.(t., tc.)
d!(‘!) !=! X

‘ + nsP“('l' “'1 l.») _ fl5Pv—tUn °°°» ttc—IV)_PÊ+1(I: th °"; t(c+t)'—t)= 0)

(c=o, 1,1èt1è...ètsèo),

 
ou nous avons posé, pour abréger,

(3) dp°“°ä:”' " =pc(1, t,, ...).lïl 
En introduisant maintenant la fonction génératrice des probabilités

par
5,(lx; :)=5_.(t,, . . ., (.; :)=Es°pc(ti, ..., to,), \z|<1,

C:!)
1èl,è. ..èt;è0,

on tire des équations (2) par un calcul formel l’équation aux dérivées
partielles w09', ( ...,t_.°-: 1 ,
(5) z .( n _1 )+n3(1——:)Œ.(t,,…,t;;5)—:58(1,t17°",t8—1;5)=0‘

dtu
x:—t

La somme de toutes les probabilitéspc(1 , . . ., 1) devant être égale
à 1, on a ensuite
(6) lim 5,(1, ..., 1;2)=1.

:—>1—0

Les probabilitésp;(o), pg('t,, 0) etc. étant évidemment nulles, on
a en outre '

(7) p..(l1, -—-,ta)=0 pour tc:=o; c=1,2, .. .

Finalement, nous admettons l’existence des densités de probabilité
à” c t, ...,tcr)

StÈÎ..âtd (c:1,2,….), 
ce qui entraîne, en raison de la signification des pc, l’équation

de' c , - - Tc'(8 a) pc(t1, . …td)=f“.dll-fp (1-1 ’)d‘rj, ...,dTÇ',
. . . ôTC'“"'—'—
 

!
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le, domaine d’intégration 8 étant défini par les inégalités
(8 b) l;}37;}_.0, [__—.], ...,/"; . T.èTgè. . . 37..v.\..n (domaine 5).

Selon (8 a), p,, peut être obtenu en intégrant une certaine fonction
de densitédans le domaine (8 b) (intersectiond’un parallélépipèdeet
d’un simplex); de cette propriété, on tire facilement les équations

d,.t,...,t,.,
_(9) P-(

101

) =u (122,3,...,(P';r-:'t,li,….),
i I,=li-‘
 

qui sont équivalentes aux formules (g), (8 a), (8 b), et dont nous ne
nous servirons d’ailleurs que pour c_4_s — l.

Pour3: 1, on tire de (5), qui est alors une équation dilférentielle
ordinaire, et des équations (6) et (7), par un calcul élémentaire, la
solution
(to) 51(t1;5)=(1—n)enls—Î)_ : eT‘l‘ts—l 

en“: " — :

Donc, pour .s‘ = 1 , cette méthode fournit rapidement la fonction
génératrice et par conséquent, les pc. Pour s à 1 , nous allon efl’ectuer
dans l’équation (5) plusieurs opérations qui, pour une partie, ne
pourront être légitimées qu’aposterioriet qui ont pourbut d’étudierF,

comme fonction analytique de la variable complexe :.
Nous posons

(Il) y=sn(s—1)
!

et remplaçobs dans (5) les variables t,; par t,_— :, où : doit satisfaire
à l’inégalité o_4_ Tél,; on a ainsi 05 t —7: ...,t —r_ °‘_( 1

à?
’ )—75,(t,—t, ...,t,—-r)

I :=:58(1,t1_7,...,tg_1—Î)o
.

o; [,
et, en effectuant 101 l’1ntégratwn[ -- - e‘«" dr, nous obtenons

0

. l, 'I .."'f eYb5;(l, tl_T, .. ., ts_1_T)dr;
0

H' ,-
AJ

\
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notons que dans cette équation, on a en vertu des formules (4) et (7)

3—1

(13) eTl':îs(t|_ lq, - . ., t3_1—l3, U)=eY‘.2zcpc(t1_ t,, . . .. lc— ts).
c=0

Dérivons maintenant l’équation (12) par rapport à toutes les
variables t,. et posons

d£:î ! .... l( " ")
> —-:7" (11, . . «, tS),  dl] ... (ils

d£_i[’c——l(£lv ° ° " ’S—l) -1)‘ : .“: ! .... t..(‘4) ' dlg ... d’ç..1
ps ‘ (“ $ 1),

5—1

S‘_d_. “’—”(l ( )— ls—H(l ! ).
udtxPs—I !? °"‘ A‘ -l _ps—i 17 "', £—1 ,

\x"l
nous obtenons ainsi, compte tenu de l’équation (13),

, @ll5) 5‘."<t… r.)=:‘—’(îvY"p.£-‘_î”(tl— t., .. .t…—t.)
PY'° _+ —-._ 5.(Â‘)(Ir ’l'“ Is; ° ° °: Ïs—1— ts)-

En posant ici :, = 1 et en utilisant les notations
eY‘°f(‘s)= T'

16 . -_( ) h(Îx)=3:( \"p.l‘îi‘l(t—ts, [2—t3, ..., t$_Î—t5)

\ _p_(cî—1U(l "— ts, t2— t3) ' ' 97 [.*—l _ ts))y

on a ensuite
(17) fr;—"(x, t,, ...,

1.2)
=f(t.)h(tx) +f(t,)fïfj’(l, 1 — t_., t,- t_., ..., t._.— t.).

Dans cette équation, où la variable tl ne figure pas, les expressions
(18a) tË=1—t,, tâ=t.-t., ., tÿ= ts_1 — t_.

déterminent une transformation linéaire (') des variables t, , . , ., t.. 
(*) Géométriqnement, la substitution (18) est caractérisée par le fait qu’elle

transforme le simplex (s — 1)dimensionnel de sommets (o, . . . , o), (I, o, . . ., o),
(r, 1, o, . . ., o), .. ., (1, I, . .., 1) en fui—même, en permutant cycliquement
ses hyperplans-frontières à (s —— 2) dimensions.



SUR UN PROBLÈME DU CALCUL DES PROBABILITÊS. 331
qui peut être représentée sous forme matricielle par la formule

 

  

, tË !, |

u

=M +

[? [, 41

(_| 0 0 —l
(18b)

<
l u 0 |

0 [ () *I
ou M: U U ’ _|

0 0 u l——l ) 

On reconnaît aisément (par exemple en établissant l’équation
:L“*‘ — 1 ‘ .

æ _ , : °) que M‘= E…, lt… etant la
matrice unité de degré 3 — 1 ; par conséquent, la S“… puissance de la

_substitution linéaire (18) est l’identité, donc
(18 c) tÎ'= t:, ..., t_Ê'= t,.

 caractéristique de M qui est

Avec les notations (18 a), l’équation (17) prend la forme
:7î.s’(l, tx)=_f(ts)h(tx)+f(t,):îf,”(1,tî),

et effectuant ici i fois (l‘: o, 1, . . ., s — 1) la substitution S, on
obtient _

fiff’(1, tî‘) =_f(tÊ’)h(t£) +f(tî‘)5fl"(1, tÎ’“) (i: o, 1, . . ., s — 1).

Ce sont 3 équations linéaires pour les s grandeurs 52”(1 , tî’)
[voir (18 c)] desquelles on déduit
(19) 5_£"’(I, tx)=(l_fl+S+…+S'—ï)—l'

.

>< (fh +fl+ShS+fl+S+S’hS’+. . .+f1—-S+.…+S'-‘h8‘°').

En vue de calculer les expressions qui figurent ici, nous tirons des
équations (18 a) les fiormules

t_Ê= t… —- t,, 15“: tË._, —— tÿ= :… — t,-,,
' ' c—l_tÎ.= ts—i_ ts—i+1; - ° °; ‘? — 1 "" t21
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grâce auxquelles | voir aussi (16) et (1 I)] nous obtenons —

721. cÏ‘t—i-lt
e v ° "‘..

-_l—

((Î=l, ...,s—I); 
u“_(nou)

:-—1
f(l.)‘+S …s .: €‘î =ewü », 

(20 b) h(lÏ'): :‘(ypï‘jfl (tî”') —['ÂIÏ1(‘ÎM)) (t‘: o, ..., s —— 1).

Avec ces expressions, l’équation (19) prend la forme

;.:7î"(1, lg, .... (,):W
S—l

>< 2 :°'—'—'e‘fl'ï—W-—i(sn(z— 1)pfi:‘_‘]'’(tî‘ ”) —p.‘,."_'1(tîi+1))
[:o

(21) !

(t, E 1 );

donc, 52"(1, t,, . . . , t,) est égale à une forme linéaire des monomes
:“e‘““', divisée par la fonction
(22) e"“““—— s‘.

En vertu de l’équation (15), la fonction fr'î:”(t, , . . ., t,) peut être
exprimée de la même manière, et en posant

_ ) t1=tl_tsn ..., îs—t=ts—l—ts;(35) _s _ s _st,=l—t,..,, 12=l|—ts—u ---: ts—-l.
on obtient au moyen de calculs simples

: ts—2 _ ts—‘l

s—l;: . _Si _si5‘."(tn -- ’s):W 2”””'£"'“‘(TP£°-Ê”<ü )— .‘fl. ‘* ))
i=0  Oll

d‘5( ) à
3—1

S':t‘,o.octs 55 ‘ :il .
—'

. = z __ _ Yll_l _(24)
at: . . . (’t; 5‘— e‘fl'5—1l Ût1 _ _ _ dl; 2 e Ps 1(tx) .

l=0

Avec la seule hypothèse que les fonctions p"“”(t,.) et p"‘,(t,.) ets— 1 s—

par conséquent, le deuxième membre de l’équation (24), soient
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continues, on démontre à l’aide de ($a) que non seulement 52
[équ. (6)] mais aussi EEE.” doit être borné dans le cercle |:lél.Donc, le numérateur du deuxième membre de l’équation (24) doit
s’annuler pour les .s° zéros
(35) So:—“!; }:x(n)|<l, x=n. .\‘—l

que la fonction (22) possède dans le cercle {: .:: l, de sorte qu’on a
.s‘——l

ds . ' \n(26) … EZÇ"’"'e":°**‘“‘t/:_.(h):n (v=u, ...,.\' —-l);
[:o

pdurs =2, ces équations suffisent déjà pour calculer la fonction
5,(t,, la; 3).

On peut maintenant conjecturer que la fonction rî,(tx; :) elle—
même peut être représentée de manière analogue que sa dérivée
5‘j" [équ. (24)]. Cette représentation devra avoir la forme |(27) 5s(tx; 5): e;q.;—l—}::; 3‘Ze‘fi'5—‘l‘iQ,_,(lx; :) + e-"‘c ** P. .(l,.; :)

' (=!
où nous avons posé

3—1

(28) P.-,(t.; ;):2p…,(t,, :.):V
V=0

et où les Q… sont des polynomes en :. de degré [_ 1,
dont les s — 1 premiers s’annulent pour t,: 0, tandis que
Qs—i(tx; z)lt;o=_Ps—i(tx; Z).

A l’aide de (27), le numérateur du premier membre de
l’équation (5) devient une forme linéaire des e"‘"”“" et de €"‘"“” qui
doit s’annuler identiquement en z. De là résultent s équations aux
dérivées partielles entre les Q… qui peuvent facilement être résolues
à l’aide des équations (g), et l’expression ( 27) prend ainsi la forme

s—1

(gga) 578(t1_ ,,,, [$; $):
WJ_—;—_Î—Z—;<Zsie‘mz—wi(ps_i

“?.-.—) __ PJ—l(îÎ
_

))
\l=l

— 5'8‘n“—”"Ps—t(îx)+ e“"‘°"”Ps—i
(Q))
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ou
(agb) 9’,(1., . . ..t,; :.)

s—l s——t

__ i o__ \ . fi __ Sl——Î __SC—i)_
e‘fl's—u __ ;.c (::Ee‘“ ‘ , " ) sv+l 8(l"‘(ta )“'“Pv(£x >I:! VIS—I

s—l 3-1
—- s‘e—"l °°”! .“ 5va(îx) + €$mz—“

5vPvUx)>
'

V=0 V=0

Le nnmérateur de la dernière expression doit s’annuler pour
: ==1, z,(n), .. . , z…(n) ce qui permet de détermineräfl,(t,.; :s) au
moyen de calculs étendus, mais pour s> 3, il nous manque encore
une méthode facilement maniable pour établir les formules (19),
(200), (20 b), (45 a), (49) de la première partie.


