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Sur les relationstensoriellesentre densités de valeurs moyennes

en théorie de l’électron de Dirac ( | );

Pan GÉRARD PETIAU.
(Institut Henri-Poincaré.)

1. L’étude des relations entre grandeurs tensorielles de la théorie
de l’électron de Dirac a été faite pour la première fois systéma-
tiquement par W. Pauli ( ‘) et reprise ensuite par Kofink ( ’) dans une
série de mémoires. J’ai exposé ces résultats en les simplifiant et les
complétant dans le Cours que j’ai proféssé au Collège de France
comme boursier de la Fondation Peccot en,1942. Depuis M. Costa
de Beauregard(°) les a rappelés dans sa thèse. Je me propose ici de
retrouver ces résultats par une méthode beaucoup plus simple et
d’examinerl’indépendance des relations obtenues.

2. CONSTRUCTION ET REPRESENTATION nes nausnés ne vu.zuas mamans
DANS LA THEORIE DE L’ÉLEC‘I‘RON m: Dune. —— Considérons l’équation de
Dirac

3
h 1 ' lt

[(a-£); 01d0+2(— Ë)ÛP1P+ m.,cau
&!J
= O,

p:l
onu, a,,(p: 1 , 2, 3), au représentant les matrices du quatrième rang

de: 1 : (“p )lk,mp= (Up )im( Pt )kps (“& ):k,mp= (”o )lm(P: )kp

(ip ": m:P=19 .“),

' (‘) Ann. Inst. Il. Poincaré, 6, 1936, p. 109.
(°) Ann— der Phys-. 30, 1937, p. _9u 38, 1940, p. 421, 436, 565, 583.
”(°) Thèse, Paris, 1943,’p. 56.
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les matrices cp, p,, s’écrivant

61 ou 01 -—Î

   

 

avec
a,,a.,=—— id,—, p,,p,,=— 1p,..

Les matrices «,,, «. permettent par leurs produits de définir les
16 grandeurs tensorielles covariantes :

J°o: ‘l'°aoù, J.p=‘lf“pdfi
so=tp'iz‘1.13ÿ, $,,—\'{ iaqar\ll)
7:,,-:4,‘i1,,1;$, p.,,=t[fca,,ara‘y,
m,—:&lf1ub, (n,: tlfd1a3a3düll

(p, q,. l‘=l, 2, 3).

Les matrices, produits des « intervenant dans ces expressions se
représentent également par des produits de matrices a et 9. Nous
avons ainsi

1,,:a.p.,=1, a,,=a,,p,, _iapa‘=—appæ;

Ces résultats se rassemblent dans le tableau I.
Les densités correspondantess’écrivant

‘PËA°‘A)t.m(PB)AxP‘PÆ/t»

les matrices a et ;: permettent de construire les densités données par le
tableau II. _

TABLEAU 1. TABLEAU 11.

co. :p. 60. ap.

P.. . ,_ . . l .. iÏlq1,— Po.......... J.o Sp

Pte.-.. i11pdq?r 1}, P‘.......... 30 jp
P,‘n - . . 1pd,,1ræ‘ —" id,,“Œ‘_ "‘—. "' "?!3'3. nnnnnnn (l)! _TEÏ'
p,. . . . . a; iaqarag —— —p;,.. .-.. . ….-. m,… - …. .-p.,, -.

5. Rugrm_s æounAnnrAtçs? ‘ —. Considérons deux systèmes_ de
matrices O‘A(A=O, 1, z, 3), soient (aA)qmr, (a)… et proposons—nous

. .
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de calculer la somme

SA=2 (°‘A ):,m. ( UA )l,m,-
A

Nous pouvons écrire —

(”o )l,m= ôi,my (Ü3)l,m="'” ("" |)! 61.0]?
(C‘, )l,m= ôl,m—1y (”! )l,m=_ (— ')liôl,m+t

On obtient alors

S.\=[ al,m 61,111,+ ( "" ' )l'+l’ ôl,m, ôl,m, ]

(mod a).'

+ [ôl,,m1+l 8l,,m,—+—t "" (— l)"+l'ôl,,m,+lôI,,m, ! °

Si [1 + 12 = 1 (mod 2 ), il reste

SA: 2 ôA,ny+l al,,m,+l

et la somme est nulle à moins que
m1+1=ii, m2-4—|::i2 ou m.+i,+i,=i,,

’7lg+ :} + a}: i2, c’est—à-dire m, = i,,

On en déduit
ml+I=mg, m2+I=nl1

et la somme s’écrit \
SA: 2 âàm, ô,_,….

Si il+ la: 0 (mod 2), la somme s’écrit
SA: 2 65m; ôl,m,

\ et est nulle à moins que
-m,=:-i, et m,= i,

ou
mi_—_i2=m,, m,=i,=m,.

On obtient donc ençore
SA: ? ôhm2 6l,mp

et par suite nous avons, dans tousles cas, ,, ‘ ; : ...-

A‘ " J \. — . -:-, ff..,./
< -.. p--

 

(I) 2 (aA)Î1mx_(aÀ)i,m,= 2 al.,", ôl,ni,v

  ,

m,: i,.
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Cette relation peut également s’écrire entre deux systèmes de
matrices ;, d’où
("’) 2(PÂ)kil'i( 10«\

)kePa= 2 ôk1Pa 6knP1'
\ .

Par multiplication directe de U) et de (2) nous obtenons

(“ El l°.\ )'1"'1( PB)"1I’1l l(aA )‘1’”0(PB)k:P:l: “" alim! ô£:"‘x ôk:P: ôksP1'
\,B

A, 11 prenant les valeurs 0, 1, 2, 3, les produits 5193 prennent succes—
sivement les valeurs des 16 matrices a et produits des oc, soient etc, de
telle sorte que (3) s’écrit encore

( il 2 ( 111 lr‘_<,(1C)r,s,= [! ans, ôr,sl ("v 8 =17 2) 31 [| )‘

Cette relation est la relation fondamentalede Pauli, et c’est elle qui
est généralement prise comme base pour obtenir les relations entre
grandeurs tensorielles. Mais cette relation n’est pas la plus simple que
l’on puisse obtenir entre les 16 matrices etc.

Nous écrirons par extension les relations (1) et (2)'sous la forme

2 (CA )i1"'t ( p0)k1P1 laÂ )Î:m=(P°)kal’:= 2 ôi‘m, ôism1 ôk1P1 6k,p,)
Â

2<PA )hp,lao)i‘m, (PÂ)k:/’i la°)Ïe’"1= 2 aka/’t 6k:P: ôl,m, ôi:mt‘
.\ .

En égalant ces deux relations, nous obtenons 
(6) 2 (CA )i‘ml ( Po )k, p. ( O'_\ )l,m,l Po )k,/),=2 (°° )iun._. ( PA )k,p,(°0 )i,m1 ( PA )k,pp

A A
   

C’est cette relation qui va nous servir de base pour obtenir desrelations entre densités de valeurs moyennes. _

,
—

Alors que la relation (4) comprenait 17 termes, la relation (6)n’en
comprend que 8.

Nous obtiendronsdes relations'|entre grandeurs q;*aA p,,t]; en multi—
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pliant la relation (6) par une matrice

(”CPDl(UC'PD')r

et la relation entre matrices obtenue par o,,o;_,_ à gauche, et par
om.p‘om,,,, à droite. '

Si l’on remarque que
'

«pa.(a. >… ( pn)k,,,,up…,,,.=w,<«..>…,( pa)k.,,,«i……,,

on voit que les termes provenant de
\ \ \ \
Ol,m, Oki/’t Ola"‘a oki/':

et de
'\ " \ \
ôlt'”! oki/': °G’”! Oki/’t

se détruiront et que la relation (6) considérée du point de vue des

formes quadratiques donnera par combinaisons linéaires les mémes
relations que 
(7) 2 [(ap)i,m,(P°)k1P| ] [(GP )Ïs'ïä(P°)kapa ] =2[(ao)i,m,(ap)kl I': l[(°0)l,ln, (

PP )kal'l "
p=.1,2,3 {:

 

par suite :

Toutes les relations entre formes quadratiques auront au plus
six termes et si deux termes se détruisent par compensation, ces rela-
tions se réduiront à quatre termes.

4. RELATIONS ENTRE DENSITÉS DE VALEURS MOYENNES. — Nous allons
étudier systématiquement toutes les relations que l’on peut déduire
de (7). .

Nous aurons à effectuer sur la relation (7) toutes les combinaisons
linéaires possibles en multipliant celle—ci par les 256 matrices

(°cPD)… (°C'PW)œti

mais la relation (7) étant symétrique, les matrices
(àcpn)m(vcçpw)m et (copy)…(acpnh.

donnent les mêmes relations et, par suite, le nombre de combinaisons
à effectuer est ramené à'136.

Si nous classons ces matrices suivant la présence des matrices a,
Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 4, 1946. 43
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et 90, nous obtenons les groupes suivants :

(') (5090) (”090%
(A) (0090) (aopp), lapPo) (dopo).

, l°'°.°p) l°'°?p)r (°°?pl l°‘°P«/): (°p?o) (°°Pp')» (°PPO) (°pPo),
3( ) ) l°’pP°) (°:yPo)» (°oPo) (°pPp')»

l'!) l°pPp’l(°oPp'lv (°pPp')(°oPc/'la lapPo) (’PPP')r (°PP°) (a'IPP')’
("’) ‘°'p?/"ll°fl?fl)y (°pPP')(UPP'I')’ (“PP/")(G'IPP'): (°pPp‘)(°'t/Plfl>°

Toutes ces matrices ne donnent pas des relations distinctes et l’on
constate que toutes les relations s’obtiennent au moyen des seules
matrices ,

(00.00) (60,90). Wo?o)l°o?;»): (°;»Pn)l°’°Po)r (“°F/») (°'m°p)y (”OPp)(°'OPq)»

<%?” l°'°?fl')° (”l'Poll7rÎ‘o)» (7p?0)(°v?o)’ (”PP/”) (°°Pvï')°

Nous obtenons ainsi les relations suivantes :

1° La relation (7), multipliée par la}…l»,‘…g, o,.,,«p,_,,, donne

Zl+'«appo>w=|+'<a…m…*+ W<°‘«>P=WF+ [+‘<aops)w,

ce qui s‘écrit encore
(8) Zsä:sâ+œî+mä.

[’

2° La relation (7 ), multipliée par (a, p,;) ( a,, p,, ), donne

2(°PPN (°'p?ol: (°°Po) (”oPp) _ i(”oPr) (”OPq) + i(°'OPq) (°°PI‘):
!

et après multiplication par $,‘,,tl;,‘,, et +…t…,

2[+‘<w>+1t+°<w»«t] =w<aopp>www—

p' prenant les valeurs 1 , 2 , 3, nous obtenons

(ga) 2jpsp= fo s,,;
;)

(gb) 21t,{8,,=—œ,1,,;
[’

(9°) 2 Pp“p= œ.jo.
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3° Multipliant (7) par (a., p,;)(on p,,r), on obtient

2(°PPP') (°pPp') : (°‘oPo) (UoPo) — (UoPq') (°oPq') — (°°Pr') (%Pw),

qui donne

2[+.(°PPP'WJÈ=l‘l"(70Po)‘l‘l"°— l‘l"(°oPv‘)‘i' l’“ l"l’.(0'o?r")"l’ l’.
[)

d’oùp' prenant les valeurs 1, z, 3,

(ma) ZjÏ,=jâ—mf—œî;
,)

(mb) 2n,‘i=jä— sä -—
«»;—';

”
(mc) 2pä:jä— sâ—wâ.

;)

4° La multiplication par (50 p,;)(aop,,) donne

2W(mMJ[+*<w…=w<aopp>ww<mq>w,
I)

soit
(ua) Zjpnp=— 3002;

p

(Ilb) E“pP—p=_œlwzi
‘ P

(“C) 2PPÏP= "’is0'

5° La multiplicationpar (a,, pp,) (0(, p,,') nous donne
[‘Ÿ*(°pPp'l‘ll [‘l”<°fÊf/'>‘l”l '“ l‘l“°'fPfi)‘l”l l‘l”°'4?v‘)‘l’l

=[+*(w«W] [«P’<E«9wM — [«P‘WPwM [$‘(vopo) «H»

d’où l’on tire
(ma) ,/r1rq —— ],,1r, =s,,œ, —— pp./,,;

_(mb) “d‘«/" “vPr=sp—‘o ““J'pJ'o;
' (IM) Pêzfr —— Pr.iq=spwz+ vw}-
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6° La multiplication par (c,,p.,)(a0p,,—) donne

l‘i’°(av?°) ‘… i‘i‘.(°'rPfl)‘-i’l _ l‘if(°rP°) ‘i‘ll‘V(°«IPP'N"]
= W'<°pPle l\P'<…°oPv'Wl— W'WpPq‘W] [‘l"WcPHWL

d’où nous tirons les relations
(13a) S., jr —-— Sr./..,: zJ—pw:+ M °°: ;

(:Bb) s,.1:.,—— s,,nr=jp œ. —- ppso;
(130) “'«1Pr—”Pv: _ “p30 _.Îpœî'

7° La multiplicationpar (coco)(apço) donne

www… W°oPoM=Z[+'<w:—Wl[+‘<w:—WL
d’où
(|A) .spJ'o—sojpzm1pp—w,np.

8° La multiplicationpar (oppo)(apço) donne

ww— l\P't0r-PoWJ2—…w«>W=2[+*<appfmæ
d’où
(15) jÏ,——sf———sâ=jÊ+fiä+pä.

9“ La multiplicationpar (a., po)(oqp°) donne

l'4»‘<%9«)4»][+‘<c»9«>+k=2[v‘(ww)+][«P*(aq9f)M,

d’où
“… 3psq—ÏPJiq=7Ï/Æq+ P‘PP‘V‘

5. Formes rsusoamu.us nas RELATIONS num: nmsmäs DE VALEURS

moreuuas. — Les relations précédentes établies dans un système de
référence particulier mettent en évidence les composantes tensorielles
et spatiales de grandeurs tensorielles.

Afin de rétablir la symétrie relativiste et de simplifier la représen-
tation de ces relations nous poserons

goo=l, gpp=_l’ ' gpq=gpo=0-

Nous pourrons alors introduire des composantes contravariantes et
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nous aurons successivement

°0—— . . __ . .J ——./07 l',—“JP!
SO: Spq,-=_ qur= Epqr0$°2 "' 80pq,-So.; — 3°;
Sp=soqr= :°qr= 30qrpspï_: 80pllr'çP: S”.

e…,, étant l’indicatif de dualité antisymétrique en p., v, p, a et égal
à “|__"! suivant que la permutation pvpc se déduit de opqr par un
nombre pair ou impair d’inversion,

“P=fln=—fnp» Pp=fvr=fwi
@,: œ‘,, w._.= œopq,.='—— œ°P’I’: !

cn,
| €opqr-

Nous définissons le dual de f“" par les relations

füW: â5uvpafpay f…”: â
eP—"P°fPa,

d’où
f;.,= âêpqorj“’=f”= ——f…—;

fz,,= -;—eo…f«r=flr=f.,,.;

fPl/*= â
epqor/0r:

â
Eupqrfor= _ for;

[f°P'= ê e°P‘Ï'fi,,.=—f,,…

Les relations de (8) à (16) s"écrivent alors
(17) spsF=wî+lœglf;
(18) J'p.3"’=0;
(19) fuv3V=—Œ=Ïu

'

°“ f‘“ 3»: (”=/"‘;
(20) fut/“': °°23y- °“ fl“ J‘v=_œz $”";
(21) _ fifi": œ,ju ou fl'—"‘sv=— w,jü;
(22) - f;.,j*=-œ,a ou fl“"j,":: w, 3“;
(23) J‘ai,": ‘°Î+ | °°: |”;

? (24) \
fuvfl“'=2[wî—lwzl’];

,(25) '
'fÿwf"P=—4œ1œ2 °“ fgFfPV=—_œ,wçgg;

(26)
'

3pJ.v—svjtt=fplvœz -—f{…üh;
(27) '

39 °” +]};j" =fuef”’+ mia.“-
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Écrivant la relation (26) sous la forme
. [

SWF-[F: (flgfpv+ Eœpvpgfpa,

nous en tirons
| . | l
_) (”p—ups spa:_,J:

2 w! “pvpof” + Îœuvpoœpaapfapi
., !

“’t—‘uvpJ": ;wi wuvpafpa+(°°1)’fy.w

et par difi‘érence
' . o l _

wî fuv _ àvapaœP°aÿ fais: (o), 8999]?_ &
wpvpcSP°aI:; Ol‘ &…= _f…;

d’où
œ,s…pjP—

â (.)…Wsf“”‘j3L
( ')8) f!“= ,

wî + wä

et réciproquement, cette relation permet de retrouver (26).

6. lso£ramomce orz_s RELATIONS. — Nous allons montrer maintenant
que les onze relations de (17) à (28) ne sont pas indépendantes et se
déduisent des quatre relations fondamentales (l\ sw£*=œî+wâ;(ll) jpj!*=œî+œâ;
("l) sujl*:O;

. 1 — .
. (&)13pvpJp_

&
œPvpaspaA_/X

IV : ‘( ) fil-V œî+ œä

En effet, la relation (IV) nous donne °_

., , . . I .(&); + &); )pr/WZ w13uvpjpjv_ '2“œuvpaspaÀij ;

or svpojPj”= o par antisymétrie et
l . I . .'" ; wuvpa-ŸPG)‘JXJ :_

%
œ2£pvpaspchst]ka: Ü:$gjvJw=œ2stl(wî+ &)â ))
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d’où
(20) . f…,j": w,s…

De même
») &)

_ . _ l .
(ou; + m.; )fpw s’: œ,s…is'— 1w…pasP°Ïsvj).

Or
œ,$v_vpszfl= (Ù| E…,çqS°S"/PZ ||,

par antisymétrie,
[ — . l — . .

2
œùvpast‘svjl=

2 002 îùvpaîpawsrsvlkz °°: sPspj.“

d’où
(19) fgysv=_wg‘lu.

A partir de (IV), sous la forme
sp.]°v_ 3vjp.= °°2fpv"" °’1f&w»

nous obtenons
Suj—,SV _ sst.lp_= w2fvav "" w1f‘îvs“,

d’où
(co? + °—’Ë).Ïu" ‘”âjp= waf&vs"

ou
(21)

_
fËvsv= “’1J.w

et de même
(22) f{…j'=— œ,sP-.

La relation (IV) nous donne encore

a 9 * * - I . .(°°î _ °°ë )fWf“"= ‘°ifæW3pvpjp“'5 w (”MPa—9901]:
\

* . I , ,: œ1f…s*“P*o1p— £fpv5FvPoepcaB—ŸBJÛL: 2w,f”æ_j;,— œ, j'P"sp…psfij°L ,: 2œ1œ2jPjp+ 2œ2f;gspj“=4œ,œ:(œî + 033),

d’où
(24) {…fl“: — œ1œ,gp".

La relation (4) sous la forme (26) nous donne également

fous“;_ f9us,J‘F—_—f9u_f…œ,-fwf;v (…
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ou -

w:(jPjv+ sh») :m.f"î*f…+ wî w=g9v, °

et nous retrouvons ainsi la relation
(‘À7) j“jv+ sPs.,=flflf;»+mîgF”’

et par contraction
')(ŒÎ + ‘”: ) :flpfpp+ âwî,

OU CDCOI‘C
(ii) f‘*Pfçg= 2(wî — °)î )-

Toutes les relations entre densités de valeurs moyennes se déduisent
donc des quatre relationsfondamentales(I), (Il ), (III) et (IV).


