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Sur les relations tensorielles entre densités de valeurs moyennes
en théorie de I’ électron de Dirac (I);

Par Géraro PETIAU.

(Institut Henri-Poincaré.)

1. L’étude des relations entre grandeurs tensorielles de la théorie
de I'électron de Dirac a été faite pour la premiére fois systéma-
tiquement par W. Pauli (") et reprise ensuite par Kofink (?) dans une
série de mémoires. J'ai exposé ces résultats en les simplifiant et les
complétant dans le Cours que j'ai professé au Collége de France
comme boursier de la Fondation Peccot en.1942. Depuis M. Costa
de Beauregard (*) les a rappelés dans sa thése. Je me propose ici de
retrouver ces résultats par une méthode beaucoup plus simple et
d’examiner I'indépendance des relations obtenues.

2. CONSTRUGTION ET REPRESENTATION DES DENSITES DE VALEURS MOYENNES
DANS LA THEORIE DE L’ELECTRON DE Dirac. — Considérons I’équation de

Dirac
3
h \1 h
[(m)z d(do+2(— m)dpdp-i- myca "!J —=o,
p=1

o, @p(Pp =1, 2, 3), , représentant les matrices du quatriéme rang

Ap=1, (ap)lk,mp'—'-'- (Vp)im(Pi )kp: (dt)lk,mp= (%0 )Im(Pa )l'p

(i, k, my p=1, 3),

- (*) Ann. Inst. H. Poincaré, 6, 1936, p. 109.
(?) Ann. der Phys., 30, 1937, p. 91; 38, 1940, p. 421, 436, 565, 583.
(%) Thése, Paris, 1943, p- 56.
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les matrices g, p, s’écrivant

G, ou g -:

avec

0,0,=— i0, PpPg=— ipr

Les matrices «,, a, permettent par leurs produits de définir les
16 grandeurs tensorielles covariantes :

Jo=Y 2!, Jr=4¥ 04,

So={ ix 23234, sp=ria, a0,
mp =iz, 1, =y la a2, ¢,
oy =42, we= Y ayasaza, Y

(ps 4,0 r=1, 2, 3).

l.es matrices, produits des a intervenant dans ces expressions se
représentent également par des produits de matrices o et ¢. Nous
avons ainsi
2-=0ePo=1,  Xp=0pP1,  IAp%A,=—OppPs;

iapx,-=0, (apa, %, =6,y TApa, ap= Dy, A&y 0Ly Oy = Pa.

Ces résultats se rassemblent dans le tableau I.
Lies densités correspondantes s’écrivant

Yk (G4 ), m (P )t p Y, s

les matrices o et p permettent de construire les densités données par le
tableau II. )

TasLeav 1. TasLeav 11,
[ 3, S Gy
Poce - - ia,a, Possnnnnnnn Jo sp
Proes-- iz,,a,,gz,. 2, - TO So Jp
Prev...  ZplyAp Ay — LEpRE. T 0 MDeria..ee... s — Ty
Pae.--- x, fog a0 O T T Dy A VAN By -

3. Rmatrons :ponpamentares. —. Considérons deux.systémes. de
matrices 6,(A=0, 1, 2, 3), soient (6,),,., (6,)n, €t proposons-nous

..
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de calculer la somme

SA :2 (oa )l‘m, ( Ga )l,m,-
A

Nous pouvons écrire .
(70 )l,m: 6i,lm (0’3 )l,m: — (=) 6l.mv
(a’i)i,rn:al,m-—h (G2)m=—(— |)‘£6I,ln+| (mOd 3)-‘

On obtient alors

Sa :[ 61""1 66’"; -+ ( —1 )".H’ 6!:"'1 61,"1:]
+ [611:”‘1"‘1 6‘:"","*‘1 - ( - ')l’.‘-"aln'"ﬁ-l 6’::"': l"

Si#;+ 1, =1(mod 2), il reste
SA: 2 6I‘,m,+l 61,,1:t,+|
et la somme est nulle 3 moins que

my+ 1=z, Ma+1="i, OU M~ i+ l,=1,

ms—+ i| -+ l'0_)= iz c’est—é-dire my— ig, ne— i|.
2

On en déduit
my—+ 1= m,, my—+1=m,
et la somme s’écrit \
SA_': 2 6,",,,’ 6;,,,,'.
Si z;+ ;=0 (mod 2), la somme s’écrit

s“: 2 allml 6’1"‘1
. et est nulle a moins que

»m,:.i, et me— ia
ou

On obtient donc encore
SA= 2 Bltm, 6",,,',

et par suite nous avons, dans tous les cas,

E (’A)i.m,,( OA)ym, =2 Sm, Oy,
. A ' P

PR R PERW e e Y .

RO
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Cette relation peut également s’écrire entre deux systémes de
matrices g, d’ou

(2) 2(9\ )k:l'n( 0a )*spaz 2 6k|P| 6*-P1'
‘ -

Par multiplication directe de (1) et de (2) nous obtenons

( 3) EI (Ty )l.m,(Pn )A-.,.,] l(UA )t,m,( PB)k,p,] = »/l 61:'"’ al,l"n 6"11’: 6":1’1'

\,B

A, B prenant les valeurs o, 1, 2, 3, les produits g, ¢, prennent succes-
sivement les valeurs des 16 matrices « et produits des «, soient a¢, de
telle sorte que (3) s’écrit encore

oy 2(1¢ )r.,(zl rySy = arn,or,. (ris=1, 2, 3’4)’

Cette relation est la relation fondamentale de Pauli, et c’est elle qui
est généralement prise comme base pour obtenir les relations entre
grandeurs tensorielles. Mais cette relation n’est pas la plus simple que
I'on puisse obtenir entre les 16 matrices a.

Nous écrirons par extension les relations (1) et (2) sous la forme

Z (94 )igm, (Po )k p, (T2 )igm, (P0 )iy py = 2 Oiim, Oiym, Ok, p, Okypyy
(5) *

2 ( Pa )k.p,(% )lmu_ ( DA )l.-,p, (Fo )z‘,m. =2 ak,p. 6k,p, 6l.m, <‘)\i,m,-
A :

En égalant ces deux relations, nous obtenons

( 6 ) 2 (GA )i,m, ( Po )l:. A ( XY )l,m, ( Po ).’.',p, = Z (Uo )i,mg ( PA )k, Pa ( o )i,m, ( PA )k,p. .
A

A

C'est celte relation qui va nous servir de base pour obtemr des
relations entre densités de valeurs moyennes. -

Alors que la relation (4) comprenau 17 termes, la relauon (6) n’en
comprend que 8.

Nous obtiendrons des relations jentre grandeurs {*a,ep¢ en multi-
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pliant la relation (6) par une matrice
(ocpo)(ocpr),

et la relation entre matrices obtenue par ¢, ., a gauche, et par
Ymupo ¥, p, & droite. '

Si I'on remarque que

' N CIS W R RERESE N THT 9 P e
on voit que les termes provenant de

by b3 3 -
Ollml ok:l’l o’a"‘s ok:/’c

et de
oy > Y -~
ol:'"a Ok, py Otym, Oy p,

se détruiront et que la relation (6) considérée du point de vue des
JSformes quadratiques donnera par combinaisons linéaires les mémes
relations que

(7) E [(ap)iimi (PO)‘]P: ] [(G'p )1:’"1(P°)k!l’s ] =2[(a°)1|'"1 (aﬂ)"i Pa ’ [(Uo)l,m, ( Pl’ )‘tl’x I'

p=1,2,3 r

par suile :

Toutes les relations entre formes quadratiques auront au plus.
siz termes et si deux termes se détruisent par compensation, ces rela-
tions se réduiront a quatre termes.

4. RELATIONS ENTRE DENSITES DE VALEURS MOYENNEs. — Nous allons
étudier systématiquement toutes les relations que I'on peut déduire
de (7)- 4

Nous aurons a effectuer sur la relation (7) toutes les combinaisons
linéaires possibles en multipliant celle-ci par les 256 matrices

(ocpp)a, (e Po)as
mais la relation (7) étant symétrique, les matrices
(&an)¢s;(°‘c5?n')1z; et (Gcpw)a (Tcpn)..

donnent les mémes relations et, par suite, le nombre de combinaisons

a effectuer est ramené a 136.
Si nous classons ces matrices suivant la présence des matrices o,

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 4, 1946. 43

-
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el 5,, nous obtenons les groupes suivants :

(1) (FePo) (TePo),
(3) (%epo) (Gopp), (9,00) (FoPo)s
’ (Ge0p) (T00p),  (G00p) (Ge0y), (TpPo) (ToPp)s (Tppo) (Gppo),

3

%) ) (Fppo) (T4P0)y (TaPo) (TpPp),

1) (0p0p) (8605 ),  (8p0p) (TP )y (TpPo) (TpPp)y (TpPo) (T4Pp),
(%) (G0 ) (Tp0p)y (TpPp) (Gp0q), (TpPp) (Gepp); (TpPp) (G0y)-

Toutes ces matrices ne donnent pas des relations distinctes el I'on
constate que toutes les relations s’obtiennent au moyen des seules
matrices

(9020) (T5%0).  (Go20) (Talp)y  (TpPo) (ToPo)y (ToPp) (G00p), (F0pp) (Topq),
(0p20) (G025 ) (Gp00) (Tp%)y (Tp20) (T400)y (Fp0p) (Fopy)-

Nous obtenons ainsi les relations suivantes :

1° La relation (7), multipliée par ¢;,, 1., 4., 4s,,,, donne

14 (08004 = 14 (@00 )4 1+ [§7(G0pa) b2+ [ (30ps) b I

ce qui s'écrit encore
(R) 2:,;::0+ W]+ .

r

2° La relation (7), multipliée par (5,¢,)(5,¢,), donne

2(01’9/") (9p2) = (F0Po) (Topp) — i(Tapr) (Fopy) + E(Tapq) (Topr),

r

et aprés multiplication par §;, {7, et ¢\, 4,
D14 (2per) 4] (4 (Tpo) b ] = [ ¥ (a0pp) 4 [ -

p’ prenant les valeurs 1, 2, 3, nous obtenons

(9a) Ejp-‘p: JoSo;
13

(96) an'-v,.:—wuo;
P

(9¢) 2 PpSp= ®iJo-
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3° Multipliant (7) par (9,¢,)(5.¢»), On obtient

Z(GPPP’) (000 ) = (00Po) (Topo) — (ToPy) (ToPy) — (Topsr) (Gops),

qui donne

L4 @rpp ) = [ (30pa)§ = (4 (Gopy ) [P — 147 (000 ) b .
,}

d’oti p’ prenant les valeurs 1, 2, 3,

(10a) Zj;’,:jﬁ—mf-wg;
,'

(10b) Nomp=ji— 5wl
14

(10¢) Zp.,’,:jﬁ—» $;— wi.
p

4° La multiplication par (6,¢,)(%,¢, ) donne

D4 (@) P (o )b ) = (4 (0pp) & | [$"(a0pg) ¥ .

soit
(11a2) 2/’,,1:,,:— SoWs;
p
(llb) Zﬂpyp:—wlmt;
) P
(11¢) Zp.,,j,,: Wy So.

5° La multiplication par (g,p,)(5,p,) nous donne

(4 (opp )4 ] [§7(rpg) 4] — [§(arpp )4 )[4 (o0p7) Y]
=[4"(pp0) 4] [¥"(o0pr)¥] — [4*(oppr) 4] [$*(d0po) $],

d’ou 'on tire

(1aa) JrTg — ]qTr = 5pWy— Pp/fo;
(120) Trpg — Tgpr=35pSs — JpJo;
- (13¢) Biafr — BrJq= Sp@s=+ Tpjo.
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6° La multiplication par (6,p,)(5,p,) donne

¥ (@qp0) ¥ ][ (r0p) ¥ ) — [$'(arpe) ¥ (Y (990p) ]
=[§*(9p0r) ] (Y7 (Topg )b ) — (¥ (oppe ) Y] [ (T0pr)$ ]

d’ou nous tirons les relations

(13a) Sy Jr == Srfq = PpWr+ Tp@1;
(13b) §h Ty — $qT=[p W — PpSo}
(13¢) Sqpr— Srfby = — TpSo — JpWs-

5 La multiplication par (g,,)(5,¢.) donne

LY (oppa) | ($"00poth | = D[4 (a0pr) 4] (¥ (appr) ¥ ], :

d’ou
(Ié) Spjo_sojp: (I)[P—,.—h),np.
8° La multiplication par (6,¢,) (6,6, ) donne
EA Tl CACAIYE T N'WqPo)k!'F:Z[‘W’p?r’)‘!‘l?,
d’ou
(15) Ji— S — sy =Jp+ T4 P
9* La multiplication par (g,¢,)(9,5,) donne
|47 (240001 (4" (00po) b k= X [ 4 (appr ) ¥ ] [$"(a0pr) Y],
d’ou
(16) SpSq—JpSq= TpTg T+ Pply-
3. FORMES TENSORIELLES DES RELATIONS ENTRE DENSITES DE VALEURS
MovEnNEs. — Les relations précédentes établies dans un systéme de

référence particulier mettent en évidence les composantes tensorielles

et spatiales de grandeurs tensorielles.
Afin de rétablir la symétrie relativiste et de simplifier la représen-

tation de ces relations nous poserons
goo=1, 8pp=—1, " 8pg= 8po=0.

Nous pourrons alors introduire des composantes contravariantes et
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nous aurons successivement

S =Jo J'=—=Jp;
S0 == Spgr=— SPV" = £pgro8° = — Eopyr5* = — §°;

Sp:: 30,,,-: 8097 — qu,vp‘p = 80’,,,,-.\"' = sk,

€uvps €lant l'indicatif de dualité antisymétrique en p, v, ¢, o et égal
4 &1 suivant que la permutation pvps se déduit de opgr par un
nombre pair ou impair d’inversion,

WB=Ju=—SP  w=for=f";

Wy = 0¥y, W == Wopgr = — WPT" =l w, | Eopyr-

Nous définissons le dual de /** par les relations

o= a7, o= e g,
d’ou
Sor=  epon == = for
So= és"mrf"’:f"’:fw'i
fPll':_— i gpaor /o,‘ — i gorqr ﬁ,,: — f,,.;

I
Jr= e = .

Les relations de (8) 4 (16) s’écrivent alors

(17) Sust = 0} + | @ |*;
(18) Just=o;
(19) S =—wiju ou fEs= wy
(20)  JwV= wesy ou BV ji— s
(21) . JwvS'= @ ju  ou  furs,—_ g, je;
(22) : f;.,j': — W, Sy ou ﬁ“"j,,;-_— Wy St
(23) JpJt= o0+ w |t

- (24) L fwfr=2(el— el
(25) T e E=— e, ou Sopg OV =— W28uY;
(26) . Sudv— Sy Ju=Juv@e — fuvo1;

(27) © S Y = fup SO+ 0} g
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Ecrivant la relation (26) sous la forme

. 1
sE“'FJP: (l)]fpy"“ ; &)uypgfpc,

nous en tirons
1 . 1 1
g Cwvea §FO% jy = 2 Wuvpa SPC + i “’pvpc@”“pfaﬁ

O |
WiSuve JF= 0 Wuveo SP7+ (@1)* fuv,
et par différence

1 Y 1 .
w} fuv— 4 Upvpcwpczg Sap= @1Suve JP — 2 OuvpasP ) a3

or
b a8 S = — a0
d’ou
Wy Suvg JP — é Wuvpa PP Ja
(28) Jou= ’

Wi+ w3
et réciproquement, cette relation permet de retrouver (26).

6. InoepENDANCE DES RELATIONS. — Nous allons montrer maintenant
que les onze relations de (17) a (28) ne sont pas indépendantes et se
déduisent des quatre relations fondamentales

b Sust = )+ 055
(I JuJ* =01+ ;5
(1) SuJt=o0;
.y Syyp JP — i Wpvpa P Iy
(lv) fu.v= - (0}-*— wg
En effet, la relation (IV) nous donne .

9 - o o I .
(07 + ©3F) fuv ) = 0y Spyp JPJ¥ — ;“’FVPBSW)‘JU"';
OF 5,45 J?J* = 0 par antisymétrie et

1 . I .
~ 3 wuvpzspc)'llj =— 2 ®s Ep.vpcspchsr.l).jv

= co,s!‘j,,j"zmgsp,(&)‘f + w3),
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d’ou
(20) . Suv )= WeSy.
De méme
(W] + w} ) fuu S = w,su.,pjps" — : wuvp,,spcksvj).
Or

W1 Suvg JPS! = W1 Euygas?S’ JP =0,

par antisymétrie,
; Wyysa SIS = ; W2 Euvpa EPTATSeSY £, == wy s Sy /.,
d’ou
(19) Suvs'=— ws Ju.
A partir de (IV), sous la forme
SuJv— Sy Ju= 02 fuv— 01 fiv,

nous obtenons
Su JuS? — Sy8” Ju= wa fuvs’ — w1 fuvs”,

d’ou
(0} + ©3)Jp— 03 Ju= 0 fuvs”
ou
(21) ) f;wsv':@tjw
et de méme
(22) SivJ'=— wst.

La relation (IV) nous donne encore

. 1 .
(07— w3) fiv o= @’ﬁvspvgjp - ;f;!-v“’mpaspczlz

. I .
=] mlfl].‘,ePVP\s)Jp— ;f‘}.,ell»v?"ep“psﬂf‘

=20, fPA5), Jo— W, [POep0apst j* }
= 20,0y JP Jp+ 2@ f2858 j2 = 0, 0: (0] + 03),
d’ou
(24) ;prvz.____ G)gﬁ)ggp_v.
La relation (4) sous la forme (26) nous donne également

fPl-'-suj.,—fPl-'-svj“:fPl"fw(.)z—fPFf;v ®,
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ou .
we (P fy+ $PSy) = Wy fO* fuy + @} w,gf’v,' )

et nous retrouvons ainsi la relation

(%) JE Sy s, = f¥P £, 4 wi gty
el par contraction
2]+ 0]) = PP fru+ hoi,
ou encore
(2%) .ﬂ"'Pf_Gp.ZQ("’?—"’;)'
Toutes les relations entre densités de valeurs moyennes se déduisent
donc des quatre relations fondamentales (1), (1), (IIT) ez (IV).



