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Sur l’équation intégrodiflèrentielle de Boltzmann ,-

Pxn R. MARRO'I‘.

INTRODUCTION.

Ce travail est consacré à l’étude de l’équation de Boltzmann, déter—

minant la répartition des vitesses des molécules dans un gaz. J’ai
d’abord repris le raisonnement classique de Boltzmann afin de mettre
en évidence le sens de la fonction F qui est celui d’une densité de
probabilité. Ceci m’a conduit à étudier le cas où les molécules du gaz
obéissent à la dynamique de relativité restreinte; on obtient ainsi une
équation admettant des propriétés de symétrie identiques à celles de
l’équationclassique. Ces propriétés permettent, par de simples inté—

grations, d’aboutir aux équations complètes de l’Hydrodynamique.
Cette méthode, équivalente au fond à celle des équations de transfert
de Maxwellest d’une grande simplicité; elle permet de plus d’étudier
la variation de l’entropie de la masse gazeuse, et conduit à une notion
de système isolé définie par des ‘ conditions globales portant sur
l’ensemble de la'paroi. Bien entendu, l’hypothèse de caractère local,
d’une réflexion élastique sur la paroi entraîne ces conditions, mais
cette hypothèse n’est pas nécessaireet pourrait être élargie.

Dans le Chapitre II, j’étudie, àla suite d’un Mémoire fondamental
de T. Carleman, le cas où, en l’absence de forces extérieures, l’on
suppose la fonction de répartition Fa symétrie sphérique. Il est alors
clair que l’équation de Boltzmann admet formellementdeux intégrales
premières.Carleman établit que, a toute fonction positive f(r) véri-_
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94 n. _MARROT.
. . L' . .liant la cond1t10n f(r)<m’ il correspond une solut1on

unique F(r, t) de l’équation, se réduisant à f(r) pour t: o, vérifiant
les intégrales premières et obéissant au H-théorème. J’ai cherché à
affaiblir les hypothèses, et j’ai démontré que les solutions vérifient les
intégrales premières et le théorème H sous les conditions suivantes :

a. F(r, t) est positive ou nulle pour o<r<œ, t>o, continue
par rapport à r et l.

I). Il existe un nombre a: supérieur à 5 (d’ailleurs arbitrairement
voisin de 5) tel que l’intégralef F(r, t)r" dr converge uniformément

0

sur tout intervalle pour 0 £ té t, .

c. L’intégrale[ F(r, t)r‘2 dr exprimant le nombre des moléCules
0

satisfait à la même condition.

Au Chapitre [II, j’ai cherché à étendre le champ d’applicafionîdfl
théorème de Carleman. Le résultat obtenu est le suivant -: poùi@uïil
existe une solution à symétrie sphérique, lorsque le gaz est soumis à
un champ de forces extérieures, il faut d’abord que ce champ dérive
d’un potentiel, ensuite que la fonction de distribution initiale vénifie
une équation intégrale linéaire aisée à former. S’il existe de telles
solutions, la méthode de Carleman convenablementappliquée permet
toujours de les obtenir.

Le dernier chapitre est consacré à un essai d’étude des solutions
voisines de la solution de Maxwell. On forme l’équation auxvariations
de l’équation de Boltzmamiau voisinage de la solution ‘à e“’”";,nn est
ainsi conduit à une équation intégmdifi'érenüeflelinéaire qui &epnête
à une étude assez complète : allure de la solution pour t tendant vers
l’infini; réduction à une équation intégrale fournissant une expmé95i0n.
analytique dela solution, valable pour tèo, unicité de :laîsolution
correspondantà des valeurs données pour := o. «’ '

Enfin, j ’aiù1diitjué‘a la fin duchapitreune représentation analytique
d’un caractère différent pour les solutions d’une classe d'équations;
intégrüdifl‘érentiellesanalogues à l’équation aux variations. :::::
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Le problème des solutions voisines de la solution de Maxwell

présente beaucoup d’analogies avec la question des mouvements
asymptotiques à une positi0n d’équilibre en mécaniqueet doit pouvoir
être traité par une méthode analogue. Toutefois, le nombre de degrés
de liberté du système est ici infini, ce qui semble rendre beaucoup
plus délicate la question de la convergence des approximations
successives. Aussi ne l’ai—je pas abordée ici.

'
Ce travail n’aurait sans doutejamais vu le jour sans l’aide constante

de mon ami A. Lichnerowicz. Je suis heureux de lui adresser ici mes
remercîments pour les conseils qu’il n’a cessé de me prodiguer,
pendant la recherche comme pendant la rédaction.

M. le Professeur J. Pérès a bien voulu accueillir ce travail : je lui
suis profondément reconnaissant de l’appui constant qu’il n’a cessé de
m’accorder, ses conseils et ses remarques m’ont été précieux.

M. H. Villat m’a fait l’honneurde présider le jury et d’accueillirce
travail dans son Journal de Mathématiques: qu’il veuille bien trouver
ici l’expression de ma plus respectueuse reconnaissance.

Enfin M. Valiron a bien voulu accepter de faire partie du jury :

c’est une nouvelle marque de bienveillance dont je suis heureux de le
remerCier ici.

Voici quelques Mémoires qui m’ont été utiles :

L. BOLTZMANN, Vorlesüngen über Gastheorie.
T. CARLEMAN, Sur la théorie mathématique de l’équation intégro-

différentielle de Boltzmann (Act. Math., t. 60).
T. CARLÈMAN, Sur la théorie mathématique de l’équation de

Boltzmann (Arkv. fo"r math. och Phys. , 1932).
T. CARLEMAN, Sur les équations intégrales singulières, à noyau

symétrique réel (Uppsala).
E. HECKE, Über die Integralgleichungerder kinetischen Gastheorie

(Math. Zeits., t. 12).]. 'HILBERT, Gründzügc einer allgemeinen theorie der linearen.
Integral-gleichungen (6 ste Mitteilung).

G. JULIA, Séminaire de mathématiques (1934-1935).
__

_ Y. BOGARD, L’hydrodynamique et la théorie cinétique des gaz.
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CHAPITRE I.

I" Dans ce chapitre, nous rappellerons brièvement le raisonnement
classique par lequel L. Boltzmann a établi son équation; puis nous
l’étendrons au cas où les molécules obéissent à la dynamique de la
relativité restreinte; enfin nous étudierons les propriétés de symétrie
de l’équation classique et leurs conséquences : équations de l’hydro-
dynamique et H—théorème;ces propriétés formelles peuvent d’ailleurs
s’étendre au cas relativiste.

2° Considérons une masse gazeuse forméed’un nombre très grand N
de molécules sphériques identiques, sur lesquelles agit un champ de
forces extérieures donné de composantes X, Y, Z au point P(æy:—)
(X= X(_æ, y, 3), etc.). Admettons que l’action des autres molécules
sur une molécule M quelconque se réduise a celle des chocs, de sorte
qu’en dehors de ces instants de choc, la molécule M n’est soumise
qu’au champ X, Y, Z. Supposons la pression du gaz en un point
quelconque suffisante pour qu’une molécule arbitraire subisse un
grand nombre de chocs par seconde ( ce nombre est de l’ordre de 109
dans les conditions usuelles). L’énorme dispersion produite par ces
chocs très nombreux sur des obstacles de très petits rayonsde courbure
rend illusoire la détermination par les équations de la mécanique de
la trajectoire d’une molécule déterminée en fonction des conditions
initiales. A des données initiales physiquement indiscernables corres-
pondront au bout d’un temps très court (de l’ordre de 10“6 sec) des
trajectoires complètement différentes. Nous n’insisterons pas sur
l’analyse détaillée du phénomène qui a été faite par M. É. Borel (“).
La conclusion est que la position et la vitesse d’une molécule du gaz

. ' . I + . 'ont le caractère de variables aleat01res. 801t p(_E, 7}, E ) la quantite de
mouvement d’une molécule M (dont la masse au repos est prise pour

.+
unité de masse) de Vitesse V(u, v, w). En mécanique class1que on 

(') Cf. É. Bonn, La Mécanique statistique et l’irréversibilite‘ (Journ. de
Phys., 1913, 5° série, t. 3).
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a 1): V; en mécanique relat1wste, Il n’en est pas ams1 : nous garde-

rons donc les notations distinctes} et V. Pour définir l’état du gaz à
l’instant !, nous diviserons l’espace de coordonnées .1‘, y, : en
cellules (JV, ensembles des points dont les coordonnéessont comprises
entré a: et a: + dx, y et y + (I)/, :: et :: + (13; nous diviseronsde même
l’espace des moments en cellules dm, ensembles des points dont les
coordonnées sont comprises entre E et E+ (IE, ?, et ‘f, + du , {et ’; + d’; ,

et nous désignerons par NF(æ, y, :, E, “q, :, [):/V «Im, ou plus briève-
ment par NF<M, ;, !) (IV (le), le nombre moyen des molécules du gaz
appartenant à l’instant t à la classe ((N, rico), c’est—à—dire ayant leur
centre de gravité situé dans l’élément (IV, et leur point de vitesse dans
l’élément dw : il suffit d’imaginer un très grand nombre de systèmes
gazeux définis par des conditions initiales (position et vitesse des
molécules) physiquement identiques : NF (IV dm est la moyenne
pour l’ensemble de ces systèmes du nombre des molécules de la
classe (JV, dm). Étudions la variation de ce nombre entre l’instant !

. . - Fet l’instant t+dt. Son expresswn formelle est 1\% dV.dw. Cette
variation est due à plusieurs causes; plaçons—nous d’abord dans le cas
de la mécanique classique.

‘1. ENTRÉES ET sonnes nas MOLÉCULES vous L’É|ÆMBNT(IV. _ La variation
correspondante est

'

, ()F ÔF dF
._\<u-d_æî +05“; +“ Œ)dV(lü)dl.

2. ACTION nu CHAMP EXTERIEUR (X, Y, Z). — Pendant l’instant dt, la
quantité de mouvement d’une molécule gainesubitpas de choc varie de

d£=Xdt, dn=Ydt, dÇ=Zdi.

La variation correspondante du nombre des molécules de la
classe (dV, dw) est

dF àF dF— N X — Y — Z —- dV dt.
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5. ACTION nas cuocs uoŒcctuass. — Supposant que le gaz n’estpas
trop comprimé, nous négligœns les chocs triples : leur probabilité
est petite devant celle des chocs binaires. Deux sortes de chocs sont
susceptibles de modifier le nombre des molécules de la classe ((lV, dm).

a. Choc d’une molécule M(dV, don) et d’une molécule M, ((IV, dm, ).
—— La molécule M est alors perdue pour la classe (dV, dm). Pour
évaluer le nombre moyen de ces chocs, soient M. une molécule suscep—

tible de choquer M, W sa vitesse relative par rapport à M, P le point
du plan 11 mené par M normalement à W, ou la parallele a W 1ssue
de M. vient percer ce plan, et enfin da un élément d’aire du plan “& de
centre P. Les molécules M, pouvant choquer M dans da pendant le_,
temps dt ont leur centre dans le cylindre de base da, de hauteur | W ldt.
L’ensemble de tous les cylindres ainsi associés à chaque molécule
(«IV, dc») occupe un volume

N.FlWldadtdæ.
Ce volume doit d’ailleurs être supposé intérieur à (IV, ce qui exigé
que dt soit pris assez petit. Le nombre moyen des molécules de la
classe (dv, dco,) contenu dans ces cylindres est donc

—>N=F.F,|Wldadldœdœidv,

en désignant comme nous le ferons désormais par F1 la fonction’
F(M, E,, l). Le raisonnement précédent, qui équivaut au fond à
l’application du théorème des probabilités composées, suppose qu’il y
a indépendance entre les molécules M et les molécules M1 : c’est un
point que l’on peut justifier en invoquant la dispersion due aux‘chè”cs.

Le nombre moyen des chocs, c’est—à—dire le nombre moyen des
molécules perdues par la classe ( dV , de») du fait des chocs, est donc

..)
N*dVdœdtfl F.F,IWIdadæ,,

‘
. 012 l

\ o ' 7 ‘ ' +
0 ' ..’ou D. de51gne 1 espace des quantités de mouvement p, , et E’ 1 mm du

plan Il où les chocs peuvent se produire. Dans le calcul précédent,
nous avons d’ailleurs négligé le volume propre occupé par les molé—
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cales, ce qui revient encore à supposer que le gaz n’est pas tr0p
comprimé. Pour définir X, on peut, soit imaginer les molécules comme
de petites sphères de rayon 9 , le choc se produisantquand les sphères
entrent en contact, soit comme des points exerçant les uns sur les
autres des forces centrales très grandes quand la distance des points
est inférieure ou égale à 29, nulles ou du moins négligeables quand
cette distance est supérieure ou égale à 29. Dans tous les cas, la durée-
du choc doit être considérée comme infiniment petite par rapport a (Il.
L’aire E est donc un cercle du plan II, de centre M, de rayon 2 9.

b. Choc d’une molécule M’ (dV, dœ' ) et d”une molécule M'| (rl\, dm',)
rejetant la molécule M’ dans la classe ( (IV, (ho). — A la fin du choc les

molécules M’ et M', ont des quantités de mouvement… par hypothèse)
—)—

_
—> —-’> _ ‘et p,. Pour obtenu tous les couples p', p, donnant heu a un choc de

l’espèce étudiée, il suffit donc de prendre un choc de l’espèce (: défini
. . . + -_> . ,

par le couple 1n1t1al p, p, et le pomt P, de coordonnees ;, a dans II,
de calculer les valeurs finales des quantités de mouvement

—> -—> -> ->
(Ct) iî—î(î’{îspyë),

’ 1"1=p1(p. la, p, a,)

ainsi que les coordonnées p', s’ du point P’ où la parallèle issue de M’
(position de M en fin de choc, qui coïncide donc avec la position
. . a ' ' l \ ——+
1n1t1ale M) au vecteur Vitesse relative de M , par rapport a M’, W’ pour

. . ‘ —-+
le plan H’ mené par M’ perpend1cula1rement a W’; on aura tous les

-—> —> _ _ ‘couples p’, p'‘ de valeurs 1n1t1ales pour un choc de l’espece !) en
. ‘ + + . o .la1ssant a ;) sa valeur fixe, en prenant p, arbitraire dans Q,, ? arbr—

traire entre 0 et 2 p, & arbitraire entre 0 et cm.
Un raisonnement identique à celui du paragraphe a. fournit alors

pour le nombre des molécules gagnées par la classe (dV , dm)
l’expression _)

N2 dV dt F’F’, IW' | da’dw’ dœ’,,
E’

ou: àla-domained’intégrationest défini par ce qui précède.



l 00 R . MARROT .

Le bilan total pour la classe (dV, dm) fourni—t donc la relation.
()F ÔF Î rdFl_ .

1
:; ?'. __); r I I(E.) dœläî+Sltîi+bX—ÏËS— NÆ, ll,lWldadæd&n

__N[]’ FF1| \—Â>Ï\da dœ dœ1.— !'
. pv .—‘—

Ecrivons maintenant les lois du choc :

1" Conservation de la quantité de mouvement
> —> ->, —r(n) p+p.l=p+p,.

2° Conservation de l’énergie
(2) E+EI=E’+E’I.
E désignant l’énergie cinétique de la particule_M. De ces relations
résulte comme on le vérifie aussitôt l’égalité avant et aprés le choc des
valeurs absolues des vitesses relatives

 |—>|
——.>(3) [W =.1W .

Enfin, les équations du choc s’obtenant par passage a la limite des
équations de la mécanique, on peut appliquer le théorème de
Liouville aux molécules M et Ml. On trouve ainsi

( '| ) (lo— (lœ dœ1: rio" zlœ’ (lœ’, .

Grâce à (3) et (4), l’équation (El) prend la forme classique

 
(E) iFi =T(lr‘),

en POSHÛt
ar ar ar\ {‘t—__ _ Jr _("’) "‘—az+S”az-+S\ag

- —>
(6) T<F):Nfl (if/F',_FF,)|Wldo-dœl.

Q,):

Il importe de noter que les relations (I) et (2), ainsi que leur consé—
quence (3) et la relation (4), subsistent si l’on substitue aux chocs
proprement dits l’action de forces de grande intensité et de faible
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rayon d’action (inférieur à une constante 29 de l’ordre de grandeur
du diamètre moléculaire)pourvu que ces _/‘mmr soient conserva!ræbex.

La relation (6) n’est pas encore complètement explicite, car les
relations (I) et ( 2) ne déterminent pas entièrement l’état des vitesses
après le choc. Il est aisé de les compléter en se plaçant pour plus de
simplicité dans l’hypothèse du choc élastique. On posera alors

—>/
—> —>

——">
——>p=p—l’; p,=p,+|: 7

. . .”)
. .ou le vecteur percuss1on P a la direction de la normale commnnv aux

deux sphères en contact.

Remarque. — La relation (6) est susceptible d’une forme légèrement
différente mettant en jeu la vitesse normale relative W… projection
du vecteur \_7V> sur la normale commune aux deux sphères. Soit ( .Z'
l’élément d’aire de la sphère du centre M, de rayon 2 ;. qui se projette
suivant da sur le plan 11 et (IE l’élément d’aire homothétique sur la
sphère S de centre M, de rayon unité. On a évidemment

 

———>(If; = VV,,
 {ir/= 192 W,, d£.

_.>lw
La fonctionnelle T(F ‘) prend alors la forme

(6’) T(F)—2Vçflfl (VFQ—FF.) w,, (l',),d2.
Q “

|.’—l

Terniinons en explicitant complètement les calculs. Oli a
<,,_ '— b;_\-
.ÛI=‘Û_fiWn)_ °Û'1=’Ût+i3\vny
€]: € _ YWn, Ï1=Çi+ T“r"’

Wn=a(Ei—Z)+fi(m—m+ï(ëu—:),

les coordonnées ou, B, 7 du point courant de la sphère unité S étant
liées par la relation

oc‘2 + 62+ Y2 = r .

5. ÉQUATION RELATIVISTE DE LA THEORIE DES GAZ. — NOlIS SUPPOSODS
dans ce paragraphe que les molécules obéissent à la dynamique de la

Journ. de Math., tome XXV. —— Fasc. “2, 1946. 13
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relativité restreinte. Avec les notations introduites au paragraphe 2,
et en désignant par R(æ, y, :, t) un système de référence lié à
l’observateur (indépendant donc des molécules du gaz) le premier
membre { F} de l’équation (E) subsiste sans modification

’F‘—=Ë+SuÊI—r+
(Æ-

l ’ ôt 01° 05

Reprenons le décompte des chocs. Soit M une molécule de la
classe ((IV, dm), R’ un système de référence lié à M; supposons que
le champ extérieur (X, Y, Z) n’est pas trop intense, de façon àpouvoir
négliger la variation de la vitesse d’une molécule M libre pendant le
temps (II; dans ces conditions, R’ est en translation uniforme par
rapport à R, et l’on passe de l’un à l’autre par la transformation de

_).
Lorentz. 501t M, une molécule de quant1té de mouvement p, (par
rapport à R) venant choquer M. Si, au début du choc, nous désignons

_» _‘+
par V et V, les vitesses de M et M, par rapport à B, la vitesse rela—

-->.
t1ve W de M, par rapport à M, c’est—à—dire la Vitesse de M, par
rapport à R’ est donnée par la formule aisée à vérifier

‘>——>“>? —’> 2 — —> _?l‘l+i\ll_2\7'\fî_l\ /\\'1
(I_v.Vy)2

où l’on a pris la vitesse de la lumière pour unité.
Comme en mécanique classique nous supposerons le choc dû à

l’action pratiquement instantanée (d’une durée négligeable par
rapport à l’élément de temps (il intervenant dans la mise en équation)
de forces conservatives. Nous admettrons donc qu’à la fin du choc la
quantité de mouvement et l’énergie totale du système des deux
molécules M et M’ ont repris les valeurs qu’elles avaient au début du

2

  |Ti*|’=

choc. On en déduit que |W‘ a la même valeur au début et à la fin du

choc (‘) : il suffit pour cela de voir que |Wl ne dépend que de 
(’) Il faut noter que les systèmes de référence R’ correspondantau début et

à la fin du choc quoique coïncident dans l’espace sont bien distincts, car ils ont
des vitesses différentes relativement à R.



sun L’ÉQUA'I‘ION INTÉGBODIFFÈRENTIELLE DE BOLTZMANN. 103
+ + . . I .K”: |p +}h |, et de l’énergie cmét1que totale &. En 851%, la masse au

repos d’une molécule étant toujours prise pour unité, on a

    
    ->2 —>2 +—>](2=_L + _l_Y_L__+ 2V.V, ,

r—Wl‘ r—l'Ÿîl' \Æ—WI’)(-—IW)
&: 1_>“+

1 "+ 2
_

I—IV— 1—|\1|' V('—|î|z)(l—lÿî|z)
Par suite, on a

en posant  A.=î(ee—Kfl)—u= ‘
.

2 V(u—IŸ’I’)(r—IŸÎF)

Ainsi, comme en mécanique classique, ou a

——> ——>|VV|=|“’|.
Les molécules Mi(d.V, the,) susceptibles de choquer une molécule M

dans l’aire (la du plan Il, perpendiculaire en M à W, au cours du
temps dt, ont leurs centres dans un élément de volume cylindrique
dont la mesure dans (R) est |W|dodt. (On peut utiliser comme

 intermédiaire l’expression de ce volume dans R’ |VV dar/:, -. lemps

propre de R’.)
Il résulte alors du raisonnement rappelé dans le cas classique que

le nombre des molécules perdues par la classe (\;/V, dm) du fait (les

chocs est encore _)
N‘-’ (lœ dV dd] F F,

| W | dad….
(3111

Le nombre des molécules gagnées par la classe (JV , (l(v)> grâce aux
chocs des espèces contraires est de même

_)
N‘1 (IV dtfl | W | F'F'1 da’ dœ’ dw’, .

"I
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Enfin, les quantités de mouvement étant les variables cbnjugudes des
coordonnées de position, le théorème de Liouville s’étend à ;l-aïrelati-
vité restreinte, donc, par passage à la limite aux chocs; et l’on a

da dm dm,: de" dœ’ dcn’1 .

Le bilan total nous conduit donc encore à l’équation
->

(E',) ÏF}=NÆ “(MN,—FF,»|W|dæiœ.."l

Pour achever d’expliciter l’équation, il faudrait encore déterminer
effectivement }Î’ et pÎ en fonction de ;,; et des variables de position
de l’élément «la dans le plan Il : c’est une question que nous n’abor—
derons pas.

L’équation (E’) sans être notablement plus compliquée que l’équa-
tion classique (E) présente, semble-t—il, l’intérêt d’être applicable au
cas des particules de grande vitesse. Son analogie de forme avec (E)
permet d’étendre au cas relativiste les propriétés formelles de l’équa—
tion (E), en particulier la détermination, lorsqu’il existe de l’état
stationnaire. A la solution de Max“ ell pour un gaz homogène en
équilibre

!;
—— ) IF+l"-’+w‘—'.

F _ (I ('_"E:: IL ' ’

correspond la formulerelativiste,bien connue en mécaniquestatistique,
[;

F=(( 6—1‘E= ne \A1_|Î'12,

où E désigne dans les deux cas l’énergie cinétique d’une molécule.

4. PROPRIETES DE SYMÉTRIE DE L’ÉQUATION (_ E). INTEGRALES PREMIÈRES. —
Les propriétés fondamentales de l’équation (E) résultent de certaines
symétries de l’expression T(F) dont la signification physique est
d’ailleurs évidente. Nous ferons l’hypothèse que les formules du choc
sont réciproques, c’est—à—dire que la transformation faisant passer

—> —> —> _>
de p, p,, p, e à p’, p',, p’, s’ coïn01de avec son 1nverse. On le vér1fie
aisément dans le cas des chocs en mécanique classique. Toutefois,
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faute d’une démonstration rigoureuse de cette propriété en dynamique
relativiste, nous l’admettrons comme hypothèse.

Étudions donc l’intégrale
- ——>

l=f‘D(x, y, z, t, &, 1), €) T(F) dm : N d’(l"’F',— !" l"l )
| W | dwdm. de:.

n sang:

En prenant pour nouvelles variables d’intégration 5', 't,’, C’ , E',, 7,'.,
Ç',, p’, e’ au heu de E, *q, {, E… T“, Z1, 9, a, on a, gràce à (5),

‘O'Î

J :
Æ/

‘Ï’F’ F'1 | \—\>’ | dm dû); df': [” ([)1«"F'l | î\—/>’ |
dr,,’ d…" (/7’,

t 2991 . :’sz’az’, _

En échangeant les variables primées et non pri1nées, on a, d’après
la réciprocité des formules de choc,

- —>
J : Æ <1>/ 1«‘ mlw | d… d…, ela.

; 23391
Par suite,

l=l '(®’——®)l"F,|W|dwdw,clæ,
zszszl

‘ + ——> _ _Échangeant le role de p et [h, 11 went
"“I: N ]” Ul”, — (D1)F Fi |

"€ | dm (IG)1 do“,
. final

et par suite
[__—_ _Æ 1«‘ lfi((D’+ <p; — (D — (DI )

| W | d… d«… da.
« , znnl

D’où l’on déduit par le même procédé

1= _ ï
Æ F/1«"1 ((p/+ «D', _ «n _ (pl)

| i\7 | d…:«… (la.
t 29912

D’où enfin la formule fondamen!alc

(6’) 1=>Æ (F’F’l —— F lfi) ((D + (D1— (D'— (D’!) dm dm, da.
4 29521

Le facteur <l>+£Ih—(D’—£E s’annule manifestement pour les cinq
fonctions

‘D=I, (I)_—_Ï, (D:-{,, Œ=Ç, Œ=E,..
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énergie cinétique d’une molécule, d’après les lois du choc. On a donc
les identités

\
(“;”) [®T(F)dœ=o, pour®=1,E,-g,Ç,E.

&!

Elles expriment que les chocs moléculaires laissent invariants le
nombre, la quantité de mouvement et l’énergie de l’ensemble des
molécules de l’élément (IV . De là nous allons tirer les équations habi-
tuelles de la mécanique des fluides en nous bornant pour plus de
simplicité à la mécanique classique, où ’à: u, n = v, {= w.

Pour. cela, il nous sera utile de calculer des intégrales telles
: ()F o “ ‘

.que [ u(—,;dw, fvôî‘0w, etc. Smt bn une sphere de centre O, de
— n » a

rayon R, dans l’espace fl. On a

(8) ! u%£dm=ful’drrhv—j Fdw.
\‘ s—

" s vas»

Or, pour que le nombre des molécules et l’énergie cinétique de la
masse gazeuse soient définis, on doit supposer la convergence des
intégrales [ F de», f (u’+ v°+ w‘-') F dw.

sa &!

Comme F > 0, il en résulte la convergence de
“

f|u‘de=lim (fluleg)dP)n R+:— 0 s
?

dc étant l‘élément d’aire de la sphère «la. Par suite

lim f iu[Fda=o
Î—;Î s.

aforübri
lim laquda=o.
“+: S.

en désignant le cosinus de l’angle de l’axe ou et du rayon vecteur
joignant zéro à ds. Il existe donc une suite R;—> oo telle que

lim iuFalda=o,
“n‘—>“ Sn,—
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a fortion

lim [ndedw=o.“i*°° & sIl

Appliquons alors l’équation (8) en prenant pour S une sphère de
rayon R,— et faisons tendre R,- vers l’infini

(9) fugÎdw=—Ido»
:: $)

La même méthode montre que

(9!) gag—db}:
“(‘)“!lllû)=Oo

dv “ du

(10) uâ—îdü): di_f——dm=o
Reprenons l’équation (E) et intégrons les deux nombres dans

l’espace Q; entier, il vient

d ()

ÆÆFdŒ+SÜfIthG+Sf_dÜ_ 0

Pour alléger l’écriture, nous poserons

deœ=n, fuFdœ=îi, fuvFdœ=üF,
52 9 $!

En tenant compte de (10), la relation précédente peut alors s’écrire

dn+â_Ê+d_î+ô_îv=<“) 52 dx dy @-

C’est la relation de continuité hydrodynamique. Pour la mettre sous
la forme habituelle, il suffit d’introduire la densité 9 du fluide en
M(æ, y, 5), et la vitesse de l’élément fluide en M : u… v.,, w... On a

fard…
p=Ndeœ=Nn; uo=L_-_—

& dem9
'°l:l
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La relation (1 1) s’écrit alors
a a a a(n’) äÈ+ë(Puo)+ô—J:(P"o)+d—S(PWo)=O,

ou, sil’on introduit les dérivées d’Euler,
d_" È+._Û_+VÊ_ËlÎ—ÏÏt+HOÔJJ ’°d)' ’°ô:—’

,, dp { duo âro du0 ) _(Il) dÏ+O lTP+-(ÎV-+Î'l_0’
Multiplions maintenant les deux membres de l’équation (E) par u,
puis par v et w, et intégrons chaque fois dans l’espace Q. Tenant
compte de (g) et (9’) il vient

077 d??'—' dîïï‘ JW  Ût+Dî+d_y+dz="Â’ >

()Î‘
‘

(fil—(‘ 052 Ôt‘Ît‘(") à) + “a? + «T; + a: :””
ôÎv ôW ()Î‘W dîî" ,=ILL.of + d.r +

a_»-
+ 7“

Ce sont les équations générales de l’hydrodynamique. Introduisons la
vitesse relative (U, V, VV) d’une molécule de la classe dV par rapport
à l’élément fluide situé en M. On a aussitôt

u=uo—I—U, Ü=nu… U=O,
îî'—’=nuä+Üî ..., uv=nzcot‘o+Û\—,

La remière é uation 12 eut alors s’écrireP q P
() ô ., F“’ () .— () ° ——
&}

(pm,) +
0717

<pug+ \U ) + @(puoc‘o—i— N UV) + Ë)Î (pitowo—l— N b\\)=pÀ.

Tenant compte de l’équation de continuité
t1()1’

), il vient

 
Pdu0<1) _l_l+\{d—J (L) +—(L\)+d"_(U\\ )$=

deméme
d ()

pd”; +N{à—æ(VU) +——(\7) +2)‘È(V\\—/)'—=
d‘V0 :+ d _ _ () " (_

PÎ+N{ÔŸŒ(WU)+%KWV>+Œ(W) 5——°/4
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En comparant àla forme usuelle des équations de l’hydmdyuamÂqœ,
on voit apparaître le tenseur à 9 composantes des presssîons

l\.NU, NUV, NUW,
NÜV, W", NW,
NUW, 1\v_‘, NW",

et l’on voit qu’il est bien symétrique.
Multiplionsenfin par E = ;—(u2+ v” + w”): âr’ les deux membres

de l’équation (E) et intégrons dans 9 en utilisant la relation

fl‘301’ dm:—fude=—ÎÎ,
sz "’“ se

nous obtenons l’équation de conservation de l’énergie

 
-1 à 3 2 ‘ (][ 2.-_! _. _

. —'.'(la) iÏt_/er dw+bÎ—7Î‘…
ulr dw…z(uÀ+v\+n/.;,

.!

dans laquelle on peut éliminer X, Y, Z grâce aux équations (12).
Les calculs qui nous ont conduit aux équations (\n), (12), (_13)

fournissent ainsi un résultat équivalent à la méthode des équations de
transfert; ils peuvent d’ailleurs être étendtts au cas d’un mélange de
plusieurs fluides.

5. PROPRIETES DE LA FONCTION H. — lntroduisou> avec L. Boltzmann
la fonction
(14) ” (w. J'. ;, l)=jfl1«‘logrdo.,

et supposons le champ extérieur nul : X= \ = Z = o. Mulliplion.<
les deux membres de (E) par (I + logF) et intégrons dans l’espace !)

jg % (I + logF) d‘” + SL" 3—11(1+ lvgl“)flw

=f(1+log-F)'1‘(F)d…:flogr'r(l«‘)d….9. .Q

Journ. de Math., tome XXV. — Faso. ‘2, 1940.
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En posant dans la formule (6) (I): logF, il vient ' = "” ’

[T(F)logFdœ&!

N ‘ —\ '\ —« — ‘ « \ _>:_
—[‘—Æ

(l*’l*i— !* l*,)[logk l*’,—logFh]lW|dœdæ,dæ.:un,

La fonction logæ étant croissante, l’élément différentiel de la
seconde intégrale est toujours positif, par suite,

fT(F) logF dm é o.
9

Nous obtenons ainsi une inégalité de transfert pour l’entropie
, dll

_
d , a_(b)) _ÛÎTSÔ’.—x£2(ll lobbdœéo.

(î. lN'l‘EGRALES PREMIÈRES. —— Supposons d’abord le gaz homogène,.
l*‘ ne dépendant pas de l\l(æ, y, 5), le champ extérieur étant toujours
nul, les formules (11), (12) et (13) se simplifient et fournissent cinq
intégralesprcmù‘vws de l’équation E

’

Fdœ= ; fuFdw=Uœ vadw=Vo;9$! «29

[N‘ F dû) : VV0; F r" dœ : B.
$.!

La formule (15) donne alors le H—théoréme

(j'—H— 4 o.dt _
Revenons au cas général, en supposant la masse gazeuse enfermée

dans une enceinte dont nous désignerons la paroi par S, et intégrons
dans le volume limité par 5 les équations (1 I), (12), (13) et (15).

De l’équation (1 1) résulte

d dû à? dŒ



son L’ÉQUATION INTÊGHODIFFÉBENTIELLE DE nourzumu. nu.
La seconde intégrale se transforme en une intégrale de surface;

d’où la formule

(11’) %fndxdydz+flîîdydz+Fdsdw+Wdædy=o,v s

qui exprime ce résultat évident : la variation du nombredes molécules
continue dans (S) est égale’ au flux des molécules à travers la
surface S.

Les équations (12) fournissent de même par intégration

(12') %füdædyds +fÎËdyd:+Wd:dac—+—Îvdædy:fanirrb'dz,V 5 v

ce qui traduit le théorème de la conservation de la quantité de
mouvement pour l’ensemble de la masse du gaz. Enfin l’équation (13)
fournit :

(13’) ifdVfFr’dw—t—f / uFr2dmldjdz‘” v sa 5 9 l

+
lvarzdœ}dsdæ! n

+ 3fwFr‘-’dw}dædy=f(ÛX—t—Fl
+wZ)d.rdyd;,

Q - v

qui exprime la conservation de l’énergie.
‘ .De là réSultent les conditions a imposer à la masse gazeuse pour

exprimer qu’elle Lest isolée : tout d’abord X: Y : Z =o; puis les
conditions portant sur le comportement de F à la fmnlù‘rc :

!

'(160îflî dydz—t—F dzd.r+Îv dxdy=o,
S

Ü‘-’ clydz—t—Ëôdsdx—t—Îvdwdyzo,

(16) / (162) / îZ'Ô dydz—t—F’ dzclw+ÎvÎ‘dxc/y=…
[[
fl
flûTvdydz—t—Îvdzdx4—Cfi dxdy=o,

‘ S

-(163){fl%fuFr’dœèdyds—t—.… :o.
s 9\
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Les cinq conditions (16) ne suffisent pas à exprimer que le système
est isolé : elles n’entraînent pas le H—théorème. Intégrons donc l’iné—
galité (15) dans le volume V et posons

ac: [H dæ d)'d:.
u v

Il vient
(MC

{'—:‘a7 +] S fuFlogFdœldy—4—dsîvalogFdœ;d:dæ+.…éo.& 9l

Nous compléterons la définition du sytème isolé en posant'

(l7) ” (ful’logde> (I_ydz-+….=o;

. , . , . . ()J’ , , . .
l’1negahte amsn obtenue

—d—: io nous permet de defin1rl’entrop1e de

la masse gazeuse par la relation généralisée de Bollzmann

 

S=/fJC
7- . _

°
_ 7 ' a \ ° :en gardant lenonce class1que . lentrop1e dun systeme isole va

toujours en croissant.

7. Commons AUX umres vÉmrnäes pAR' F. -— Plaçons-nous toujours
dans le cas où le gaz est enfermé dans une enceinte. En tout point de
la paroi S de cette enceinte F doit alors vérifier une condition supplé—
mentaire. Supposons — c’est l’hypothèse la plus simple — la paroi

. . . + . 'parfaitement élashque. Si 1) est la quant11e de mouvement d’une
0 o + ' ' 'molécule 1nc1dente, I). la quantite de mouvement de cette molecule.)

après réflex1on, n la normale unitaire à la par01, d1rtgée vers
l’intérieur au point d’incidence, de composantes oc, @, y, on a

—+ + ++ —+ + —+ ++(18) pl.n=—p.n et p1=p—2n(p.n).
En particulier
<18'> IE l’= |}?

F vérifie évidemment la condition F(;) = F<Ê) (19).

2
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Alors

ü=/ ul“dm+}/v
(! Frlm.') * )p.n>n l’un—(0

Par surte,
— — -— \

.) ’> ‘au + VÇ‘3 + wy= (na: + vfi + n'y) l* dm ::f p.n I' dm,
sa!!

_ _ _ -> -> _ -> —> ‘un + rfi + H'*{ : p.n [‘ (I!» + p.n1‘ ([C:).
> > * )p.n>0 p.n<n

Les deux intégrales se détruisent élément par élément si l’on tient
compte de (18) et (19). Donc,

fia +Î)5 + tÎ"{= 0.

On obtient de même, gâce à (18’),  'u_f'îa + 3725 + «t‘/'“;= o,

u. logFa + " logFfi + w logl*‘y: O.

Ainsi, les coefficients différentiels dans les formules, (16,) (163) et
(17) sont identiquement nuls; il s’agit donc là de propriétés locales :
constance du nombre de molécules,conservation de l’énergie, entropie.
Il ne peut évidemment en être de même avec les formules (162) : la
quantité de mouvement n’est pas localement conser'vée.

CHAPITRE II.
SOLUTIONS A SYMÊTBIE spaEnmua,' EN L’ABSENCE ne camp EXTERIEUR.

1. LES SOLUTIONS A SYMÉTRIE spaÉmoun. — Nous nous limiterons
désormais à l’équation (I) de Boltzmann correspondant à la
dynamique classique.

DÉFINITION. — Nous dirons qu’une fonction de distribution est à
.)

symétrie sphérique si elle ne dépend du vecteur}) quepar son module.

Ainsi F ne dépend alors des composantes u, v, w de la vitesse d’une
molécule que par l’intermédiairedu groupement :
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Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier les solutions à

symétrie sphérique de l’équation (E) correspondant au cas où le_
champ (X, Y, Z) est nul. L’équation (E) s’écrit alors

ôF dF(1) —&+Sllæ—T(F)
UU

()F dF(2) S"äî-__W+T(r)°
Si F est à symétrie sphérique, le second membre de (2) ne dépend
de u. «‘. w que par l’intermédiaire ". Il doit donc en être de même du
premier membre, ce qui entraîne immédiatement

àF_dF_ô_F_ÔÆ—(Îÿ—dz— '

Ainsi, dans ce cas, on ne peut obtenir une fonction à symétrie
Sphériqne que si elle correspond à une distribution homogène du gaz,
c’est—à—dire si F est indépendante de a:, y, :. Les solutions cherchées
satisfont donc à l’équation intégrodifférentielle

. ar($) ÎI…—..—T(F)

qui sera dite la forme réduite de Boltzmann.

2. LA roma CANONIQUE …: CARLEMAN nova L’ÉQUATION DE BOLTZMANN. —
Supposons les molécules sphériques, de rayon 9 et reprenons les
notations du Chapitre I.

La molécule M. rencontre la molécule M lorsque le point M, se
trouve sur la sphère de centre M de rayon 2 9. Si donc 4p”dS est
l’élément d’aire découpé sur cette sphère par le cylindre qui admet
dans le plan M la base de: et dont les génératrices sont parallèles à W,
on obtient, en introduisant au lieu de W la vitesse normale relative
de M, par rapport à M, comme nous l’avons vu au Chapitre I :

T(F):zNp‘-’ff(F’F’,—FF,)]W,,|dsdm,,
S 52
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où 8 désigne la sphère unité. En remplaçant la fonction |“ par
la fonction KF, où K est une constante, on peut toujours réduire le}

facteur 2 Np” à l’unité et poser

 

(4) T(F):J(F)—FL(F)
avec
(5) J(F)=/f F'F', -\Î,, (ls/lo),

vs 32‘

et
—->(6) L(F)=ff F.i\\,,W/.szlon.

s SZ, '

Désignons par r et r4 les valeurs absolues des vitesses de M et \l .
, par

0 et 6, les angles de ces vitesses avec le vecteur MM.; r'. r', 0'; 0', «lési—

gneront les grandeurs correspondantes associées au couple \l'. \l',.
En vertu des équations (I), (2) et (3) relatives au\ lois du choc. un a
entre ces grandeurs les équations :

( )
( r"-’: r‘;’ 005201+ r‘3 sin‘2 0,

7 ) r'f: r'f sin2 01 + r‘3 cos“).

et la fonctionnelle J(F ) s’exprime par la formule :

°° R ‘R

J(F)=4fi’f f [ F(r’, t) F(rç,t)lr,cmfl,—rcos0;sinflsin0uî (l')/l‘),lli..
0 0 0

tandis que (LF) peut s’écrire :

°° TC 7:
'

L(F)=47fif [ f F(ri)lr1 cosO,—rcosOlsinflsin0,r‘," (19 1/0‘ «In.
0 0 0

En prenant comme nouvelles variables d’intégration les variables r’,
r'1 et 64, on voit qu’on peut effectuer dans J (F) l’intégration en O..
Carleman a ainsi ramené par des calculs simples la fonctionnelle J ( F)
à la forme(‘) _

(&) J(F)=4fwfœG(r, A, p)l.p..F(À, t).F(p, t)dÀdy., 
(1) Dans toute la suite, nous omettons dans les expressions de J(F) et MP)

le facteur numérique [m‘—’ qui ne joue évidemment aucun rôle essentiel.
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où ’A,
{J. remplacent r’ et r'| et où G(r, ’A, p.) est la fonction symétrique

de ’A et {J. définie par le tableau pour
7.‘-'+ {Fé r‘3, G = o;

7.‘;: r, p‘_àr, G: 1;

lèh pgm G=Ë;,.

- 7.
/ /r, {*:—'; G=—;__ "

n<:, ;1=r avec /.-+p-___r—, G_—_<ll.+p.—r-), ‘
d’une manière analogueposons

… r, r, ) =f ] {rl eos0, — reos0
}
sinO sin01 (l‘) d0l.

0 0

On obtient ainsi

  
(9) l.(F)=f l’(r, r,)F(r,,t)rîzlr,

0

avec
2r';'2r + 3,_ , pour r,ér,

|’(I‘, l'« ) = '
_,2r-

?
2n+ . a pour mèr.dr.

L’équation ainsi obtenue est la forme canonique de Carleman :ar_,*x, -,- -(In)
07

_ ..[ . 0

(:(/, I., p.)/ p. l<(l., !) F(p, t)d/. dy.

— F(r, t)] P(r, &) F(rh t)r}2 du.
0

A. Proprzïtfis des solutions de l’éq'uation réduite.

3" Les conditions fondamentales (c). Nous nous proposons
d’étudier les propriétés d’une classe de solution de l’équation réduite
de Boltzmann.

Envisageons les solutions satisfaisant aux trois conditions suivantes
[conditions (c)] :

1° F(r, t) est continue en R et en t pour : o<r<œ, o_étét,.
La fonction F est toujours positive ou nulle.
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2° Il existe un nombre &“ > 5 tel que l’intégrale

C(z)=f°F(r-, t)r-"dr

soit uniformément convergente pour 0 _4_”t é t,.

3° Il existe un nombre 9 (aussi petit que l’on voudra) tel que la
fonction soit bornée pour o_4_réç, o_étél..

La première hypothèse est imposée par la nature physique du
problème, sauf toutefois la condition de continuité par rapport à r.
Les deux autres nous apparaissent comme des conditions minima
assurant l’existence des intégrales premières et la validité du
H—théorème. Établissons en effet sous ces hypothèses la validité
des deux intégrales premières correspondant au nombre des
molécules et à l’énergie. Commençons par quelques majorations
indispensables, en remarquant qu’il résulte des conditions (0) que
l’intégrale C(t) est une fonction continue de t sur (n, l,), qu’elle
admet donc sur cet intervalle une borne c1 .

4° Bornes supérieures de J (F) et LtF). — Je dis que, sous les
hypothèses faites, les quatres intégrales

A=f Fred/‘,
___—f

'Frdr, K=f Fr3dr, B:] Fr‘dr
0 0 0 0

sont bornées pour o_é tét,. Il suffit de le voir pour A par exemple.
P 00 (J a:(Il) A=f Fr"

dr-t—\/v
Fr‘-’ dl'<f Fr2 dr+ Èf l"r-" dr

0
‘ p 0 - p

les deux termes du second membre sont bornés pour oét_4_t,.
On voit de plus que l’intégrale A est uniformément convergente,

car 0 étant uniformément convergente, à tout e>o, on peut faire
correspondre un nombre r1 (indépendant de 1), tel que pour R > r,.
on ait : f Fr-"-‘dr< &.

R

co
‘) 8

[; FÏ' dÏ'<W'
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946.

D’où il résulte

15
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Donc les quatre intégrales A, B, 1, K sont bornées et uniformément
convergentes. Soient A… B,, I,, Kl leurs bornes supérieures.
Majorons maintenant

L(F)=f”P(r, r,)F(r,)rî dn.

Pour cela remarquons avec M. Carleman que

P(r, r,) < 2(r+ r,).
Par suite,

_

L(F)éærf F(n)r',l dm+2f F(r,)rÎ dn.
0 0

D’où
(I°) L(F)é2(AJ+K1)-

Pour limiter J(F), remplaçons G(r, X, p.) par le noyau majorant
G. (r, X, p.) défini par le tableau :

… r r ]
A<Î’ H>Ç/—âa G1=;;
_ r ! -—-ËA> VE,

pt<
\/.2_9

Gi... , ,

r r
Â<——_' <—: G—O,

\/2’ H \/2, 1

r !‘

On a donc pour J(F) l’inégalité :

fæF(ÿ.)ldXÊ2—l—ÊJe

,.

v2
F(i)12di

0

(13). J(F)é4
  f F(H)P‘dl*

&:   

Majorons les intégrales figurant au second membre. Comme F est
positive ou nulle, ou a aussitôt :

7… @

F)fldléf FÀÊdXéA,.
00
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D’autre part, dans le domaine )t>——=, on a”"‘/2
way—' it:: s ..

f°F1di_..

 
(Il      

et, par suite,

f,F(1)1d1/(___‘/2)_Î_’fF1æd1/W”)r_’
\!

Nous obtenons donc l’inégalité

(14) J(F>éAÊ“ÎQ——ï01+v(—ËËÏÂÎÏA.c..

On peut ainsi déduire de (13) une majorante utile au voisinage
de r_o En effet

7‘ l‘
72 r ’ !'

FÀ‘-’dÀé—. Fldké—=l..
V20 2 0

On a donc d’après (13) : ,
__

,
_ \

<14’) J(F)éû(t/5+I)Ii (l‘é?)-

En rapprochant (14) et (14’), on voit qu ’il existe une constante Il
telle que

(14”) J(F)< pour o<'r‘°<œ (o_étét,).h
(1 + r)'—

Enfin, remarquons que les hypothèses (c) entraînent que la

fonction%—: T(F) est continue sur le chartip 0 < r< co, 04_k<k:
on le vérifie sans difficulté sur l’expression de T(F), grâce à la
convergence uniforme des intégrales A, 1, K, B.
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5. Exxsrmcs nas lNTÉGRALES rnan1Ènns. — Nous avons établi(Chap. I,
% 6) que les intégrales

:\=f Fr’dr et B=f Fr‘dr
0 0

sont des intégrales premières de l’équation(E), c’est—à—direconservent
une valeur constante au cours du temps. Ceci sous la réserve que les
intégrales qui s’introduisent dans les démonstrations soient unifor—

, a . ,. , , .
mement convergentcs. ttud10ns l integrale B : la demonstration
vaudra (: fortiori pour A. Nous allons montrer que l’intégrale

°° ()F "
.\ _ .‘ .$[ 1)! : (Ir—£ 'I (| )) (Ir

obtenue par dérivation sous le signe somme converge uniformément.
On sait qu’elle représente bien, par suite, la dérivée de l’intégrale B.
Il reste alors à vérifier la légitimité des calculs formels montrant que

f T(F)r‘clr=o.
0

 

ce qui ne présente pas de difficulté.
Envisageons donc l’intégrale

f T(F)r*dr=f J(F)r‘dr—f7FL(F)rH/r
0 0 0

L’inégalité (14”) montre aussitôt que [ J(F)z dr, majorée par
0

°° hi"———, est uniformément convcr0'entc.( l + ,.).L D
0

Quant à] FL(F)r“ dr, elle est majorée, d’après (12), par

2A,f Frädr-+2K,/ Fr‘ dr.
0 0

Elle est donc bien uniformément convergente. Nous pouvons donc
énoncer :
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THÉORÈME, — Sous les conditions fondanwntules (c), l’équation
réduite de Boltzmann admet les deux intégralesprcmù‘vw

A:f Fr'—’dr, n:f wm-.
0 0

6. Le H-raÉoaÈnu. — Nous avons vu (Chap. I), par un calcul
formel, que l’intégrale

||:f F logl“r’ dr.

qui est liée à l’entropie du gaz, est une fonction non croissanlc du
tem s. Pour lé ilimer ce H—tl1éorèmc il nous faut encore établir?

l’un1f0rme convergence de l’1ntégralc

f (r+logF)%—îl )"2 dr=f (1+logF)'l‘(F)r'—’dr=f "l'(l")logl"r'—’rir.

Il nous faut pour cela majorer |logF [, ce qui exige que nous mons
une majorante et une minoranle de F.

Étudions d’abord la minorante, en suivant une méthode due à
T. Carleman.

Lemmc [. — Pour toute solution F satisfaisant aux conditions (0)
et se réduisant pour t: o à une fonction [(r) continue et non identi-
quement nulle, et pour tout nombre & positif arbitrairement petit, il
existe une constante lc telle que

logl*‘>—k(1—Æ—I°)‘3+s (o<loét<tl).
Bien entendu le dépend de to et peut tendre vers l’infini quand tu —» o.

Partons de l’inégalité (12) : L(F} < 2(A. r+ K, ).
Il résulte de l’équation réduite que l’on &

%—î
+ 2(A1"+ K1)FÈJ(F)°

En intégrant, il vient :
!

F èfe—2(A1Ï+K1)t+f e—2(A1l'+Kgl(l—Ï)J
%
F( ", T) : (tr.

0



122 R. MARRO'I‘.

D’où les deux minoranles
(15) F èfe—2lAar+ulll,

!
(16) 12 è

e—2tMN—lfifllf
J { F(,., ?) l d‘L'.

0

La minorante (15) s’annule avec f(1) pour t=o. En remplaçant
dans (16) F pour la minorante (15), on obtient par un calcul simple

F à _fit e—=(Agr+lmlf f G(,—) L F))‘Ff(l)f(lj‘) e—2(AJ+KJt e—2(A,p«i—Klt) d)\ dl)”
0 0

Introduisons, au lieu de G, le noyau minorant G2 défini par les
formules

r I

ou p.<ç, G2=o;
A

X<
-—<lï

).> et P>€* G2=b,
——<w

où 7 désigne un nombre arbitraire compris entre 1 et J5, et où l) est

la borne inférieure de G dans l’angle droit (lè? p.è %) On
obtient ainsi :

F à 4 bt e—2(A{+K,)l
;[ e—2(A,X+K,)tf(l) )\ d}

%“

,
I'
T

minorante qui ne s’annule plus toujours avec f. Comme f(r) est
continue, il existe au moins un intervalle (roéréro+ d) dans lequel
f(")èk>0-

On voit donc que F(r, t) ne peut plus s’annuler pour

oér<y(m+d) (y>1

dans l’intervalle (o, t, ). De là Carleman déduit, par un procédé d’ité-
ration, une borne inférieure non {nulle quel que soit r; on obtient
ainsi
(17) logF>—k(l+r)m (O<toététi),'

& et to donnés arbitrairementpetits.
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Lemme Il. — Toute solution F satisfaisant aux conditions (E) et se
réduisant pour t: o à une fonction f(1) bornée pour p_._/__r< oo, est
elle-même bornée quel que soit r.

Utilisant le fait que A est intégrale première, on a aussitôt

L(F) _>_ 2A r.
D’où l’inégalité

ÎÏ+2ArFé‘J(F)
dt

et, par intégration

(18) F(r, t)éf(r)
e“2A"‘+fle—’M‘—“J

lF(r, ‘t) : dr.
- 0

Or, on a

J(F)<(—;—_Ê;—); pour oétét,.

L’inégalité (18) donne alors

(19) Fos t)éf(f)+ -'— "
2Al' (| + r)" .

Si donc la fonction f(r) est bornée pour pér< ce, il résulte de
l’inégalité (19) que la fonction F, supposée bornée au voisinage der: o [condition (c)] est bornée dans tout le domaine oér< œ , ce
qui démontre le lemme.

Il résulte donc de ces deux lemmes qu’à tout a > o, et à tout inter—
valle (::0 , ti) (to > 0) on peut associer une constante lc telle que

|
logF ] < k(n + r)“-'+5 (t.,ét 411).

Nous pouvons maintenant établir la convergence absolue et uni-
forme des intégrales

H=f FlogFr2dr, / J(F)logFr‘dr, f FL(F)IogFr'—’dr.
0 0 0

Pour l’intégrale H, il suffit d’observer qu’elle est majorée par

kf F(1 + r)“£r2dr.
0
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' Grâce à l’inégalité J(F)<(—-——, on voit que]J(F)logF.r’dr
est majorée par

1+l")
r‘-’ dr

[alfa (__—"'_—1+’)’_2—'.

Il suffit donc de choisir a_4_w — 5 pour avoir la convergence absolue
et uniforme.

«:..1... f.. F.L(F) |1og1«‘-             ée par

ax\.kf F(1+r)“£r“dr+ OK./{f F(1+r)“£r'—’ dr.
0 0

Il suffit encore de choisir 3 < ..L‘ — 5). Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME H. — Pour toute solution F satisfaisant aux conditions (0)
ct sc réduisant pour t: o à une fonction f(r) continue, non partout
nulle et bornéc la fonction

" =f 1‘ logFr‘-’ dr

associée à F est unc fonction non croissante du temps.

7. UN AUTRE SYSTÈME DE CONDITIONS FONDAMENTALES. — Il est possible de
remplacer le système des conditions (0) par un autre système d’une
interprétation physique plus immédiate. Envisageons maintenant les
solutions satisfaisant aux conditions (c’) :

1° 1" est continue en r et t pour o<r<œ, oétét;. F est
toujours positive ou nulle.

2° Il existe un nombre au > 5 tel que l’intégrale

C(t)=f Fr“”dï‘
0

soit uniformément convergente pour 0 _4_ té t4 .

3° L’intégrale A =/ F.r2 dr est uniformémentconvergente.
0
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Montrons que l’on a encore droit aux intégrales premières sous ces

conditions (c’). D’abord une intégrale de la formef Fr’dr(_ré«:_/;a:)
0

est uniformément convergente, d’après les inégalités
? ?f F I'“ (ll' < p°‘“’f l" !" dr,

0’ 0

! Fr“ dr < ÎÎ'l—îf _l°‘r'—' dr.
11 n —

Elle représente donc une fonction de t continue pour oétét,,
_donc bornée supérieurement. L’existence des constantes précé-
demment désignées par A,, K., B‘ en résulte, mais non celle de I..
Nous avons donc droit aux majorations (12) pour L(I1 , (13) et ( l.’|)
pour J(F), mais non nulle à (M."). Mais reprenons l’inégalité (13), et
remarquons que

ce °° /7f F(i)3dt<%äf F(7.)À‘-‘cü.é’%A,,
172 v'—

on obtient
_ A2J(F) < 8(\/2 + 1)-’-Ë’--

Rapprochant cette majorante de la majorante ( 1/1)

2.r—2 l‘—l

J(F)éî£%Cî+8£-@—A,C,.
On voit qu’il existe une constante h, telle que

k.(“l'”) J(F)ém°
On vérifie aussitôt que notre démonstration de l’existence des inté-
grales premières subsiste si l’on substitue la nouvelle majoration (1 /.”')
à l’ancienne (14”)

. h
_([+ ,.):L‘

 J(F)é

THÉORÈME. -— Sous les conditions fondamentales (c' ) l’équation
réduite admet les intégralespremières A et B .

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946. 16
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8. La H—ruéoaùnn sous LES commons (c’). — Montrons pour
terminer que si l’on suppose, comme nous l’avons fait, f(r) bornée, les
conditions (c’) entraînent les conditions (0). On a le théorème suivant :

Sous les conditions (c’ ), toute solution F(r, !) se réduisantpour t = o
à une fonction_/ (r) bornéepour 0 _A_ré_p reste bornéc pour 0 _4_ré p,
() _é t é !.

Comme L(F) > o, l’équation réduite entraîne que
JF ,(20) W <J(l« ).

Reprenons l’inégalité
‘

JU?) <@
et utilisons un procédé dont le principe est dû à Carleman.

La relation (20) après multiplication par r2 et intégration devient

%frFr= dl'<8<\/E+I>À2r.
On en déduit

0

'

cn(r)=>frFr‘2 dr<8(fi+1)A"rt,
soit

0

(21) œ(r)<b,r (oétéQ).
Majorons maintenant à nouveau J (F ) en utilisant l’inégalité (13)

(13) .] < ;f F).2dif F).di+ f Fid>.{
0 l‘ I‘_

75 \t’î  
et introduisons la fonction

Ù)1(f):] F);d).
:. _

t/ë

Si lest un nombre supérieur à r, on peut écrire
l en

(22) œt(r)=f Fidi+f Md}…
r l
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- , A H \La seconde 1ntegrale est bornée par 7‘, la premiere se ramene à

w(r) par une intégration par parties

lF)dÀ—— Î’—(—Â-)

l+_/J—°—’Qllaü,.
' ““

a ,. ,. v "

‘ !

On en tire, grâce à (21),

£
. JE

D’où

'<23)

!
FÀdÀ<const. + bglog-:-_ (r<l).

(01(Î') < b3+ bg lOg%‘

L’inégalité (13) permet alors de resserrer la majorante de J

J <yb,(b,,+b,log%) + (bs+ belog%)-<bill;

Portons cette limitation de J dans (20), multiplions par r’ et
intégrons

ôœ b
!'2

_ÔÎ < 1';9
œ < b5r2.

Alors, d’après (22) et (23),

œ1< const. + 2b5 (l—
L bô ' [.vzl< ““

L’inégalité (13) montre alors que J est borné

J<yrbäbüêabâ<bq (l‘ép<l).
Reportant dans (2 1)

dF
b-ô_t< 1-

Si doncj(r) est borné pour 0 _4_ré p , il vient par intégration

F<bs (r<p).
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Le théorème H en résulte donc aussitôt l

THÉORÈME H’. — Si F(r, t) désigne une solutton satisfaùaïzt aux
conditions (C') se réduisant pour t:: 0 à une fonction borne'e pour—

(0 < r< ao ), l’ intégrale

n:f°° FlogFr‘* dr
0

est non croissante dans tout intervallefini du temps.

B. Les THÉORÈMES D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ. ALLURE ASYMPTOTIQUE. —
Nous n’avons pu encore établir sous les seules conditions C’ , conver—
gence uniforme de

f Fr—"dr et [ Fr2 dr
0 "0

l’existence d’une solution positive pour l’équation réduite.
A ce point de vue, les seuls résultats connus sont les théorèmes

fondamentaux de Carleman (op. cit. ). '

_Les solutions considérées sont celles qui vérifient l’inégalité plus
restrictive que (C’ )

W,
_ _

c(24) r<"l)<Îl_+—rfi (æ>6)’_

où C estune constante absolue. Carleman établit successivement les
points suivants :

‘

1° Toute solution positive satisfaisant à (24) et se réduisant pour
t=o à f(r) admet les intégrales premières A et B et vérifie le
H—théorème, ce que nous avons établi sous des hypothèses plus larges.

2° Etant donnée f(r) positive ou nulle satisfaisant à la condition

f(r) < F—Ï_T
(x>6>,

il existe une solution de l’équation réduite satisfaisant à l’inégalité (I )
se réduisant à f(r) pour t:: 0. Cette solution est unique.
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3° Quand t tend vers l’infini, la solution F(r, t) tend um]brmz‘nwnt

vers la solution de Maæwell cte—"’”, où au et B sont déterminées par les
intégrales premières.

L’existencedes solutions est obtenuepar approximationssuccessives.
Tout d’abord si F(1, t) est une solution de l’équation réduite cor—

respondant aux valeurs A et B des intégrales premières, satisfaisant à
une restriction de la forme

C/ '
4 __ -(24bl8) oél(r,,t)<(l ,)L (x>6,0414t,)

et se réduisant pour t = o à la fonction/(l) telle que
(l

(1 + r)-"’ (25) 0éf(l')<

M. Carleman démontre l’existence d’une constante c, indépendante
de C, c’est-à—diredépendant uniquementde a, A, B, a: telle que

C(26)
‘

OéF(Î, t)_m (()étél1).

Formons alors la suite d’approxiinations définies par

dF _

_ä_£
+ 2(I,,_1)Fn=J(Fn—l)i

la fonction d’a roximation zéro étant définie arPP P

Fo(l', t)==€“‘f(ï‘) (7>0)-

On démontre qu’il est possible de choisir 7 et t, > 0 ne dépendant
que de c, A, B, a: de telle sorte que des approximations F,, satis-
fassent aux inégalités

C‘€Yt °°
_ 1

o _4__ Fn< —— If F,,r2 dr — A < A ;0
(1+r)"

  & \,at=I-— ‘ 4 4!.( , x_2 PMI O_t__g

-Qn.étab1it ensuite la convergencede la série B] F,.—— E...] en la
comparant à une progression géométrique. Il en résulte l’existence
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d’une solution positive F(r, t) pour 0 _4_ t_4_ t, satisfaisant à la restric—
tion de la forme (24)

'

ceYUF(r, 1‘) é (—I—_r_—,—)—g

et admettant les intégrales premières A et B. Par suite F_(r, t) vérifie
l’inégalité (26); en particulier

Clt)f£Ê (îf;:“;îîfi17(/3

On peut donc recommencer le même raisonnement à partir de
l’instant t1 pris comme instant initial et avec comme valeur initiale
F{r, tl) : d’où l’existence de la solution F dans l’intervalle (t,, 2t1).
En continuant ainsi, on démontre l’existence d’une solution continue
F(r, t) pour toute valeur positive de t, dont M. Carleman établit enfin
l’unicité. Il semble malheureusement difficile d’étendre cette belle
méthode aux solutions envisagées dans ce chapitre.

CHAPITRE III.
SOLUTIONS A SYMÉTRIE SPHÉRIQUE. CAS D’UN CHAMP DE FORCES.

1. INTRODUCTION. — Dans ce chapitre, nous nous proposons
d’exposer quelques résultats relatifs au cas où il existe un champ de
forces extérieur. L’équation de Boltzmann correspondante & été anté
rieurement mise sous la forme

dF ' dF -dF

Nous avons déjà étudié (chap. Il) certains cas où la fonction de
distribution est à symétrie sphérique, c’est-à—dire ne dépend de u, v, w,
que par r‘" = u” + v‘*’ + w°.

Nous allons maintenant rechercher sous quelles conditions l’équa-
tion (E) admet de telles solutions.
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2. CONDITIONS nécessmnns. — Supposons que (E) admette une
solution F à symétrie sphérique. Il en résulte que

QE_g°d_F_ ÊI_“_vQE_ dF_wdFalu—r dr" dv—Î'dr’ ÜcÎ)—ÏEÏ'

L’équation (E) prend alors la forme
dF X ÔF dF Y ÔF dl“ Z 017 dl“ . 

soient cp le second membre de ( 1 ), A, B, C les coefficients de u, v, w, au
premier membre, les fonctions A, B, C sont à symétrie sphérique.
Fixons ac, y, z, et donnons à rune valeur constante r., : on doit alors
avoir

A(ro)u + B(ro)v + C(ro)w=const.
POUI‘VU que

(L2 + v‘-’+ W2= ï‘2.

Ceci entraîne identiquement
A(r)=o, B(r)=o, C(r)=o,

F doit donc satisfaire aux trois équations aux dérivées partielles sui—
vantes, par rapport aux variables x, y, r,

(g ) îlî ëŒ—O“a dx !' dr— ’

dF Y (917
(2h) â_):+—I_-d—Iî—O,

_
âF Z ôF_(20) Œ+l_ 5—0.

Intégrons la première équation, où l’on considère y et :- comme des
paramètres. Ses caractéristiques sont données par le système dif-
férentiel

X dx: r dr.
D’où

%—fX dx ——_k()', :) = C,

où lc(Y, z) désigne une fonction arbitraire des variables y et : et C
une constante.
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La fonction F est par suite de la forme

F:<b[ç —fXdx— k(3', :)].
En tenant compte de cette forme nécessaire de la fonction F, l’équa—
tion (2 b) donne, aprés division par (I), , _ ax(3) A,._Y_ dydx.

L’équation (2 0) donne de même

(3') k'; : Z — % dat.

Les fonctions k) et I:: ne dépendent pas de ac : on a

kä';= k1i…= 0.

De plus, les équations (3) et (3’) étant compatibles,

A—_;g: kg,.

D’où les trois conditions sur X, Y et Z

È_ë_o @_£_0 fi Æ_-
da: d_)'._ ’ dy dz— ’ ÜË—ÔË_O°

Elles expriment que le champ des forces extérieures dérive d’un
potentiel.

Énonçons donc :

THÉORÈME. — Pour que l ’e'quation (E) admette une solution à symé—
trie sphérique, il faut que le champ des forces eætérieures dérive d’un
potentiel.

Réciproquemenl, si le champ extérieur dérive du potentiel
U(æ, y, ::), le calcul précédent montre que les solutions (F) de (E)
à symétrie sphérique, sont, si elles existent, de la forme F(cp, t), où
l’on a posé

1 _,

@: êr'-—U(x, y, 5).
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Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME. — Toute solution à symétrie sphérique de l’équation (E)
est nécessairement de la forme F(Çcp, t) avec

1 «)

‘P= 2
"'— U($» J’: 5),

où cp représente l’énergie totale d’une molécule de masse-unité.

5. CONSTRUCTIONDES SOLUTIONS. — La méthode due à Carleman four—
nissant l’existence et l’unicité des solutions de l’équation à symétrie
sphérique en l’absence du champ extérieur, dont nous avons rappelé
le principe à la fin du Chapitre Il, s’étend au problème actuel. Il suit
en effet des résultats du numéro précédent que, si l’on se borne aux
solutions à symétrie sphérique, l’équation générale E se réduit à

(A) %Ï=T<F>.

où F est fonction des deux inconnues ? et t. Donc, en un point déter—
miné de l’espace (œ, y, z) l’équation (E) se met sous la forme

ôF . .(5) W——1L(Ÿ)+J(Ï),
J et L désignant les fonctionnelles introduites au Chapitre [I. Dans
cette équation w, y, ;: jouent le rôle de simples paramètres. Si donc
f(cp) est une fonction continue assujettie à la solution

a(âæ)'. :)
(I—l—I')'” pour 0é’iéœ (..l‘>6)(6) oéf(@) <

On sait construire une solution à symétrie sphérique de l’équa-
tion (4), de la forme F(r, V, t) se réduisant à f(<p) pour t: 0. Mais
cette solution ne satisfera à l’équation (2) que si elle est de la forme
F( r‘“’— 2V, I:). La méthode précédente n’établit donc pas l’existence
de telles solutions, qui demeure incertaine, mais permet de les cons-
truire si elles existent.

4. NOUVELLES CONDITIONSNÉCESSAIRES. — Les relations établies au Cha—
'

pitre 1 (pp. I 07 et sqq.) vont nous fournir de nouvelles conditions néces—
'

Journ. de Math., tome xxv. — Faso. 2, 1946. 17
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saires. En effet la condition envisagée étant de la forme F(r—2 U,t),
on voit aussitôt que, par raison de symétrie,

T=Ü=Ç’=O; u*=t u=up=0; ulogF=o; ÎÎI'2=Î'Î‘2=W==O;

°°Hl
‘.ä

Les équations (1 I), (12), (13) du Chapitre I donnent alors

  
dn

'
, _ _— ' 5 .(11) —ôt_o—>n__A(æ,g, ),

dr“-‘ âî“-’ ())-2, _ ,
_ _‘ r _ .(12 )

da:
_3nX,

—dy
_3nï, (): _3nZ,

dî‘2 _r _ 2_ , . ,:
_

La compatibilité des équations (12’), comple tenu des relations
au ,._au , _dU

\—a_æ’ ‘—(ÿ’ L—55’
exige que

lA(æ,y, :)<%Ëdæ+ %( du. ‘Î)—Uds)=AdU

soit une différentielle exacte, donc que A(æ, y, 5) ne dépende que
de U : il existe donc une fonction (Il telle que d®(U)A(æ,_)',:): dU ; B(x,y,5)=3®(U)_.

On peut d’ailleurs retrouver aisément ceci en raisonnant sur l’équa-
tion (4).

On a donc pour F(r‘-‘ —— 2V, 13) les deux relations suivantes :

°° 610(7) [) Fr‘3dr=ät,
(8) Fr" dr: 3Ü.

()

D”ll1 ‘1’ 1 lt ”F— “”: ta1 cms, s1 on remarque a re a mn âV—“— ; a_
, on voi que

l’égalité (8) se réduit à (7) par l’intégration par parties.
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Enfin le raisonnement classique de T. Carleman appliqué à l’équa-
tion (4) montre que quand t augmenteindéfiniment, F(r” —2 U, t) tend
vers a(æ, y, z)e“"’”""”"’. Cette fonction ne devant dépendre que de
r‘-‘ — 2 U, elle est de la forme

a" = a c"’""“… (b > 0);

où a et b sont des constantes absolues.
Dans la relation (7), remplaçonsF par %, il vient

d‘D
an :…… <b.>o>,

ainsi la solution F(cp, t) doit vérifier la relation

(9) - ! F(<?, t)r2dr=al e”1".
0

Donc pour qu’il existe une solution F(cp, t) se réduisant à j(ç)
pour t: 0, il faut que f(ç) satisfasse à l’équation intégrale

(10) f f(r‘-’—2U)r2dr=aleblU.
0

On connaît deux sortes de solutions satisfaisant à ces conditions.

1° Si U : const. (absence de champ extérieur), les solutions F(_r, !)
de Carleman.

2° Si U est variable, les solutions indépendantes de t de la forme

F(cp, t) = a e—bfiê= a e—bl"’—2U) (a, b, constantes absolues);

ce sont les solutions de Laplace.
Le changement de variables r2 = 2 U + )\ transformel’équation(ro)

en une équation intégrale de première espèce, malheureusement à
noyau singulier, en sorte qu’il est difficilede décider s’il existe ou non,
en présence d’un champ extérieur, des solutions à symétrie sphérique
variable avec le temps. En tout cas, si de telles solutions existent, elles
sont données par la méthode du numéro 5.
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CHAPITRE IV.
SOLUTIONS VOISINES DE CELLES DE MAXWELL.

I. M. Carleman a montré, en s’appuyant sur le H—théorème, que
pour t tendant vers l’infini, la solution de l’équation (E) dans le cas
de la symétrie sphérique tend vers une fonction de la forme a e“""°où a
et b sont des constantes déterminées par les intégrales premières, et
cela uniformément quand r demeure intérieur à "un intervalle fini
quelconque. Nous allons chercher à préciser l’allure de la fonc—
tion F—— ae“""‘ pour t——>œ, nous supposerons a = b = 1, ce qui ne
restreint évidemment pas la généralité.

Reprenons l’équation (E) sous la forme débarrassée du facteur N
qui ne joue aucun rôle

 
‘Ïl : f (mr;—1«‘1«‘,)|W|d…dœ =F(r, :) …"’ sa.:

et posons
(1) F _ e—f'=(1 +f),
en tenant compte de T(e“"’)= 0, il vient

_r‘: dF _,.: _,.: ‘ .:(2) 6‘ 97=T(0 ,€ f)+ï(e“’f), 
(‘) Nous nous limitons encore aux solutions fonctions de r. Il y a cependant

. . - + . ,
avantage pour la symétrie des calculs a garder la notation (p). Nous con51de—
rerons souvent des intégrales du type

(" ’ ) ‘(’)l\ !),!)1 .1‘ p, du“
521

‘ v . . + ’ \ . . .. \ou l\ est un invariant orthogonal de p et p1, cest-a-d1re est 1nsen51ble a une
. . o ' > . 'même rotation _arbztrazre, etl‘ectuee sur p et 171. St F(p1) ne depend que de n,

une telle integrale ne depend que de r: (p), car elle est invariante par une
. , }

rotation quelconque effectuee sur 1).
Cette remarque évidente est essentielle pour toute la suite.
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où T(f, g) désigne la forme bilinéaire associée à la forme quadra—
tique T(f)

Négligeons pour l’instant les termes quadratiquesen ]. Nous avons
à étudier l’équation

()
(3) e“"’ä{= T(e*"’, e“"’f).

2. PROPRIETES DE SYMÉTRIE. — En utilisant toujours les notations du
Chapilre I, ou à

(4) T(r"ï e—"‘f) =le “ e—‘-"’+"?‘(f’ + j; — f— f. ) | W la…, «la.

Sifet g sont deux fonctions arbitraires, les changements de variables
du Chapitre I permettent d’écrire

(5) fT(e—r‘-', e—r‘—'/)gdœ

_)
__ —

%
e—("’+"î'(f’+fl —f—fl)(g'+gi—g—gù | W ,de» dc», da.

52le
_,-‘PL’opération linéaire T(e , c_"’f) est donc symétrique

[ rr(e—l-:’ e—I-Ef)é"(lü)=f rl‘(c_;-2’ Û_l-sér)fllfjj_
Q.9

De plus {en prenant_/= g), on a

(6) ÂT(e—"’, e‘*"’f)fdœ

I 1 —>=_ 7 ÆQQ v
c“-"2+"î’(f'+fl—f—f1)‘-’ ! W I

do) de». (la.
4

Donc
(6') ÆT(c—"’, e“"’f)leœ_éo.

Le signe égale n’étant possible que si l’on & identiquement

f,+fl —f—f1=07
c’est—à—dire f=a(t)+ fi(t)r‘-ï
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5, FORME EXPLICITE DE L’ÉQUATION (3). —— Hilbert, en calculant le
second membre de (3) et en effectuant autant que possible les inté—
grations, a obtenu la formule fondamentale suivante

\ .: .: .° (> + _>(7) 'l (e°' , e“' f)=:—e“"lc(r)f—t—)£2 P p, p,)f(p.) du,,

où
(8) lr‘(r)=âfi

3—1 +<r+ à>fre“"’du%,
{EE(E1_E)i2 ‘

-> —> L
—l"———— ‘ _

<8'> l‘(p,zu)=îÎ—L—r)—f ”“ —mx/Z<a—ç>2e—Wt(. :_1—;_ 2 ’

La symétrie de F par rapport à E, “I}, E et E,, …, C. est évidente.
Notons de plus que

[:(r) 27:2> 0,|!
quel que soit r (o_4_r< oo ).

L’équation (3) peut donc s’écrire

%-f—
_—l.(rr)f+/ C'T (P»Pt)f(Pi)dwn

le noyau sous le signe[ étant du type de Schmidt.

Pour avoir à nouveau sous le signe[ un noyau symétrique, nous
poserons

f= €?
<?

et l’équation prend la forme
a + —> —>(9) %=—Hf)<9+Â K<1A1n)<ÿ(put>dwl=L(@)

avec

K (;: È) : e%ïr(lî l?!)
Telle est la forme que prend l’équation (E) si l’on pose

F(r, t) : e—"’+ e_ï <p(r, [)

et que l’on néglige les termes quadratiques en cp.
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4. PaopmÉrÉs ons sowrxoxs DE L’ÉQUATION (g). — Tout d’abord la

formule (5), où l’on prend g: 1, puis g: r'-’, montre que

(10) [ e—"’fdw: const., /e“"’ r'—’ de» :: const.
e —9

quand : varie. Ce sont deux intégrales premières de l’équation (3).
Pour (9) les intégrales premières correspondantessont

,.2 r!
(m’) je 2<|9dw=A; fe_îçr2dœ=ll.52 Q

L’analogbe du H-théoréme s’obtient grâce à la formule (6)
d(11)
äî£2e—"’!fl2dœéo.

“’ cite est donc non croissante.
 

L’intégrale! e“"’
|f9

Ces résultats sont acquis sides calculs formels exécutésau numéro 2
ont un sens. Examinons d’abord la formule (I 1). Nous devons nous
assurer de la convergence uniforme de l’intégrale

ffT(e“"”, e—r’f) dm.
Q

D’après (7), cette intégrale se décompose en deux parties :

La première f e“"’k(r) |f1" dm,
9

dont la convergence uniforme est assurée si

fre“-"‘|fl£dœ=fricp|"dw- et [e""’|f|‘-‘dæ=/lçi"dæQ 9 Q
.

QU

: ‘ : . li(l‘)
sont toutes deux supposees un1formement convergentes, puisque -T
demeure borné.

La seconde s’écrit
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Dr, M. Hecke a étudié le'noyau symétrique

K«(,ä,:>).___K_ŒEL.’ '
Vk<r>kW

Il a démontré (‘) :

1° Que le noyau K* est du type de Fredholm : son cinquième
itéré K*"”” est tel que l’intégrale double '

[l’ | … (Â E) la de» d…
. gel

est convergente;

2" Que le noyau K* est défini positif;
3°“ Qu’il est borné au sens de Hilbert, c’est—à-dire que

‘——î“î —î ?… «

fl…J‘
(1,1l)À(1)À(11)1 léM;fgl£<1ll’ê jgl£(1)l di

D’ailleurs la borne M vaut un.
Revenons donc à l’intégrale I qui peut s’écrire

1=ÆVÜÜ@(Ë)Â1i*(1ÏËÎ)VËÎ—)<P(Ê)dedw.
On voit sans eine u’elle sera uniformément convergente siÔ

flfl‘(t‘)@(Î)
.. Q

“’a’w et£)lcp
mément. De cette discussion résulte donc le théorème suivant :

 

?.

dœ 

"’ dw convergent unifor-
  

l’est aussi; c’est—à—dire si [ r| <p
- a

Pour toute solution a;‘ de l’équation (g) telle que les intégrales

Âlœl‘-’dœ
et Àrlcpl‘2dœ

soient uniformémentconvergentes, on a
àI _(Il) dtfg|cp|*dæ4o. 

(‘) E. HËCKE, Mathematisehe Zeitschrift, t. 12, p. 274—286.
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De.la,même manière, on voit que, sous les mêmes conditions, on a

les intégrales premières (10’ ).

5. Amour DE (9 nova t—>oo. —— D’après ce qui précède, si pour
l: -—> +oo , cp(r, &) admet une limite go.,(r), on l’obtiendra en cherchant
la fonction ap.,(r) satisfaisant aux relations (m’) et rendant minimum
l’intégrale] |cp|2dœ.

o
La méthodé usuelle du calcul des variations fournit aussitôt la

relation f cp ôcp dm: o
n

,.“: ,-2

“fe 28cpdw=/c 2r'£ôcpalm=o.
Q_ sa

:"
(12) ço<r-)=e_?(oÈ+firf—'>,

sous les conditions

D’où la solution

les constantes a. et @ étant fixées par les relations (m’) en fonction
de A et B.

(Ce procédé rapide suppose l’existence de la fonction minimisante.
Le raisonnement plus profond de Carleman (loc. cit.) permet de
s’affranchir de cette hypothèse.)

En reprenant les raisonnementsdus à T. Carleman (E. B., p. 1 13-
143), on peut alors montrer que :

Le minimum de l’intégrale[ i 30 |2 duo, ou la fonction cp évidemment() '

supposée mesurable vérifie les conditions (10’), est atteint pour une
fonction tp de la forme

cpo(r) =e—î-(oc+Br2).

Cette fonction (90 est unique.

Limitation de [cp] et %%
— Revenons d’abord à l’équation (g)

‘dâ—‘Î
+ lf(ï‘)<g =fK(1), P1))CP(1)1) dÛ)1.

)

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. “2, 1946. 16
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Il en résulte que d’après l’inégalité de Schwarz et l’exiStehce

def|K<;+…«…

dc? .

|-à—t—+À(r)cp

N'a-

,
%

<‘fg '“ (1Ï1Ï)lgdwi
-

\|%Ë+k<r>cp|<'M<îl

     |<? !? dan
(13) “l

+ . .' \ . .
la borne M dépend de p, mais reste mamfestementlm1e quandrest fin1.

Posons q:: e“”""’&ls dans la relation (13). Il vient

e-—lku't ao
Œl<M’ 

d’où, puisque :P(r, o) = ç(r, o), l‘?(":£)l< e""""+l<?(">0)ll\
k(r)

et enfin
(13') I°(fä t)l<
Or,

+l9(1 0)le“”‘"’<# +I<P(r, o)l Pour t>°-M
Îr_"(r) ( )

le(r)è21r‘2 pour oér<œ.
Faisons donc l’hypothèse que la fonction cp(r, [) est borne'epour t: o.

Il résulte alors de (13’) et du fait que M est supérieurement borné sur
tout intervalle oér‘éR que go(r, t) est borné que! que soit t, unzfor—

, . . à
moment sur 0 é r< B. Il en est alors de meme d’apres (I 3) de

d—Î

Fontz‘nuz‘té de ç(r, t). — Pour aller plus loin, faisons une hypothèse
supplémentaire : limitons—nous au cas où la fonction cp(r, 0) est continue
en r. Nous allons montrer qu’alors, la fonction cp(r, t) est continue
en r, pour tè o, et cela uniformément dans tout intervalle

O<R1éÎ°éRg.
En effet

d_Î__’.—(d:
t) +k(r) cp(r, t)=/lK( ;,î)cp(1î)dœi,

([[|)
dC?(Ï" !)

dt: +k(r’)ç(;—I’t)=[K(Ê,Â)ç(î)dœh
& ‘31
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.

| 0

.
. . +

ou grâce à l’mvanance orthogonale de K, nous pouvons ch01sm p'
colinéaire‘a p.

Retranchons membre à membre en posant fD==cp(r, t)—— ç(l’ , t),
il vient
0111

717
+k(r)«b= [/f(l'"',’)—l{(l)]tp(lt)+f [l\(1), pÎ)_ k(,Î, ,Î,)]«;(,Ï)d…,.

D’où l’inégalité fondamentale
(ND

(15) Ît +A(,)ol<M|/ç(-—-)_/\(, )|+M,a(r, ,);
si l’on remarque les inégalités

le(r',t)(<M (Gél'éHû,

ifle(P’Ï") .““l(+’l’l>|?([h)d…

£, /|<P(lf1)l-d‘fliè-gfIK(P»IH)—MP',P1)FdŒ:
—._/—Mxe(r,r“),

.»Ql szl

 

|;|..

la fonction e(‘r, r’) ne dépendant que du noyau K ( ‘), donc étant indé-
pendante de cp(r, t) et telle que lim e(r, r')= 0, quel que soit r dans

#51
l’intervalle (R., R2) (0 < R; < R2<œ).

L’inégalité (15) traitée de la même manière que (13) donne alors

(16) l®lé— {M |
k(—>

— k(f")l+ Mise—', r) : + |
«((r—, o) — «wa o>|,k(I’)

d’où il résulte que le module de continuité (I) de <p(r, !) est borné indé—
pendammentde t, quel que soit tèo les fonctions ç(r, !) sont égale-
ment continues en r dans tout intervalle (0 < R,érélh). 

(1) Voici l’expression du noyau K

475
_(J’_(I'ï—I"F _r2+l°îK=-—e ” "*a°‘ —27rpe '-’

P

  
avec

_ .(”= (o— ë)2+ (m -— n)‘-’+ (à— ê)‘*-
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Allure de cp(r, t) pour t —>œ . — Il suffit de continuer à adapter les
raisonnements de T. Carleman (loc. cit., p. 143—146). Il sera plus

.
,—a

commode de raisonner surj: e2 cp.

Reprenons l’intégrale

l(t)=Â|<p|2dœ=[ge—"‘|f|2dœ
et sa dérivée

dl _, _, 1
‘ _ ., .: , ; ..

_}
ä=ffT(e—' .ef“' >dw=—7. [” . " +'*)<f +fl—f—f«)- w dœdœ.da.

$.! ‘ t t 9‘ “—H‘-
. , . , . . dlL’mtegrale [(t) admet une borne inférieure lime; comme Zlîéo’

. ,° '.— I o ° o -
11 en resulte que lunî% = o. Il ex1ste donc une su1te t,,—>oo telle que

lim —! —0
t…+ædt

_ .

D’après l’égale continuité (en r) de cp(r, !) on peut extraire de la
suite t,, une suite partielle que nous désignerons encôre par t,, pour
alléger les notations telle que

1° lim ç(r, t,,)=cpæ(r)
tu+°°

ou bien
lim f(r, (,,) =f°c (r),t,,}æ

uniformémentpour 0 < R, éréR2, quels que soient R1 et R,,

20 lim "“ = 00

. On voit alors (of. Carleman, p. 144) que

(17) f..("') +f..("i ) —f.,.(”) —fœ("1) =0-

Dans le cas contraire, en effet, on aurait
dl k”(fi <_ <O)

ce qui contredirait la propriété 2°.
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L’équation (17) n’a d’autre solution que

f(" = 1 + 13"2’

où les constantes oc et {5 sont déterminées par les intégrales pre—
mières (10’). Donc

lim f(r, [) = 1 + f$r‘-’.tn++”

Enfin, le raisonnement de Carleman (op. cit. ,p. 1 /.5-146) sapplique
sansmodification 'et montre que, quelle que soit la façon dont t tend
vers l’ infini,

lim <p(r, !) =e—ï(a + ,3r'-’).
l)—ao

Énonçons le résultat acquis :

THÉORÈME. — Toute solution <p(r, !) de l’équation (g) telle quef r|<p|2 dw soit convergente, se réduisant pour t=o à une fonction9 .

continue cp(r, o), tend uniformémentpour 0 < R,éréR, (quels que

soient R, et R2) vers la lùnite e_î (a+ Br?) lorsque t tend vers ce . Les
constantes oc et B sont déterminéespar les intégralespremièreset s’annalent
avec les constantes _A et B des équations (_ 10’ ), c’est ce qui arrivera
notamment si l’on prendpour donnée initiale

f(r, o) : e"’F(r, o) — 1.

Alors, la solution go(r, t) tendra vers zéro pour t —> +\œ .

6. UNICITÉ DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION (g). — Démontrons main—
tenant le théorème suivant :

L’équation (g) admet au plus une solution satisfaisantà la condition

fr|<deœ<œ9

se réduisantpour t = o à une fonction <p(r).

Supposons en effet qu’il en existe deux cp,(r, t) et cp,(r, t), on a

f’“l<P1—
<p«;|- dm:fqr‘£|cp,l dm+fr|cp»"-’dæ—2fzr<p,1<p;.do.
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Les deux premières intégrales du second membre convergent par
hypolhèsc, la troisième d’après l’inégalité de Schwarz. Il en est de
même de l’intégrale du premier membre. D’après le caractère linéaire
de l’équation (9), il suffit donc de montrer qu’une intégrale Œ(r, t)
de cette équation, nulle pour t=o, et rendant convergente l’inté—

grale fr|d>|°dœ, est identiquement nulle. Ceci est immédiat, car
sa

nous savons que sous ces hypothèses, l’intégrale/ |£D|Hlw est une
‘

sa

fonction non croissante du temps, comme elle est nulle pour tà o et
qu’elle reste toujours positive ou nulle, elle esfnulle pour t>o;
Œ>(r, t) est donc une fonction de r presque partout nulle pour toute
valeur de t>o. Comme pour t=o, elle se réduit à la fonction
continue zéro, elle est continue, donc identiquement nulle.

7._ RÉDUCTION DE L’ÉQUATION (9) A UNE ÉQUATION DE FREDHOLM. —— Voici
un artifice indiqué par T. Carleman pour ramener l’équation (g) à
une équation intégrale linéaire. Nous l’exposerons avec une légère
modification.

Partons de l’équation

… 3_ÿ=k…+' (><)
et posons

<.o<r. 1): ff" ”
VHr)
 .; 

l’équation en] s’écrit …)
kg,.)(à.—{+f—_—fglw<zz>f<z>dœh

où
* -> —> __ K(;’;1)

K (p’p1)_
W»… Mr.)

est le noyau symétrique borné de Hecke.
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Multiplions les deux membres de l’équation (18) par v““(_1 > n) et

intégrons en t de o à oo en posant

(lg) fac—“f(r,t)dt;0(r,l)
Et en remarquant que,

f(r, o) =V/r(r)cp(r, o)=h(r),
fonction connue, l’équation (18) devient,

(20) <I+Ë%)g—£2‘K*(Ë,Ê)g(îldw.=%-
Je dis que cette équation est régulière pour R(l)>o [dans toute la
suite la notation R(œ) désigne la partie réelle du nombre
complexe x], c’est—à—dire que 1 n’est pas valeur propre du noyau
k_(__f)
k(r)+___A

_

suivant : pour R(X)>o, la valeur caractéristique {J. de module
minima de

(l’équation K*
+ —> ] '

)—P'f k—k—(rgîl_I{([îP1)g(p1)dœl=/Ç(II_É’Â.l.’

K*(p, p,). Pour cela, démontrons le résultat plus précis

à un module supérieur à 1; d’après un' théorème connu, il suffit
d’établir ceci pour

(l’équation

homogène associée :

>Hç“fief—53,—*<;,z>dw.=…

Prenons comme inconnueg*(p) définie par

g(Ë)=A—ÉZË—j—4g(;)
Cette équation s’écrit

} * —>
(21) <l+m)â*(P)=ufK*(p,p1) g(plldwi-

I +‘ + . 'Remarquons que les fonctionsg<p) et g*(p) sont s1multanementde
carré sommable; multiplions alors les deux membres de l’équation (2 1)
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%> -. - . . , ->-

‘
u ,par Ê*<p) |_11nagmmre conjuguée de 8_‘*<‘P)_l et 111tegrons dans Q..

Il vient
—> -1 _ -z(22) {.)—*(p) l (la) + A 7—_(’,_)g“(p) | (h.)

() ‘    

=p”; l\"‘(i),+p, ?(;)dœdœl.’
.. ()()

___-‘

Cette égalité est impossible si l{J.îéI. En effet le noyau K* est_‘
symétrique, borné, de borne précise un. Donc, pour |u.1__41 le second

g*(p) 2 .,Or les

intégrales du premier membre sont toutes deux pon”..tzcw Si R(7Ç)>o,
*<p)° dm; d’où

l‘impossibilité annoncée;' le même raisonnement montre que
si R(’A)=n l’équation (22) n’est possible que si l=o et p=1, .

ou /.-i(fi,B;£o) et [u.[>î (égalité exclue). On voit que le
cas /.-_ o, u.-—_ 1 conduita l’égalité

      
membre de (22) a son—module au plus égal à

 
ce premier membre est supérieur en module à    

 
 €‘(Î))lldw= K (1%—1)1 ?(1?) €*(Â)dwdwu() ) )' "'—l 

qui admet deu\ solutions linéahemout indépendantes, d’après les
résultats de M. Hecke (loc. crt.).

Ainsi l’équation (21) est 1éguliére pour
| {J. | é 1, posons alors

M>’”…=m
et observons que

0é“.él /\"1(’°)
| < 1:

où a est une constantepositive dépendant de 71. Si l’on pose

g(Ë)=VWGŒ).
il vient pour G l’équation [déduite de (20 )]

, ->- .____-,
* ->— +

.
ll(l°)() (} ——- /1 '

}%1 11
I(. ,'

1
(}

1 Ci 1... o
(2 ) (1?) H aw … (r ) (1) P ) (P) en \/_kî(r)[k(r) ,]
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_Si l’on se reporte-maintenant aux calculs par lesquels M. Hecke
établit que le p‘““’ itéré de K* est de carré sommable en {kw/w., on

constate que la présence du facteur complexe W:. (r) I:.(r,), (le module

inférieur à 1_ n’altère pas la démonstration. L’équation (20' ) est donc
une équation de Fred/wlm régulière pour

] {J. __L_ 1. La série des

approximations successives converge donc à la manière d’une
progression géométrique. comme chacun de ses termes est

holomorphe en 7. , puisqu’il en est ainsi des fonctions 7—/’—_(-'—’— e -—£’—’l
-

.(/+À) /1(I)+I.
pourR(k) >— l‘c(o), il résulte que :

Dans le demi—plan R(71)>0 (Ouvert) la solution unique de

l’équation (20) est une fonction holomorphe de 7.. L’équation (19)
déterminé alorsf(r, Z) comme nous allons le montrer.

8. ALLURE DE LA FONCTION g(r, 7.) 901111 7. -+oo AVEC R(7.)>o. —

Reprenons l’équation (20)

<... %).—f .az>.<;>.… ;;g;;," 1

 
Multiplions les deux membrespar ÿ(;) et intégrons dans Q t')

' / ); —>

/K1+ 7—(—5>|g dw—fgfgK"(_>p,p1) Tf()(p)g(p,)dædw

_fh(r)gî(p) _(lœ,

COIÏlIÏIG 011 a
.

O_ff1{*(Zîlÿî)ê(;)g(pi)dœdw1 _éaflé'l d‘"
QQ 1

.Q.

  
( ) Pour être 1igoureux il faud1ait d’abord mont1er que la solution v(r,' 71)

est de carré sommable en dœ, ce qui est immédiat. Si l’on t1ansforme en eflet
l’équation (20) po… p.: 1 de façon a faim apparaître le cinquième ité1é du

'
-> -—> _

noyau K* (p, 171), on trouve une équat10n du type

e<1)_fQK<;,z>G<z>d..=.wm.
1

la solution de cette équation de F1edholm sent de carré sommable s’il en est

Journ. de Math. tome XXV. — Fasc.2.1g46.19
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On peut décrire en désignant par a: un nombre positzf ou nul et en
posant.

!î_+ ‘n (%>o).
!gt_ |gi2 h<r)__

{fif|gl° dw+ng—î0:——:)dm$+ifln Î_—(;_—)-dm_=LkU_—)br(z)dœ.

D’où les deux inégalité suivantes, d’abord _

1 _

h(r)_a_ _
h2(f) /2 f lé’l‘3d

'flf—J—A‘ÎI
dœ_ Æk(r)°(')dœléi_Æ/ttr) dœû Qk('°)

&)

d’où
!rrç2 A(23) ['_ô; dœ<—;‘

‘Q.

   
    

(A, étant une constante absolue), ensuite

(24)
afié’l' dmœ+

—f I_glîdœ
é./Qh(r)_(r)dœ

œ,|
\.

ainsi de <D(r, )). Or

[KG;) W
a. (k(n)+X)s/kî_(n>d

h(ï‘ )
_

/f('")
noyau borné au sens de Hilbert. Il en est de même de

k—_<'>[(; ;>k_g_;<;g,d.,

  
   

!’est, puisque K* (p,1î est un est de carré sommable si l’on suppose que

A (l' ) + /
puisque le facteur 2%% est de module inférieur à 1. Donc de proche en
proche, il en est ainsi de d>(r, )). /

.
Ainsi G(r, )) est bien de carré sommable sous l’hypothèse que

Mr) _ «Mr, 0) ,

est de carré sommable, hypothèse moins restrictwe que celle que nous avons
été conduita poser

  
fr|®l‘*dæ<œ.Q

.

Comme G est de carré sommable, il en est de même de

.g=\/k1(r) G.
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et a fortiori h(")-
al. (r )glat—’; d

- M‘<">
" "’ dt.) < 

  

et enfin, par une nouvelle application de l’inégalité de Schwarz, (24!) Qk(,l)d
G)< ?

Les inégalités (23) et (24’) montrent que, pour R(’A) > )to> o ( quel
que soit X), on a

[k.—’î—l2)
dœ< A._.

A2 désignant une constante qui ne dépend que de )….

Revenons maintenant à l’équation (20), on en tire

£),K*(P1P1)l/klliglp)gp(
———')'dûhff…)

  

 ’_(_"_)

ll++k(i_—+>l'g(’ ”_|/for)

' Appliquons encore l’inégalité de Schwarz en remarquant que
l’intégrale

—> —+
‘

[K*2(p, p,)k(rï)dæ, éA*(r)
; Q1

est convergente. Il vient

lélh<r) +A-, A(r).m   

”
||! + k(r)

D’ou enfin
(25) 7 '

_

lgl<B—(—”
lM

B(r)étant fonction uniquementde r et non deA.
Il est maintenant aisé de déduire de l’équation (zo) que Xg(r, ‘A)

admet une limite si |X] —>oo, R(7t)> 0. Nous ne pouvons pas

transporter la major—ante (25) dans (_ zo) parce qu’il n’est pas certain

que l’intégrale fgK,(p,p,)B( r,)dcn1 soit convergente. Mais soit 2
‘

une sphère de centre origine de rayon arbitrairementgrand dans (I,.
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‘Ïcrivons :

[K‘(p,ÏZ) g(p,)dm,

:fK (p.—)p. )g(p,) dm,+f£Kl\(p,ll,)\/Â(IH)
)vgÎ___(r

)dœ.,
('1)
 

Au second membre—l’intégralef est majorée par\‘

l'-.   Kt(}î [Z-) | “("1) dœ1a

quantité qui tend vers zéro si {7} —>ac.

L’intégrale/ est majorée en valeur absolue par
Q,—E

…, '> + % 'gl“
(-£1_2k (p,p.)k(r,)dœl) (£/Q‘_Ell(ri)düh)! !

<A,(ffl| K*=(,Î,,Ëî)k(r,)dm,) .

‘_ -> _ -> —>
I*1xons p (ou r), l’1ntégralef K*'—' (p, p,)k(r,)danl étant conver=

0 2
gente, on pourra choisir le rayon de Z assez grand pour que

l—'-|— 
ul—

. * + —>[ EK
*(p,p,)k(n)dœ,<e’.

0,—

Finalement l‘intégralef est majorée par A2 &, moyennant un choix:).—2
convenable de Z dépendant d’ailleurs de” 7°. De là résulte que, pour
toute valeur de r :

.—+

Æ… f(p,Pa)g(P1-lflwr=m
Et comme

lim g(r, l‘)—_ o,
Ill—>

l’éequation (20)montre que ; . .« )

IH“. Àg(l‘, Â)=.h(r)_ __ .:Al).|-)-œ ’
.

‘ ’ ' '
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On peut donc poser
(26) 7.g(r, 7.)=h(lt)+F(r, ).).

L’équation (zo) donne alors :
.

7t ‘ _ —>—> ‘ _(27) (I+ ZÎr—)>I‘(r', t)——f l\‘(1),p,)l*(l‘,,l.”)dm,
!

=_h(r)+fa K*(Z,}Î)h(r,)dœ,.

Cette équation est identique à (zo), sauf changement de second
membre que nous désignerons par H(r). Admettons pour l’instant la

convergence de l’intégrale fH’(r) Ic(r) dw. On peut alors reprendre
0

sur l’équation (27) les raisonnements faits sur l’équation (20). On
obtient alors

lim } F(r, Â) : H(r).
|'À » »

Finalement on peut mettre les solutionsg(r, X) sous la forme
h(r) g, (r, 7.)(28) ‘

_é’("”‘)=T+ ,.=

où pour chaque valeur de r, la fonction de gl(r, X) est une fonction
analytique de )\ bornée en module dans tout demi—plan R(k)èko> o.

Étudiéns maintenant l’intégrale LH“(r)h(r)dw. Nous allons

' supposer que l’intégrale fh’(l')k(r) dw est convergente; autrement
@

dit nous supposerons la donnée initiale cp(r, o) telle que

f|cp(r, o)]’—'dœ<œ, fr’|q>(r, o)Pdœ<œ.
Q 0

Sous ces conditions l’intégrale _ÆH‘-‘(:-) k(r)dw converge. Il suffit
pour cela de montrer que

(29)
\ -ffl(fgK*(Âî)W/z(n>do)'dw

_ + “* h(r,) !

—AÆ1(£K(P,P1)WdŒ1)dœ<ao. 
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_> ., _ g; _m—cr _r*+r%

l\(p,p,)=%ê “ ”‘ —-27rpe ’ ,

->
—>|=

°p*=|p—m ér+n)--
L’intégrale

_.'°'+"ï h(r,) 2

(30) [(f e ’
-———dw)

du»,
u Q,? Wi…) !

majorée par l’intégrale convergente

f(f(r+r.)cf ‘-’ 'Mdœ,>-dmQ : Vk("i)

est convergente.
L‘intégrale

‘ _e:_v%—rr . 2

(31) f(f le . «r Md…) dm
a 09 With) I

  
 

  
est majorée par  ! -—Eïlh<n)l )\/fl‘(‘/£;.Pe \/k("t) ‘" ‘"

Poso'ns
lh(rl)' ";": =Q'1, , , .

_ \/k(l'1)
(C. m €)

La dernière intégrale s’écrit, après le changementde variables

l‘\'1=;—;+æ, m=n+y. C:=C+a
! .r‘ +_y£+ ;:

.

!

L<L£VŒS+y———a—z+—;te
*

Œ(E+æ'n+y’t+z)dfldydz)qdm,

ou bien
1 ! ix‘+_t"+À' _ X'+Y'+Z'

(31') ff [ _e ‘ e ’*

a a. n,VÆ*+y=+»ït/Xï+Y=+Z= .

x0(£+æ, ...)Ü(E_+ X, .,.)dædyùz-dXdŸdZdm.
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D’ailleurs

f«b(5+æ, ...)<D(E+X, ...)dœ
Q   

f®2(æ+x, …»do»}'=f«bfl<â…æ)dmQ u
2éf ” ””

dm. =const.

 
_ 2'r (’
13_Æ®(c+æ, )dw,  “ k( ”l)
L’intégrale (31’ ) majorée par

I _ .|" «— \" ‘ :-’ 2

CODSt. ([ ___—:_—6 " dd) d)’ d£.) :: const.
Q:a \/xï+ y"+ :* ,,

est donc convergente.
La convergence de (30) et (31) entraîne celle de l’intégrale(2o)

que nous voulions établir.
La formule (28)

é'(n l)="+”l +€1()";/.) 
nous permet de calculer f(r, lc). On sait en effet (cf. Nôrlund,
Séries d’z'nærpolatiom, n° 87) que toute fonction analytique de ). holo-
morphe dans le demi—plan R(X)è)…>o et de la forme (28) dans ce
domaine est représentable par une intégrale de Laplace. De
l’équation : '

f’e—Mf(r, t)dt=g(r, ).),

entire alors :
.)\o+i :o

1f(r, t) : ÎiÏi e“‘g(r, u)du.
lo+iO

Bien entendu,la donnée initiale h(r) étant réelle, f(r, :) est réelle :.

on Vérifie que pour des valeurs cofijuguées de u, g(r, a) prend des
valeurs conjuguées. Si donc on pose :

1 À=Âo+iæ, g(r, À)=g,(r, æ)+ig,(r, w),
. onobtient

f(r, t)’= ;}er lcostæg,(r, x) — sintæg,(r, a:)
; dx.

0
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Telle est la forme de la solution de l’équation (9) dont l’existence
se home ainsi établie : la formule (28) permet d’établir l’existence
de g{ et l’on vérifie que f(r, t) est bien solution de l’équation (18).

La méthode précédente n’est donc au fond que l’extensionde la
méthode de Laplace pour l’intégration des équations différentielles
linéaires : l’équation (9) est l’analogue d’un système d’équations
dilférentielles linéaires à coefficients constants.

Si l’on revient à l’équation de Boltzmann (E), on peut chercher à
imiter la méthode suivie dans l’étude des solutions asymptotiques des
équations différentielles, c’est—à—dire à employer la méthode des
approximations successives : l’analyse précédente permet de résoudre
aussitôt les équations, toutes linéaires, qui se présentent. Mais la
convergence des approximations successives semble délicate à établir
et demeure douteuse. En dirigeant de façon un peu différente
les approximations, M. Carleman a pu énoncer leur convergence.

Terminons en remarquant que nous n’avons fait l’étude de
l’équation aux Variations que dans le cas de la symétrie sphérique.
Mau, nu‘thodes et résultatspeuventsétendre au cas général(en l’absence
du champ de force).

10. Suu UNE Éounmu LINÉAIRE INTEGRODIFFÉRENTIELLE.— Dans ce qui
.suit j’utiliserai quelques résultats de la théorie des opérateurs
hermitiques dans l’espace de Hilbert, en renvoyant pour leur
démonstrationà un exposé de J. Leray (' ).

Considérons une équation du type (1)
%%

= L(<p), où la fonction
inconnue cp dépend de' deux arguments r et t. Pour nous rapprocher
du cas de l’équation aux variations, admettons que l’opérateurL est
-line‘aùe, hermitique, hÿpermaæimal, defini non positif et indépendant
de t. Dans la suite, nous ne distingueronspas deux fonctions de r, ne
différant que sur un ensemble de valeurs r de mesure nulle. En
admettant l’existence d’une solution cp(r, t) de l’équation (1 ) Se

réduisant pour t: o à f(r) fonction de carré sommable telle que la 
(1) Cf. G. JULIA, Séminaire de Mathématiques, 1934-1935; la théorie de

Carleman, exposé G, par J. Lann.
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Mfonction f— soit, elle aussi; de carré sommable, nous allons montrer

que cp(r, :) est susceptible d’une expression très simple.
Soit en effet ®(7t) un opérateur spectral attaché à L, e'est-à-dirv

un opérateur hermitique dépend—antd’un paramètre tel que
' 0(—œ)=o, 0(+œ)=Eopérateur identique;

[f, 0(Â)g]=[6(l)f, g], pour toutf et tout g de carré sommahlo;
(f,A0f)èo, si l’on pose A0=0().-_.)—0(7.l;

lA°fl.—élfll,

etenfin .

'f:nia(i)de(i)f=Ll£:ia(z)dm…:.

_…

pour toute fonction ] de carré sommable, toutes les fois que «(L)
et 7\ «(X) sont continues et bornées.

Rappelons seulement que la notation /+ at).)dO(’/.)f ne repré-

sente pas. une " véritable intégrale. Son sens précis est le suivant :

quels que soientf et g de carré sommable, l’intégrale

[ a(1)d[9(7—)flgi

est convergenteet représente une fonctionnelle linéaire de g. Il existe
-rdonorune fonction decarré somm°ablefa telle que cette fonctionnelle

soit de la forme (f;, g). C’est une fonction fut que nous représentons
par le symbole f a(l)d0(L)f.

' Remarquons enfin que l’opérateur L'étant défini non positif, son
empectre est«tout: entierœwr la demi—droite —— œ < À 4 o. Les intégrales

+«° 0

fr se réduisent donc àf -

Considérons la*fonction <p(r, t) définieparle sÿmbole

fo e“d0(l)f(r)_;
Journ. de Math., tome XX V. — Fuse. ?, 1946. _

. 20
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ce symbole a bien un sens, puisque pour tèo, e“ est bornée, ce qui
assure la convergence de l’intégrale

f e‘ud[0(L)f, g],

quel que soit g. De même, on voit que pour t> o (égalité exclue)
l’intégrale [ le“d[0(L)f, g]

est convergente, ce qui permet d’écrire (puisque la convergence est
uniforme pour t… à t > o)

o °, °
—

æf e'—fdteo>flgl=f ““dï9<L>fläl
etcomme

[0Àel‘d6(k)f=Lgfoe“d‘6(l)f}=L{cp(r,:)}.

On a donc, quelle que soit g,

… %[qo(nttg]=[L<œtgt

pour tout t>o (égalité exclue): De plus, pour t=o, le symbole
définissant <p s’écrit [ d0(L)f.

Il a un sens, car l’intégralef d[0(l)j, g] est manifestement

convergente et vaut (f, g), d’après la première équation (1). Donc
cP(’ä 0)=f(")-

En prenant g= <p (r, t), l’équation (2) montre que

d
ËEI_Ç(’Ü t)ll2=[L(q)), ‘?]é0.

‘
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Donc, d’après un raisonnement déjà utilisé, il n’y a_ qu’une fonction <p

satisfaisant aux équations (2) (quel que soit g) et se réduisant àf( r)
pour t: 0. Si donc l’équation (1) admet une solution, elle coïncide
avec ? :

Toute solution de l’équation -(1) est donc représentable par la
formule

<p<m>=f e“dfi(l)f(r) (t_>_o>,

o‘ù l’opérateur 0(X) ne dépend’quede L.




