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Sur Uéquation intégrodifferentielle de Boltzmann ;

Par R. MARROT.

INTRODUCTION.

Ce travail est consacré a ’étude de I'équation de Boltzmann, déter-
minant la répartition des vitesses des molécules dans un gaz. J'ai
d’abord repris le raisonnement classique de Boltzmann afin de mettre
en évidence le sens de la fonction F qui est celui d’une densité de
probabilité. Ceci m’a conduit a étudier le cas ou les molécules du gaz
obéissent a la dynamique de relativité restreinte; on obtient ainsi une
équation admettant des propriétés de symétrie identiques a celles de
'équation classique. Ces propriétés permettent, par de simples inté-
grations, d’aboutir aux équations complétes de 'Hydrodynamique.
Cette méthode, équivalente au fond a celle des équations de transfert
de Maxwell est d’une grande simplicité; elle permet de plus d’étudier
la variation de I'entropie de la masse gazeuse, et conduit a une notion
de: systéme isolé définie par des conditions globales portant sur
’ensemble de la paroi. Bien entendu, 'hypothése de caractére local,
d’une réflexion élastique sur la paroi entraine ces conditions, mais
cette hypothése n’est pas nécessaire et pourrait étre élargie.

Dans le Chapitre II, j’étudie, a la suite d'un Mémoire fondamental
de T. Carleman, le cas ou, en 'absence de forces extérieures, |'on
suppose la fonction de répartition F & symétrie sphérique. Il est alors
clair. que I’équation de Boltzmann admet formellement deux intégrales
premiéres. Carleman établit que,  toute fonction positive f(r) véri-
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94 R. .MARROT.

fiant la condition f(r)< (1—4-(77“75’ il correspond une solution

unique F(r, t) de I'équation, se réduisant a f(r) pour ¢ = o, vérifiant
les intégrales premiéres et obéissant au H-théoréme. J'ai cherché a
affaiblir les hypothéses, et j’ai démontré que les solutions vérifient les
intégrales premiéres et le théoréme H sous les conditions suivantes :

a. F(r, t) est positive ou nulle pour o <r<lw, t>o0, continue
par rapport a rett.

b. 11 existe un nombre x supérieur a 5 (d’ailleurs arbitrairement
voisin de 5) tel que I'intégrale f F(r, t)r®dr converge uniformément
0

sur toul intervalle pour 0 Zt<¢,.

c. L’intégrale f F(r, t)r* dr exprimant le nombre des molécules

0
satisfait a la méme condition.

Au Chapitre III, j’ai cherché a élendre le champ d’application/du
théoréme de Carleman. Le résultat obtenu est le suivant : pour qu'il
existe une solution & symétrie sphérique, lorsque le gaz est soumis a
un champ de forces extérieures, il faut d’abord que ce champ dérive
d’un potentiel, ensuite que la fonction de distribution initiale vénifie
une équation intégrale linéaire aisée a former. S'il existe de telles
solutions, la méthode de Carleman convenablement apphquee permet
toujours de les obtenir.

Le dernier chapitre est consacré & un essai d’étude des solutions
voisines de la solution de Maxwell. On forme I'équation aux variatiens
de léquauon de Boltzmann au voisinage de la solution 4 ¢7; on est
ainsi conduit & une équation intégrodifférentielle linéaire qui u:.pné&e
a une étude assez compléte : allure de la solution pour ¢ tendant vers
Dinfini; réduction & une équation int.égrale fournissant une expréssion.
analytique de la solution, valable pour > 0, unicité¢ de la: solutlon
correspondant & des valeurs données pour z=o. o

Enfin, j'ai'indiqué a la fin du chapitre une représentation analythue
d'un. caractére différent pour les solutions d’une classe d'éqngmﬁns
mtégrodnfferennolles analogues & I'équation aux variatioms.
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Le probléme des solutions voisines de la solution de Maxwell
présente beaucoup d’analogies avec la question des mouvements
asymplotiques a une position d’équilibre en mécanique et doit pouvoir
étre traité par une méthode analogue. Toutefois, le nombre de degrés
de liberié¢ du systéme est ici infini, ce qui semble rendre beaucoup
plus délicate la question de la convergence des approximations
successives. Aussi ne l'ai-je pas abordée ici.

" Ce travail n’aurait sans doute jamais vu le jour sans I'aide conslante
de mon ami A. Lichnerowicz. Je suis heureux de lui adresser ici mes
remerciments pour les conseils qu’il n’a cess¢ de me prodiguer,
pendant la recherche comme pendant la rédaction.

M. le Professeur J. Pérés a bien voulu accueillir ce travail : je lui
suis profondément reconnaissant de ’appui constant qu’il n’a cessé de
m’accorder, ses conseils el ses remarques m’ont été précieux.

M. H. Villat m’a fait ’honneur de présider le jury et d’accueillir ce
travail dans son Journal de Mathématiques : qu'’il veuille bien trouver
ici 'expression de ma plus respectueuse reconnaissance.

Enfin M. Valiron a bien voulu accepter de faire partie du jury :
c’est une nouvelle marque de bienveillance dont je suis heureux de le
remercier ici.

Voici quelques Mémoires qui m’ont été utiles :

L. BoLtzmann, Vorlesingen iiber Gastheorie.
T. CarLeman, Sur la théorie mathématique de I’équation intégro-
différentielle de Boltzmann (Acz. Math., t. 60).
T. CarueMan, Sur la théorie mathématique de I'équation de
Boltzmann (Arke. for math. och Phys., 1932).
T. CarceMan, Sur les équalions intégrales singuliéres, & noyau
symétrique réel (Uppsala).
E. Heckg, Uber die Integralgleichunger der kinetischen Gastheorie
(Math. Zeits., t. 12).
.D. ‘Hipert, Grindzige einer allgemeinen theorie der linearen.
Integral-gleichungen (6 ste Mitteilung). -
G. Juu, Séminaire de mathématiques (1934-1935). _
. Y. Rocarp, L’hydrodynamique et la théorie cinétique des gaz.
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CHAPITRE 1.

1* Dans ce chapitre, nous rappellerons briévement le raisonnement
classique par lequel L. Boltzmann a établi son équation; puis nous
I'étendrons au cas ou les molécules obéissent & la dynamique de la
relativité restreinte; enfin nous étudicrons les propriétés de symétrie
de I'équation classique et leurs conséquences : équations de 'hydro-
dynamique et H-théoréme; ces propriétés formelles peuvent d’ailleurs
s’étendre au cas relativiste.

2° Considérons une masse gazceuse formée d’un nombre trés grand N
de molécules sphériques identiques, sur lesquelles agit un champ de
forces extérieures donné de composantes X, Y, Z au point P(zyz)
(X=X(=, y, 5), etc.). Admettons que I'action des autres molécules
sur une molécule M quelconque se réduise a celle des chocs, de sorte
qu'en dehors de ces instants de choc, la molécule M n’est soumise
qu'au champ X, Y, Z. Supposons la pression du gaz en un point
quelconque suffisante pour qu’une molécule arbitraire subisse un
grand nombre de chocs par seconde (ce nombre est de I'ordre de 10°
dans les conditions usuelles). L’énorme dispersion produite par ces
chocs trés nombreux sur des obstacles de trés pelits rayons de courbure
rend illusoire la détermination par les équations de la mécanique de
la trajectoire d’une molécule déterminée en fonction des conditions
initiales. A des données initiales physiquement indiscernables corres-
pondront au bout d’un temps trés court (de 'ordre de 10~° sec) des
trajectoires complétement différentes. Nous n’insisterons pas sur
I’analyse détaillée du phénoméne qui a été faite par M. E. Borel (*).
La conclusion est que la position el la vitesse d’une molécule du gaz

. Y, . . > L
ont le caractére de variables aléatoires. Soit p(&, 7, £) la quantité de
mouvement d’une molécule M (dont la masse au repos est prise pour

—
unité de masse) de vitesse V(u, ¢, w). En mécanique classique on

(") Cf. E. BoreL, La Mécanique statistique et irréversibilité (Journ. de
Phys., 1913, 5¢ série, t. 3).
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‘+ 7 . . . 13 3 .
a p=V; en mécanique relativiste, il n’en est pas ainsi : nous garde-

rons donc les notations distinctes; et V. Pour définir I'état du gaz a
I'instant ¢, nous diviserons I'espace de coordonnées x, y, 5 en
cellules @V, ensembles des points dont les coordonnces sont comprises
entré x et x + dzx, y et y + dy, 5 et 5+ d3; nous diviserons de méme
'espace des moments en cellules dw, ensembles des points dont les
coordonnées sont comprises entre £ et & + %, vietr, + dn, {et{ + d7,
et nous désignerons par NF(«, y, 3, &, 1, {, t) dV dw, ou plus briéve-
ment par NF(M, ;, 1) dV dw, le nombre moyen des molécules du gaz
appartenant & I'instant ¢ & la classe (dV, dw), c’est-a-dire ayant leur
centre de gravilé situé dans I'élément ¢V, et leur point de vitesse dans
’élément dw : il suffit d’imaginer un trés grand nombre de systémes
gazeux définis par des conditions initiales (position et vilesse des
molécules) physiquement identiques : NFdVdw est la moyenne
pour l'ensemble de ces systémes du nombre des molécules de la
classe (dV, dw). Etudions la variation de ce nombre entre 'instant ¢

et I'instant ¢+ dz. Son expression formelle est I\(()); dV .dw. Celte

variation est due a plusieurs causes; placons-nous d’abord dans le cas
de la mécanique classique.

1. ENTREES ET SORTIES DES MOLECULES POUR L'ELEMENT V. — La variation
1 .
correspondante est

.( dF JoF oF
-—fN(ztsz_ +v55,+u E)dVrdel.

2. Acrion pu ceaMP EXTERIEUR (X, Y, Z). — Pendant l'instant dt, la
quantité de mouvement d’une molécule qui ne subit pas de choc varie de

dy =Xdt, dn=Ydt, dy=17dt.
La variation correspondante du nombre des molécules de la

¢classe (dV, dw) est

oF oF dF
—N(X 5 +Y—~+Z—~ )dVdaud:.
( d‘c‘,+ dn+ 0:,) dw dt
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3. ACTION DES CHOCS MOLECULAIRES. — Supposant que le gaz n'est pas
trop comprimé, nous négligeons les chocs triples : leur probabilité
est petite devant celle des chocs binaires. Deux sortes de chocs sont
susceptibles de modifier le nombre des molécules de la classe (dV, dw).

a. Choc d’une molécule M(dV, dw) et d’une molécule M,(dV, dw,).
— La molécule M est alors perdue pour la classe (dV, do). Pour
évaluer le nombre moyen de ces chocs, soient M, une molécule suscep-

tible de choquer M, W sa vitesse relative par rapport a M, P le point

= =,
du plan = mené par M normalement & W, ot la paralléle 8 W issue
de M, vient percer ce plan, et enfin do un élément d’aire du plan = de
centre P. Les molécules M, pouvant choquer M dans ds pendant le

—
temps dtont leur centre dans le cylindre de base da, de hauteur | W ldt.
L’ensemble de tous les cylindres ainsi associés a chaque molécule
(dV, dw) occupe un volume

N.F|W|de&zdm.

Ce volume doit d’ailleurs étre supposé intérieur a dV, ce qui exige
que dt soil pris assez petit. Le nombre moyen des molécules de la
classe (dv, dw,) contenu dans ces cylindres est donc

-
N‘F.F, | W | do dr de de, av,
en désignant comme nous le ferons désormais par F, la fonction '

F(M, ;,, t). Le raisonnement précédent, qui équivaut au fond &
I'application du théoréme des probabilités composées, suppose qu'’il y
a indépendance entre les molécules M et les molécules M, : c’est un
point que I'on peut justifier en invoquant la dispersion due aux chécs.

Le nombre moyen des chocs, c’est-a-dire le nombre moyen des
molécules perdues par la classe (dV, dw) du fait des chocs, est donc

-
N’ddedtﬂ F.F,|W|do dos,
: , 0% !
. < ng . ;
ou Q, désigne I'espace des quantités de mouvement p,, et X' 'aire du
plan II ou les chocs peuvent se produire. Dans le calcul précédent,
nous avons d’ailleurs négligé le volume propre occupé par les molé-
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cules, ce qui revient encore a supposer que le gaz n’est pas lrop
comprimé. Pour définir Z, on peut, soit imaginer les molécules comme
de petites sphéres de rayon p, le choc se produisant quand les sphéres
entrent en contact, soit comme des points exercant les uns sur les
autres des forces centrales trés grandes quand la distance des points
est inférieure ou égale a 2p, nulles ou du moins négligeables quand
cette distance est supérieure ou égale a 2¢. Dans tous les cas, la durée
du choc doit étre considérée comme infiniment pelite par rapport a d.
L’aire Z est donc un cercle du plan II, de centre M, de rayon 2p.

b. Choc d’une molécule M'(dV, dw') et d’une molécule M, (d\ , dw')
rejetant la molécule M’ dans la classe (dV, dw). — A la fin du choc les
molécules M’ et M, ont des quantités de mouvement p ( par hypothesc )

- . -> > . .
et p,. Pour obtenir tous les couples p’, p, donnant lieu a un choc de
I'espéce étudiée, il suffit donc de prendre un choc de 'espéce « défini

« e e > = . ’
par le couple initial p, p, et le point P, de coordonnées ¢, = dans II,
de calculer les valeurs finales des quantités de mouvement
|\ 7 ‘*,(* > )
(€ Vo =p' popig ),
! - ~,+(+ -> )
Pr=pP\pP. P10 ¢/,
ainsi que les coordonnées g, 5’ du point P’ ou la paralléle issue de M’
(position de M en fin de choc, qui coincide donc avec la position
. . e . . ’ bl ——)
initiale M) au vecteur vitesse relative de M, par rapporta M’, W’ pour
. . . ey o
le plan II' mené par M’ perpendiculairement & W’; on aura tous les
> - . .
couples p', p, de valeurs initiales pour un choc de I'espéce 4 en

laissant a ; sa valeur fixe, en prenant Z arbitraire dans Q,, ¢ arhi-
traire entre o et 2p, ¢ arbitraire entre o et 2.

Un raisonnement identique & celui du paragraphe a. fournit alors
pour le nombre des molécules gagnées par la classe (dV, dw)
I'expression
Nava [[ FF,|W|do' do du,

-

ol le. domaine d’intégration est défini par ce qui précéde.
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Le bilan total pour la classe (dV, dw) fournit donc la relation.

(Ey) d‘°§01+S % b o*s— ﬂ PRy W de? do d,

~ 7

__NH‘ FF,|X_>\)7|do-dmdw1.~ v
Ja .

N
LT
Ecrivons maintenant les lois du choc :

1 Conservation de la quantité de mouvement

> > >
(1) pHp=p-+p.

2° Conservation de I’énergie
(2) E+E=FE+E.
E désignant I'énergie cinétique de la particule M. De ces relations

résulte comme on le vérifie aussitot 1’égalité avant et apreés le choc des
valeurs absolues des vitesses relatives

(3) l(’?’!:}?|

Enfin, les équations du choc s’obtenant par passage a la limite des
¢quations de la mécanique, on peut appliquer le théoréme de
Liouville aux molécules M et M,. On trouve ainsi

o do dw do, = d5' dw' do,.

Grace a (3) et (4), 'équation (E,) prend la forme classique

(E) T Fi=Tr),

en posant

(5) :F::{)E‘-I_SUJI—“_FSX()_I‘

(6) T(F)——Nﬁ (F'F,—F l‘)lVVldadml

....1 X

Il importe de noter que les relations (1) et (2), ainsi que leur consé-
quence (3) et la relation (4), subsistent si I'on substitue aux chocs
proprement dits I'action de forces de grande intensité et de faible
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rayon d’action (inférieur a une constante 2; de 1'ordre de grandeur
du diamétre moléculaire) pourvu que ces forces sotent conservatrives.
La relation (6) n’est pas encore complétement explicite, car les
relations (1) et (2) ne déterminent pas entiérement I'état des vitesses
aprés le choc. Il est aisé de les compléter en se plagant pour plus de
simplicité dans ’hypothése du choc élastique. On posera alors

> > > - > »
pP=p—"r: Hh=m—+ P,
\ . 2> . .
ou le vecteur percussion P a la direction de la normale commune aux
deux sphéres en contact.

Remarque. — La relation (6) est susceptible d’une forme légérement
différente mettant en jeu la vitesse normale relative W,, projection

du vecteur W sur la normale commune aux deux sphéres. Soit dX’
I'élément d’aire de la sphére du centre M, de rayon 2¢ qui se projette
sutvant do sur le plan = et dZ I'élément d’aire homothétique sur la
sphére S de centre M, de rayon unité. On a évidemment

AX'=4et W, dX.
La fonctionnelle T(F") prend alors la forme
6") T(F)—QVP?ﬁ (F'F\—FF,) W, do, dX.
Q%
Terminons en explicitant complétement les calculs. Ou a

P=iaW.  L=i+aW.
‘II':‘I)—ﬁWn,, ﬂ'.=‘m+i3“’m
{=7— Ywm h=Li+ T‘Vny

Wn=1(£1—;:_)+ﬁ('ﬂi—'ﬂ)-i-‘,'(Cl— )

les coordonnées a, 8, y du point courant de la sphére unité S étant

liées par la relation
a4+ B4 yr=r1.

3. EQUATION RELATIVISTE DE LA THEORIE DES GAz. — Nous supposons
dans ce paragraphe que les molécules obéissent 4 la dynamique de la
13

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946.
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relativité restreinte. Avec les notations introduites au paragraphe 2,
et en désignant par R(z, y, 5, t) un systéme de référence lié &
'observateur (indépendant donc des molécules du gaz) le premier
membre { I} de 'équation (E) subsiste sans modification

S B 1
t
Reprenons le décompte des chocs. Soit M une molécule de la
classe (dV, dw), R’ un systéme de référence lié & M; supposons que
le champ extérieur (X, Y, Z) n’est pas trop intense, de facon a pouvoir
négliger la variation de la vitesse d’une molécule M libre pendant le
temps dt; dans ces conditions, R’ est en translalion uniforme par
rapport & R, et I'on passe de 'un & P'autre par la transformation de

-
Lorentz. Soit M, une molécule de quantité de mouvement p, (par
rapport a R) venant choquer M. Si, au début du choc, nous désignons

par Vet V, les vitesses de M et M, par rapport a R, la vitesse rela-

tive W de M, par rapport a M, c’est-a-dire la vitesse de M, par
rapport a R’ est donnée par la formule aisée & vérifier

Sk NV vV |V
W= AR
((—V.V)

ot I'on a pris la vitesse de la lumiére pour unité.

Comme en mécanique classique nous supposerons le choc du a
I'action pratiquement instantanée (d'une durée négligeable par
rapporl a I’élément de temps d¢ intervenant dans la mise en équation)
de forces conservatives. Nous admettrons donc qu’a la fin du choc la
quantité de mouvement et l'énergie totale du systéme des deux
molécules M et M’ ont repris les valeurs qu’elles avaient au début du

choc. On en déduit que ’W‘ a la méme valeur au début et a la fin du

choc (') : il suffit pour cela de voir que lWl ne dépend que de

(*) I faut noter que les systémes de référence R’ correspondant au débaut et
4 la fin du choc quoique coincidant dans I'espace sont bien distincts, car ils ont
des vitesses différentes relativement a R.
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> >
K'= l P+p ,, et de I'énergie cinétique totale &. En effet, la masse au
repos d’une molécule étant toujours prise pour unité, on a

> +—>
. L KA V.V
R R VeRDG-TD
e ! 1 2

-+ -+ .
SE T VG-RD G-I
Par suite, on a

IW[=i= 2
en posant

>

l——?.i. .
VG-IRT) G=I%T)

Ainsi, comme en mécanique classique, on a

A=2(e—Ke)—1=

|wW]=|w].
Les moléeules M,(dV, dw,) susceplibles de choquer une molécule M

dans I'aire g du plan II, perpendiculaire en M 4 W, au cours du
temps dt, ont leurs centres dans un élément de volume cylindrique

dont la mesure dans (R) est '—V_ﬂ(lcdt. <_On peut utiliser comme

s d=, T lemps

intermédiaire I'expression de ce volume dans R’

propre de R’.>
Il résulte alors du raisonnement rappelé dans le cas classique que
le nombre des molécules perdues par la classe (/V, dw) du fait des

chocs est encore
>
N2 do dV dtjf FF,| W/ de do,.
o.n

1

Le nombre des molécules gagnées par la classe (dV, dw) grace aux
chocs des espéces contraires est de méme

—
N2 aV de ﬂ |W | PP, do’ do .
-
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Enfin, les quantités de mouvement étant les variables cbnjuguées des
coordonnées de position, le théoréme de Liouville s’étend & la' relati-
vité restreinte, donc, par passage a la limite aux chocs; et ’'on a

do dw dw,= do' dw' dw',.
Le bilan total nous conduit donc encore i I'équation

-
(E) {F}:N[{; (PP, — ) | W do do,.
o,n

Pour achever d’expliciter 1'équation, il faudrait encore déterminer

cffectivement }_;’ et pi en fonction de ;, E et des variables de position
de l’élément ds dans le plan IT : c’est une question que nous n’abor-
derons pas.

L’¢quation (E’) sans étre notablement plus compliquée que I'équa-
tion classique (E) présente, semble-t-il, I'intérét d’étre applicable au
cas des particules de grande vitesse. Son analogie de forme avec (E)
permet d’étendre au cas relativiste les propri¢tés formelles de I'équa-
tion (E), en particulier la détermination, lorsqu’il existe de I'état
stationnaire. A la solution de Maxwell pour un gaz homogéne en
¢quilibre ,

L.

F=ade¢"=un s

correspond la formule relativiste, bien connue en mécanicque statistique,

4

F=ae*=ne -3,
ou E désigne dans les deux cas I’énergie cinétique d’une molécule.

4. PROPRIETES DE SYMETRIE DE L’EQUATION (E). INTEGRALES PREMIERES. —
Les propriétés fondamentales de ’équation (E) résultent de certaines
symeétries de l'expression T(F) dont la signification physique est
d’ailleurs évidente. Nous ferons I’hypothése que les formules du choc

sont réciproques, c’est-a-dire que la transformation faisant passer
> = >

de W, C,eap,p, o, coincide avec son inverse. On le vérifie
b LY b 12 )
aisément dans le cas des chocs en mécanique classique. Toutefois,
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faute d’une démonstration rigoureuse de cette propriété en dynamique
relativiste, nous I’admettrons comme hypothése.
Etudions donc l'intégrale

l=f®(w, ¥ 5t E,,n,C)T(F)dw:Njy d’(l”F’,—-l"l",)l\-?\’"dmdm, da.
Q QQx

En prenant pour nouvelles variables d’intégration &', v/, {', &\, v,
Coeyeauliended, v, ¢ 8, vy, 2y ¢, € on a, grice a (5),

’= /Z[ OFF, | {\7 I dw dw, ds = ///
Lyveq W

—>
, 1 30 04 | W/ , dw' doy', dg'.

En ¢changeanl les variables primées et non primces, on a, d’apres
la réciprocité des formules de choc,

. —
J= ﬁ o F F| W | do don, o
RIS
Par suite,
I:N”/ W ) F, | W dos o, .
oo,

> - . .
Echangeant le role de p et p,, il vient
I=N /” (@, — ®,)FF, | w l dw dw, dz.
dxoo,

et par suite

l:gﬁ ]"l’l(‘l”—i—(I)'l—(l)—d)l)ii\)/ld'n([m,(/7.
rQQ,

D’oti 'on déduil par le méme procédé

l:—;ﬂ F’F'l((b’—i—(l)';—(D—(D,)ligldw(lm, ds.
tsoe,

D’ou enfin la formule fondamentale

(6') I= lﬂ (F'F, — FF) (0 + &, — & — b)) do dw, ds.
1 s0,

Le facteur ® 4 ®, — &' — @' s’annule manifestement pour les cing

fonctions
¢=i, =7 O =y, =7 ®=E,
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énergie cinétique d’une molécule, d’aprés les lois du choc. On a done
les identités

.

(7) f@T(F)dm:o, pour ®=1,%, 0, %, E.
Q

Elles expriment que les chocs moléculaires laissent invariants le
nombre, la quantité de mouvement et I'énergie de I’ensemble des
molécules de I'élément V. De la nous allons tirer les équations habi-
tuelles de la mécanique des fluides en nous bornant pour plus de
simplicité a la mécanique classique, ou § =u, n=v¢, {=w.

Pour, cela, il nous sera utile de calculer des intégrales telles
que f u;)—l;dw, [ v%l—lidw, etc. Soit S, une sphére de centre O, de

Ja Ja

rayon R, dans l'espace Q. On a

(8) f u:—;tdm:ful’dwlﬂ'—j F dw.
A1) u S V(s

Or, pour que le nombre des molécules et I'énergie cinétique de la
masse gazeuse soient définis, on doit supposer la convergence des

intégrales
fF dw, f(u”+ v+ w?)Fdo.
Q 0

Comme F > o, il en résulte la convergence de

R
f,u,de_—_lim (f.ulea>dp,
o R> o J, S,

ds étant 'élément d’aire de la sphére ds. Par suite

lim ju|Fdoe=o
R>= V§y
a fortiort
lim j2uF do=o.
R> = Sy

a désignant le cosinus de I'angle de I'axe ou et du rayon vecleur
joignant zéro a ds. Il existe donc une suite R; > o telle que

lim juFa|de=o,
Ri> = 5.‘
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a fortior:
lim f uFdvdv=o.

Ri>»wo . s.i
Appliquons alors I’équation (8) en prenant pour S une sphére de
rayon R; et faisons tendre R; vers l'infini
JF ¥
(9) fu——dwz— Fdm.
o du Q
La méme méthode montre que

, oaF . IF
(9") Qumdo)_ 52‘07’{0'_0.

dF JdF ar
(10) !!‘Edm—‘[gwdo)_ﬁmdr;)_o.

Reprenons I'équation (E) el intégrons les deux nombres dans
'espace Q; entier, il vient

J Jd L \ JF
a;LFdw+ SathPdw+bj:z(—);dm_l).

Pour alléger I'écriture, nous poserons

dem:n, qudw:Ti, fuvl"dw:TtF,
Q Q Q

En tenant comple de (10), la relation précédente peut alors s’écrire
(11) Jt ' dxr dy ' ds

C’est la relation de continuité hydrodynamique. Pour la melttre sous
la forme habituelle, il suffit d’introduire la densité p du fluide en
M(z, ¥, 5), et la vitesse de 1'élément fluide en M : u,, ¢, 5. On a

qudw
Q

p:Ndew:Nn; Ug— ———— =N
Q

de«..
Q

o|g|



108 . R. MARROT.
La relation (11) s’écrit alors

9 Jd J /]
(1) o 0 (Pue) + g (B8 5 (pwe) =,

ou, si'l’on introduit les dérivées d’Euler,
d J d d J

a7 ot +u°d_.1; +"o$: +u‘oa-:' )
) dp fdug  dva  Owo)
(") a ot TR T

Multiplions maintenant les deux membres de I’équation (E) par «,
puis par ¢ et s, et intégrons chaque fois dans I'espace Q. Tenant

compte de (9) ct (9') il vient

Ju dJu? duv duw

o T ar Ty e =y
Jv Juy arr dew
(13) ot -'T"-()—JT—I—()—‘_—%?:HX,
av | dun dew da? .
— =nZ.

or T ox +_d-)'—+ Jz

Ce sonl les équations générales de I’hydrodynamique. Introduisons la
vitesse relative (U, V, W) d’'une molécule de la classe V parrapporl

a I’¢lément fluide situé en M. On a aussitdl
u—u,+ U, U = nu,, U=o,

w=nul+ U, Ceey uy = nugvo+ LV,

La premiére équation (12) peut alors s’écrire

dJd d I 4 e dJd ’ —
()Z(Puo)+ d—.z(PlL6+\U )—l— d—y(puovo—l— \NTV) + E)E(puowo—l—)b\\):p)‘.

Tenanl compte de I’équation de continuité (11"), il vient

du,

O.—_—
ot

de méme

{9 (72 Jd v d owHl—,
=N (T) - TV L (TW)h=p,

) ym— ) (G* 9 (vw

N Jy— 0 oy . 9 () | .
—+N§£(WU,)+()—},(\WV)+(E(W) 5_"’/“
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En comparant & la forme usuelle des équations de 'hydrodynamique,
on voit apparaitre le tenseur 4 g composantes des presssions

2

NU, NUV, NUW,
NTOV, NV, NVW,
NUW, NVW, YW,

et 'on voil qu'il est bien symétrique.
Multiplions enfin par E = ;»(u’ + i) = é 7 les deux membres

de I’équation (E) el intégrons dans Q en utilisant la relation

oF o
/!;Lmdm_—/;ul dw—_1,

nous obtenons I’équation de conservalion de I'énergic

B d T p2 \ () /‘ 7,2 — (77 : w7
(13) Wﬁlr clo)—i—bd—‘l_~ uFrido=2(aX 4-¢vY +-W17),

Q

dans laquelle on peut éliminer X, Y, Z grice aux équations (12).

Les calculs qui nous ont conduil aux équations (11), (12), (13)
fournissent ainsi un résultal équivalent a la méthode des équations de
transfert; ils peuvent d’ailleurs étre étendus au cas d’un mélange de

plusieurs fluides.

3. Propriites e LA Fonction H. — Introduisons avec L. Boltzmann
la fonction

(14) (., y, s 1):]01: log F dw,

et supposons le champ extéricur nul : X =Y =Z=o0. Muluplions
les deux membres de (E) par (1 + logF) el intégrons dans I'espace Q

" OF \ JF .
jg(—)z(1+logr)d0J+ b/;“()_.z-(l_'_lu"l)dm

:f(l—l—logF)'l‘(F)(/m :flogFT(F)dm.
Q Q

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1940.
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En posant dans la formule (6) ® =logF, il vient SEUE

fT(F)longm
Q
N U, ]
= Zﬂﬂg(l*h-—l*h)[logl* I, — logF F,]| W | do d, do.
- 1

La fonclion logx étant croissante, ’élément différentiel de la
seconde intégrale est toujours positif, par suite,

fT(F) logF dw = o.
o
Nous obtenons ainsi une inégalité de transfert pour I’entropie

R Il dJ 5 -
(1) _d7+STz‘/g;"l logF dw < o.

6. IntEcrALES PREMIERES. — Supposons d’abord le gaz homogéne, .
I* ne dépendant pas de M(.z, v, 3), lechamp exlérieur étant toujours

nul, les formules (11), (12) et (13) se simplifient et fournissent cing
cntégrales premieres de Uéquation E

fl’dm:f\; flthm:Uo; vadc.):Vo;
Q Q

v Q

fﬂ‘ Fdo=W,; Frdoe=D.
Q

La formule (15) donne alors le H-théoréme

:]ﬂ = o.
dr —

Revenons au cas général, en supposant la masse gazeuse enfermée
dans une enceinte dont nous désignerons la paroi par S, et intégrons
dans le volume limité par S les équations (11), (12), (13) et (15).

De 'équation (11) résulte

0 g | ov oW
vandxdyd~+fv{%+d—y-4-§ du dy ds = o.



SUR L’EQUATION INTEGRODIFFERENTIELLE DE BOLTZMANN. 111

La seconde intégrale se transforme en une intégrale de surface;
d'ot la formule

(11) d%fndxdydz+ﬂﬁdyd:+ﬁdsdw+Wda;dy=o,
v s

qui exprime ce résultal évident : la variation du nombre des molécules
continue dans (S) est égale au flux des molécules a travers la
surface S.

Les équations (12) fournissent de méme par intégration

(12") %fﬂdwdydz +f4—t'1d_yd:+’u7d;a'x+ded_)’:fu.\d.r:(rd:,
v S v
ce qui traduit le théoréme de la conservation de la quantit¢ de

mouvement pour 'ensemble de la masse du gaz. Enfin I'équation (13)
fournit :

Jd
3y 2 MfFed+f
(I)dt_£ js;lw .

—+ vaFrgdw ds dx
1Ja

+ ;war‘-'dw}dxdy:f(ﬁ.\—i—F\ +wZlydedyds,
Q . v

/ u Fr‘za’o)gd)'d:

2

qui exprime la conservation de I'énergie.
De la résultent les conditions & imposer a la masse gazeuse pour
exprimer qu’elle est isolée : tout d’abord X =Y =Z =o0; puis les

conditions portant sur le comportement de ¥ a lu frontiére :

!
'(16,){ﬂﬁ dyds+7 dzdr+w daedy=o,
s

?
|

f[rﬂ dy ds + @ ds dz + o de dy = o,
S
(16) ¢ (165) w dydz: +7v dide+vwdredy =o,

uvdy ds 4+ vwdsdx + w? dedy = o,

fu Fr‘-’dw}dyd:—l—...
S Q

(163)

I
e

= = =

\
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Les cinq conditions (16) ne suffisent pas & exprimer que le systéme
est isolé : elles n’entrainent pas le H-théoréme. Intégrons donc l'iné-
galité (15) dans le volume V et posons

= [Il drdy ds.
vy

Il vient
o * . ( \ .
x-—+j fu.l‘longm dy 4-ds! | ¢FlogFdwldsdr+...Zo.
'.d' S Q ‘ I Ja

Nous compléterons la définition du syléme isolé en posant’

(17) ” (fu |’|0gl“dm> dyds+...=o;
o .

w's

I'inégalité ainsi oblenue % ~~0 nous permet de définir I'entropie de
la masse gazeuse par la relation généralisée de Bollzmann

S=/ika
en gardant I'énoncé classique : l'entropie d’un systéme isolé va
loujours en croissant.

7. ConpITIONS AUX LIMITES VERIFIEES PAR IF. — Placons-nous toujours
dans le cas ou le gaz est enfermé dans une enceinte. En tout point de
la paroi S de cette enceinte I' doit alors vérifier une condition supplé-
mentaire. Supposons — c’est I’hypothése la plus simple — la paroi

. . . > o,
parfaitement élastique. Si p est la quantité de mouvement d’une
. . + . ’ ’
molécule incidente, p, la quantité de mouvement de celle molécule

>
apres réflexion, n la normale unitaire a la paroi, dirigée vers
‘I'intérieur au point d’incidence, de composantes a, 3, y, on a

> > > > > > S>>
(18) pi-n=—p.n et pi=p—2n p.n).

En particulier
(18) ol =I5

F vérifie évidemment la condition F(;) = F(;) (19).
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Alors
’ ‘E:/ uF do +f u Fdo.
> > >

p.n>o0 ;.n<0
Par suite,

— -— —_— ] * > h
Ta+ PP+ vy =f(ua + B+ wy)Fdm =fp.n F dw,
Q Q@
o > > > >
wx+7p+wy= p.nFde +f pon¥do.
penr>o poai<o

Les deux intégrales se détruisent élément par élément si I'on tient

compte de (18) et (19). Donc,
o+ 9B+ Ty =o.
On obtient de méme, gace a (18'),

arta + v+ wrtv =o,

wlogFoa + ¢logFf + wlogFv=o.

Ainsi, les coefficients différentiels dans les formules, (16,) (16,) el
(17) sont identiquement nuls; il s’agit donc la de propriétés locales :
constance du nombre de molécules, conservation de I’énergie, entropie.
Il ne peut évidemment en étre de méme avec les formules (16,) : la
quantité de mouvement n’est pas localement conservée.

CHAPITRE I1.

SOLUTIONS A SYMETRIE SPHERIQUE, EN L’'ABSENCE DE CHAMP EXTERIEUR.

4. LEs SOLUTIONS A SYMETRIE SPHERIQUE. — Nous nous limiterons
désormais a I'équation (1) de Boltzmann correspondant & la

dynamique classique.

DerNttioN. — Nous dirons qu'une fonction de distribution est a

>
symétrie sphérique si elle ne dépend du vecteur p que par son module.

Ainsi F ne dépend alors des composantes u, ¢, & de la vitesse d’une
molécule que par I'intermédiaire du groupement :

r=u*+ v+ w2,
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Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier les solutions a
symétrie sphérique de 'équation (E) correspondant au cas ou le,
champ (X, Y, Z) est nul. L’équation (E) s’écrit alors

dF oF
(1) -‘)7+SU(E:T(F)
ou
JF JdF
(2) Qe =—% +T@.

Si F est & symétrie sphérique, le second membre de (2) ne dépend
de u. v, w que par l'intermédiaire r. 11 doit donc en étre de méme du
premier membre, ce qui entraine immédiatement

oF _oF _or _
dr — dy  dz
Ainsi, dans ce cas, on ne peut obtenir une fonction a symétrie
sphérique que si elle correspond a une distribution homogéne du gaz,
c’est-a-dive si F est indépendante de x, y, 5. Les solutions cherchées
satisfont donc & I'équation intégrodifférentielle
JF

(3) : 5 =T

qui sera dite la forme réduite de Boltzmann.

2. La rorRME CANONIQUE DE CARLEMAN POUR L’EQUATION DE BoLTzMANN. —
Supposons les molécules sphériques, de rayon ¢ et reprenons les
notations du Chapitre I.

La molécule M, rencontre la molécule M lorsque le point M, se
trouve sur la sphére de centre M de rayon 2p. Si donc 442 dS est
I’élément d’aire découpé sur cette sphére par le cylindre qui admet
dans le plan M la base do et dont les génératrices sont paralléles 8 W,
on obtient, en introduisant au lieu de W la vitesse normale relative
de M, par rapport & M, comme nous I’avons vu au Chapitre I :

T(F):sz‘*ff(F’F’i—FF,)]Wn[dsdm,,
sVQ
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o S désigne la sphére unité. En remplacant la fouction I' par
la fonction KF, o K est une constante, on pent toujours réduire le
facteur 2 Np? & I'unité et poser

%) T(F)=J(F) — F L(F)
avec

(5) J(F)—_—/'f FE, | W | ds it

Js v
et :
—>
(6) L(F):_—ff o[ W dls ddo,.
s JQ, .

Désignons par rel r, les valeurs absolues des vitesses de M et M,, par
0 et 0, les angles de ces vitesses avec le vecteur MM ; 7, # 0'; 0, dési-
gneront les grandeurs correspondantes associées au couple M'. .
En vertu des équations (1), (2) et (3) relatives aux lois du choc. on a
entre ces grandeurs les équations :

() { ’*=r}cos?0;+ r*sin®,
7 | r2=r?sin?0,+ rt costf),

et la fonctionnelle J(F') s’exprime par la formule :
@® Yy T
J(F) = zmzf f f F(, 8) F(r,, ) | ry cosfl, — 1 cost, sinsind, 2 ol o), ofs .
0 [ o
tandis que (LF) peut s’écrire :
® ki3 kY ‘
L(F)= [m’f f f F(ry)|ricos®,— rcos0|sin0sin, »? df 0, dr,.
0 0 o

En prenant comme nouvelles variables d’intégration les variables r',
r, et 0,, on voit qu'on peut effectuer dans J(F) I'intégration en 0,.
Carleman a ainsi ramené par des calculs simples la fonctionnelle J(I)

a la forme (*) ‘
(8) J(F):/.f”f”(;(r, A A F(, ¢).F(p, ¢) dhdp,

(1) Dans toute la suite, nous omettons dans les expressions de J(F) et L(F)
le facteur numérique 472 qui ne joue évidemment aucun rdle essentiel.
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oul A, u. remplacent » et 7, et ou G(r, 4, ) est la fonction symétrique
de « et u. délinic par le tablecau pour

W4 pr G =o;
rr, o piar, G=1;
r>r, p Zr, G:%;
. . A
r.Zr, Y=l G=;.)
5 32 2 2 1
LZr, wm=r avec 1 4 pI17, G= l—(\’/ +p.—r)

d’une maniére analogue posons

Pory oy ):f / '{ 1y cos, — rcosl|sin0sin0, db d9,.

On obtient ainsi

(9) L(F):f P(r, ry)F(r, t)r? dr
v
avec
217
205 —+ 37’ pour rr,
|)(,.’ ry ) — ,
a27?
? 20, + 3”, pour ry>r.

L’équation ainsi obtenue est la forme canonique de Carleman :
JdF = rel . . .- .
(10) o :.’.f f G(ry 2, )7 ¥ (2, 0)F(p, t)dr dp
—TF(r, z)/ P(r, 10) F(r, t)r? dry.
0

A. Propriétés des solutions de I’éqguation réduite.

3» Les conditions fondamenlales (c¢). Nous nous proposons
d’étudier les propriétés d’une classe de solution de ’équation réduite
de Boltzmann.

Envisageons les solutions satisfaisant aux trois conditions suivantes
[ conditions (¢)] :

1° F(r, t) est continue en R et en ¢ pour : 0 <r<{w, 0Lt L4,.

La fonction F est toujours positive ou nulle.
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2° Il existe un nombre > 5 tel que I'intégrale
C(t):qu(r, t)yrvdr

soit uniformément convergente pour o =t _¢,.

3° Il existe un nombre ; (aussi petit que 'on voudra) tel que la
fonction soit bornée pour 0 Zr<¢, 0Lt 1.

La premiére hypothése est imposée par la nature physique du
probléme, sauf toutefois la condition de continuité par rapport & r.
Les deux autres nous apparaissent comme des conditions minima
assurant Dexistence des inlégrales premiéres et la validité du
H-théoréme. Etablissons en effet sous ces hypothéses la validité
des deux intégrales premiéres correspondant au nombre des
molécules et a l'énergie. Commencons par quelques majorations
indispensables, en remarquant qu’il résulte des conditions (c) que
I'intégrale C(z) est une fonction continue de ¢ sur (o, ¢,), qu'elle
admet donc sur cet intervalle une borne ¢,.

4° Bornes supérieures de J(F) et L(F). — Je dis que, sous les
hypothéses faites, les quatres intégrales

A:f Fr2dr, I:f.Frdl', K:f Fri3dr, B:f Fridr
0 [ 0 ]

sont bornées pour o <t ¢,. Il suffit de le voir pour A par exemple.

P ® 4 3
(r1) Azf Frrdr +f Fr2dr <f Fridr+ o‘_[“‘f Fredr
4 Ve o ; ¢

les deux termes du second membre sont bornés pour 0 £t 1¢,.
On voit de plus que l'intégrale A est uniformément convergente,

car ¢ étant uniformément convergente, & tout ¢ >0, on peul faire
correspondre un nombre r, (indépendant de ?), tel que pour R >r,,

on ait :
f Fredr <e.
R

—/1: Frdr< %,

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946.

D’ot il résulte

15
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Donc les quatre intégrales A, B, I, K sont bornées et uniformément
convergentes. Soient A,, B,, I,, K, leurs bornes supérieures.
Majorons maintenant

L(F):fnl-’(r, r)F(r)re dry.

Pour cela remarquons avec M. Carleman que

P(r, r)y<<a(r+r).

Par suite, _
L(F)é'zrf F(r\)ridri+ nf F(r\)r}dr,.
o 0
D’ou
(12) L(F)<ZL2(Ar+K,).

Pour limiter J(F), remplagons G(r, A, ) par le noyau majorant
G, (r, &, 1) défini par le tableau :

. r r A

A<l T’ > \7;-7 G, = ;;

r r B,

A>\'/—_7 1J~<~/;.9 Gy=<=;

< -, << Z, Gy=o;
Ve

7

)\> 'L—’ P~> a1 G1:l.
V2

On a donc pour J(F) l'inégalité :

faF(').)7~cl)\€2+§

S

(13)e J(F)Z4

/

Majorons les intégrales figurant au second membre. Comme F est
positive ou nulle, on a aussit6t :

F(l)).?dlg $/mF(p.)pdp.
Ve

r

V—i o
f nzdxéf FAdh A,
o [}
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D’autre part, dans le domaine A —-, on a

=
V- s,

et, par suite,

f I‘(?\)}dl/(\h)r—if Fix d)/(‘/’) G

\0

Nous obtenons donc I'inégalité

(16) 32 W2 e W,

On peut ainsi déduire de (13) une majorante utile au voisinage
de r=o. En effet

r

Ve r 3 ) r
erdxé—_f Fhdh< 1,
V2 V2

On a donc d’aprés (13) : e
(14") IR <42+ (r=p).

En rapprochant (14) et (14" ), on voit qu'il existe une constante A
telle que

" I .
(14") J(F)< ) pour o<r":<oo (oLt LY).

Enfin, remarquons que les hypothéses (c) entrainent que la
fonction i— = T(F) est continue sur le champ ol rlw,0 Lk ky:

on le verlﬁe sans difficulté sur I'expression de T(F), grce & la
convergence uniforme des intégrales A, I, K, B.



120 R. MARROT. .

3. EXISTENCE DES INTEGRALES PREMIERES. — Nous avons établi (Chap. I,
§ 6) que les intégrales

;\:f Fridr et B=f Frédr
[1] 0

sont des intégrales premiéres de I'équation (E), c’est-a-dire conservent
une valeur constante au cours du temps. Ceci sous la réserve quec les
intégrales qui s'introduisent dans les démonstrations soient unifor-
mément convergentes. Etudions lintégrale B : la démonstration
vaudra « fortiori pour A. Nous allons montrer que U'intégrale

R()‘: 4 J— = DAYFRY
[ ay ¢lr_£ T(F)r dr

obtenue par dérivation sous le signe somme converge uniformément.
On sait qu’elle représente bien, par suite, la dérivée de I'intégrale B.
Il reste alors i vérifier la légitimité des calculs formels montrant que

f T(F)rtdr=o.
0

ce qui ne présente pas de difficulté.
Envisageons donc I'intégrale

f T(F)r‘(h-:f J(F)r*zh-—f FL(F)r dr
0 0 [}

L’inégalité (14”) monlre aussilol que f J(F)r'dr, majorée par
0
* hrt . s
————, est uniformément convergenle.
o (l+,-).L o]

Quant a f FL(F)r* dr, elle est majorée, d’aprés (12), par

2A,f Fl'5d1'+2K./ Fridr.
0 1]

Elle est donc bien uniformément convergente. Nous pouvons donc
énoncer :
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Tukorime, — Sous les conditions fondamentales (c), [équation
rédute de Boltsmann admet les deux intégrales premucres

A :.-:f Fridr, B =f Fobdr.
v )

6. Le H-ratoréme. — Nous avons vu (Chap. I), par un calcul
formel, que 'intégrale
= f Flogh s dr,

qui est liée a 'entropie du gaz, est une fonction non croissante du
temps. Pour légilimer ce H-théoréme, il nous faut encore établir
I'uniforme convergence de I'intégrale

f (1+logl’){())—£r‘3dr=f (|+|ogF)T(F)I"-’dr:f"l’(l’)logl"l"r{l'.

Il nous faut pour cela majorer [log F|, ce qui exngc que nous ayons
une majorante et unc minorante de F.
Etudions d’abord la minorante, cn suivant une méthode due a

T. Carleman.

Lemme I. — Pour loule solution F satisfaisant aux conditions (¢)
et se réduisant pour = o a une fonction /(r) continue ct non identi-
quement nulle, et pour tout nombre ¢ positif arbitrairement petit, il
existe une conslante £ telle que

logl > — A (14 1)+ (o< Lt <<ty).

Bien entendu % dépend de ¢, ct peut tendre vers 'infini quand ¢, - o.
Partons de l'inégalité (12) : L(F) < 2(A,r+K,).
Il résulte de I’équation réduile que I'on a

oF

E -+ 2(A11'+ Kg)FéJ(F).

En intégrant, il vient :

t
F _é fe—z(A,r+K.)l + f e—Ar+Ky) (=) ] % F( r 7.') : dr.
[
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D’oul les deux minorantes
(l5) F éfe—*zp\,r-i—li.yl,
'3
(16) F o e thireiul f J{F(r, 1)} dx.
(1]

La minorante (15) s’annule avec f(r) pour t=o0. En remplacant
dans (16) F pour la minorante (15), on obtient par un calcul simple

Fxo4t e—:(A,m-li,uf‘ftG(r, A A S () S (1) e—2AM+K)E oA+ ) ) dp.
o 0

Introduisons, au lieu de G, le noyau minorant G, défini par les
formules

G,=o;

4
A

A B
[=]
]
=
|

-2

(3]
-

‘J~>£’ Gg:b,

:

LV

ou y désigne un nombre arbitraire compris entre 1 et y2, et ol b est
la borne inférieure de G dans I’angle droit (lég, g %) On
obtient ainsi :

F 2 4 bt e—tdr+Ealt s f e—2(A+K, )¢ f()\) AdA %2 ,
¥

l

minorante qui ne s’annule plus toujours avec f. Comme f(r) est
conlinue, il existe au moins un intervalle (r,Zrr,+ d) dans lequel

S(=k>o.

On voit donc que F(r, £) ne peut plus s’annuler pour
oLr<y(ro+d) (y>1

dans l'intervalle (o, ¢,). De la Carleman déduit, par un procédé d’ité-
ration, une borne inférieure non [nulle quel que soit r; on obtient
ainsi

(17) logF > — k(1+ r)*= (o< th Lt £ ty),

€ et ¢, donnés arbitrairement petits.
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Lemme 1I. — Toute solution F satisfaisanl aux conditions (E) et se
réduisant pour £=o a une fonction f(r) bornée pour p = r< o, est
elle-méme bhornée quel que soit r.
Utilisant le fait que A est intégrale premiére, on a aussitot
L(F)>2Ar.
D’ou I'inégalité
ar

9% +2ArFZLJ(F)

et, par inlégration

4
(18) F(r, t)éf(r)e—’“"‘+f e~ri=si] fF(r, 7){ dr.

Or,on a
h

—_— our o ¢ L ¢4.
(l+’.).l_‘ P =tr="n

I(F)<

L’inégalité (18) donne alors

(19) F(r, ) £f(r)+ —— —"

2Ar (1+1)"

Si donc la fonction f(r) est bornée pour g <r< =, il résulte de
I'inégalité (19) que la fonction F, supposée bornée au voisinage de
r=o [condition (c)] est bornée dans tout le domaine 0 = r< =, ce

qui démontre le lemme.
Il résulte donc de ces deux lemmes qu’a tout ¢ > o, et a tout inter-

valle (%, 2,) (£, > 0)on peut associer une constante # telle que
[logF | << k(14 r) (o2t Z ty).

Nous pouvons maintenant élablir la convergence absolue et uni-
forme des intégrales

H:f FlogFr dr, f J(F)logFr* dr, f FL(F)logFr dr.
0 0 0

Pour l’i_ntégrale H, il suffit d’observer qu’elle est majorée par

kf”F(l + r)**rrdr.
0
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" Grace a l'inégalité¢ J(F)< Z—r—"l_“-’—)", on voit que fOJ(F) logF.r*dr

est majorée par
W rdr
' f (14 ry—=

Il suffit donc de choisir ¢ ~Z & — 5 pour avoir la convergence absolue
et uniforme.

ulmf FL(F). ]logb]r-dresl majorée par
'AA’\l"fﬁF(l+l’):4sl'3dl'+2K|kf‘F(l+l')z+af‘2 dr.

Il suffit encore de choisir : <&t — 5. Nous pouvons donc énoncer :

Tueoremr H. — Pour toute solution F satisfaisant aurx conditions (c)
et se réduisant pour t=o @ une fonction f(r) continue, non partout
nulle et bornée la fonction

1 :f F logF r* dr

associée a F est unc fonction non croissante du temps.

7. UN AUTRE SYSTEME DE CONDITIONS FONDAMENTALES. — Il est possible de
remplacer le systéme des conditions (c¢) par un autre systéme d’une
interprétation physique plus immédiate. Envisageons maintenant les
solutions satisfaisant aux conditions (¢') :

1° I¥ est continue en r et ¢ pour o< r<w,0LtL¢,. F est
loujours positive ou nulle.

2° Il existe un nombre x >> 5 tel que I'intégrale
C(2) :f Fredr
[}
soit uniformément convergente pour o <t t,.

3° L’intégrale A = f F.r*dr est uniformément convergente.
[
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Montrons que I'on a encore droit aux intégrales premiéres sous ces
conditions (¢). D’abord une intégrale de la forme f FrdrirLax)
[}

est uniformément convergente, d’aprés les inégalités

? 2
f Fredr < o*? f Fredr,
[ 4 [
/ Fredr < ﬁ f Frodr.
I i .

Elle représente donc une fonction de ¢ continue pour o Zt¢,,
donc bornée supérieurement. L’existence des constanles précé-
demment désignées par A,, K,, B, en résulte, mais non celle de 1,.
Nous avons donc droit aux majorations (12) pour L(F), (13)et (14)
pour J(F'), mais non nulle & (14”). Mais reprenons l'inégalité (13), et
remarquons que

® » />
F(M)Adh < Va Fokdr= Y20,
r . r r r
on obtient
- A2
J(F) <8(Va+1)—

Rapprochant cette majorante de la majorante (14)

2.r—2 r—1
J(F)éj(—ﬁ);_z—Cf+8(—[":_—2—A.C,.

On voit qu'il existe une constante &, telle que

hy

(14™) J(F)= T

On vérifie aussitét que notre démonstration de l'existence des inté-
grales premiéres subsiste si 'on substitue la nouvelle majoration (14")

a I’ancienne (14")
. h
(I+ r).’l,‘.

J(F) <

TrtortME. —— Sous les conditions fondamentales (c') léquation
réduite admet les intégrales premiéres A et B.
Journ. de Math., tome XXV, — Fasc. 2, 1946. 16
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8. Le H-taéorktme sous Les conorrions (¢'). — Montrons pour
terminer que si 'on suppose, comme nous ’avons fait, f(r)bornée, les
conditions (c') entrainent les conditions (¢). On ale théoréme suivant :

Sous les conditions ('), toute solution F(r, t) se réduisant pour t=o
a une fonction f(r)bornée pour o Zrp reste bornée pour o Zrp,
oLttt

Comme L(F) > o, I'équation réduite entraine que

JF .
(20) o <I(F).
Reprenons I'inégalité ,
3F) < YWat DA na DA

et utilisons un procédé dont le principe est dit & Carleman.
La relation (20) aprés multiplication par 7* et intégration devient

_‘1./' Fridr <8(yz +1)A*r.

aJ,

On en déduit

' &)(I‘):f Frodr <8(yz-+1)A2re,
[}

soit
(21) w(r)y<<bnr (oLt Lty).

Majorons maintenant a nouveau J(F) en utilisant l'inégalité (13)

. 8 72_ «© € :
(13) J< ;f F)ﬁd).f Fl.dh+ f Fia.
0 r r

7 5

Ve

w01 (r) =f Fid.
-
v
Si lest un nombre supérieur a r, on peut écrire

l @®
(22) au(r):f F?\dl+f FAdi.
r {
Ve

et introduisons la fonction
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La seconde intégrale est bornée par é;, la premiére se raméne a

w(r) par une intégration par parties

(23) fF;dA_(ﬁ"_“>_ fT‘l )
Va Vi ;

Vi 0
On en tire, grice a (21 ),

F)\ dk < const. + b, log-. (r<li.

ﬁ.h

(1) < bs+ b, log;.-
L’inégalité (13) permet alors de resserrer la majorante de J
1<, (b3+ 5, 1og;) + (b3+ b, log;l:>-< bt

Portons cette limitation de J dans (20), multiplions par »* et

intégrons
Jw
ot

0w << b;r’.

<b;

Alors, d’apreés (22) et (23),

w,<const.+2b5(l——)<b,, (r<li).

Va
L’inégalité (13 ) montre alors que J est borné

J<yrbbe+40i<b,  (r<p<l).

Reportant dans (21)

JF
dt < b'l

Si donc f(r) est borné pour o LZr g, il vient par intégration

F<b (r<p)
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Le théoréme H en résulte donc aussitét

Tutorime H'. — S¢ F(r, t) désigne une solution satisfaisant aux
conditions (C') se réduisant pour t==0 & une fonction bornée pour

(oL r w), lintégrale
I =f FlogF s dr
o

est non croissante dans tout intervalle fini du temps.

B. LEs THKOREMES D'EXISTENCE ET D’UNICITE. ALLURE ASYMPTOTIQUE. —
Nous n’avons pu encore établir sous les seules conditions C’/, conver-

gence uniforme de
f Frvdr et [ Fridr
0 v 0

'existence d’une solution positive pour P'équation réduite.

A ce point de vue, les seuls résultats connus sont les theoremes
fondamentaux de Carleman (op. cit.).

Les solutions considérées sont celles qui vérifient I'inégalité plus
restrictive que (C’)

C
(23) F(r, I)<(1—+I-‘—)_-" (-z'>6)7
ou C est'une constante absolue. Carleman etabht successivement les
pomls sulvants :

1° Toule solution positive satisfaisant 4 (24) et se réduisant pour
t=o0 a f(r) admet les intégrales premiéres A et B et vérifie le
H-théoréme, ce que nous avons établi sous des hypothéses plus larges.

2° Etant donnée f(r) positive ou nulle satisfaisant 4 la condition

J(nN< (z>6),

LH-'“)‘

il eiste une solution de ’équation réduite satisfaisant & l'inégalité (1)
se réduisant & f(r) pour = o. Cette solution est unigue.
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3° Quand ¢ tend vers I'infini, la solution F(r, t) tend uniformeément
vers la solution de Maxwell ae=*", ol @ et B sonl déterminées par les
intégrales premiéres.

L’existence des solutions est obtenue par approxunauons successives.

Tout d’abord si F(r, ) est une solution de I'équation réduite cor-
respondant aux valeurs A et B des intégrales premiéres, satisfaisant a
une restriction de la forme

C

m (z>6;0<<020)

(24 bis) oLl (rt)<

et se réduisant pour £=o a la fonclion f(r) telle que

(25)

(4
+ ,.)." °

M. Carleman démontre I'existence d’une constante ¢, indépendante
de C, c’est-a-dire dépendant uniquement de a, A, B, z telle que

(oLt Zty).

(26) ‘ oZF(r, t)é(l+r)”

Formons alors la suite d’apprommatlons définies par

JoF,
v —+ O(I‘”_{)F,,._J(I‘n—-l))

la fonction d’approximation zéro étant définie par
PP p
Fo(r, t)=e¥f(r) (y>o).

On démontre qu'’il est possible de choisir y et ¢, > o ne dépendant
que de ¢, A, B, x de telle sorte que des approximations F, satis-

fassent aux inégalités

cet *
0L Fu 2T, lf Fortdr — A
0

x
(1+r)® <AS

4 -
(e=1— Zt LUy,
.(oc I 7 — 3 pour o ¢ 1

On, établit ensuite la convergenege de la série S| F,—F,_,| en la
comparant & une progression géoméizique. Il en résulte I'existence
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d’une solution positive F(r, ¢) pour o = t < ¢, salisfaisant a la restric-
tion de la forme (24)

ce¥
)L ——
(x4r)*

F(r,
et admettant les intégrales premiéres A et B. Par suite F(r, ) vérifie
I'inégalité (26); en particulier

Fr )= a7

On peut donc recommencer le méme raisonnement a partir de
I'instant ¢, pris comme instant initial et avec comme valeur initiale
IF(r, ¢,) : d’ou l'existence de la solution I dans l'intervalle (¢, 22, ).
En continuant ainsi, on démontre I’existence d’une solution continue
F(r, t) pour toute valeur positive de ¢, dont M. Carleman établit enfin
I'unicité. Il semble malheureusement difficile d’étendre cette belle
méthode aux solutions envisagées dans ce chapitre.

CHAPITRE IIL

SOLUTIONS A SYMETRIE SPHERIQUE. CAs p’UN CHAMP DE FORCES.

1. Intropuction. — Dans ce chapitre, nous nous proposons
d’exposer quelques résultats relatifs au cas ot il existe un champ de
forces extérieur. L’équation de Boltzmann correspondante a été anté
rieurement mise sous la forme

oF - oF . dF
(E) W_'_. u%—r-f}\a;_T(F).

Nous avons dgja étudié (chap. II) certains cas ou la fonclion de
distribution est a symétrie sphérique, c’est-a-dire ne dépend de u, v, v,
que par 7* =u*~+¢* + w’.

Nous allons maintenant rechercher sous quelles conditions I'équa-
tion (E) admet de telles solutions.
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2. Conpirions NEcessaRes. — Supposons que (E) admette une
solution F & symétrie sphérique. Il en résulte que

oOF _ u dF oF v dF dF _ w oF
du"ror’ v ror’  dw T or
I.’équation (E) prend alors la forme

JdF X oF JF Y gF J¥ 7 JF oF ;
(1) wf o += it + - — W5 4+ = o= |=— = +T(F)
g dx  r or dy  r dr ds  rdr)T Ot ’

soient ¢ le second membre de (1), A, B, Cles coefficients de u, v, ", au
premier membre, les fonctions A, B, C sont a symétrie sphérique.
Fixons «, y, 5, et donnons & rune valeur constante , : on doit alors

avoir
A(ro)u + B(ry)v + G(rs)¢v = const.

POllI‘VLl que
w4 24 wr=r2,

Ceci entraine idenliquement
A(r)y=o, B(r)=o, C(’:):Or

F doit donc salisfaire aux trois équalions aux dérivées partielles sui-
vantes, par rapport aux variables x, y, r,

JF X oF
(24) =TT

JF Y oF
(Zb) d_)-’ -+ l_ W y

JF 7 oF
(20) . 9= +l_ T;‘

Intégrons la premiére équation, ou I'on considére y et = comme des
parameétres. Ses caractéristiques sont données par le systéme dif-

férentiel
Xdz=rdr.

D’ou
%: —fX dr—k(y, z)=C,

ou £(Y, z) désigne une fonction arbitraire des variables y et s et C
une constante.
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Lafonction F est par suite de la forme

—m[ .fx¢p-uh~ﬂ

En tenant compte de cette forme nécessaire de la fonction F, I'équa-
tion (2 b) donne, aprés division par ®,

, oX
(3) K=Y [ 5 de.
L’équation (2 c¢) donne de méme
(3 k=17 — ?d

Les fonctions & et £, ne dépendent pas de z : on a
k). =k,—o.
De plus, les équations (3) et (3') étant compatibles,
K=k,
D’ou les trois conditions sur X, Y et Z

N OX_ gm0y _ oot
oz dy.” 7 dy 0z s~ ox

Elles expriment que le champ des forces extérieures dérive d’un
potentiel.
Enongons donc :

TukoriME. — Pour que U’équation (E) admette une solution a symé-
trie sphérique, il faut que le champ des forces extérieures dérive d’un
potentiel.

Réciproquement, si le champ extérieur dérive du polentiel
U(w, ¥, 5), le calcul précédent montre que les solutions (F) de (E)
a symétrie sphérique, sont, si elles existent, de la forme F(o, ¢), ou
I'on a posé

1
o= _r=U(=,3).
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Nous pouvons donc énoncer :

TutortME. — Toute solution a symétrie sphérique de I'équation (E)
est nécessairement de la forme F (9, t) acec

I 9
¢= A U(z, y, 5),
ot @ représente U'énergie totale d’une molécule de masse-unité.

3. ConstructioN DES soLuTioNs. — La méthode due a Carleman four-
nissant I'existence et 'unicité des solutions de I'équation & symétrie
sphérique en 1'absence du champ extérieur, dont nous avons rappelé
le principe a la fin du Chapitre II, s’étend au probléme actuel. Il suit
en effet des résultats du numéro précédent que, si 'on se borne aux
solutions & symétrie sphérique, I'équation générale E se réduit a

or
(4) 9; = T(F),
ol F est fonction des deux inconnues 9 et ¢. Donc, en un point déter-
miné de I'espace (z, y, z) I'équation (E) se met sous la forme

JF - .
(5) or = — FL(F) +J(F),
J et L désignant les fonctionnelles introduites au Chapitre II. Dans
celte équation z, y, 5 jouent le role de simples paramétres. Si donc
S () est une fonclion conlinue assujettie & la solution
(6) o2f(o)< LB powrozrza  (r>6).
On sait construire une solution a symeétrie sphérique de l'équa-
tion (4), de la forme F(r, V, ¢) se réduisant & (o) pour = 0. Mais
cetle solulion ne satisfera a I’équation (2) que si elle est de la forme
F(r*—2V, ¢). La méthode précédente n’établit donc pas 'existence
de telles solutions, qui demeure incertaine, mais permet de les cons-
truire si elles existent.

4. NOUVELLES CONDITIONS NECESSAIRES. — Les relations établies au Cha-
* pitre I (pp. 107 etsqq.) vont nous fournir de nouvelles conditions néces-
) Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946. 17
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saires. En effet la condition env1sagee étant de la forme F(r*—2 U, t),
on voit aussitot que, par raison de symétrie,

U—9p={V=0; W= (Y — uv —o0;
ulogF =o; urr=vrr=wr*=—o;
— _ _ ,.'".'
U= 2= Wr= .

3

Les équations (11), (12), (13) du Chapitre I donnent alors
dn

! —_— Jo— - 35):
(11') —dt__o—>n_A(.r,t1, )s
or? oar? ar®
’ — < I r — .
(12") P =3rX, oy = =3nY, P =3nZ;
or? -
! —  J— AN
(13") o —=o—>r*=B(x, ), 3)

La compatibilité des équations (12'), comple tenu des relations

Ju . du . dU
.\_()—x, Y= 5;’ 1= PrE
exige que
A(w,),-)<f’_U gi(( + ‘())—Ud.,>:AdU

soit une différentielle exacte, donc que A(x, y, 5) ne dépende que
de U : il existe donc une fonction @ telle que

do(U)
Az, y,5)= di) ; B(z, y,5)=3®(U).

On peut d’ailleurs relrouver aisément ceci en raisonnant sur 1’équa-

tion (4).

On a donc pour F(r*— 2V, ) les deux relations suivantes :

- d
(7) i Fridr= Z(—g’
(8) Fridr=3®.
0

y . R, . oF 1t OF .

D’ailleurs, si I'on remarque la relation 9V —— 7 g, o0 voit que

I'égalité (8) se réduit a (7) par I'intégration par parties.
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Enfin le raisonnement classique de T. Carleman appliqué & I'équa-
tion (4) montre que quand ¢ augmente indéfiniment, F(r* —2U, ¢) tend
vers a(z, y, 5)e”"*"?", Cette fonction ne devant dépendre que de
1*—2U, elle est de la forme

F = q ¢~tv—0) (6> o0),
ol a et b sont des constantes absolues.
Dans la relation (7), remplagons F par &, il vient

do

m:aieblu (bi>0))

ainsi la solution F(9, #) doit vérifier la relation
(9) ’ f F(cp,t)r?drza,e';t".
0

Donc pour qu’il existe une solution F(g¢, ¢) se réduisant a f(3)
pour ¢ = o, il faut que f( ) satisfasse a I’équation intégrale

(10) f J(r*—2U)r dr =a, em’,
0

On connait deux sortes de solutions satisfaisant a ces conditions.

1° Si U = const. (absence de champ extérieur), les solutions F(r, )
de Carleman.

2° Si U est variable, les solutions indépendantes de ¢ de la forme

F(9, t) =ae9=qge 0t~V (a, b, constantes absolues);

ce sont les solutions de Laplace.

Le changement de variables 7= 2U + A transforme I'équation (10)
en une équation intégrale de premiére espéce, malheureusement &
noyau singulier, en sorte qu'’il est difficile de décider s’il existe ou non,
en présence d’'un champ extérieur, des solutions a symétrie sphérique
variable avec le temps. En tout cas, si de telles solutions existent, elles
sont données par la méthode du numéro 3.
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CHAPITRE IV.

SOLUTIONS VOISINES DE CELLES DE MAXWELL.

1. M. Carleman a monlré, en s’appuyant sur le H-théoréme, que
pour ¢ tendant vers l'infini, la solution de I'équation (E) dans le cas
de la symétrie sphérique tend vers une fonction de la forme ae~*" ol a
el b sont des conslantes déterminées par les intégrales premiéres, et
cela uniformément quand r demeure intérieur & un intervalle fini
quelconque. Nous allons chercher a préciser I'allure de la fonc-
tion F —ae " pour ¢, nous supposerons e =05b=1, ce qui ne
restreint évidemment pas la généralité.

Reprenons I'équation (E) sous la forme débarrassée du facteur N
qui ne joue aucun role

%=ﬂ9 v(l:'vg_FF,)IYﬂdm.da; F=F(r¢) (1)

et posons
(1) F=e(1+ /),
en tenant compte de T(e™*)=o, il vient
2 dF e X A .2
(2) e op =T ) + T ),

(') Nous nous limitons encore aux solutions fonctions de r. Il y a cependant

. . . > Py
avantage pour la symétrie des calculs a garder la notation (p) Nous considé-
rerons souvent des intégrales du type

,(.* > ) ‘(>
K\p, p:).F p,)du,,
)
=1
N - . . > 1 . . . ‘. s
ou K est un invariant orthogonal de p et p,, c’est-a-dire est insensible a une
. . . I3 ) . ’
méme rotation arbitraire, effectuée sur p et p,. Si F(p,) ne dépend que de r,
- . ’ ’ * M M
une telle intégrale ne dépend que de r—= (p), car elle est invariante par une

. , >
rotation quelconque effectuée sur p.
Cette remarque évidente est essentielle pour toute la suite.
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ou T(f, g) désigne la forme bilinéaire associée & la forme quadra-
vique T(f).

Négligeons pour I'instant les termes quadratiques en /. Nous avons
a étudier I’équation

(3) e""’%{: T(e™", e f).

2. Proerikris ok symiTRiIE. — En utilisant toujours les notations du
Chapitre I, on a

4)  T(e e =_/]; (e fi— = 1) | W | don .

Si fet g sonl deux fonctions arbitraires, les changements de variables
du Chapitre [ permettent d’écrire

(5) f T(e, e f) g do

-
_=— ;—' e—(l'g—i-h?ﬁ(f/_l_f; “f—f')(é""“g.'—g—m) I W ' do (1(.). do.
QQ =

e

L’opération linéaire T (¢, ¢~'7) est donc symétrique

[ T(e™, e [)gdw = f T(e™, e~ g) [ dw.
Q Q

.

De plus (en prenant /= g), on a

(6) [z T(e, e=r*f) f dw

I

n -
— 7ﬁ99 . e (1 fil— f— fi)? I W I do do, do.

4
Donc

(6") /;T(c"", e f)fdw Zo.

Le signe égale n’étant possible que si I’on a identiquement

S +fi—f—fi=o,
c’est-a-dire

f=a(t)+ B(e)r.
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3, Forme exeLiciTe DE L'EquatioN (3). — Hilbert, en calculant le
second membre de (3) et en effectuant autant que possible les inté-
grations, a obtenu la formule fondamentale suivante

> > >
() T(e=r, e=r"f) = — e~k (r) f+ fg v(p, po) /) du,
ou ‘
(8) k(r)y= Ar-z: +< ) e du ;,
e :e.<e.—a)“‘
®) Tlpp)=—AE & SET _anyEE DR,
VI(E =)

La symétrie de F par rapport a £, v, £ et &, v,, {, est évidente.
Notons de plus que
k(r)y>27>>o,

quel que soit r (o Zr< o).
L’équation (3) peut donc s’écrire

q‘f_—— A(r )f+f e"r(p, Pl)f(Pl) dow,,

le noyau sous le signe f étant du type de Schmidt.

Pour avoir 4 nouveau sous le signe f un noyau symeétrique, nous

poserons

J=eo
et I’équation prend la forme
d
(9) g= —k(:)q»+f K (5, 1) o (pi, €) don=L(o)

avec
k(5 p)=c+ (51

Telle est la forme que prend I’équation (E) si 'on pose

F(r,t)y=e"+e *o(rt)

et que ’on néglige les termes quadratiques en o.
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A. PROPRIETES DES SOLUTIONS DE L'EQuaTioN (9). — Tout d’abord la
formule (5), ot 'on prend g =1, puis g =1r*, montre que

(10) f e~ fdw = const., f e~ fr* dw = consl.
e

Ja
quand ¢ varie. Ce sont deux intégrales premiéres de I’équation (3).
Pour (9) les inlégrales premiéres correspondantes sont

(10") fe_?qdw:A; fe_’—qr"(lw:li.
Q Q

L’analogue du H-théoréme s’obtient grice a la formule (6)
J .
(11) a;‘/s;e—" | flPdw L o.

L’intégrale f ¢"| f|* dw est donc non croissante.
Q

Ces résullats sont acquis si.les calculs formels exécutés au numéro 2
ont un sens. Examinons d’abord la formule (11). Nous devons nous
assurer de la convergence uniforme de 'intégrale

fg ST (e, e f) do.

D’aprés (1), cette intégrale se décompose en deux parties :
La premiére
[ ek 1 do,
o

dont la convergence uniforme est assurée si

f"e""’!fl’dw=frim*dwv et fe—"’lflﬂdw=fw:‘=dw
Q Q vQ ’ Q

, . , . k(r
sont toules deux supposées uniformément convergentes, puisque -(,—2
demeure borné.

La seconde s’écrit
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Or, M. Hecke a étudié le noyau symétrique

)__ I\(P» Pi) .

w(p
B P = Ty k()

Il a démontré (*) :
1° Que le noyau K* est du type de Fredholm : son cinquiéme
itéré K** est tel que I'intégrale double '

ﬂ. | K“‘"(;, 1?.) |2 dw dw,
Jag,

est convergente;
2° Que le noyau K* est défini positif;

3> Qu'il est borné au sens de Hilbert, c’est-a-dire que

ﬂﬂ K (py ) 6(p) () dmdm,ém‘fl 9] (lm jl () d(,,

D allleurs la borne M vaut un.
Revenons donc a I'intégrale I qui peut s’écrire

, > N — (>
I=/‘Q\%(l ¥ P)L I\*(P’ P')\/k("t)?(P1)dw1dﬁ)-
On voit sans peine qu’elle sera uniformément convergente si

[‘\//.(l)ca |dw

1
z

'est aussi; c’est-a-dire si f rle|*dw et f |9|* dw convergent unifor-
JQ Q
mément. De cette discussion résulte donc le théoréme suivant :

Pour toute solution ¢ de I’équation () telle que les intégrales

Ll@["d&) et ‘fgrlcﬂidw

sotent uniformément consergentes, on a

7
! —_—
(11") dtfg|<p|“dw40.

(*) E. Heécke, Mathematische Zeitschrift, t. 12, p. 274-286.
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De.la,méme maniére, on voit que, sous les mémes conditions, on a
les intégrales premiéres (10').

8. ALLURE DE @ POUR ¢ —>. — D’aprés ce qui précéde, si pour

t -, o(r, ) admet une limite o,(r), on I'obtiendra en cherchant
la fonction 9, () satisfaisant aux relations (10’) et rendant minimum

I'intégrale f |o|? dw.
Q

La méthodé usuelle du calcul des variations fournit aussitél la
relation
f 909 dw =0
e
sous les conditions
f e *d9dw :f ¢ *rtégdo=o.
e Q

(12) oo(r)=e * (a+Br2),

D’ou la solution

les constantes « et (3 étanl fixées par les relations (10’) en fonction
de A et B.

(Ce procédé rapide suppose l'existence de la fonction minimisante.
Le raisonnement plus profond de Carleman (loc. cit.) permet de
s’affranchir de cette hypothése.)

En reprenant les raisonnements dus a T. Carleman (E. B., p. 113-
143), on peut alors montrer que :

Le minimum de I'intégrale f |9 |* dw, ot la fonction ¢ évidemment
Q

supposée mesurable vérifie les conditions (10"), est atteint pour une
fonction ¢ de la forme

cpo(r):e_?-(ot+ Br2).

Cette fonction ¢, est unique.
Limitation de || et %CZP - — Revenons d’abord a I’équation (9)

% +k(r)g If K (7, 1) ¢ () do.
Q

N )
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1g46. 18
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Il en résulte que d’aprés l'inégalité de Schwarz et l’exlStence

do [ K, do,

|—3+k(r)<?

96—

1
2

lf Il\ p,p, dco,

L

(13)
% +/r(')<p|<M ,

la borne M dépend de p, mais resle manifestement linie quand rest fini.
Posons ¢ = ¢~"*"{ dans la relation (13). Il vient

e—thim

oY
m|<M’

d’oul, puisque ¢(r, 0) = (7, 0),

\)
[ O1< e+ 1o o)l

et enfin

+|o(r, o)lc—"t”</‘l+|cp(r, o) | pour ¢ > o.

(13) Jo(r )< 7= D)

Or,

M
k(r)
hk(r)y>amn? pour o Zr <.
Faisons donc U’ hypothése que la fonction ¢(r, t) est bornée pour t=o.

Il résulte alors de (13') et du fait que M est supérieurement borné sur
tout intervalle o ZrZR que 2(r, t) est borné quel que soit t, unifor-

; , ; 0
mément sur o Zr < R. Il en est alors de méme d’aprés (13) de d—q;

Continuité de p(r, t). — Pour aller plus loin, faisons une hypothése
supplémentaire : limitons-nous au cas oi la fonction (7, 0) est continue

en r. Nous allons montrer qu’alors, la fonction ¢(r, ¢) est continue
en r, pour ¢ o, et cela uniformément dans Lout intervalle

0<R1éréRg.

En effet
0 > >
28 D) 4 k(r) 90, t)—j K(p, 72) o(7) dos,
(14) sairt

+k<ﬂ>cp(r,t)--[) (P,Z)@(Z)dwu
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) ->
ou grace a l’mvanance orthogonale de K, nous pouvons choisir p’

colinéaire & p
Retranchons membre 4 membre en posant ® = ¢(r, t)—a(//, 5,
il vient

()(I) v ->

o k(= uoo—kun¢0'n+j"hxp,.)—k(ﬁpJ]¢GZ%w»
D’ou 'inégalité fondamentale
(15) ‘i)t_'_M, (D.<M|A(/ — k()| +Mye(r, 1),

si I'on remarque les inégalités

lo(r, 1) <M (o<r=Ry),

|f [k(p, 7)< (7, p) o (5r) oy

= /Icp p])l-dm,}_e IK(p, p1) — K(p', p1) [Pdoy} ZMye(r, 1),
/e, Q,

la fonction s('r, ') ne dépendant que du noyau K ('), donc étant ind¢-
pendante de ¢(r, ¢) et telle que lim (7, ') =0, quel que soit » dans
r'>r

I'intervalle (R,, R,) (o << Ry < R, 0).
L’inégalité (15) trailée de la méme maniére que (13) donne alors

(16) l®14k )(Ml/f(')—/f(")l+Ma=(',r)(+1<?(’ 0) —¢(s’; 0)l,

(r
d’oti il résulte que le module de continuité ® de o(r, ¢) est borné indé-
pendamment de ¢, quel que soit 2> o les fonctions ¢(r, ¢) sont égale-
menl continues en r dans Lout intervalle (o < R, Zr<ZR,).

(1) Voici I'expression du noyau K

ot el 2ol
~ (S v L et — 1
K= 4—6 # e —ampe 2

P

pPP=(a—2c)+ (m—mn)*+ (G—&)"

avec
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'

Allure de ¢(r, t) pour t o . — Il suffit de continuer a adapter les
raisonnements de T. Carleman (loc. cit., p. 143-146). 1l sera plus

. re
commode de raisonner sur f=e¢" o.
Reprenons I'intégrale

1= [lopdo= [ el firdn

et sa dérivée

dl " - 1 * (8, v " N <
——_—ffT(e—'  ef ") d=— [[/ e~ (f1 g i f— fi)t | W | do doo, o
de " Jy Ao x

. . pos . 1
L’intégrale I(¢) admet une borne inférieure finie; comme ?ﬁéo’

il en résulte que ll_mz% =o. Il existe donc une suite ¢, telle’ que

D’aprés I'égale continuité (en r) de o(r, t) on peut extraire de la
suite Z, une suite partielle que nous désignerons encore par ¢, pour
alléger les notations telle que

1° lim ¢(r, t,)=¢_(r)
tp> o

ou bien
l]i;nw..f(r: [n) :fgc ("):

uniformément pour o < R, ZrZR,, quels que soient R, et R,,

2° lim —- —o.

. On voit alors (¢f. Carleman, p. 144) que
(17) L)+ L) =S (r) = . () =o.

Dans le cas contraire, en effet, on aurait

dl k
d7<— <0)

ce qui contredirait la propriété 2°.
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L’équation (17) n’a d’autre solution que
S(ry=a+ 5,

ou les constantes « et (3 sont déterminées par les intégrales pre-

miéres (10"). Done
lim f(r,t)y=a+ 5
Li»+»

Enfin, le raisonnement de Carleman (op. cit., p. 145-146) s'applique
sans modification ‘et montre que, quelle que soit la fagon dont ¢ tend
vers I infini,’

limo(r, t)=e *(x-+ 5B1?).
I>»

Enoncons le résultat acquis :
Tukorime. — Toute solution o(r, t) de l'équation (g) telle que
f r|o|*dw soit convergente, se réduisant pour t=o0 a une fonction
9 .
continue 9(r, o), tend uniformément pour o < R,Zr =R, (quels que

soient R, et Ry) vers la limite e * (a— Br*) lorsque t tend vers = . Les
constantes a et 3 sont déterminées par les intégrales premwm\' et s'annulent
avec les constantes A et B des équations (10'), c'est ce qui arricera
notamment st I’on prend pour donnée initiale

Sf(r,o0)=e"F(r, o) ~ I.

Alors, la solution ¢(7, ¢) tendra vers zéro pour ¢ - +oc.

6. Unicite bES SOLUTIONS DE L'EQUATION (9). — Démontrons main-
tenant le théoréme suivant :

L’équation (9) admet au plus une solution satisfaisant a la condition

f/'l(p]ﬂdw<oc
Q

se réduisant pour t = o @ une fonction o(r).

Supposons en effet qu’il en existe deux ¢, (r, z) el 9,(r, t), on a

frlgoi—<92]?dw=fl'|<p,I?dw+fr|q)2[2do)—2f ro 0. do.
Q Q Q Q
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Les deux premiéres intégrales du second membre convergent par
hypothése, la troisiéme d’aprés I'inégalité de Schwarz. Il en est de
méme de I'intégrale du premier membre. D’aprés le caractére linéaire
de I’équation (9), il suffit donc de montrer qu'une intégrale ®(r, ?)
de celte équation, nulle pour z=o0, et rendanl convergente l'inté-

grale f r|®|*dw, est identiquement nulle. Ceci est immédiat, car
Q

nous savons que sous ces hypothéses, I'intégrale f |®|*dw est une
Je

fonction non croissante du temps, comme elle est nulle pour t==o0 et
qu'elle reste toujours positive ou nulle, e¢lle est’ nulle pour t>o;
®(r, t) est donc une fonction de r presque partout nulle pour toute
valeur de z>0. Comme pour t=o, elle se réduit a la fonction
conlinue zéro, elle est continue, donc identiquement nulle.

7. Reouctron ok L'EQuaTioN () A UNE EQuaTioN DE FrEDHOLM. — Voici
un artifice indiqué par T. Carleman pour ramener I'équation (g) a
une équation intégrale linéaire. Nous I'exposerons avec une légére
modification.

Partons de I’équation

J (> > >
(9) d—?Zk(")‘-?'*—' )[\(P’Pt)‘?(lh)”"’i
et posons
o(r,t)= S I)-,
VA(r)

I’équation en f's’écrit

18) T ‘3—{+f:f911\'*(17,171)f(p7)dw“
ol
(> >
K5, p) = K(pp)

VR k()

est le noyau symétrique borné de Hecke.
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Multiplions les deux membres de I’équation (18) par e=*(A > 0) et
intégrons en ¢ de 0 & « en posant

(19) [Terse ai=g0n

et en remarquant que, R

JS(r, O)ZV/W‘?("’ 0)=h(r),

fonction connue, I'équation (18) devient,

G (o) e [5G ) o) do= 0.

r)

Je dis que cetie équation est réguliére pour R(%)> o [dans toute la
suite la notation R(x) désigne la partie réelle du nombre
complexe z], c’est-a-dire que 1 n’est pas valeur propre du noyau

k(r)
k(ry—+a .
suivant : pour R(A)>o, la valeur caractéristique 1 de module
minima de l’équation

K*(p, p,) Pour cela, démontrons le résultat plus précis

K* -> M)
”f /f(r)—l—/ (.p)s (P‘)dm‘_m’

& un module supérieur @ 1; d’aprés un' théoréme connu, il suffit
d’établir ceci pour l’équation homogéne associce :

""[ A(é()“_')_ll\ (p,;)dw,:u.

Prenons comme inconnue g < p) définie par

() =103 (),

Cette équation s’écrit
2 e
(21) (H‘ m) P‘f P, Pt (P:)dw:-

. )‘ * . ’
Remarquons que les fonctions g(p) et g*(p) sont simultanément de
carré sommable ; multiplions alors les deux membres de I'équation (21)
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>

: - o
par E‘*(p) |A1magmaire conjuguée de g‘*(p)J et intégrons dans Q..

11 vient

(22) fl’ I' dw+'f,(,) Id"’

( K* p p, (1) )n’m dw,.
g_(

Cette ¢égalité est impossible si |u' 1. En effet le noyau K* est
symétrique, borné, de borne précise un. Done, pour | 1| <1 le second

(p) |2 dw. Or, les

membre de (22) a son module au plus égal &

intégrales du premier membre sont toutes deux powtu’er Si R(A)>o,
g <p), dw; d’ou

limpossibilit¢ annoncée;” le méme raisonnement montre que
st R(W)=o0, 'équation (22) n’est possible que si’=o0 et p=1,.
ou /\—13.(5750) et || >t (égalité exclue). On voit que le
cas 7. =o0, u.=1 conduit a égalité

[le Gl an= 1w Gi)w (e () doao,

ce premier membre est supérieur en module a

qui admel deux solutions. lin¢airement mdependantes, d’aprés les
résultats de M. Hecke (loc. cit.).
Ainsi Péquation (21) est réguliére pour | p. |4 1, posons alors

k(r)

/.‘1(1-) ey /-{*( )+ 5

el observons que
oL |k(r) <,

ou a est une constante positive dépendant de A. Si I'on pose

s(7) =vEmo(p),

il vient pour G I'équation [ déduite de (20)]

’ ) * . /l(l‘)
( G — k1 A1 r K y P1 G 7] d&)1_ .
(20") (])) 1‘/:‘\/ (I) (ry) (1) P) (P) \//q(r)[/r( ) }‘]
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Si 'on se reporle maintenant aux calculs par lesquels M. Hecke
établit que le p®™ itéré de K* est de carré sommable en dwdw,, on

constate que la présence du facteur complexe vk, (r) ki (r(), de module
inférieur 4 1 n’aliére pas la démonstration. L'équation (20") est donc
une équation de Fredholm régulicre pour [u' 1. La séric des
approximations successives converge donc i la maniére d'unc

progression géométrique. Comme chacun de ses lermes csl
k(r) hir)
I(r +)‘) hir)y -+

holomorphe en %, puisqu’il en est ainsi des fonctions
pour R(%) >— k(o0), il résulte que :

Dans le demi-plan R(2)>o0 (ouvert) la solution unique de
P’équation (20) est une fonction holomorphe de %. L’équation (19)
détermine alors f(r, t) comme nous allons le montrer.

8. ALLURE DE LA FONCTION g(r, A) PoUR . —>ao AvEc R(%)>o0. —
Reprenons I'équation (20)

. .

(1 g Yo [ 7)ol o= 0,

bt |

Multiplions les deux membres par g(;) et intégrons dans Q (')

f(“’%)'g dw—ff p 2 )8(5) g(1) do do
= [ 57 () e

comme on a

) oAff K P 1)1 ())g(Z)dwdwiéflgPdw-
Q

M) Poul étre rigoureux il faudrait d’abord montrer que la solution g(r, })
est de carré sommable en dw, ce qui ést immédiat. Si I'on transforme en effet
I'équation (20) pour fx=1 de facon a faire apparaitre le cinquieme itéré du

(> > .
noyau K*( P> Pt ), on trouve une équation du type

() [ K(.7) 6 an= 00

1
la solution de cette équation de Fredholm sera de carré sommable s il en est

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946. 19
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150
On peut décrire en désignant par o un nombre positif ou nul et en
posant :
I+in (E>o0).
Ig[ | &i? h(r)_
{ flg{zdw-'— f l'ln).+l‘ﬂ mdﬁ) /‘(’)b( )d(l)
D’ou les deux inégalité suivantes, d’abord _
! 1
h(r)_ R (r) o i? f EdNE
Au) fgk(r) “’"‘”l‘{ w5 | ok ™
d’ou
g A
3 2 __do < =1
(33) L=<

(A, étant une constante absolue), ensuite

(26) fl"l dw +/ 'g’ ,_I/"(r)—(r)dm

ainsi de ®(r, 1). Or

N &g h ( ry )
K* , ———dw,
ji;‘ (P P’)(/‘("t)-l-l)\/kt("i)
- - h(r) ,» . .( > —>)
est de carré sommable si I’on suppose que ) Uest, puisque K*\ p, py ) est un
noyau borné au sens de Hilbert. Il en est de méme de
k(r) > >\ h(ry)
A(1)+Af (P’ )/c( )+Xd "
k(r) est de module inférieur a 1. Donc de proche en

puisque le facteur m :

proche, il en est ainsi de ®(r, 2).
Ainsi G(r, 1) est bien de carré sommable sous l’hypothese que

M_@(r, 0) ,

est de carré sommable, hypothése moins restrictive que celle que nous avons

été conduit a poser :
fr| PD2dow <.
o .

Comme G est de carré sommable, il en est de m&me de
&= \/ ky(r) G. ‘
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et a fortior
h(r)

(&
dw <
Q/-( )°

[ 145 £

et enfin, par une nouvelle application de I'inégalit¢ de Schwarz,

| g A,
rr —_—
(24 ) Qk(,.)d <Z!

Les inégalités (23) et (24’) montrent que, p(;ur R(%) >k, >0 (quel
que soit 1), on a

ré’l
dow < A,.
W k(1)

A, désignant une constante qui ne dépend que de 7.,.
Revenons maintenant a I’équation (20), on en tire

fol\‘(p POVEG) )g( )dm

h(r)

l k(r )|'g(r’ NEEe |+

k(ry)

* Appliquons encore l'inégalité de Schwarz en remarquant que
Pintégrale 4
/‘K*Q(I_’)r]—:)k(ﬁ)dw’él\’(r)

1

est convergente. Il vient

h(r)

A
|‘+ mn|/81=

D’ot enfin

(25) o a<Hn,

[A]

'B(r) étant fonction uniquement de r et non de A.

" 11 est maintenant aisé de déduire de I'équation (20) que Ag(r, )
admet une limite si |A| >, R(A)>o0. Nous ne pouvons pas
transporter la majorante (25) dans (20) parce qu’il n’est pas certain

que D'intégrale f K,(p p,)B( r,)dw, soit convergente. Mais soit T

" une sphére de centre origine de rayon arbitrairement grand dans Q,.
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Kcrivons :

[5G e an

__fl\ (lr P g(p. dm,+f ;,l, )\//\(, )vé’((a))dm‘

Ty

Au second membre I'intégrale fesl majorée par
-

l;_l.ﬂlK*(;’ ]Z) | B(ry) dw,,

(uantité qui tend vers zéro si | 2| > =.

L’intégrale f est majorée en valeur absolue par

v

) —

1
5

(T gl B
(j;‘_zl\ (1" Pi)k("i)d‘lh) (./c;’.__g;f‘("'i)dm‘)
<A=(fa K'=(17,Z)k<r.)dm.) .

Fixons ; (ou r), 'intégrale f K*? (;), 1;: ) k(r,)dw, étant conver-
P

g —

[T

gente, on pourra choisir le rayon de X assez grand pour que

) > >
[ x(p. P k() day <
Q,-%

Finalement I'intégrale f est majorée paf A, e, moyennant un choix
0,-%
convenable de Z dépendant d’ailleurs de r. De 1 résulte que, pour

toute valeur de r :
>
lim [ K (p, «)g(pr)'dwr= o.
I\i>=Jg, ‘
et comme
lim g(r, X)=o,
>
equauon (20) montre que

hm lg(r, l)_h(r) o



SUR L’EQUATION INTEGRODIFFERENTIELLE DE BOLTZMANN.  1)3

On peut donc poser '
(26) Lg(r, 7.)=h(r'.)+F(r, 1).

L’équation (20) donne alors :

(27) <1+ Z%)F(;-,z)—fn K(p, pr) E(ry, 1) o,
=—h(r) +£ K'(;,;:)h(r,)dm,.

Cette équation est identique a (20), sauf changement de second
membre que nous désignerons par H(r). Admettons pour I'instant la

convergence de l'intégrale f H?*(r)k(r)dw. On peul alors reprendre
Q

sur I'équation (27) les raisonnements fails sur I'équation (20). On

obtient alors
lim AF(r, 2)=H(r).

[A}> =
Finalement on peut mettre les solutions g(r, A) sous la forme

(28) " g(r, /)_h(_') _._fl';_')

ol pour chaque valeur dc r, la fonction de g,(r, 1) est une fonction
analytique de A bornée en module dans tout demi-plan R(2)>4, > o.

Etudions maintenant l'intégrale fo H*(r)h(r)dw. Nous allons

- supposer que l'intégrale f h*(r)k(r)dw est convergente; autrement
Q

dit nous supposerons la donnée initiale ¢(r, o) telle que
flcp(r, 0)Pdw < wx, fr’|cp(r, 0)Pdw < .
o 0

Sous ces conditions I'intégrale f H*(r) k(r)dw converge. Il suffiL
[\

pour cela de montrer que

(39) -f(fK'(EE)\/k_(rih(n)dw.de

—f (f (p,p1 h( ) dm,) dw << .
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Or, on a,
N _pr_tri=ep _rard
l\(p,p,)z%ne s P —ampe  *,
> —>|: .
p*:lp-—p, Zr—r)t.
L’intégrale

-2 by ’
(30) f(f e —dw) do,
Q P Vk(ry) '

majorée par l'intégrale convergente
rt+

f( (r+nr)e * —2L hirol dw,) dw
a \Va, vVk(ry)

esl convergenle.
L'intégrale

_er iz . 2
(31) f(f 1w s h(r) dw,) dw
a\vg,P vk(ry)

est majorée par

1 —Eh(r)] )
- Ve ——dw, ) do.
[)(L Pe \//‘("t) ¢ ¢

Posons
lh(rt)|
* \/k("i)

= d’(‘ah Ny C{)-

La derniére intégrale s’écrit, aprés le changement de variables

A

1=+, m=n-+y, Li=C+ 3,

1 _~r’+_\4+:’ .
—_—_—= ‘ ®(: z)dz n ‘
>/t;<-/£;.\/-r’+y’—+-z’ G+@at+y {+ )@dyda)dw,

ou bien

‘ _‘a:’+y'+;=' X2+ Y3422
(31) ff f - - e e T ¢+
a/a,Ja,Vai+yi+ 2 VX + Yi 2t .

XOE+x,..)0E+X, .,.)dxdydngdede.
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D’ailleurs

|f0(5+.z', GODOE+X, L) de
Q

1 1

é’./s;d”(i+x, ..-)dm§2;[102(§+x,...)dmf:fu(pz(imyc)d,,,

h?(ry)

dw, = const.
=Jgy k) !

L'intégrale (31) majorée par

K PNRY BT

2
const. (f —*I__e d dx d} d:.) —= const.
Q V2 + y+ 52 ¥

est donc convergente.

La convergence de (30) et (31) entraine celle de I'intégrale ( 2q)
que nous vouljons établir.

La formule (28)

gl("y )‘)

h(
} 22

r)
— +
%

g(r, )'):

nous permet de calculer f(r, k). On sait en effet (¢f. Norlund,

Séries d’interpolations, n° 87) que toute fonction analytique de % holo-

morphe dans le demi-plan R(2)>%,> o et de la forme (28) dans ce

domaine est représentable par une intégrale de Laplace. De

I’équation : ‘
f!e—”f(r, tydt=g(r, 1),

on tire alors :

Do+im
I
(r,t) = — eg(r, u)du.
f . 21T b

o+im

Bien entendu, la donnée initiale A(r) étant réelle, f(r, t) est réelle :’
on vérifie que pour des valeurs conjuguées de u, g(r, u) prend des
valeurs conjuguées. Si donc on pose :

1 A=ho+iz, g(r,N)=g(r, z)+ig(r, z),
. on-obtient

flr, t)‘= %te’t‘f Vcostzgy(r, z) —sintzgy(r, z) | dz.
[]
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Telle est la forme de la solution de I'équation (9) dont lexistence
se trouve ainst établie : la formule (28) permet d’établir 'existence

of 1 .. . . .
de j; et I'on vérifie que f(r, t) es bien solulion de I'équation (18).

La méthode précédente n’est donc au fond que I'extension de la
méthode de Laplace pour P'intégration des équations différentielles
linéaires : I'équation (g) est I'analogue d’un systéme d’équations
différentielles linéaires a coefficients constants.

Si 'on revient a I'équation de Boltzmann (E), on peul chercher a
imiter la méthode suivie dans I'étude des solutions asymptotiques des
équations différentielles, c’est-a-dire a employer la méthode des
approximations successives : I’analyse précédente permel de résoudre
aussitol les équations, toules linéaires, qui se présentent. Mais la
convergence des approximations successives semble délicate a établir
et demeure douteuse. En dirigeant de fagon un peu différente
les approximations, M. Carleman a pu énoncer leur convergence.

Terminons en remarquant que nous n’avons fait I'étude de
I'équation aux variations que dans le cas de la symétrie sphemque
Mazis, méthodes et résultats peuvent s'étendre au cas général (en !’ absence

du champ de force).

10. Sur UNE EQUATION LINEAIRE INTEGRODIFFERENTIELLE. — Dans ce qui
.suit j'utiliserai quelques résultats de la théorie des opérateurs
hermitiques dans l'espace de Hilberl, en renvoyant pour leur
démonstration & un exposé de J. Leray (*).

Considérons une équation du type (1) %:1 = L(¢), ou la fonction

inconnue ¢ dépend de deux arguments r et z. Pour nous rapprocher
du cas de ’équation aux variations, admeltons que 'opérateur L est
linéaire, hermitique, hypermazximal, défini non positif et indépendant
de t. Dans la suite, nous ne distinguerons pas deux fonclions de r, ne
différant que sur un ensemble de valeurs r.de mesure nulle. En
admettant Dexistence d’une solution ¢(r, t) de I'équation (1) se
réduisant pour t=o0 & f(r) fonction de carré sommable telle que la

(1) Cf. G. JuLa, Séminaire de Mathématiques, 1934-1935; la théorie de
Carleman, exposé G, par J. LEray.
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rifonction f soit, elle aussi, de carré sommable, nous allons montrer
que @(r, t) est susceptible d’une expression trés simple.
Soit en effet @(A) un opérateur spectral attaché¢ a L, ¢’est-i-dire
un opérateur hermitique dépendant d’un paramétre tel (ue

! 0(—ow)=o, 0(+ o) = E opérateur identique;
[, 00 gl=[0(1)/, g), pour tout f et tout g de carrvé sommable;
(f, AOf) > o, si 'on pose A0 =0(7,) — 0(7,);
19711/

et enfin . .
S ramaoins=1) [T amanay!.

0

pour toute fonction f de carré sommable, toutes les fois que 2(L)
et A a(A) sont continues et bornées.

Rappelons senlement que la notation fﬂa()\)(lf)(k)f ne repre-

sente pas- une' véritable intégrale. Son sens précis est le suivant :
quels que soient f et g de carré sommable, I'intégrale

f 2(1)d[60) £, g

est convergente et représente une fonctionnelle linéaire de g. Il existe

--donc-une fonction. de carré sommable f, telle que cette fonctionnelle
soit de la forme (f,, ). C’est une fonction f, que nous représentons
par le symbole '

f+na()\)d0(L)f.

" Remarquons enfirr que P'opérateur L étant défini non positif, son
srspectre esttoutienliersur la demi-droite — o0 < A < o. Les intégrales

® 0
f se réduisent donc & f .

Considérons la fonction @(r, t) définie:par le symbole

fo do(d) f(r);

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 2, 1946. ) . 20



158 R. MARROT.

ce symbole a bien un sens, puisque pour > o, e* est bornée, ce qui
assure la convergence de I'intégrale

f ed(0(L)f, &),
quel que soit g. De méme, on voit que pour ¢ > o (égalité exclue)
I'intégrale , .
[ revaioys, g

.
est convergente, ce qui permet d’écrire (puisque la convergence est
uniforme pour z,>>¢>0)

%f e\"‘d[O()\)f,g]:f Aerd[0(L)f, g]

et comme

fo)\e“de()\)f=L3f e“d'O(l)f}:L{q:(r,t)}.
On a donc, quelle que soit g,
(2) %[cp(ru t), 8]=[L(9), &l:

pour tout ¢>o (égalité exclue). De plus, pour t=o, le symbole

définissant ¢ s’écrit
f dO(L)f.

Il a un sens, car lintégrale f d[0(A)f, g] est manifestement

convergente et vaut (f, g), d’aprés la premiére équation (1). Donc
¢(ry 0) = f(r).

En prenant g = ¢(r, t), 'équation (2) montre que

Zletn OF=[L(e), 6] <o,



SUR L'EQUATION INTEGRODIFFERENTIELLE DE BOLTZMANN. 13

Donc, d’aprés un raisonnement déja utilisé, i/ n’y « qu’'une fonction ¢
satisfaisant aux équations (2) (quel que soit g) et se réduisant a f(r)
pour t=o. 8¢ donc l'équation (1) admet une solution, elle coincide

avec @ .

Toute solution de I’équation (1) est donc représentable par la
formule

o, =[ b fir) (1220,

ol 'opérateur 6(1) ne dépend.que de L.





