JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

M. BIERNACKI
Sur quelques propriétés des fonctions de distances

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 31 (1952), p. 305-318.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1952_9 31__305_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1952_9_31__305_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

Sur quelques propriétés des fonctions de distances;

Par M. BIERNACKI.

1. En 1933 Aumann a obtenu le résultat suivant (*) : « Si A(z)

et B(z) sont deux polynomes de degrés m et n respectivement et si E
est un continu borné, on a

max | A(5) B(2) |2 G(m, n) max | A() | max| B(s)],

ol la constante positive C(m, n) ne dépend que de m et de n».
En 1934 H. Kneser a précisé ce théoréme (*) en montrant que

m

]_—ItO"z ok —1 .
° [;(m—l—n)1T

k=1
est la valeur exacte de la constante C(m, n), atteinte lorsque
COsQ == 2 et A(z)B(z)=cos(m +n) ¢,

tandis que les m zéros de plus grand module de cos(m—+ n)p coin-
cident avec ceux de A(3z).

Le résultat cité posséde une interprétation géométrique évidente :

A, ..., A, By, ..., B, étant des points fixes du plan et M un point
du continu E on a

max[ ll_il] MA; Inl MB{I > C(m, n) mhax Iml MA; mé\x Iul MBi.‘
E 3 E . E g -
1 i=1 i=1

= i=1

() Sitzb. preuss. Akad. Wiss., 1933,\p. 924.
(2) 1bid., 1934, p. 426-431.
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Dans ce travail j'obtiens d’autres théorémes analogues, en rempla-
cant, par exemple, les produits par les sommes ou d’autres fonctions
symétriques ou en remplacant des points fixes par d’autres éléments
géométriques et en considérant le cas de I'espace. -

2. Je vais m’appuyer sur le lemme suivant :
Lewne . — Soit B un ensemble borné et Sermé, PQ son diamétre (*),
M un point de E et A un point quelconque. On a l’inégalité
AM AP+ AQ (%)

Ce lemme est une conséquence immeédiate de la propriété suivante,
établie par J. Neuberg, de Lapierre et P. Montel dans le cas o A est
dans le plan du triangle MPQ et par V. Thébault dans le cas
général (*): « Soit MPQ un triangle, les nombres AM.PQ, AP.MQ,
AQ.MP mesurent les longueurs des cdtés .d’un triangle». Nous
avons, en effet, I'inégalité - '

AM.PQ = AP.MQ + AQ.MP.
Je vals commencer par établlr la PI‘OPOSIUOD suivante :

Tueorime I. — Soit E un ensemble borné et fermé et Ay, A,, ..., A,
des points de Uespace. M étant un point de E, on a

n n
2 maxMA ;< 2 max<2 MA1>.
=1 . =1

. L . ¥ . n .
L'égalité a lieu lorsque n est pair, E est le segment PQ, - poinis A; sont

concentrés au point P et les autres se confondent avec le point Q.

() J'entends par la que la distance P(Q) est le maximum des distances entre
deux points quelconques de E. v

(*) Il est évidemment impossible d’améliorer cette inégalité par une inégalité
de la forme AM <2 (AP + AQ), oo <A <1.

(%) Cf. Bull. math. phys. Ec. Polyt. Roi Carol 1, Bucarest t. 9, 1938, p. 3-7
et t. 10, 1938-1939, p. 38-42.
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Soit PQ un diamétre de E. D’aprés le lemme 1 on a

maxA;M AP + A;Q (i=1,2, ..., n)
B

i

et d’autre part évidemment
ZA,P +AQZamax( P AM ),
i=1 . E =1

d’ou 'on obtient immédiatement 'énoncé.
On peut étendre ce résultat en remplacant MA; par MA? (p > o).
En profitant, en effet, des-inégalités

(a 4+ DY << ar—+ br (o <<p<i).
et :
(a+bp<2t(@+06)  (p>1)

on obtient les suivantes :
max (A;M) = (A Py 4+ (AQ)y  (o<p <),
jol
max (A M)? < 2P [(A P+ (A Q)] (p>1),
. E
et en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme I on a

le résultat suivant :

Trtorine L a. — Dans les conditions du théoréme 1 on a les inégalités

i=1
"

2 max(MAi)f’
E
—_— 2 pour o<<p L1 et =P pour p>1.
-
m MA; P
, ;;X_Z( )
=1
Lorsque ps£1 les limites ci-dessus ne semblent pas exactes;

lorsque p >1 la limite exacte est probablement 2, j’ai pu l’établir
dans un cas particulier : '

TaeoriMe 1 b. — Dans le cas oti p = 2., on dott remplacer la limite 22 = 4
de Uénoncé la par 2, la limite 2 est atteinte lorsque E est la surface
d’une sphére dont le centre est G et le rayon R, tandis que les points A,
sont sttués sur cette sphére et leur centre de gravité est G.
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Il suffit d’établir le théorémeb dans le cas.particulier ou E est la

n

surface d’une sphére ZMAf=c (constante) dont le centre est le
i=1 . .

centre de gravité G des points A;, car dans le cas général on peut

considérer la plus petite sphére S-de centre G, qui contient E,

n .
maxz MA; est le méme lorsque M parcourt E ou S, tandis que
i=1 ‘ ‘ ’
MA?> 7.

2 mgx A; __Z m:x MA;
i=1 i=1 .

On peut supposer que G est a l’origine, en posant OA;=d;, 'équa-

tion de la sphére s’écrit

n
- n(x2+y2+z?)+2d§:c,'

i=1

son rayon R est donc égal & etl'on a

Zmax(OAi)2:Z(R+ d).

i=1
L’inégalité dont il s’agit dans I’énoncé s’écrit donc

MR+ dpyr= 2|:nR2+2n‘ d;] ou  F(R— dm;o.
) i=1

i=1 i=1

- Légalité a lieu lorsque di= R, c’est-a dire lorsque tous les A; sont
sur la sphére dont le centre de gravité est G.

5. Silon remplace dans I’énoncé [ les sommes par les produits,
il est nécessaire de supposer que 'ensemble E est un continu, de plus
la constante 2 est remplacée par un facteur qui dépend du nombre »
des points A;. On oblient, en effet, I'énoncé suivant :
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Tutorime 11, — Sozt E un continu borné et A, A, ..., A, des potnts
,de A espace. M dtant un point de E on a l'inégalité

H mgxMA,ié[S(x —+ \/E)]"m:x([[ MA:) (). -

La constante 8(1+ Jz) n’est sans doute pas la mellleure possible,
mais elle ne saurait étre remplacée par un nombre plus petit que 2,

car si E est un segment PQ, n palr, % points A, sont corifondus en P |

, HmaxMA ‘ ‘ ‘ )

et les autres en Q, le rapport £=—— ‘est égal & 2". Lorsque E
» - maxn MA; »
. i=1 '
n est as un continu, le théoréme n’est pas exact 1l suffit, pour le v01r,
de prendre pour E I’ensemble des points A,. : t
Smt PQ un dlametre de l’ensemble E ,désignons par A, la pI‘OJCthOIl

- . du point A; sur la dr01te PQ, et par N’ le pomt ou le produit ]] MA;
- i=1
atteint $ON maximum lorsque M parcourt le segment PQ. Le plan-

~ perpendiculaire & PQ ‘et passant par N’ contient un point N du

. continu E, désignons par N; la projection de N-sur lé plan PQA;
(i=1,2, ..., n). Supposons que, par exemple QA;=ZPA; et dési-
gnons-encore par M; le point de E ou MA; atteint son maximum;
en proﬁtant du lemme 1 et du fait que N;A;<<NA;, on a '

Y

NA, >NA1

M MA, = 2PA,

Nous ailons chercher maintenant le mlmmum du rapport

NAL NA
. PA, WA
() o YN/AI_— PA‘i’

'PA] . PA]

(°) En_utilisant les résultats de Kneseg\ cités au paravraphe 1, on pourrait
obtenir un énoncé analogue, mais qui semble. moins précis que le théoréme II.

" Journ. de Math., tome XXXI. — Fasc. 4, 1952, - 33
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lorsque P, Q et A, sont fixés. D’aprés sa définition, le point N; est
contenu dans le plan PQA,, on a d’ailleurs

NP ZNP-PQ, N,Q=NQ<PQ.

donc N, est contenu dans la région commune aux cercles derayon PQ
et de centres P et Q. On peut supposer que PQ =2, que PQ. est
I'axe Oz et que I'axe Oy, contenu dans le plan PQA, passe par le
milieu de PQ. Soient (, y) et (x,, ¥,) les coordonnées des points N,
et A; respectivement; d’aprés ’hypothése QA;<PA;on az,> 0, on
peut évidemment supposer que y,>> 0. Les arcs de cercle de rayou 2,
de centres P et Q se coupent au point R(o, /3. Supposons que la
tangente en R a 'arc de cercle PR coupe la droite z == —1 au point S
et soit RT le prolongement du segment SR du c6té des y croissants. -
RT fait avec la droite RV paralléle a I'axe Oz un angle de 30°. Cela

posé, nous allons distinguer trois cas :

1° Le point A, est au-dessous de la droite RV (c’est-a-dire y, = /3).
Le carré du rapport (*) peut s’écrire

‘ 1 —i-<‘)/‘—-—°—‘)/>2
(ﬁ) . Ty—x ) |

3 )
Yo

4+ —
(xy+1)°

le nominateur est plus grand que 1, le dénominateur est le plus grand
lorsque y,==/3 et z,= 0, donc le rapport (**) est au moins égal éi-,

2° Supposons, en second lieu, que le point A; soit contenu dans
'angle yRT. Le coefficient angulaire de N;A; est au moins-égal, en

valeur absolue, & celui de SA;, ou S (-— I, \%) donc le rapport (**)
(g +1)2+ —2Y
SRS GO,

(Zo—+ 1)+ ¥}

est au moins égal a » or Z,~~o0, donc ceci. est

2 \?
. I+<J/O— ___>
au moins égal a N V3

; et I'on constate sans peine que la
T
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derniére express'io'n atteint son minimum pour y,= V3, ce minimum

est donc égal a

3° Supposons enfin que le point A; soit contenu dans l’angle TRYV.
* Le coefficient angulaire de N; A, est au moins egal en valeur absolue, -
“a celui de A;R, donc le rapport ( *) est au moins égal a

(@o+ 1)@+ (»""n— V3)* ]
ay[(Zo+ 1)+ 5]

Or on constate sans peine que cette expression est au moinségale a Z
car cette inégalité équivaut a I'inégalité
(322 8z+ 4) ¥ — 83 (@o+ 1) yo+ 3(@2+ 4) (@o+ 1) 0,

et le discriminant de ce trinome en y, est négatif, sauf dans le cas
ot z,= 0; dans ce cas on obtient le signe d’égalité pour y,= y/3.

En résumé le rapport (*) est au moins égal a ; Supposons main-
tenant que notre hypothése QA; < PA, soit vérifiée pouri=1,2.
~"on aura d’aprés 'inégalité (1) et le résultat que nous venons d’obtenir,

~

1 NA L YNAL
' : M,A;—[ﬁ PA;
i=1" . l-—i .
~ En supposant que QA;” > PA; ‘pouri=s-+1, ..., non obtient de
la méme fagon l’megahte

N'A;
MA —-4,._;]] QA;’

i=s+1 , : i——s+1
donc, en définitive,
: n
- N’'A;
(2) NA’ 1 i—=1
MtAi [ln s n

N | Y 1



‘312 ' M. BIERNACKI. ,
Désignons maintenant par x; I'abscisse du point A} et posons -

3

| P‘(z) :I](z — ), ‘

i=1

3 étant la varidble complexe, 5 =x 4 iy. En utilisant l'inégalité
- 1+|a|L2max(1, |a [) et la formule de Jensen on obtient I'inégalité
suivante (*)

,(3)’ ’ l._—[PA’-IIQA /[I(I TN /0"1 max (1, | z;|)

i=1 l—c—p—l

Rf lugm(cfﬂ))(lo »
—are Yo L 2" Imla_)_cl] P(z )[
~'Nous allons maintenant utiliser un théoréme »de S. Bernstein (*),
dont on doit une démonstration trés simple a P. Montel {*) : « Soit P(z)
un polynome de degré n et supposons que I'on a |[P(z)| <M sur
le segment —1Zz2+41. Si a et b (a>>b) sonl les deml—axes de
Pellipse dont les foyers sont les points (— 1, 0) et (<1, 0) et qui passe .
par le point z on a |P(z)|<<M(a +b)"». En supposaat que b=1
on trouve que a = - /2 ét I’on obtient une limitation valable dans tout
l.lecerclc‘z[.élz v
[P(s)i<=M(Va+ n)"-

.

On déduit donc de I’ megahte (3), envertu de la déﬁnmon du pomt N/,
la suivante : ’

]_—[P;&’I]QA’4[2(\/2+I)] max ]P )|-—[9 \/2—{—1) HN’A

=5+t ci=t

(") .Cf. aussi PoLys-Szead; Aufgaben und Lehrsatoe aus der Analys«s, Berlin,
J. Springer, 1925, livre 1I, probl. 52..
(*) Commaunic. Soc Math. de Clzarkow, a¢ série, t. 1k.
(°) Sur les polynomes d'approximation (Bull. Soc. Math, France, . 46,
1919, p. 151-191). Cf. aussi PoLya-Szead; loc. cit., livre III; probl. 70.
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donc, d’aprés (2) :

NA; 1
|1 B v e e

i=1

ety a fortiori, I'énoncé II.

4. Nous allons compléter les. résultats précédents en remplagant
les sommes et les produits des MA; par d’autres fonctions symétriques
~ élémentaires de ces quarmtes On a ’énoncé suivant :

~ Tuworime III. — Soiz E un continu borné et A, Ag, ceey A,,}z'espoz'nts
de lespace. St 1<_p < non a, M étant un point de E, I'inégalité

X maxMA,. . MAy.< (p+1) ({8 eta) mgx(E MA,.. .MA,-P).

(Les deux sommes sont étendues i toutes les combinaisons p & p des

nombres 1, 2, ..., n). Lorsque le continu E et les points A,, ..., A,
N

sonf contenus dans un méme plan, on peut remplacer le nombre

(p+1)(48e*\/2)" par le nombre (p +1)(8e)".

Dans cet énoncé le facteur (p -+ 1) est probablement inutile, il serait
intéressant de montrer qu’il pourrait étre supprimé.

Nous commencerons par le cas plus simiple ot E est un continu
plan et les points A; appartiennent au plan qui contient E. En intro-
duisant dans ce plan une variable complexe s on peut supposer que
l'origine appariient 4 E, que E est contenu dans le cercle |5 <1 et
posséde un point sur la circonférence |s|=1. En désignant par x:
les affixes des A; on établit tout pareillement comme I'inégalité (3)
du paragraphe 3 l'inégalité

(4) ZmaxMA,,..'.MA,,éZ(H-;xi,g)...‘(x-Hx,,, )ZzPZmale,i &),

z1<1
ou 'on a posé ‘
Piiyy(B) = (5 —ay)...(s — )
et ou les sommes sont étendues & toules les combinaisons p a p des

- . ’ S
nombres, 2, ..., n. Orsurchacune des(p + 1) circonférences |5 | = »
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/ . . .
(s=o0,1, ...,p)il y aun point u, appartenant a E(u,=0), on peut
donc écrire, d’aprés la formule d’interpolation de Lagrange :

(5) Pyl =3 Pl @) G ) o) () (5 ),

(us—' o). . (tbs— ts—y) (tbs— u5+:1)' c(us—wy)

$=0

En profitant de l'inégalité n! > ( g) on trouve sans peine que tous
les dénominateurs du second membre de (5) sont plus grands
que (2¢)” en module; or | 5|1, on aura donc aussi |z — u;| < 2,
et (4) et (5) fournissent par conséquent 'inégalité .

ZmExMA,- \4A,4(8e)PZZ|P,, () |

- s=0

(la derniére somme est étendue 4 toutes les combinaisons p apdes
‘nombres 1, 2, ..., ») qui conduit unmedlatement Pinégalité de
I’énoncé. '

‘Passons au cas de ’espace. Nous aurons besoin du lemme sulvant :

- Lemme 2. — Considérons un plan P, un pomz Odeceplan etunpoint A
de Uespace. Décrivons du poznt O comme centre, dans le plan passant
par OA et perpendiculaire a P, la cuconference C de rayon OA.
Soit A’ le point oii cette circon ference C coupe le plan P, point choist de.
maniére que I'angle AOA' ne dépasse pas go®. N étant un point quel-
conque de P, on a l'inégalité :

. !
- NA' /s

Légalité a lieu lorsque U'angle AOA' = go° et le point N est le poznt
de C diamétralement oppose aA’.

Supposons que le plan P est le plan Oxy, 'axe positif Oz passant
par A’. Soient (z, y, o) les coordonnées du point N, posons OA =R
et désignons par 8 angle AOA’(0 <9 490") L'inégalité du lemme

équivaut a I'inégalité

R+ 2*+ )+ 2Rz(1— 2cos0) > o.
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En posant y = o on trouve que le discriminant du trinome en x est

. égal A 4R? cosB(cos —1), il est donc négatif, sauf dans les cas ou =0

et 6 = go°, qui fournissent le signe d’égalité pourz =+ Retwx=—R
respectivement. B '
Passons & la démonstration du théoréme, on peut supposer que

‘T'ensemble E est contenu dans la sphére de centre & I'origine et de’

rayon I, et qu’il contient l'origine et un point sur la périphérie de
la sphére en question. Il en résulte que E contient des points sur la
périphérie de toute sphére de centre a I'origine et de rayon moindre
que 1. Considérons un plan P quelconque passant par O et désignons
par A; des points de P obtenus & l'aide des A; par le procédé décrit
dans le lemme 2, et par &), ..., les affixes des points A}, ..., A/,

. dans le plan complexe P. On établit tout pareillement comme l'inéga-

lité (3) du paragraphe 3, en tenant compte du fait que les distances
des points A, a l'origine sont les mémes que celles des points A,

- I'inégalité

) Eml?x MA,,. . .MAipéZ (]2 ). - (1 |2, ])

QU ’ 4
ézp}_,lrfgl (5 —a8)...(s — i),
ol les sommes sont toujours étendues a toutes les combinaisons p a p
des nombres 1, 2, ..., n.
Remarquons maintenant que le maximum du-module, dans le
cercle |z| <1, d'un polynome P(z) de degré p ne dépasse pas le
maximum du module du méme polynome dans le cercle | z | < —; multi-

plié par 2 (*°). En profitant de cette remarque et du lemmme 2 on
déduit de l'inégalité (6), a fortiort, la suivante :

(7) 3 maxMA,. .. MA, < (4 Va2 maxMA,,... MA,,

oM<
2

Or lorsque M varie dans un domaine quelconque de I'espace, le

(15) 11 suffit, pour le voir, d’appliquer le principe du maximum de module au

. I, .
domaine |z | ;e la fonction 5~7P(2).
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produit MA,...MA, atteint son maximum sur la frontiére du
domaine, cela résulte de suite du fait connu ‘que, A étant fixe,
logMA est une fonction sous-harmonique du ‘point M. Il en résulte
que dans la somme du membre droit de () on peut remplacer, a

Jfortiort, la condition OM Z é par OM <%, ot £ est un nombre quel-
L '
conque supérieur & _ . -

Nous allons maintenant utiliser le résultat connu suivant.(*!) :
« Soient zy, @y, ..., x, des entiers, x, < @, < ...< &,. Chaque poly-
nome de la forme "+ a, "' 4-.. .+ a, prend aux points o, 2y, ..., &,
des valeurs dont I'une au moins est plus grande ou égale, en module,
4 nl27"». On déduit immédiatement de cette propriété le lemme
suivant : ‘ " :

‘LEMME‘?). — Chagque polynome P(a:) de la forme

P(x) =27+ ¢y 27 +...+ q,

+2 -

’ . I I
rend aux points - - —
p pot 5’ —+ 21)9

L I \ .
> T ...,E—Jf—pi;, ol p>xq, des
A

valeurs dont l'une au moins est plus grande ou égale, en module, & apy
o

Considérons maintenant une combinaison déterminée, soit i
ly, «.., L, des nombres 1, 2, ..., n et supposons que parmi ces p
nombres.il y en a ¢g(o=_qp) tels que les distances OA, corres-
pondantes ne dépassent pas 2, supposons, pour simplifier I'écriture,
que ce sont les distances OA, = a,, OA,=a,, ..., OA, =«a,. Posons

Plz)=(x—=m)(x—as)...(x— ay,).
D’aprés le lemme 3, le ‘polynome P(x) prend en un point

N2 L1
.2‘:0/':::—5—/5;)-'

une valeur plus grande on égale 4 ¢!(4p)~ en valeur absolue (; est

égal a 'un des nombres o, 1, 2, ..., p, il dépend en général de la

(1) PoLya-SzEGo, loc. cit., livre VI, probl. 70.
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combinaison iz, i, ..:, I, choisie). Sur la sphére de centre O et de
rayon g;il y aun pomt N du continu E. M étant un pomtquelconque
situé sur eette sphére, on a donc

S | 12

(8) ]__[MA"/ =1 = ey

7 =T p)y T =

]__I(ai“‘ s) )

.\'::I

La derniére inégalité de droite resulte de I'inégalité ¢! >(qe”‘ )'/ et
du fait que (5) e’ lorsque g =1, 2, ..., p. ‘Considérons mainte-
nant les A, (s=qg—+1, ..., p),- pour- lesquels OA, > 2, pu1sque
MA, < 1+ OA,, N;A, >OA —1 etlerapport +O

P

I 3% <o

S=q-+1

T < 3, on aura

“donc, en tenant compte de (8),
© MA, .
[[ Nin < (12 )P,

L’ megahte (7) fournit donc mamtenant la suivante:

£

> maxMA, ..MA, /(48e \/Z)PzN Ai...NjA,,
ol lindice Jj(=o,1,2,...,p) varie d'un terme de la somme &
I'autre et ot les (p +1) pomts N; appartiennent & E De cette 1negaht«=
on dedult de suite celle de l’enonce

3. On peut chercher a étendre les considérations précédentes en
remplacant les distances entre les points de E et les points A; par les -
distances enlire les points de E et des.ensembles Z; ou, plus généra- .
lement, par des- fonclionnelles positives des points de E et des
‘ensembles Z; (par exemple le maximum de la distance entre un point
de E et 'ensemble Z;, ou, lorsque E et les Z; sont dans un méme plan,

Journ. de Math., tome XXXI. — Fasc. 4, 1g52. 34
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'angle sous lequel on voit I'ensemble Z; d’un point de E, etc.). J’ai
obtenu, dans cet ordre d’idées, les résultats suivants :

Tutorkme IV. — Soient D,, D,, ..., D, des drottes situées dans un
méme plan P et E un ensemble borné et fermé, contenu dans P. Désignons
par d; la distancé d’un point E de la droite D,. On a I'inégalité

n / n
¥ maxd; <3 max( 2 d;);
E I
i=—1 L i=1

l'égalité a lieu lorsque n.—3 et D,, D,, D, sont les cotés d’un triangle
équilatéral et E est ce triangle.

Tueorime V. — St les conditions du théoréme IV sont vérifiées et s1
les droites D; passent toutes par le méme point, on a I'inégalité

n n
zmaxdfég max 2(1}’};
I Kk

légalité a lieu lorsque E est Uellipse, le long de laquelle zd, est

i=1

constante.

La démonstration, d’ailleurs élémentaire, des théorémes 1V et V,
paraitra dans un autre recueil. Il est probable que les énoncésIVetV
subsistent (avec les mémes constantes) lorsqu’on y remplace d par d..
J'ai pu I'établir, en ce qui concerne le théoréme V, dans les cas
oun=zaetn=3.



