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Sur les domaines de normalité des fonctions méromorphes 
de plusieurs variables/ 

PAR WALTER SAXER . 
• 

Dans le présent Mémoire nous utiliserons les conventions suivantes; 
nous désignerons pa~ Bw,z un domaine borné, simple ( en allemand 
« schlicht >>) dans les plans des deux variables complexes w = u + ir 
et. .z = x + iy. Par/( w, .z) nous entendrons une fonction méromorphe 
dans l'intérieur d'un tel domaine. Si/( w, .z) ne peut être prolongé, 
tout en restant méromorphe au delà de ce domaine, nous dirons 
que Bw,z est son domaine d'holomorphie. Pour les fonctions holo-
morphes, on définira d'une manière analogue leur domaine de régu-
larité. 

Soit donnée une famille de fonctions, qui toutes s'Oient méromorphes 
dans le domaine Bw,z• Il semble probable qu'il existe un domaine 
partiel B:,z < B..,,z, tel que la famille de fonctions soit régulière dans 
ce domaine partiel. Le plus grand de ces domaines B:,z sera dit 
domaine de normalité. 

D'après les recherches classiques <le F. Hartogs et E. E. Levi, 
les points-frontières d'un domaine, vérifient certaines conditions, si 
le domaine doit être un domaine de régularité ou d'holomorphie. 
On dit que l'hypersurface q,(x, y, u, r) = o peut être, du côté q, < o 
tout ~u plus, frontière d'un domaine cle régularité, ou d'un domaine 
d'holomorphie, si elle est pseudoconçexe du côté q, > o. Voici ce 
qu'on entend par là : q, = o est dit pseudoconvexe du côté q, > o, si 
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toute surface analytique passant par un point P de 1 = o, possède, 
dans tout voisinage U(P), d'autres points pour lesquels q:i:::::::,.o (1). 

En l'année 1932, j'ai montré [2] que les domaines de normalité des 
fonctions méromorphes doivent remplir les· mêmes conditions aux 
frontières que les domaines de régulariLé et de méromorphie, si à 
l'intérieur des domaines en question la famille admet aussi des points 
irréguliers non essenLiels. Des points irréguliers non essentiels, au 
contraire des points singuliers essentiels, ne se présentent qu'isolé-
ment. Dans le voisinage U(P) d'un tel point singulier non,essentiel, 
la famille se comporte encore comme normale. Les fonctions limites 
des suites qui convergent uniformément dans U (P), peuvent posséder 
en P des singularités non essentielles de seconde espèce. 

En terminant le travail que nous rappelons ici j'avais posé une 
question concernant la réciproque des théorèmes en cause. Peut-on, 
de la pseudoconvexité d'un domaine, conclure que ce domaine peut 
être considéré coro.me un domaine de normalité d'une famille de 
fonctions holomorphes ou méromorphes? Grâce aux recherches de 
H. Cartan et P. Thullen, et de K. Oka, publiées depuis 1932, on· 
peut aujourd'hui répondre affirmativement à cette question. Par une 
combinaison simple des théorèmes des auteurs cités, on peut 
démontrer, comme conséquence de leurs résultats, le théorème 
suivant: • 

THÉORÈME. - Tout domaine simple ( schlicht), fini et pseudoconçexe 
dans l'espace des deux variables complexes, peut être considéré comme 
un domaine de normalité pour une fa mille de fonctions holomorphes ou 
méromorphes. 

Démonstration. - En 1942, K. Oka [3] a démontré le lemme ci-
dessous, et en même temps il a résolu une question complexe,· 
demeurée sans réponse depuis les recherches de Hartogs et E. E. Le:vi: 
Dans l'espace de deux variables complexes tout domaine simple, fini et 
pseudocorwexe, constitue un domaine de régularité. 

( 1) Cf. bibliographie ! 1 a, 1 b, 1 c ]. Je remercie M. Behnke qui a bien voulu 
m'envoyer le Mémoire [ 1 c), non encO:re paru, et rue donner d'autres précieuses 
indications bibliographiques. 
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• . De par notre théorème combiné avec le lemme d'Oka, il résulte 
qu'un domaine de normalité d'une famille de fonctions méromorphes 
doit être, comme domaine pseudoconvexe, un domaine de régularité 
de fonctions holomorphes. Ici ne joue aucun rôle le fait que, dans 
le domaine, il se trouve ou non des points irréguliers non essentiels 
de la famille de fonctions méromorphes. 

H. Cartan et P. Thullen [ 4 J ont obtenu un progrès essentiel en 
introduisant la notion de conçexité régulièré et en montrant son 
importance dans l'application à la question, de la réciproque des 
théorèmes de Hartogs et E. E. Levi. En conséque~ce de ces recherches, 
tout d~maine simple de régularité doit être convexe~réguJier. Cela 
vaut,' en particulier, pour les domaines de normalité des familles de 
fonctions méromorphes. Pour les domaines de normalité des familles 
de fonctions holomorphes, cela a déjà été remarqué par H. Car.tan 
et P. Thullen. 

Maintenant, chaque domaine convexe régulier B se faisse approxi-
mer par un polyèdre analytique (2). Nous disons d'un polyèdre. 
qu'il est analytique lorsque les coordonnées de ses points intérieurs 
satisfaisant aux inégalités 

[/;(w,z)[<1 (j=1, ... ) . 

. les fi sont réguliers dans B. 
Conformément aux résultats de K. Oka [ 5 ], on a le suiyant : 

THÉORÈME FONDAMENTAL D'APPROXIMATION. - Soit B un domafne fini de 
régularité dans l'espace des w, z. En outre soit le polyèdre analytique 

(C) (j=r, 2, ... , l), 

up, domaine partiel tout entier contenu dans B et fermé. Supposons les/; 
réguliers dans B. Alors toute fonction régulière dans le domaine fermé C 
est susceptible d''être approchée, uniformément dans C,pardesfonctions 
qui sont des polynomes en z, w et fi• 

De ce théorème il résulte immédiatement que B doit être aussi un 
domaine de normalité. Pour démontrer cette assertion, considérons 

( 2 ) Cf. par exemple [1 c], p. 64. 
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une fonction /( w, z) régulière dans B, et approximons B par une 
suite de polyèdres C 1 < C2 < · .. w, z) peut être, dans Cm 
approchée par une fonction /n( w, z) régulière dans B, de telle manière 
que dans Cn les inégalités 

I 1/n(w, z)-j(w, z)I< -n 

soient satisfaites. La suite / 1 ( w, z ), / 2( w, z ), ... converge par 
suite uniformément vers.J(z) dans tout domaine parLiel intérieur 
à B. B peut donc être considéré comme domaine de normalité d'une 
suite de fonctions holomorphes. Il est alors évidemment possible, 
de cette suite convergente de fonctions holomorphes, d'extraire une 
suite convergente de fonctions méromorphes avec un nombre arbi-
trairement grand de points singuliers non essentiels. 

Et par suite le théorème énoncé plus haut est démontré dans toutes 
ses parties. 

• Selon une càurte communication par lettre de M Dehnke ( 23 juil-
let 1951), Hitotumatu [6] et H. Bremermann ont montré dans une 
« Dissertation » de l'Université de Munich ( non encore publiée), que 
le lemme fondamental de K. Oka est encore valable dans le cas d'un 
nombre arbitrairement grand de variables complexes. Le théorème 
dont il est question dans le présent Mémoire devrait-par suite pouvoir 
être étendu de même dans le cas d'un espace den variables complexes. 

f 1 a] 

[ 1 b] 

[ j C] 
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