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Un théorème sur les fondions entières à zéros réels 
et négat[fs; 

PAR HUBERT DELANGE. 

Nous nous proposons ici d'abord de montrer que la théorie des 
familles normales de fonclions analytiques permet de donner une 
démonstralion simple du théorème suivant, dû à M. Valiron (1) : 

TnËORÈME A. ·_ Soit f ( z) une fonction entière de genre p ayant tous 
ses .zéros réels et négatlfs, et soit n ( t) le nombre des zéros de f( z) de 
module au plus égal à t. 

(1) Ann. de la Fàculté des Sciences de Toulouse, (3), t. 5, 1913, p. 117-257. 
Voir, en particulier, p. 237-244-

En fait, l'énoncé de M. Vttliron est plus général que celui donné ici : 
Dans (1), a:P est remplacé par a:P(,>:J, où la fonction p (x) satisfait à 

p< lim p(x)/ lim p(x)<p+1 et 
X~c;,o .X7'"+110 

La conclusion devient : 
n (t) ~ A _!_si_n_n_p_(_t)_! tP(IJ. 

'I! 

lim xp'(x)logx=o. 
,1,'*+·XI 

La méthode employée ici permettrait aussi d'établir le résullat général. Ce 
n'est que pour simplifier que nous nous bornons au cas p (x) = const. 

Le cas particulier de l'énoncé donné ici correspondant à p = o a aussi été 
établi, indépendamment de M. Valiron, par Titchmarsh (Proc. London Math. 
Soc., (2), t. 26, 1927, p. 185-200). Une autre démonstration pour ce cas particu-
lier a été donn·ée par M. Heins (Ann. of Math., vol. /i.9, 1948, p. 200-213). 

D'autre part, dans un Mémoire précédent (Ann. Sc. de l'Éc. norm. Sup., (3), 
t. 62, 1945, p. u5-183), nous avons donné (p. 166-168) une démonstration du 
résultat général basée sur un principe entièrement différent. 
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pétant un nombre réel satisfaisant à p < p <P + 1, si l'on a pour a; 
tendant vers + oo 
(1) log!J(x)l~(-1)PAxP, 

on a pour t tendant vers+ oo 
(2) n (t) ~AI sin1rp I tP. 

1t" 

D'autre part, on sait que, quand ( 2) est satisfaite, pour tout 0 de 
module inférieur à 7t et tel que cos p0 o, on a, quand rtend vers+ oo, 
(3) 

Nous établirons encore, en utilisant toujours la théorie des 
familles normales, la généralisation suivante du théorème précédent: 

THÉORÈME B. - f ( z)' n ( t) et p ayant la même sis nification que dans 
le théorème A, si, pour un 0 de module inférieur à 1t et tel qu'il n'exzste 
aucun entier impair m satz~f aisant à 

1r 1 01 , 1r m--- < L._m-, 2(p+1) - 2p 

on a pour r infini 
(3) logj/(reï0)1 ~ (-1)PArPcospO, 

alors on a pour t infini 
(2) n(t)~A·jsinnpl tP ('). 

1t" 

( •) Dans le Mémoire cité, nous avons. montré que le fait que l'on ait 

logl/(r eï0) 1 rv (- 1 )PArPlr)cos 0p (r), 

où p (x) satisfait aux hypothèses de M. Valiron, pour un 0 de module< 1r et tel 
qu'il n'existe aucun entier impaÎI' m satisfaisant à 

7r ·7r 
m---Ll01Lm-2 (p+,1) - - 2p 

suffit à entraîner que pour t infini, 

n(t) ~A Jsîn-rrp(t)! tPlt). 
- . 7r 

Dans une Note ultérieure ( C. R. Acad. Sc., t. 225, 1947, p. 483-485), nous 
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Nous montrerons, par contre, que, quel quésoit 0 de module inférieur 
à 1t et satis/ aisant à 

7r 7r m ( ) < 101 < m-, aPec m entier impair, 2 p+1 2p 

( 3) peut avoir lieu pour ce O, sans que l'on ait ( 2 ). 

Comm~ ( 3) n'a pas de sens pour [ 6 [ - m 21rp, avec m entier impair, 
du fait qu'alors cosp0 = o, on voit ainsi que le théorème B ne peut 
être amélioré de manière à conserver la même conclusion avec une 
hypothèse plus large. 

f. Remarquons une fois pour toutes que nous pouvons supposer 
sans inconvénient que ' • 

+» 

(4) j(z) = Il Eµ(- ~), 
i=i 

où les !Xi sont réels positifs non décroissants, la série œ _;+1 est con-
i=1 J 

vergente, et 
Ep(u) = 1 (1- u) /+~+ ••• +~ sI p-::::::,.1, 

I - U • SI p = q. 

En effet, toute fonction entière de genre payant tous ses zéros réels 
et négatifs est de la forme 

/(.z) = eP(z)II (z), 

où TI est, soit une fonction du type précédent, soit un polynome, et P 
est un polynome de degré au plus égal à p. 

On a alors 
log J/(.z) 1 = log I Il (z) 1 + Ol [P (z)], 

avons indiqué que le résultat resterait vrai si l'on supposait seulement qu'il 
n'existe aucun entier impair m satisfaisant à 

7r 7r 
m----,-----,- <10IL::::.m-, 2(p+1) - 2p1 avec p1 = lim p(x). 

:<TT" .. 

La méthode du présent Mémoire permettrait ici encore d'établir ce résultat 
dans toute sa généralité. 

Journ. de Math,, tome XXXI. - Fasc. 1, 1952. 8 
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de sorte que, quel que soit 0, on a pour r infini 

log If (r ei8) 1 = log I Il (r ei6) 1 + 0 [rP]. 

La relation supposée pour /(z) dans chacun des théorèmes A et B 
entraîne clone la JUême relation pour la fonction II ( z ). 

De plus, il est clair que cette relation n'est pas possible si II ( z) est 
un p_oly:qome. 

Il est donc entend 11, dans tout ce qui suit que f (z) est de la forme (4) 
et.que n(t) est le nombre des rJ.j aux plus égaux à t. 

1. i. Remarquons que ~'hypothèse que la série I a .;+1 est con ver-
. ·- • ! i=1 / • 

gente entraîne que l'on a pour t infini 

n (t) = o [tP+11. 
En effet, étant donné E positif, il existe un T O tel que 

puis un T 1 tél que n(T1 ):::::,,.2n(T0). 

Alors, pour t~ T0 

En effet, 

d'où 
n(t)L.:tP+1 n(t) 

-2 n(t)-n(T0 ) 

Mais n(t)~n(T1)~2 n(T0 ), donc 

d'où n(t) L. 2 . 
n(t)-n(To)-

2. FoRMULES-FONDAMENTALES. - Pour simplifier le langage, dans tout 
ce qui suit, nous désignerons par D le domaine constitué par le plan 
coupé suivant la demi-droite Ox' opposée à Ox, et par D1 le domaine 
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formé par le plan coupé suivant la partie de cette demi-droite située 
à gauche du point - oc 1 ou en ce point. 

L.a fonction log/ ( z) ne possède do'nc aucun point critique dans D 1 • 

Nous désignerons par Log/(z) la détermination de celte fonction 
holomorphe dans D1 et réelle pour z réel supérieur à - oc1• 

2. L On voit que dans Dt 

(5) • • ~{ ( z) z zP} Log/(z)=""-,j log 1+- --+ ... +(-1)P-
. 17.j 17.j pa./ 

. . 1=1 

où log ( 1 + ~) est pris avec la valeur dans laquelle le coefficient de i 
est de module inférieur à n. 

En effet, la série est uniformément corrvergente sur tout ensemble 
borné contenu dans D 1 et représente par suite une fonction holo-
morphe dans ce domaine, et, pour z réel > - IX 1 , elle est égale à la 
valeur réelle de log/(z). 

En supposant z dans D, la formule (5) peut aussi s'écrire 

(6) Log/(z) = I+"' { log(1 + ~)- :'. + ... + (- 1 )P!!..._} dn (t), 
0 t t · ptP 

où log ( 1 + i) est pris avec la valeur dans laquelle le coefficient de 
i est de module inférieur à '1t. 

La dérivée par rapport à t de la fonction entre crochets étant égale 
• zp+1 
à ( - 1 )P+1 tP+' (z + t), on a par intégration par parties 

I L { log ( 1 + : )- :'. + ... + ( - 1 )P zP } dn ( t) 
0 t t ptP 

\ • ( Z) Z zP ) . 1 log 1 + L - L + ... + ( - 1 )P LP \ n ( L) 
' p . 

+(-1)PzP+1 JL n(t) dt. 
0 • [P+i ( Z + t) 

( 3) Ici, ainsi que dans la formule ( 6) écrite plus bas, il faut ~on sidérer que les 
termes qui suivent le logarithme n'existent pas si p = o. 

Les autres formules de ce paragraphe et des paragraphes 2. 2 et 2. 3 restent 
exactement de même forme pour p = o ou p > o. 
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Quand L tend ver.s + oo, le premier membre tend vers Log/( z) et 
le premier terme du second membre tend vers zéro. Il en résulte que 

fintégrale J+" P+~/t) ) dt est convergente et que l'on a 
O { Z + t 

Logf(z)=(-1)PzP+1 J+"' n(t) )dt. 
0 [P+ 1(.::+t 

2. 2. Il résulte immédiatement de là que, quel que soit ,r; de 
module inférieur à n, on a pour tout r positif 

(8) 1 Logj(r el'~) 1 L'.'.'.-1-1 Logj(r) J. 
cosÎ 

'.l 

En effet, on a, quels que soient r et t positifs, 

car la distance du point -t à la droite joignant les points r et reirp 

est (r+ t) cos Ï. 
2 

On a donc 

• 1+"' n ( t) rP+1 1•+"' n ( t) Lo()' rei'P L'.'.'.rP+t . dtL-- dt. i b f ( ) i - [P+1 1 l' e'({) + t i - (fl • tP+1 ( l' + t) 
0 I cos- O 

2 

2. 3. D'autre part, on peut dériver terme à terme la formule ( 5) et 
l'on obtient ainsi • 

Cette formule montre, en passant, que le développement de 

Taylor de ;f ;] au voisinage de l'origine commence par un terme en 
zP et, par suite, celui .de LogJ(z), qui est nul pour z = o, par un 
terme en zP+t. 
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Nous introduirons la fonction F (z) définie dans D1 par 

(g) 

où log ( 1 + t) est pris avec la valeur dans laquelle le coefficient de l 

est de modùle inférieur à 1t. 

Ceci définit bien une fonction holomorphe dans Di, car la série est 
uniformément convergente sur tout ensemble borné contenu dans D 1 • 

En dérivant terme à terme, on obtient 

c'est-à-dire 

( IO) F' ( z ) = ( - I )P f' ( z ) . 
' zP j(z) 

3. DÉMONSTRATION nu THÉORÈME A. - Supposons que l'on ait pour x 
tendant vers + oo 

log 1/(x) 1 = Log/(x) ~,(- r )PAxP, 

Nous allons montrer que pour t infini 

avec p < p <p + 1. 

( ) A \ sin rr p I P nt ~ --~t. rr 

3. i. On voit d'abord qu'il existe un nombre positif M tel que, pour 
tout x positif, 

1 Log/(x) 1 L. MxP, 

puisque que le rapport Lo~[r(x) est continu pour x > o et tend vers 

( - 1 )PA pour x infini et vers zéro pour x = o. 

(4) Sip=o, on a simplement F(z)=Log/(z). 
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D'après (8), il en résulte que, quel que soit q:, de module inférieur 
à n, on a pour tout r positif 

'L f . M • 
1 og ( r e''P) 1 L". -- rP. 

cosf 
2 

5 .1. 1. Définissons une famille de fonctions W À holomorphes dans 
D et dépendant du paramètre réel positif À par 

nr ( )- Log/(Àz) 
-r). z - ÀP • 

On voit que, pour j q:, j L.. (/.' avec (/. < n, et r positif quelconq~e, 

. M 
1 lJl',,(r e"?) 1 L". --rP. a cos-

2 

Il en résulte que les fonctionsWÀ ( z) sont bornées dans leur ensemble 
sur tout ensemble compact contenu dans D, et forment donc une 
famille normale dans ce domaine. 

Alors, de toute suite de ·valeurs de À tendant vers+ oo on pourra 
extraire une. suite { Àn l telle que W A. ( z) tende vers une fonction limite 
W ( z ), la convergence étant uniforme sur tout ensemble compact con-
tenu dans D., 

iJl\"(z) tendra naturellement vers W'(z). 
On voit que l'on a nécessairement pour x réel positif 

W (x) = (- 1 )P AxP, 

puisque pour n infini Log/(Ànx) rv ( - 1 )P AÀnPxP, et par suite 

W1 ( x) = ( - 1 )PA p xP-1 • 

Donc, partout dans D, 

W' ( Z ) = ( - 1 )P À PZ p-1, 

où zP-i est pris avec la détermination réelle positive pour z réel > o. 
Finalement, on voit que, de toute suite de valeurs de À tendant vers 
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+ oo, ,on peut extraire une suite { Àn l telle que 11't ( z) converge dans 
D vers ( - 1 )P Ap zP-1 • Autrement dit, quand À tend vers+ oo, 

1 _ l j'(Az) 
1JJ\ (z) - ").p-i f(Àz) tend vers (- 1 )PA p zp-1, 

En. particulier, en prenant z . ei'P, avec I rp 1 < -rt, on voit què pour 
À infini 

En tenant compte de ( 1 o ), ceci montre que pour r infini 

d'où 

d'où encore 

:/r F ( r e''P) ~ A p e1P-Pl1'P rP-P-11 

F ( r ei'P) ~ A _P_ e(p-p)t<p rP-P. 
p-p 

. En définitive, on voit que, pour tout rp de module inférieur à -rt, 

(11) lim - 1-F (r el'P) = A-P-e!p-p)i<p ( 5) 
rP-P _ p - p ' 

et, par suite, 

( 6) I)ans le cas particulier 'où p = o, on arrive plus directement à ce résultat 
de la façon suivante : ,,, 

On voit que la fonction W (z) du texte est nécessairement égale partout dans 
D à A:.P, où zP est pris avec la détermination réelle positive pour z réel positif, 
puisqu'il y a égalité pour z réel positif. 

Donc, de toute suite de valeurs de À tendant vers + ao, on peut extraire une 
suite \ Àn l telle que 'V)..n(z) converge dans D vers AzP_. Au'trement dit, quand À 

tend vers +ao, W),(.l;,), qui est égal à F\~z) 1 c?nverge dans D vers A~P. 

Il ne reste plus qu'à prendre:;;= ei'P, avec J cp. j < 71', 
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5. 2. Nous allons maintenant tenir compte de ce que, d'après (g), 

où les arguments sont pris avec leurs valeurs de module inférieur à TI. 

a. Soient d'abord Y) positif quelconque et ip compris entre ; et TI 

et tel que ( 1 +Y)) 1 cosip 1 > 1. 

Sir= ( 1 + ri) t, avec t > o, on a pour oc1Lt, d'où.;:.::::::,,. I + Y), 
J 

Arg 1 + - ::::,,. 7r - Arctg· _ _;__ _ ___;._ _ _,___ • ( r éP) ( 1 + Yl) sin cp 
C1.j - (1+YJ)lcoscp\-1 

D'autre part, pour toutj, 

( ret©) Arg 1 + C1.j • > o. 

On voit donc que 

g.'où 

.'qF[(1+YJ)tei'l']l>[1r-Arctg( .(1-~IYJ)sinlcp J ~-1' 
1 +YJ eos cp - 1 ."1J C1.jP 

"1~t 

_1_ ~_IL (I+YJ)P-P 
eP-P ."1J C1.l - A ( 1 + Yl) sin cp [ ( I + ; ) t] p-p :J I F r ( I + "f)) t el'f' J ) • 

"1~t 1r - rctg ( I + Yl) 1 cos cp 1 - I 

En tenant compte de ( 12 ), ceci donne 

1-.- I I L (I+"IJ)P-·P A p . 
i:Z!., tP-P ."1J !7.jP - ( 1 + Yl) sin cp p - p sm (p - p) 'P· 

"-·<t 11: - Arctg--'----'-'-----=---
• I- ( I +Y)) J COS Cjl J - I 

En faisant tendre d'abord gi vers n, avec Y) fixé', puis Y) vers zéro, 
on obtient, 
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r . ,. . 
. - sm <p - sm <p . 

( re''I'). ai a; rsm(f> Arg 1 + - < Arctg--- < --· - = --, a; r r . 'X;- r 
1-- l--

(1.j 17.j 

ou encore 
A ( r e''I') ( 1 - Y/ ) t sin <p 1 - Y/ t sin <p rg 1+- <---,---~<----, 

(l.j (l.i - ( 1 - Y/) t "{) (l.j 

pmsque 
a t 1 --~}--,-- < ----- = -. 

(l_;-(1-YJ)t t-(1-YJ)t Y/ 

Par ailleurs, pour toutj, 

Arg(1+ r:/)<rr. 

On v?it do'nc que, si o < Yj < 1 et o < cp < 1t, on a pour t > o 

.:11 F [( 1 - Y/) t ei'l']l L 1! ~- - 1- + 1 - î) t sin <p - 1-,_ . ."-' IX/ Y/ ."-' IXjp+t 
ex1::;;t ex1>t 

d'où 

( 14) 

65 

Quand t tend vers + oo, le premier terme du second membre tend, 
d'après (12), vers 

A ( 1 - Y/ )P-P p ----'------'-- -- sin ( p - p ) <p. 
7! p-p 

D'autre part, on a 

En effet, si Fon pose p.(t) = .!i a\' on a pour L > t > o 
J ex 1::;;t 

( 15) _I - = f L dfJ- ( u) = /J- ( L) -_ /J- ( t) + f L /J- ( u) cl ll. 
."-' (l_ip+t u • L . t u 2 

t< ex :,;;L t t 

Journ. de Math., tome XXXI. - Fasc. 1, 1952. 9 
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Mais, d'après ( 13), p.(t) = 0 [tP-P]. Ceci montre d'abord qu'en fai-
sant tendre L vers + oo, ( 15) donne à la limite 

_1_ =- {1-(t) +J+~ fl-(u) du 
_.;;... rx/'+1 t . u2 ' 
~>t l . 

puisque ceci est O [ip-p-1]. 
En posant 

( 14) donne 

l . 1 ,----, 1 A (I-YJ)P-P p .· (. ) CT( 1-YJ) siucp 
1m - -::::0,.,-----'-- --sm p-p CD--'------'• 

- tP-P rxf - n: p - p ' 11:Yi 
aj'~l 

En faisant tendre d'abord q, vers 1t, puis 1J vers zéro, on obtient 

(16) lim _1_ _1 ::::o,.,A _p_ 1 siun:p i 
- tP-P "'-J ai" - p - p -rr 

l'?"+~ "-j5l 

(13) et (16) montrent que pour tinfini 

_1_ ;_, A _P_ 1 sin n:p I tP-P . 
...... r:l.jl' p-p n: 
Cl.;5.l 

5.3. Sip=o, ceci se réduit à la relation (2) que nous voulions 
établir. 

Si p 1, on obtient immédiatement (2) en remarquant que, si l'on 

pose comme plus haut p. (t) = I a\, on a pour t > o 
J 

"-j$l 

t l 

n(t)=j uPd[J.(u)=t"p.(t)-p I p.(u)uP-'-1 du. 

4. Il est clair que le théorème B sera établi quand-nous aurons 
démontré les deux théorèmes suivants, dont chacun est intéressant en 
lui-même: 

THÉORÈME L - Sz l'on a pourtYn/inin( t)=O[tP], açec p < p <P+ 1, 



UN THÉORÈME SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES. 

et si, pour un 0 de module inférieur à 7t et tel que cos p:0 o, on a quand 
r tend vers+ oo 

(3) I og 1 / ( r ei0 ) 1 ~ ( - 1 )PA rP cos p 0, 

on a pour t in.fini 
(2) ( ) A I sin rr p 1 n t rv ---'--{P. 

7r 

rHÉORÈME 2. - p satisfaisant à p < p <P + 1, si, pour un 0 de module 
inférieur à 1t et tel qu'il n'existe aucun entier impair m satisfaùant à 

7r TC m---<101Lm-, 
2 (p + 1) - 2 p 

on a, quand r tend vers + oo, 

log [/(r eiO) 1 = 0 [ rPJ, 

alors on a pour t infini 

4 .. 1. Démonstration du théorème 1. - Remarquons d'abord que, 
puisque 1/(z) 1 prend la même valeur en deux points imaginaires con-
jugués, si l'on a ( 3), on a aussi 

log l / ( r e-i6) [ rv ( - 1 )PA rP cos p () = ( - 1 )PA rP cos ( - p 6) . 

. Il n'y a donc aucun inconvénient à supposer 0 positif ou nul. 
Le cas où 0 = o étant contenu dans le théorème A, il suffira de 

traiter le cas où 0 > o. 

4. L 1. L'hypothèse sur n( t) entraine d'abord qu'il existe un 
nombre positif M tel que, pour tout t positif ou nul, 

n (t)LMtP. 

La formule ( 7) montre alors que, quel que soit ;p de module infé-
rieur à 1t, on a pour r > o 

tP-P-1 
. dt. 

[ re"P+ t [ 
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Si I cp IL'.'.'. 0( 1 avec 0( < 'lt, on a, quels que soient r > o et t:;::::,. o, 

1 r e1;> + t 1 ::::,,,. 1 r e1" + t 1. 

Par suite, pour r > o, 

----dtL.· .• • dt=rP-P-1 ---du. l,+oo tP-p-1 f+" tP-P-1 !+" uP-p-1 

v o I r e''f' + t 1 - o I r e':x + t I o I et:x + u 1 

Finalement, on voit que, si I cp IL'.'.'. 0(, avec rx < 'lt, on a pour r > o , 

1 Log j( r e1'!') i L. K ( ex ) rP, J+.. uP-p-1 
avec K (Œ)=M I 1 . du. 

o e"+ u 1 

Si alors on définit W,.(z) comme au paragraphe 3 .1. 1, on voit que, 
pour ! cp ! L'.'.'. rx, avec ot < 'lt, et r > o quelconque, 

1 W À ( r e1'f' ) 1 L K (ex) rP. 

Les fonctions W,.(z) forment encore une famille normale dam D et 
l'on peut encore ·dire que, de toute suite de valeurs de À tendant vers 
+ oo, on peut extraire une suite { Àn l telle que 111\n(z) converge dans 
D vers une fonction limite W ( z ), w;_n (z) convergeant en même temps 
vers W'(z). 

Nous poserons ici 
et W ( .z) = U ( z) + iV ( z). 

Il est clair que, pour z réel positif, V,.(z)=o, W,.(z) étant alors 
réel, et par suite, à la limite, V ( z) = o. 

De plus, on voit que pour tout r > o 
U ( r e1°) = ( - 1 )PA rP cos p 0, 

car 

De même, 
U ( r e-1O ) = ( - I )PA rP cos p 0. 

D'une façon générale, U ( z ), comme limite de log 1{~;nz) 1 , prend 

toujours la même valeur en deux points imaginaires conjugués. 
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D'autre part, pour I q, 1 Loc, avec Œ < 1t, et r > o, 
1 U ( r ei<j)) 1 L. K ( oi ) rP, 

puisque, quel que soit À > o, 
1 Ui ( r eiq,) 1 L 1111\ ( r eiq>) 1 L. K ( ix) rP. 

4.1. 2. Nous allons déduire de là que l'on,.a 
W(z)-:-(-1 )PAzP, 

6g 

où zP est pris avec la détermination réelle positive pour z ré~l positif, 
et par suite, comme au paragraphe 5 .1. 1, 

W'(z) = (- 1 )PApzP-1 , 

où zP-t est pris avec la détermination réelle poûtive· pour z réel> o. 
En effet, soit 

Cette fonction est harmonique dans D et nulle sur les demi-droites 
Arg z = + 6, et satisfait entre ces demi-droites à une inégalité de la 
forme 

IH(z)JL.CJzlP. 

De plus, elle prend la même valeur en deux points imaginaires 
conjugués. 

Si l'on définit H1 (Z) pour :J(Z)'::;;;,.o par 

pour Z~o 
26 

z,;: étant pris avec la valeur dont l'argument est compris entre o et 
2 6, on obtient une fonction continue dans le demi-plan 3 [Z] o, 
harmonique dans le demi-plan ouvert 3,(Z] > o, nulle pour Z réel, et 
satisfaisant à 

2p8 
iH1(Z)JL.CJZJ""'i"". 

En outre, elle prend la même valeur_ en deux points symétriques 
par rapport à l'axe imaginaire. 
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On peut prolonger H 1 dans Je- plan tout entier en prenant pour · 
d[ZJ< o 

On obtient ainsi une fonction harmonique dans tout le plan, satis-
faisant partout à (18), et 'prenant deux valeurs opposées en deux 
points symétriques par rapport à l'origine. C'est la partie réelle d'une 
fonction entière impair/. 

L'inégalité (18) montre, d'une part, que cette fonction entière se 

réduit à un polynome de degré au plus égal à 2 !8 , d'autre part, en 

examinant ce qui se passe au voisinage de l'origine, que les coefficients 
d d d .• f'. . 2p0 I es termes e egre m er1eur a - sont nu s. 

7r 

Comme, d'après l'hypothèse que cos p 0 o, 2 : o n'est pas un entier 
impair, cette fonction est forcément identiquement nulle. 

Alors 
H(z)=o, donc U (z) = (- 1 )PA{!{ [zPl. 

En particulier, pour z réel positif, 

u (z) = w (z) = (- I )PAzP. 

Par suite, W (z) = (- 1 )P AzP partout dans D. 

4 .1. 3. En définitive, nous avons montré, comme au paragraphe 
5 .1. 1, que, de toute suite de valeurs de À tendant vers + oo, on peut 
extraire une suite { Àn l telle que W~,. ( z) converge dans D vers 
(- 1 )P ApzP- 1 • 

La démonstration s'achève maintenant comme celle du théorème 
A (6). 

4. 2. Démonstration du théorème 2. - Remarquons d'abord que la 

( 6) Ici, comme au paragraphe 8 .1. 1, la démonstration peut être abrégée dans 
le cas où p = o en déduisant directeinèn t ( 11) du fait que l'on a nécessairement 
W ( z) = AzP, comme il a été indiqué dans la note ( 5 ), p. ooo. 
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formule (6) donne, en prenant les parties réelles des deux membres, 

avec 
• -- uP 

q> ( u, 0) = log I I + u e 18 i - u cos e + ... + ( - I )P - cos p O ( 7 ). 
. p 

Ona 
, ( (}) ( ) uP COS (p + I ) 0 + uP+l COS p (} 

ro U - - I P-------=------• 
Tll ' - I + 2 U COS(}+ U2 

Si O est de module inférieur à 'Tt et s'il n'existe aucun entier impair 
m satisfaisant à 

· n n m • <181<m-, 
2 (p + I) 2p 

ce qui est équivalent à lp0 I < m; < 1 (p + 1) 01, cosp0 et cos (p + 1) 0 
sont tous deux de même signe, ou 1bien l'un nu], l'autre différent de 
zéro. Alors cp~( u, 0) est de même signe pour toutes les valeurs posi-
tives de u. Comme cp ( o, 0) = o, on voit que cp ( u, 0) est de signe cons-
tant pour u > o et que l cp ( u, 0) 1 croit avec u. 

Donc, pour r positif fixé, cp ( 7, 0) est de sign·e constant pour t > o 
et son module est une fonction décroissante de t. La formu]e ( 1 g) 
montre alors que 

1 log 1 /( r e10 ) 11 _ [+" l 'P ( 7, 0) ldn ( t) ::::::..(î q> G:, 0) 1 dn (t)::::::. 1 (f) (1, 0) 1 n (r). 

Par suite, si, pour- un 0 satisfaisant aux conditions indiquées à 
l'instant, on a, quand r tend vers + oo, 

log 1/(r e10 ) 1 = 0 [rP], 

on a aussi n(r)-.O [rPJ. 

( 7) Naturellement, ici, comme dans la formule ( 6 ), il faut considérer que les 
termes qui suivent le logarithme n'existent pas si p = o. Mais l'expression de 
cp~ ( u, 0) est la même pour p > o ou p = o. 



72 HUBERT DELANGE. 

Il ne reste donc plus, pour établir le théorèm~ 2, qu'à traiter le cas 
où l'on aurait • 

log lf(r e10 ) 1 = 0 [rPl 

pour un 6 de module inférieur à 1t et satisfaisant à 

m.:!__ < 101 < m -3!.__, avec m entier impair. 
2 p 2p 

Nous su.pposons donc maintenant qu'il en est ainsi. 
jf(z)[ prenant la même valeur en deux points imaginaires conju-

gués, nous pouvons supposer sans inconvénient que 6 > o. 

4. 2. 1. Remarquons que, si z = réf', avec [ <p [ < n, là fonction soys 
le signe f dans la formule ( 7) a, quel que soit t~ o, un argument 
compris ( au sens large) entre o el - qi. L'intégrale est donc nécessai-
rement différente de zéro et a aussi un argument compris entre 
o et - <p. 

La fonction (- 1)PLog/(z) ne s'annule donc pas dans D et, si 
z = ré'<, avec r > o et [ <p j < n, elle a un argument compris entre pep 
et (p + 1) qi. Il en est de même de , 

G, ( ") - Logj(Àz) (À réel> o ), 
' "' - logj(I,) 

puisque, toujours d'après (7), logf(À) est du signe de (-1)P. 
Nous considérerons, dans D, la branche de la fonction logGJ.(z) 

réelle pour z réel positif, et nous la désignerons par g). ( z ). 
Nous poserons 

On voit par continuité que, si z = rei"r, avec r > o et [ <p [ < n, ').(z) 
est compris entre p<p et (p + 1) cp. Il en résulte que, partout dans D, 
[').(z)!<(p+1)1t, ce qui entraîne que les fonctions g)..(z)forment 
une famille normale. 

Donc, de toute suite de valeurs de À tendant vers + oo, on peut 
extraire une suite { Àn l telle que g),. ( z) converge dans D vers une fonc-
tion limite g(z) = u ( z) + ir(z ). 
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Naturellement, g(z) est encore compris entre pep et (p+1)cp 
si .z·=rei'P, avec r>o et IC?l<1t, Il en résulte que v(z)=o pour 
z réel> o et que I v(z) 1 < (p + 1) 1t partout dans D. 

De plus, g( 1) = o puisque, quel que soit À> o, g'A( 1) = o. 
Comme GÀ.(z)=exp[g'A.(z)], on voit que G'A.(.z) converge dans 

D vers 
• ei\"(Z) = eu(z)+iv(z)) 

et que, par suite, üt.[G),.(z)], qui est 1 égal à Iogl/P.nz)I, tend vers 
log/(Àn) • 

eu(ZJ cos v( z ). 
E • l' logl/(Ànre'0 )1 d 1 ;al ( ·a) 

Il partICu 1er, h,g f ( Àn) ten vers eu l'e cos() 1' et •• 

• D'autre part, J'hypothèse faite sur /( z) montre que, pou.r 
tout r> o, 

Si, poÙr un r > o, cos v(rei8) o, on déduit de là que 

logj(An) = 0 [ÀnP], 

log/(Àn) d l' , fi , car, pour cet r, log I /( Ànr efO) I ten vers une imite mie. 
Si, au contraire, cos v(rei6) = o pour tout r > o, il existe un entier 

impair mi tel que, pour tout r > o, v(rei9) = m1 r Il en résulte que 

v(.z) = mi to Argz, où Argz est pris avec la valeur de module infé-
à 1t,.car ceci est la seule fonction harmonique dans D, bornée dans D, 
et égale à zéro pour .z réel > o et a mi~ pour .z = rei0, avec r> o. 

On a forcément m1 t6Lp+1, d'oµ m1 L2(p+1)~, puisque 

partout dans D I v ( z) 1 < (p +·1) 1t. 
. On voit ensuite que u ( z) = m1 ; 0 log j z 1 + const., puis que la cons-
tante est nulle puisque u( 1 )= o. 

. 1t 

Alors, eu(zJ+iv(zJ est égal à la détermination de zm126 réelle positive 
pour f réel positif. 

1t 

Donc G'An converge dans D vers cette détermination de zm' 26 . En 
Journ. de Math., tome XXXI. - Fasc .. 1, 1952. JO 
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· t" 1· t ' 1 > · log/(Ànr) tend par 1cu 1er, en prenan z = r ree o, on voit que log/(Àn) 
7t 

vers ,.m. 20 

En définitive, on a établi que, de toute suite de valeurs de À tendant 
vers + x;, on peut extraire une suite ( Àn l telle que : 

ou bien log/(Àn) = 0 [ÀPn]i . 
ou bien il existe m 1 entier impair L 2 (p + 1) tel que, pour tout 

logf (Ànr) d "'• ;a 
r > o,. log/(Àn) ten vers r - • 

4 .. 2.2. Nous allons voir que ceci implique que, pour r tendant 
vers+ oo, 

logj(r) = 0 [rP], 

d'où il résulte, d'après ce qui a été vu au paragraphe 4. 2, que pour t 
infini 

( car c'est le cas particulier de ( 19) correspondant 0 = o ). 
Supposons que l'on n'ait pas cette relation) autrement dit que 

(- 1)Plog:r(r), qui est positif d'après (7), ne reste pas borné supé-

rieurement quand r tend vers + oo. 
Nous définirons (r) pour r > o comme la borne inférieure des r> o tels que 

et 

(- r)P log/(r') ::::0-.. (- x)P Iogj(r). 
r'P - rP 

Comme logf/u) tend vers zéro avec u, on a ~(r) > o. 

On voit alors que 

(-r)Plog/(u) <(-x)Plog/(r) 
uP , rP si o < u < l)i (r), 

(- 1 )P log/(u) = (- 1 )P log/(r) 
uP rP 

si u=l)i(r). 

.Ceci étant, prenons u_ne suite j rn} tendant vers + oo et telle que 
( - 1 )P log~:rn) tende vers+ oo, et posons·~ (rn) = -A~. 
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Pour c~aque n, on a 
(- 1 )P logj(À~) = (- 1 )P logj(rn) 

À;,P r~ 

d'où 
logf(À~r) P 
logf(À~) < r • 

Puisque (- 1 )" Iog{~À~) tend vers+ oo, la suite ( )<, l tend vers+ oo. 

De cette suite, on doit pouvoir extraire une suite \ Àn j telle que l'on· 
ait l'une des propriétés indiquées plus haut. 

Comme on ne peut avoir log/(Àn) = 0 [),P,.], il doit exister un m1 

entier impair L2(p+1)~tel que, pour tout r>o, 1~;/;-\\~) tende 
7t 

vers ,.m, ijj. 
T. 

En tenant compte de (20 ), on voit que, pour r< 1, on a rm'i.o LrP, 
d'où il résulte que 

ou 

Mais, d'après l'hypothèse sur 0, il n'existe aucun entier impair m1 

satisfaisant à 

paisque l'on a 
2 p0 ->m 

7t 
el 0 

2 (p + I) - < m + 2. 
7t . 

En effet, les inégalités !!!:.!:. < 0 < !!!:.!:. donnent 
• 2 p 2p 

2 p0 ->m 
7t 

et 0 p+1 m 2(p+1)- <-- m=m+-· 
1r p p 

Si mL2p-1, m+?<m+2. Sinon, m=2p+1, pmsque 

m < 2 p < 2 p + 2, du fait que 0 < n. 
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0 
2 (p + I ) - < 2 (p + I ) < m + 2. 

1C 

·On arrive donc à une contradiction. 

a. Nous allons maintenant montrer que le théorème B ne peut ê'tre _ 
amélioré. 

a .1. w étant un nombre positif non entier, posons 

où p<w<p+1. 

C'est une fonction du type considéré d_ans ce qui précède, et pour 
laquelle n ( t) = E [iw], où E [ ] désigne la partie entière de la quan-
tité entre crochets. 

Nous allons d'abord étudier cette fonction. 

a .1. 1. La formule ( 'J) donne 

Log" (z)=(~-1)PzP+1 f+"' E[tw] • dt. 
JW • O tP+1 (z + t) 

En prenant z = rei'P, avec r > o et I cp 1 < 1t, on obtient 

f +., . E[tW] , 
( 21) Logj w ( r ei'?) = ( - 1 )P rP+1 e{P+1liq, tP+1 ( r e''P + t) dt. 

0 

Mais 
( - r )P rP+1 elp+11,ip . t . dt = rw ewi<p. f +., w 

0 tP+1 (re''P+ t) smn-w 

Par soustraction, on trouve 

d'où 

Logfw(rei'P)- -.--rwewtq, L.rP+1 --,-,..,.--,---,-dt. l 7r t . 1 f +"' t'" - E [ t'" J 1 
sm nw - 0 tP+1(r ei'P+ t) 
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En tenant compte du fait, déjà observé, que 

1 l' e1ti' + t 1 :::::,,_ ( l' + t) COS , 

on obtient finalement 

1 
n: 1 rP+1 J+ .. t"' - E [ t"'] 

.Logf.,>(relti>)- -.--r"'e"'1ti> L::. -- ( • dt. sm n: w - qi tP+t r + t) cos - O 
2 

a. i . 2. Nous allons voir maintenant que, quand r tend vers + oo, 

1+ 00 t'»-E[t"']dt=O[logr] (s). 
, tP+i ( l' + t) r 

0 

En effet, on peut écrire : 

f +oo l"'- [ t"'] 1•1 [W-p-1 f+., l"'- E [ t"'] 
--~-dt= --dt+ --~~dt. 

0 tp+1 (r+t) 0 r+t 1 tP+1 (r+t) 

On a évidemment 
• 1,1 [W-p-\ l f 1 I I 

--dt< - iw-p-ldt= - --· 
0 r+.t r O r w-p 

D'autre part, sir> 1, 

f +oo [W- Er t"'] J'' dt J+oo dt 
tP+1 ( r + t) dt < tP+1 ( r + t) + tP+1 ( r + t ) 

11 1 r 

Mais 

et 

J+oo dt J+oo dt f+ao dt I 

r [P+t ( r + t) < ,. . [P+2 L. • r t2 = T' •. 

a .1. 3. D'après cela, l'inégalité (22) montre que, pour tp fix~ de 
module inférieur à 1c, on a, quand r tend vers + oo, 

Log}w(r e1ti>) = ___ n:_ ,.we"'1ti>+ 0 [rPlog r], 
Slil'/!W 

( 8 ) En fait, si p:::::,,. 1, on a même OU l 
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et par suite 
log lfw(r ei'!') j = ___ 1r_ rwcos wcp + O[rPlogr]. 

Slll 'ITW 

a. 2. Ceci étant, soient p entier :::::,,.. o, p satisfaisant à p < p < p + 1, 

et A positif quelconque·. 
Soit, d'autre part, un 0 de module inférieur à 1t et tel que 

'IT 'IT 
m ( ) < j 01 < m - , avec m entier impair. 

2 p+1 2p 

• 'IT m'IT Détermmons un a > o par 1 . 1 aP = A et prenons w = - 111-1 ( de 
Mil'ITp • 2 V 

sorte que p < w <P + 1 ). Puis, prenons /(z) = /w(z )fr ( az ). 
/ ( z) est encore une fonction entière du type considéré dans tout ce 

qui précède. 
Ona 

log lf(z) 1 = log lfw(z) 1 + log lf.o(az) 1-

En utilisant la formule ( 23 ), on voit que, pour q:i fixé de module 
inférieur à 1t, on a, quand r tend vers + oo, 

log lf(r ei'!') 1 = ~rwcos wcp + aPrPcos pqi + 0 [rPlog r] 
Slll 'ITW Slll 7rp 

'IT = -.-- rwcos wcp + (- 1 )PArPcos pep+ 0 [ rPlog r]. 
SHI 'ITW 

En particulier, puisque w0 =+ m_;• on a pour r infini 

log lf(r e10 ) j = ( - 1 )P ArPco~ p0 + 0 [ rPlog r]. 

On a donc bien (3), mais on n'a pas (2 ), car 

n ( t ) = E l tw ] + E l aP tP ] ~ iw. 


