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Un théoréme sur les fonctions entiéres & zéros réels

et négatifs;

Par Huserr DELANGE.

Nous nous proposons ici d’abord de montrer que la théorie des
familles normales de fonclions analytiques permet de donner une
démonstration simple du théoréme suivant, dtt & M. Valiron () :

Tukorime A. — Soit f(z) une fonction entiére de genre p ayant tous
ses zéros réels et négatifs, et soit n(t) le nombre des zéros de f(z) de
module au plus égal a t.

(*) Ann. de la Faculté des Sciences de Toulouse, (3), t. 5, 1913, p. 117-257.
Voir, en particulier, p. 237-244.

En fait, I'énoncé de M. Valiron est plus général que celui donné ici :

Dans (1), 2P est remplacé par z¢f¥, ou la fonction p (z) satisfait a

p< lim p(z)<L lim p(r)y<<p-+1 et lim 2p'(x)logz = o.
X+ ® X400 >+

La conclusion devient : . .

2 (2) ~ A‘_SIPJ;P(_‘)' o0,

La méthode employée ici permettrait aussi d’établir le résultat général. Ce
n'est que pour simplifier que nous nous bornons au cas p (x) = const.

Le cas particulier de 1’énoncé donné ici correspondant & p=—o a aussi é1é
établi, indépendamment de M. Valiron, par Titchmarsh (Proc. Lorndon Math.
Soc., (2), t. 26, 1927, p. 185-200). Une autre démonstration pour ce cas particu-
lier a été donnée par M. Heins (Anrn. of Math., vol. 49, 1948, p. 200-213).

D’autre part, dans un Mémoire précédent (Ann. Sc. de I’Ec. norm. Sup., (3),
t. 62, 1945, p. 115-183), nous avons donné-(p. 166-168) une demonstratxon du
résultat général basee sur un principe entiérement différent,
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p €tant un nombre réel satisfaisant a p < p < p-1, st l'on a pour z
tendant vers 4+
(1) ' log|f(z)| ~ (—1)PAxzp,
on a pour t tendant vers + o
(2) ' n(z)NAL“ﬂﬂ’_l_zo.

T

D’autre part, on sait que, quand (2) est satisfaite, pour tout 0 de
module inférieur a n et tel que cos ¢6 52 0, on a, quand rtend vers + o,
(3) log| f(re®)| ~ (—1)?Arfcosp.

Nous établirons encore, en utilisant toujours la théorie des

familles normales, la généralisation suivante du théoréme précédent :

TakorkMe B. — f(z), n(t) et p ayant la méme signification que dans
le théoréme A, si, pour un 6 de module inférieur a et tel qu'il n’existe
aucun entier impair m satisfaisant a

T .o
"apan < E
on apdufrz'nfinz' |
(3) log | f(re®) |~ (—1)?Arfcosp,
alors on a pourt infini
(2) ) n(t)rvAﬂTf—PltP *-

(?) Dans le Mémoire cité, nous avons montré que le fait que I'on ait
log| f(re®) |~ (—1)?Areiricos Op (r),

ou p () satisfait aux hypothéses de M. Valiron, pour un 6 de module < 7 et tel
qu’il n’existe aucun entier impair m, satisfaisant a

T

m——" 2|0 ZLm =
2(p—+1) 2p

suffit 4 entrainer que pour ¢ infini,

n(t)~ AL%M e,

Dans une Note ultérieure (C. R. Acad. Se., t. 225, 1947, p. 483-485), nous
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Nous montrerons, par contre, que, quel que soit§ de module inférieur
a w et satisfaisant a :

b Lo
[0j<m ﬁ’ avec m entier impair,

m—r <
2(p+1)
(3) peut avoir lieu pour ce 0, sans que l'on ait (2).
Yo o , . ' R
Comme (3) n'a pas de sens'pour |6 | =m 2p Avec m entier impair,

du fait qu’alors cospl =o0, on voit ainsi que le théoréme B ne peut -
étre amélioré de maniére 4 conserver la méme conclusion avec une
hypothése plus large. '

1. Remarquons une f01s pour toutes que nous pouvons supposer
sans mconvenlent que -

(%) ra=TI5(-2),

j:i
S
oti les a; sont réels positifs non décroissants, la série | — —;; est con-
j=1
_vergente, et
. u+"—+...+fl—p .
E,(u)= (1—u)e * P si p>i1,
1—u - si p=o.

En effet, toute fonction entiére de genre p ayant tous ses zéros réels
et négatifs est de la forme
S(5) = €L (z),
ou I est, soit une fonction du type précédent, soit un polynome, et P
est un polynome de degré au plus égal & p.

On a alors _
log| f(z)]|=log |l (z)|+ R [P (2)],

avons indiqué que le résultat resterait vrai si 'on supposait seulement qu'il
n’existe aucun entier impair m satisfaisant &

<|0|L T avec lim p(x)
m—y 1=
2(p+1) ‘ 20, Pt
La méthode du présent Mémoire permettrait ici encore d’établir ce résultat
dans toute sa généralité.

Journ. de Math., tome XXXI, — Fasc. 1, 1952. \ 8



58 | HUBERT DELANGE..
de sorte que, quel que soit 6, on a pour r infini
log| f(re®)|=log| M (ref)|+ O[rr].
La relation supposée pour f(z) dans chacun des théorémes A et B
entraine donc la méme relation pour la fonction II (z).

De plus, il est clair que cette relation n’est pas possible si H(z) est
un polynome.

Il est donc entendu dans tout ce qui suit que f (z) est dc la forme (4)
et.que n(t) est le nombre des a; aux plus égaux a 1.

-+

1.1. Remarquons que 'hypothése que la série S‘ - est conver-
éente entraine que I’on a pour ¢ infini
_ n(t)=o[e*].
En effet, étant donné e positif, il existe un T, tel que
a,gg “i’l’“ = Z’

puis un T, tel que »(T,)> 2 (T,).
Alors, pour tT,,

n (t)'é gep+i,
En effet,

.,,

n(t)—n(To _ z

tp—H o; p+1 =

. T o<t
d’ou
€ i n(t)
”.(t)éa”’ m
Mais () n(T,) > 2n(T,), donc

n(To)é%n(t), d’ou I'l_(l)’f—(;l)l(’ro)éz‘

2. FormuLEs FONDAMENTALES. — Pour simplifier le langage, dans tout
ce qui suit, nous désignerons par D le domaine constitué par le plan
coupé suivant la demi-droite Oz’ opposée 4 Ox, et par D, le domaine
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formé par le plan coupé suivant la partie de cette demi-droite située
a gauche du point — a, ou en ce point.
La fonction log f(z) ne posséde donc aucun point cr1t1que dansD,.
Nous désignerons par Log f(3) la détermination de cette ‘fonction
holomorphe dans D, et réelle pour z réel supérieur & — «,.

2.1. On voit que dans D,

-+ ®

) Logr@)=3{tog(1+ Z) = 2w (—rp ) 0

j pPaF
i=1

ot log (1 4+ %) est pris avec la valeur dans laquelle le coefficient de ¢
g % p ] q ‘

est de module inférieur a . A

En effet, la série est uniformément convergente sur tout ensemble
borné contenu dans D, et représente par suite une fonction holo-
morphe dans ce domaine, et, pour z réel > —a,, elle est égale ala
valeur réelle de log f(5).

En supposant z dans D, la formule (5) peut aussi s’écrire

>(6) L_ogf(z):foﬁz{log(l-l—;)—;—i—..'.—i—(——l)l’;—; dn(t-)},

ou log(l -+ ?) est pris avec la valeur dans laquelle le coefﬁcie‘nt de

¢ est de module inférieur a .

La dérivée par rapport & ¢ de la fonction entre crochets étant égale

Pt ZP+t
a(—r1) (e gy O apar intégration par parties

foL {log(l%-;)—§+....+(—1)Pz—:%dn(t)

) ;{log(x+%)—%+~--+( v } (L)
+(_I)pzp+1ft——'f-(Ldt.

P+ (5 + 1)

~ (?) Ici, ainsi que dans la formule (6) écrite plus bas, il faut considérer que les
termes qui suivent le logarithme n’existent pas si p = o.

Les autres formules de ce paragraphe et des paragraphes 2.2 et 2.3 restent
exactement de méme forme pour p—=o ou p >o.
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~ Quand L tend vers + oo, le premier membre tend vers Log f(z)et
le premier terme du second membre tend vers zéro. Il en résulte que

-+ % .
. I t .
I'intégrale _nl) dt est convergente el que l'on a
g | (o) g q

(7) Logf(z):(—I)PzPHf ”T-l’zi%_—t—)dt.

2.2. Il résulte immédiatement de la que, quel que soit ¢ de
module inférieur 4 «, on a pour tout r positif

I

(8) | Log f(re?)| <

| Log f(7) .

COs —
2

En effet, on a, quels que soient r et ¢ positifs,

|re’9+~t|§(r+t)cosgs
car la distance du point — ¢ a la droite joignant les points r et re®
. 9.
est (r+7) cos

On a donc -

~+ » —+ *
‘ n(t) re+t n(t)
Log f(re9)| Zrr+t - dt = dt.
| bf( )|_. fo\ P re | — CP»/ tPH(r 4 t)
. ) : 005—2- 0

2.3. D’autre part, on peut dériver terme 4 terme la formule (5) et
P ) € part, on p
on obtient ainsi '

fl(z) <
=T Yy

j=1

~

Cette formule montre, en passant, que le développement de

!
F9 . . o e .
Taylor de L) ay voisinage de l'origine commence par un terme en

PACO N

3P et, par suite, celui de Log7(z), qui est nul pour z=o0, par un
terme en 3P+,
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Nous introduirons la fonction F (3) définie dans D, par

+®

I Z %
(9) _F(z)=§a—j;log(r+;j) *,
ou log (1 -+ —z—) est pris avec la valeur dans laquelle le coefficient de :

est de module inférieur a .
Ceci définit bien une fonction holomorphe dans D, car la série est
uniformément convergente sur tout ensemble borné contenu dansD,.
En dérivant terme & terme, on obtient

-+ %

i
I m) —
F (">—Za,.n(z+a,~>’
j=1

c’est-a-dire
(= f(=)
10 F
(10) P =75
3. DiMONSTRATION DU THEOREME A. — Supposons que I’on ait pour x

tendant vers + o«

log| f(2)|=Log f(z).~ (—1)PAxP, avec p<<p<<p-+I.
Nous allons montrer que pour ¢ infini

_ | sin 7p |
(2) ' n(t)~A——7-T——tP.

3.1. On voit d’abord qu'il existe un nombre positif M tel que, pour
tout z positif,
| Log f(#)| < Ma?,

gf( x)

puisque que le rapport —<-—" est continu pour x> o et tend vers

(—1)?A pour x infini et vers zéro pour & = o.

(*) Si p=o, on a simplement F (z) = Logf(z).
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D’aprés (8), il en résulte que, quel que soit ¢ de module inférieur
am, on a pour tout r pos1t1f

k |Logf(rel?)|4

COS —
2

3.1.1. Définissons une famille de fonctions ¥, holomorphes dans
D et dépendant du paramétre réel positif A par

'III')‘ (Z) = L——Og{é Xz) .

On voit que, pour | ¢ | < «, avec a < 7, et r positif quelconqﬁe,

[Wi(ree)| <L
cos —
T

re.

- Il en résulte que les fonctions W', (z) sont bornées dans leur ensemble
sur tout ensemble compact contenu dans D, et forment donc une
JSamille normale dans ce domaine. :

Alors, de toute suite de valeurs de A tendant vers —+ oo on pourra
extraire une suite { A, | telle que W', () tende vers une fonction limite
U (3), la convergence étant uniforme sur tout ensemble compact con-
tenu dans D.

v (z) tendra naturellement vers R (2).

On voit que I'on a nécessairement pour x réel positif

W (2) = (—1)7Aar,
| puisque PO\II; ninfini Log f(A,x) ~ (— ijAlnPwP, et par suite
- W (z)=(—1)PApxf.
Donc, partout dans D,
W (z) =(—1)PApzf-t,

ol z°~* est pris avec la détermination réelle positive pour z réel >o.
Finalement, on voit que, de toute suite de valeurs de A tendant vers
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- o, on peut extraire une suite { A, } telle que W} (5) converge dans
D vers (—1)PApzf~'. Autrement dit, quand A tend vers ++ o,

W (s) = i LO02)

=y v tend vers (—1)?Apzf-1.

En particulier, en prenant 5 =%, avec |¢|< =, on voit que pour
A infini

En tenant compte de (10), ceci montre que pour 7 infini
)
: F'(re®) ~ Ap Pt po—r—t,
d’ou
d nl .1 (p—p)i L |
E‘B (re®) ~ Ap elo—Pie pp—p—1,

d’ol encore

CF(re®) ~ AL elo—plio po—p,
p—pP

“En définitive, on voit que, pour tout ¢ de module inférieur & =,

| (11) lim —I—F(rei?)::A ppe(P-P)“?, (®)

P> w re—=r

et, par suite,

' Clim —— )] = A —2sin (p —
(12) lim rP-PJ[F(req‘)]—vAp Psm(p p)e.

et w -

(%) Dans le cas particulier oit p= o0, on arrive plus directement & ce résultat
de la fagon suivante : , , -
On voit que la fonction W () du texte est nécessairement égale partout dans
D & AzP, ol 5P est pris avec la détermination réelle positive pour s réel positif,
puisqu’il y a égalité pour z réel positif.

Done, de toute suite de valeurs de A tendant vers + o, on peut extraire une
suite {A,} telle que ¥ (z) converge dans D vers Azf. Autrement dit, quand A
F (1z)
e
I ne reste plus qu'a prendre s — ¢, avec | @ | <.

tend vers 40, Wy (z), qui est égal & s converge dans D vers A zP.
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3.2. Nous allons maintenant tenir compte de ce que, d’'apreés (9),
J[F( ew)J_Z Arg( "’iq),
o
ou les arguments sont pris avec leurs valeurs de moduleinférieur a .

. _ - : . T
a. Soient d’abord v positf quelconque et ¢ compris entre - et &

et tel que (1-+1)|cosg| > 1.
~ Sir=(1+71)¢, avec ¢ >0, on a pour ;¢ d’ou—AI-{-r,,

(1+4-7m)sing )
+mn)|cose|—1

rew
Arg(l—a—Ti—)éﬂ'—-Arctg(l

D’autre part, pour tout J,

1
Alg(l-l— re@)>0'
&

On voit donc que

a;<t

+7)fcose|—1

d’ou
! (14 m)P—? - . -
Z_p A (1-+7)sing [(I+n)t]p—pa{F[(I+7))teiq’J},
oyt — Arctg )
(1+mn)|cosg|—r1

En tenant compte de (12), ceci donne

L3 L (1 m)e? e
t-l>l-?ao =r 2 a]'pé — Arct (I—I—n)sincp A P_PSIH(p p)(P
7 o;<t T g(l'_‘*‘WHCOSCPl"'I

En faisant tendre d’abord ¢ vers w, avec 7 fixé, puis v vers zéro,
on obtient,

o L p_ Isinmp]
(13) til_‘l'f)‘tp 7 aPéAp_ p .
a;<t
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b. Sir=(1—mn)t, avec t >0, 0< <1 eto< ¢ <, onapour
A
a; >t, d’out 3—/'-< 11—,

r
: —sing —sing .
ree\ . a; o rsin
- Arg <1+ ——) < Arctg £ < -4 = ¢
o r rooaj—1
I—— I——
. &) &)
ou encore
rew 1—m) ¢sin 1— 7 ¢sin
Arg( 4+ — )< ( ) ? < n ¢,
a; aj—(1—m)t noy
puisque

o [4 1

ai—(l—n)t<t—(1—n)t—n
Par ailleurs, pour tout j,

Arg(1+ i><n'
&j

Onvbitdo\ncque, sio< <1 eto<cp<ﬂ, on apourt >o

J{F [(l—n)te“? 47:2 tsmcpz

;<t i j>t
d’ou .
1 1— 7)P7 S ¢ .
16 75 Y g T e S Fla— ) te¥])
C st
1—y sing 1
T Twn 1P e ,
x>t

Quand ¢ tend vers + o, le premier terme du second membre tend,
d’aprés (12), vers

A(r—n)—>

T p—

¥ ;—;1-1 = O [t—r-1],

@ >t

En eﬂ‘et, sil’on pose p(2) = Z o’ 0D a pour L>t>o

&]<t /

’ I Fdp(u)  pL)  p(d) | [Mp)
(15) 2m=£ Ea s Jai +[ o du.

t<a <L

Psm(P—-p)cp-

D’autre part, on a

Journ. de Math., tome XXXI. — Fasc. 1, 1952. ' 9
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Mais, d’aprés (13), ()= O[#7*]. Ceci montre d’abord qu’en fai-
sant tendre L vers 4 o, (15) donne a la limite

IR0 S e 10
Som=—tle [ B
t

;>
puisque ceci est O [z—2~1].
En posant
—_— I 1
,l;_? o L1 Z A =0
ai>t
(14) donne
. 1 I A(1—n)P—r . c(1— sino
hmﬁzﬁé ( ﬁn) i sm(p_p)?_—(—%lﬁ—"
55w 7 p—pP 7
@<t

En faisant tendre d’abord ¢ vers m, puis v vers zéro, on obtient

L1 1 p |sinmpj .
(16) lh_m e—r ajPéAp—p T

(13) et (16) montrent que pour #infini

y—!—"\"A p |sinmp]| 1o—p,
e 017 p—p T
o<t

3.3. Sip=o, ceci se réduit a la relation (2) que nous voulions
établir.
Sip>x1, on obtient immédiatement (2) en remarquant que, si I’on

pose comme plus haut p.(2) = 2 ;I;, on a pour ¢ >
J ,

@St .

”(tl)zf wrdp (u)=1tp(¢) —-pflp.(u)ulf—idu.

4. Tl est clair que le théoréme B sera établi quand.rous aurons
démontré les deux théorémes suivants, dont chacun est intéressant en
lui-méme :

TukoriME 1. — Si l’on a pour trz'ﬁﬁnz'n(t)z O[#], avecp g p—+1,
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et st, pour un 0 de module inférieur a = et tel que cosp £ o, on a quand
r tend vers + o

(3) log|f(re®)| ~ (—1)?Arfcospb,
on a pour t infini ‘
(2) . n(z)NA—“‘“ﬂ”P' .

TreortMe 2. — p satisfaisantap < o< p 1, i, pour un 9 de module
inférieur @ T et tel qu'il n'existe aucun entier impair m satisfaisant a
m—_

2(p—+1)

! 7: .

on a, quand r tend vers 4 «,

(17) log| f(re®)|=0[re],
alors on a pour t infini
: n(t)=0]¢)].
4.1. Démonstration du théoréme 1. — Remarquons d’abord que,

puisque | f(z)| prend la méme valeur en deux points imaginaires con-
jugués, sil’on a (3), on a aussi

logl f(re )|~ (— 1)?Arfcospd = (—1)?Arfcos(— pb).

Iln’y a donc aucun inconvénient a supposer 0 positif ou nul.

Le cas ou 0 = o0 étant contenu dans le théoréme A, il suffira de
traiter le cas ou 6> o.

4.1.1. L'hypothése sur n(t¢) entraine d’abord qu'il existe un
nombre positif M tel que, pour tout ¢ positif ou nul,

n(t)<ZMee.

La formule (7) montre alors que, quel que soit ¢ de module infé-
rieur & @, on a pour r >0

e ge-pt

L d.
|re®—+t|

Logf(rew)| <M [

0
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Si|e|La, avec a <=, on a, quels que soient » >0 et ¢ o,
|re?+ i |re®4¢|.

Par suite, pour 7 > o,
2+ ®© —+ ~ o0
p—p—1 t?-l"‘“ upb—p—1
/ — __f et (= rP—P—if —du.
Jo |re®+t| lre’—}—t] A | €%+ 1|
Finalement, on voit que, si |¢|<a, avec a< =, on a pour r >o"

|Logf(re®)| <K (a)re, avec K(a):M[ ITL::%du.
Si alors on définit ¥',(z) comme au paragraphe 3.1.1, onvoit que,
pour || <L a, avec <7, et r > o quelconque,

| Wy (r ) | <K (o) 1.

Les fonctions ¥, (s) forment encore une famille normale dans D et
I’on peut encore ‘dire que, de toute suite de valeurs de A tendant vers
~+ <, on peut extraire une suite { 1, } telle que W, (2) converge dans
D vers une fonction limite 1IJ (3), W3, (3) convergeant en méme temps
vers W/ (z).

Nous poserohs ici

‘F;‘(z):U)k(z) + IV (%) et Y (5)=U(3)+ iV ().

Il est clair que, pour z réel positif, V,(z) =0, W,(z) étant alors
réel, et par suite, a la limite, V(3)=o.
De plus, on voit que pour tout 7 > o
- U(rely=(—1)?Arfcosp8,
car

0
U(reéd)= lim U, (re®)= lim Wﬂ
>4 o ny>—+w 373

De méme,
U(ret®)y=(—1)?Arecospf.

'f nA)I

D'une fagon générale, U(z), comme limite de 2 s prend

toujours la méme valeur en deux points imaginaires conjugues.
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D’autre part, pour |[p|Z«, avec a < &, et r > o0, '
|U(re®) | =K(a)re,

puisque, quel que soit A > o,
[ Un(re®) | L | W (re?)| ZK(a)re.

4.1.2. Nous allons déduire de lé‘que l'ona
W (z)=(—1)PAzP,

ol 5° est pris avec la détermination réelle positive pour 5 réel positif,
et par suite, comme au paragraphe 3.1.1,

W (z)=(—1)?ApzP,

-~

ol zP~* est pris avec la détermination réelle positive pour z réel > o.
En effet, soit

H(2) =U (3) + (—1)?"" AR [2°].

Cette fonction est harmonique dans D et nulle sur les demi-droites
Argz =0, et satisfait entre ces demi-droites & une inégalité de la
forme

|H (2)| <Gzl

De plus, elle prend la méme valeur en deux points imaginaires
conjugués.
Sil’on définit H, (Z) pour J(Z)> o par

Hi(Z)=H(e—’°Z£> pour Z3%o0 et - Hy(o)=o,
20 .
Z* étant pris avec la valeur dont I'argument est compris entre o et
20, on obtient une fonction continue dans le demi-plan J[Z]> o,
harmonique dans le demi-plan ouvert J[Z] > o, nulle pour Z réel, et
satisfaisant &
208
K

(18) : {Hi(Z)| <Gl Z]

En outre, elle prend la méme valeur en deux points symétriques
par rapport & I'axe imaginaire.
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On peut prolonger H, dans le'plan tout entier en prenant pour -
I[Z]<o
H,(Z)=— H,(Z).

On obtient ainsi une fonction harmonique dans tout le plan, satis-
faisant partout & (18), et ‘prenant deux valeurs opposées en deux
points symétriques parrapport a I'origine. C’est la partie réelle d’une
fonction entiére impaire. ‘

L’inégalité (18) montre, d’une part, que cette fonction entiére se

~réduit a un polynome de degré au plus égal a 2Tpe, d’autre part, en

examinant ce qui se passe au voisinage de l’origine, que les coefficients

s s e e , 200
des termes de degré inférieur & % sont nuls.

) R \ _ 200 , -
Comme, d’aprés ’hypothése que cos 0 5< 0, —— n’est pas un entier

impair, cette fonction est forcément identiquement nulle.
Alors »
H(z)=o, donc U (z)=(—1)?PAR[2P].

En particulier, pour z réel positif,

U(z)=W(2)=(—1)PAzP.

Par suite, ¥ (z) = (— 1)?A 3¢ partout dans D.

4.1.3. En définitive, nous avons montré, comme au paragraphe
3.1.1, que, de toute suite de valeurs de A tendant vers + oo, on peut
extraire une suite {A,} telle que W, (3) converge dans D vers
(—r1)rApsz .

La démonstration s’achéve maintenant comme celle du théoréme
A(®).

4.2. Démonstration du théoréme 2. — Remarquons d’abord que la

(®) Ici, comme au paragraphe 3.1.1, la démonstration peut étre abrégée dans
le cas olt p = 0 en déduisant directemeént (11) du fait que I'on a nécessairement
W () = AzP, comme il a été indiqué dans la note (%), p. ooo.
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formule (6) donne, en prenant les parties réelles des deux membres,

- 0
(19) o log]f(reio)|:f cp(%“ 6) dn (t),
0
avec '
9 (u, 0):log[1—|-uef°i—ucgse-q—...—k(—l)l'%)cosp() (M.
Ona

’ ’ oL, 0) = l)pul”cos(p-l—x)ﬂ—l--uf’“cosp() '
\ © ’ —\— .

I+ 2 ucos 4 u?

Si 0 est de module inférieur & = et s’il n’existe aucun entier impair
m satisfaisant &
' T

m—L << m-,
3(p+1) 2p

ce qui est équivalent & |p9[<m72—r< |(p~+1)0]; cospletcos(p+1)0

sont tous deux de méme signe, ou bien I'un nul, l'autre différent de
zéro. Alors ¢, (u, 6) est de méme signe pour toutes les valeurs posi-
tives de u. Comme ¢ (0, 8)= o, on voit que ¢ (u, 0) est de signe cons-
tant pour z > o et que |9 (u, 0)]| croit avec u.

Donc, pour r positif fixé, ¢ <§, 9> est de signe constant pour > o

et son module est une fonction décroissante de ¢. La formule (19)

montre alors que
¢ (5o0)]an o= [ [e(5)

Par suite, si, pour un 0 satisfaisant aux conditions indiquées a
s L, |
I'instant, on a, quand r tend vers -+ oo,

log | f(re®)|=0{[re],

dn(t)=|9 (1, 0)|n(r).

tog £ (re)|= [

on a aussi n{r) =0 [].

(") Naturellement, ici, comme dans la formule (6), il faut considérer que les
termes qui suivent le logarithme n’existent pas si p —o. Mais I'expression de
¢y (u, 6) est la méme pour p > o ou p=o.
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II ne reste donc plus, pour établir le théoréme 2, qu’a traiter le cas
oul'on aurait -
log|f(re®)|=0/[re]

pour un 6 de module inférieur & = et satisfaisant a

T T . .
m_— < 101 << m _—, avec m entier impair.

Nous supposons donc maintenant qu’il en est ainsi.
| f(2)| prenant la méme valeur en deux points imaginaires conju-
gués, nous pouvons supposer sans inconvénient que § > o.

4.2.1. Remarquons que, si z = re®, avec | ¢| <mla fonction sous
le signe f dans la formule (7) a, quel que soit £ 0, un argument

compris (au sens large) entre o et — ¢. L'intégrale est donc nécessai-
rement différente de zéro et a aussi un argument compris entre
oet—ao. '

La fonction (—1)?Log f(z) ne s’annule donc pas dans D et, si
s=re?, avec r >o0 et |¢|<w, elle a un argument compris entre po
et (p+1)¢. Il en est de méme de ‘

L : , .
G)\(‘z):l—zg-%%\% (A réel > o),

puisque, toujours d’aprés (7), log £ (}) est du signe de (—1)?.
Nous considérerons, dans D, la branche de la fonction logG;(z)
réelle pour z réel positif, et nous la désignerons par g,(z).
Nous poserons
£ (z)=w(z) + in(z).

On voit par continuité que, si z=re®, avecr >oet|p|<w, »(3)
est compris entre po et (p—+1)¢. Il en résulte que, partout dans D,
[(2)| <(p—+1)7, ce qui entraine que les fonctions g,(3) forment
une famille normale. . '

- Donc, de toute suite de valeurs de A tendant vers + «, on peut
extraire une suite {1, } telle que g, (5) converge dans D vers une fonc-

tion limite g(3)=u(3) =+ (3).
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Naturellement, g(z) est encore compris enire pe et (p—+1)¢
si z=re?, avec r >0 et |p|< 7. Il en résulte que ¢(z)=1o0 pour
zréel > o et que|v(z)|<<(p—+ 1) partout dans D.

De plus, g (1) = o puisque, quel que soit A >0, g1(1) =o.

Comme G, (5)=-exp[g,(5)], on voit que G, (z) converge dans
D vers

. ' - e8le) = gula)+vla)

‘et que, par suite, R[G, (z)], qui est’ egal a lf%é%l, tend vers

(%) cos ¢ (3
o ( ) oa f(lnreeﬂ
g f (Ax)
'D’autre part, \l’hypothese faite sur f(z) montre que, pour
toutr >o,

En particulier, tend vers e“"*" I cos¢ (re?).
log | f(Aure®) | = O [A.°].
Si, pour un r > o0, cos ¢(re®) £ o, on déduit de 14 que
log f(32) = O [A:F],

. log f(A»)
car, POUI‘ cet r, m

- Si, au contraire, cos ¢ (re®) = o pour tout r > o, il existe un entier

tend vers une limite finie.

impair m, tel que, pour tout 7> o, ¢(re®)=m, E. Il en résulte que
v(z)=my Argz, ol Argz est pris avec la valeur de module infé-
a m,_car ceci est la seule fonction harmonlque dans D, bornée dans D,
et égale & zéro pour z réel >o et a mi pour z =re?, avec r >o.

On a forcément mi ép—i— 1, dot mZa(p-+ 1)—, puisque
partout dans D |¢(3)| <(p—|— 1)11

On voit ensuite que z (z) = my =5 log | |+ const., puis que la cons-
tante est nulle puisque u(1)=o.

Alors, 451+ est égal a la détermination de zm’;16 réelle positive
pour z réel positif.

Donc Gy, bconverge dans D vers cette détermination de_zm‘%. En

Journ, de Math., tome XXXI. — Fasc. 1, 1953. 10
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particulier, en prenant z=r réel > o0, on voit que l—-———;)gf(;‘"r) tend
x 0g f(An)
vers 7, ,
En définitive, on a établi que, de toute suite de valeurs de A tendant
vers 4 w, on peut extraire une suile | A, } telle que :

ou bien log /(X)) = O[A%,];
ou bien il existe m, entier impair Z2(p + 1)?—r tel que, pour tout

T
!"E
e

ni
tend vers r

log f (A1)
"> Tog 7).

4.2.2. Nous allons voir que ceci implique que, pour r tendant

Vers - oo,
log f(r)=0[re],
d’ou il résulte, d’aprés ce qui a été vu au paragraphe 4.2, que pour ¢
infini
n(t)=0/]

(car c’est le cas particulier de (19) correspondant 6 = o).

Supposons que l'on n’ait pas cette relation, autrement dit que

(— 1)”13%2, qui est positif d’aprés (7), ne reste pas borné supé-

rieurement quand r tend vers + oo.
Nous définirons ¢ (') pour >0 comme la borne inférieure des
> o tels que
1 / 1
(—1)? %é(-])?%
log f(«)
. uP

Comme tend vers zéro avec u, on a 4 (r) >o.

On voit alors que

(_,)pk’_gaf%(_”_)<(_1)libgr‘f# si o<<u<<y(r),

et
(—-—I)plo—gu‘w:(-—l)plig& siou=¢ ().

re

e

Ceci étant, prenons une suite {r,} tendant vers + o« et telle que

(—1) lmg—,{;;@ tende vers - oo, et posons  (r,) =12..
n
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Pour chaque n,on a

log £ (X, 1 n
(— 1) og{ll‘& n):__(_l),, Og{g(r)

et, pour r<1,

I : log n 1 )
R O e
d’ou
log f (4,
e T

Puisque (— r)l’lo{’f(l ») tend vers -+ ©, lasuite {2, }tend vers 4 oo.

De cette suite, on d01t pouvoir extraire une suite { A, } telle que I'on
ait I'une des propriétés indiquées plus haut. 7
Comme on ne peut avoir log f(X,)= O [2#,], il doit exister un m,

entier impaii‘ <Za2(p+ 1)%tel que, pour tout r > o, % tende

vers r. 9

En tenant compte de (20), on voit que, pour r< 1, on a r T’ér-P,
d’ou il résulte que

2p0
migg=p ou  mis

Mais, d’aprés I'hypothése sur 0, il n’existe aucun entier impair m,
satisfaisant a

0 apn)
puisque I'on a
‘ T >m et 2(p+1)?—r<m—|—2.

En effet, les inégalités %E <85 ﬂ donnent

——>m et 2(p+1)= <P—+I-m:m+%-

Si mZLap—iu, m—l—g—<m+z. Sinon, m=2p -1, puisque
m< 2p<2p—+2,dufaitqued < mn. -
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Alors
2(p+1)% <2(p+1)<m-a.

‘On arrive donc & une contradiction.
3. Nous allons maintenant montrer que le théoréme B ne peut étre
amélioré.
3.1. w étant un nombre positif non entier, posons
. .
Jo(2)= I I Ep(—ii>, ot plwp+I.
n=1 na

C’est une fonction du type considéré dans ce qui précéde, et pour
laquelle n(z) = E[#], ot E[ ] désigne la partie entiére de la quan-
tité entre crochets.

Nous allons d’abord étudier cette fonction.

5.1.1. Laformule (7) donne
: T
Log fu () = (—1)?57* f W(*[zt—i—t) -

En prenant z =re®, avec r > o et |¢| < =, on obtient

(21) Lo i) — P rp+1 glp+1)io " —%dt.
8fw(re?)=(—1)rr+te P (r e+ 1)
0
Mais
i A n
(— 1)Prr+ielp+iig f — —dt = - reeve,
, (Pi(re®+t) Sin T .

Par soustraction, on trouve

Ldgfm(rei?) — = r®ePl == (— 1 )P+irr+ielp+tip " L] E 2] dt
sin T ,  PHi(ree+iz)
d’ou
Log fu, (1 €*®) reewip] ~ ppt o L—E[e] dt
oJ® sin T 1= ,  PHi(ret+e) |
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En tenant compte du fait, déja observé, que
|re®—+t|>(r+1t) cosga :
on obtient finalement

(22)  |Logfu(re®)—

reevio

sin Tw

p+1 + o W w
oz esnle,
cos $o BT +1)

2

5.1.2. Nous allons voir maintenant que, quand r tend vers + o,

[0 [5] o

En effet, on peut écrire :

A [z ot T B[
f tP+’(r+t§d _/ f zﬁ*(ri-t%dt'
0 1

On a évidemment

' 1 1
*tw—p—1
/ dt<-l-‘ft°’—l’~’dt=1, L.
° r+t 1 o rw—p

D’autre part, si r> I,

» + - t“’] -+ o
[ P(r +t) <f t”*‘(r+t) +f t"+’(r+ £)
f +:dt"_'<1 _ﬂf‘%éif@:l_ogr’
, P (r+t) rJ, rJ, t r

Sl dt it +’°dt 1
(r 4 t) < tp+‘> = r
”» ” .

5.1.3. D’aprés cela, I'inégalité (22) montre que, pour ¢ fix¢ de
module inférieur a4, on a, quand r tend vers + oo,

Mais

et

Log fu (re®) = sinTrmo reevte+ O [rrlogr],

(%) En fait, si p> 1, on a méme O l.::]
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et par suite

(23) log| fu(re®)| = sinnmo recoswg + O [rrlogr).

5.2. Ceci étant, soient p entier > o, p satisfaisant a p< p < p—+1,
et A positif quelconque. '
Soit, d’autre part, un 6 de module inférieur a © et tel que

™

T i .
mZ(p—+I)<‘el<m2_p, avec /mn entier impair.

Déterminons un @ > o par a’= A et prenons w = % (de

[sinmp |
sorte que p < ® < p-1). Puis, prenons f(z)=f,(3) f,(az).
Jf(z) est encore une fonction entiére du type considéré dans tout ce
qui précéde.
Ona :
log | f(2) | =log| fu(2)| + log|fp(az)|.

En utilisant la formule (23), on voit que, pour ¢ fixé de module
inférieur & , on a, quand r tend vers 4 o,

r®cos ¢ 4

log| f(re®)|= il PazPrPcosPcP—FO[I‘/"logr‘]

Sin 7T sin 7T

T
S GnaaTecoswe + (—1)?Arfcospe -+ O[rrlogr].

. . . T . .
En particulier, puisque w0 == m_> on apourr infini
log|f(re?)| = (—1)?PArfcos pb - O [r7log r].

On a donc bien (3), mais on n’a pas (2), car

n(t)=E[t°]+E|[aftf] ~ tv.

————



