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Qnelqll,es théorèmes de composition ; 

P.rn 8. MANDELBROJT. 

Dans un Mémoire récent ( 1 ), que j'ai écrit en collaboration avec 
H. Brunk, le théorème suivant ( théorème 2 du Mémoire) a été 
démontré: 

THÉORÈME A. - Si les conditions suivantes sont saii~faites : 

1° Les fonctions F ( z ), <P ( z ), z = x + iy, sont holomorphes dans le 
demi-plan x > o et continues sur le demi-plan fermé x::::::,,, o. 

•2" Il existe une constante positive 8 telle que 

1 cil < z) 1 = o ( 1 z 16 ) 

lorsque z o. 
3° Les nombres \ M,, j, \ M;, l étant positifs, log M,. et log M;, étant 

fonctions convexes de n, et les nombres \ a,. l, \ b" l étant réels ou com-
plexes, onapourx>o, n::::::,,,1: 

n 

n 

( 1) S. MANDllLBROJT et H. BRUNK, A composition theorem for asymptotic 
series (Duke Math. J., vol. 18, n° 2, 1951 1 p. 297). 
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alors l'une des deux fonction.r F, éPest identiquement nulle. SiF (z) = o, 
on a aussi a,,= o ( v :::::,,_ 1 ), et si éP ( z) = o, on a aussi b,, • o ( v :::::,,_ 1 ). 

La démonstr.ation de ce théorème est essentiellement basée sur les 
trois lemmes suivants que j'aurai à utiliser plus loin. Leur démonstra-
tion se trouve dans le Mémoire cité : 

LEMME 1.. - Soient f(s), qi(s) deux/onctions holomorphes dans la 
bande I tJ < ~(s =cr+ it) et continues sur la bande fermée. Définissons 

2 . 

I'. • . =l=2k+1 ''d"·,· I ces .1 onctzons pour tout s, açec t --2 - n, par perw zczte, aPec ia 
période 1t i. 

Supposons qu'il existe deux constantes positiçes M, M' telles que· 

/(s) [ < M, [ i:p (s) J < M' lorsque I t 1 < '.'.::; c étant une constante réelle, 
2 

posons 
(3) Hc(w) = -.:... {" j(s) cp (w - s) ds, 

'ITl}I',(w). 
w= u+iv, 

où le chemin d'intégration fc(w) est la ligne polygonale partant du 

point c - '!Ji, ayant comme sommets les points u - c - '!Ji, u - c + ; i 
et aboutissant au point c + :7::: i. 

2 

La fonction He( w) est holomorphe dans la bande o < ç < 1t; elle est 
aussi définie par l'intégrale 
(4) Hc(w)= -.:... ( j(w-s)cp(s)ds. 

'ITl jI'ç(w) 

LEMME 2. - Les fonctions f ( s) et i:p (s) satis/ ais a nt aux mêmes condi-
tions que dans le lemme 1, supposons qu'on ait en plus: 

n 

(5) 

(6) 
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pour I t 1 < ~, a()ec a 2,_1 = b2,-1·= o ( v > I ), log Mn, log M~ étant 
fonctions coMexes n. 

Il existe alors une constante K indépendante de c, telle que, pour u < c, 
o < (.' < 1t, la fonction He( w ), d1finie par ( 4 ), satis/ ait aux inégalités 

n 

LEMME 3. - Si les fonctions f ( s) et q, ( s) satisfaisant aux conditions 
du lemme i et si, en plus, il existe une constante positi()e telle que pour 

1 tl <;-on ait 

• la limite 
(8) 11 (w) = }~°,! J,(w)/(s) cp ( w - s) d; 

existe, et la fonction H ( w) est holomorphe et hornée pour o < ç < TC .• 

Et si H(w)==o, l'une des fonctions .f(s) ou q,(s) est identiquement 
nulle. 

Dans ce travail je me propose, tout d'abord, de généraliser.le théo-
rème A. Je rappelle que / v" l étant une suite de nombres positifs, en 
posant N(t)= l 1 (t>o) (le. nombre des Vn inférieurs à t), 

. v.<t . 

D ( t) = N.( t), on appelle fonction de densité inférieure de la suite { v" l t ' 
la fonction D. (t)= borne D(x). La quantité D. :__ 1~m D. (t)=lim D(t) 

-:-t.•~l (_;,;, l=,:,o 

est appelée densité inférieure de { vn }. Nous pouvons alors énoncer le 
théorème suivant : 

THÉORÈME L - Supposons que les conditions 1°, 2°, 3° du théorème 
A soient satisfaites, et soit/ Vn) une suùe d'entiers positifs contenant tous 
le.rentiers impairs, dont la densité inférieure est supérieure à~ et do~t la 

' 2 

fonction de densité inférieure est D. ( t). Posons 

C ( r;) = borne [nr;- log(MnM~ )]. 

n21 , 

Journ. de Math., tome XXXI. - Fasc. \, 19.52. l I 
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Si 
(a) 

l'une des deux fonctions F ( z ), <I> ( z) est identiquement nulle. Si 
F(.r)==o, on a aussian=o(n~1), si<I>(z)=o, on a aussibn=o(n~1) . 

. Remarquons que la condition 6° du théorème A est équivalente à 
la condition (2) • 

Ji, C (cr) e-a der= oo. 

On voit aussi ·que l'ensemble des conditions _4°, 5° du théorème A 
équivaut à la condition (a) avec""= n ( n 1 ). Col}1me lim C ( cr) =oo., 

a:= oc a 

et commè, pôur le cas où v,,=n, D.(t)= n:i sin<tLn+1,on 
voit facilement que, dans le cas où Vn= n, Ja condition(~) est équi-'-
valente à la condition (W), c'est-à-dire à la condition 6° du théorème A. 
Ainsi donc le théorème 1 contient bien le théorème A comme cas 
particulier. 

Posons/ ( s) = F ( e'), q;i ( s) = <I> ( e' ). Il est clair que les fonctions j 
et tp satisfont aux hypothèses des lemmes 1, 2, 3, la constanté o inter-
venant dans le lemme correspondant 3 n'étant pas nécessairement la 
même que celle qui intervient dans l'énoncé du théorème. Si l'on 
désigne par l "-n) la suite d'entiers co,mplémentaire à la suite / vn) par 
rapport à l'ensemble de tous les entiers positifs, on vo_it, d'après les 
lemmes 1, 2, 3, que la fonction H ( w) définie par ( 8) est holomorphe 
et bornée dans la borne o < P < .t, et, dans cette bande, on a, quel 
que soit n~1: 

(g) 

( 2) Voir, par exemple, S. MANDllLRROJT, Anèttlytic Funr:tions and classes of 
ù~(initely d~fferenliable Fanctions ( The Rice lnstitute Pamphlet, vol. 29, 
1942). -
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où 

Si l'on désigne par D{(t), D; respectivement la fonction de densité 
supérieure de la suite { Àn} et la densité supérieure de/ 1,n l, c'est-à-
dire 

avec 

Di,(t)-borneD),(.x) 1 où 
,T.?. t 

1 

N),(t)= II (t > 0 ), Dï, = limDi_(t} = limD).(t), 
t=,o t===-)".) 

Àn<t 

on voit facilement que la condition ( ~) est équivalente à la condition 

(10) 

où 
C1 (a-) = borne (no- - logmn), 

n?.t 

On a d'ailleurs D~ < ;· H suffit alors d'appliquer un cas très parti-
culier du théorème fondamental du. Mémoire que j'ai publié 
en 194:, ( 3 ) pour voir que de ( g) ( dans la bande o < r < n ), de ( 1 o) 
et du fait que j H ( w) 1 L. L < oo résulte que, quel que soit uo, on a 

1 dµ 1 <AÀµAµeÀP''•, 

où la suite /An), définie dans le Mémoire que je viens de citer, ne 
dépend que de la suite/ Àn }. En faisant alors tendre u0 vers - oo, on 
voit que dp= o (p:::::,,, 1 ). On peut alors écrire ( g) sous la forme 
(II) 

Il résulte, d'autre part, de ( IO ), que 

f~ C1 (0-) e-ada-= oo, 

c'est-à-dire 
mq -oo 

.::..mq+I 

(3) S. MANDBLBROJT, Sur une inégalité fondamentale (Ann. Éc. Norm. Sup., 
(3), t. 63, 1946, p. 351). -

II, 
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Il suffit d'appliquer le théorème classique de Watson [ en posant, 
pour revenir à une form_e plus ~on nue de ce théorème, H1 (z) = H (w), 
z = e•v], pour voir que H ( w) = o. On arrive à la conclusion que 
l'une des deux fonctions/ ou :p ( c'est-à-dire Fou <I>) est identiquement 
nulle en appliquant la fin du lemme 3. Supposons alors, par exemple, 
que F(z) = o. Il résulte alors d~ ( 1) que ( du fait que a2 µ+1 = o): 

et, en faisant tendre J z I vers l'infini, on voit que a~= o ( v::::::,,.. 1 ). Le 
théorème est ainsi complètement démontré. 

Nous allons maintenant établir quelques nouveaux lemmes qui nous 
permettront d'appliquer le théorème i. 

L1~MME 4. - Si ( qn lest une suite d'entiers positifs tels que 

il exùte une fonction non identiquement nulle f ( x) ( - oo < x < oo) 
telle que f ( o) = / 1'1nl ( o) = o ( n ::::::,,._ 1 ), j'lmJ o ( m qn, n::::::,,.. 1, m o ), 
Jfi11l(x)JL1(n::::::,,..o, -oo<x<oo). 

Le produit 
A(O= fi ~-qn 

t+ q,, 

représente une fonction méromorphe, et l'on a 

i bo~nelA(a+iYJ)[=1 pour a::::,,,.o, 

/ bo_~ne [ A (.a+ i-ri) [ ·~ 1 A (a) [ pour aL. o. 

Posons pour - q1 <a< o : 

J,(.x)= e'"·': u-~-1A(t) et, du. J' [!"+'~ l ] 
o a-i'oc (q,+ 0 

D'après (15) on a, pour~= a+ i·~, -q1 <a< o: 
/ 
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La valeur de / 1 (x) est donc indépendante du choix de 

a (-q. <a< o ). On le voit en appliquant le théorème de Cauchy à 
la fonction u-~-1 A (~)(q 1 + 0-2 , le chemin d'intégration étant le rec-
tangle des som,metsa1-iT, a 2-iT, a 2+iT, a 1 +iT,-q1< a 1<a2 < o, 
T > o, et en faisant tendre T vers + oo. On voit aussi de cette inéga-
lité que 

IJ<n.>(;x).IL21A(a)111 un-a-1du f"' dy_ 
.1 • - 0 0 (q1+ct)'+y' 

- _1 _ __ rc_ l A (a) 1 
n- a q1+ a 

On peut aussi écrire, en changeant l'ordre d'intégration : 

( 19) 

La valeur de K ( a, n) est indépendante de a lorsque - q1 < a< n; 
et si - Àt < a1 < n < a2 On peui écrire 

( K( ) K( ) ·[R· 'd A(O ] 2rciA(n) 19) .a2, n - a 1 , n = 2 ri: 1 es1 u 2 ( = ( . • 
1;=n (q1+s) n-1;) q1+n)2 

Mais, d'après (15), on a 

1 
(''•+;.,, • dl; • 1 2 f"' d'f/ 

IK(a2,n)I= Ja,-1., A(O(q1+02(n-O La2-n o (q1+a)2+'f12 
ri: 

= ' (q1 + a2) (a2- n) 

ce qui prouve que lim K ( a 2 , n) = o, et d'après ( 1 g ), on a 
a,=oo 

K(a n)=- 2rciA(n). 
1 ' (q1+n)" 

Il résulte alors de ( 18) que 
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En mültipliantf1 (x)-f1 (o) par une constante convenable, on obtient 
fa fonction vouluef(x). 

LEMME 5. - Si dans le lemme 4, les quantités qn sont Sifpposées paires, 
il existe une fonction paire non identiquement nulle f ( x ), teUe que 

/( o) =J'q•'( o) = o 

Si f 0 (x) est une.fonction non identiquement nulle sur (-oo, oo) 
telle que 

/o(x) =J'lff•'( o) = o, /o(ml ( O) ;F o ( m ;F qn, n 2:s. l ), 

1 Join! (X) 1 L 1 ( n 2:s. O) 

( une telle fonction existe en vertu du lemme 4 ), la fonction • 
I • 

/(x) = 2 [/o(x) + / 0 (-x)] 

est la fonction voulue. 

LEMME 6. - Soit ( qn) une suite d'entiers positzfs, croissants, pazrs. Il· 
existe une fonction f ( x ), non identiquement nulle, paire, bornée, telle 
que 

/(o) =/\ml(o) = o 

. Ce lerrime a été démontré dans le Mémoire déjà cité (4). Dans ce 
Mémoire, on ne suppose pas que les qn sont pairs et l'on démontre 
l'existence d'une fonction f satisfaisant aux conditions de l'énoncé sur 
[ o, oo ). Mais, si les q,, sont pairs, on peut prolonger la fonction par 
symétrie [f(x) = /(-x)J. 

LE~111m 7. - Si les hypothèses du lemme 5 sont satisfaites, zl existe une 
fonction paire g(x), non identiquement nulle, telle que 

g(o)=gi1.l(o)=o (n>1), gi"'l(o) ;F o 

J~ lg(x)ldx.C::::::1, 
-oo 

(•) Voirlanote(3). 
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LEMME 8. - Si les hypothèses du lemme 6 sont satisfaites, il existe une 
fonction paire g(x), non identiquement nulle, telle que 

g(o)=gml(o)=o (m-:;r.qn,n~I), 

.r_: 1 g(:r) 1 d:rL I, i:] g 1nl(x) 1 dx L q1 q2 .... qn+s 

Les lemmes 7 et 8 résultent respectivement des lemmes 5 et 6 d'une 
manière semblable, et nous allons donner une démonstration 
commune des deux derniers lemmes. 

Soit {Mn} une suite positive croissante, et soit <p ( x) une fonction 
paire, non identiquement nulle, telle que • 

si in-:;,± o, 2, Pn 

1 Pn l étant une suite d'entiers positifs pairs (p 1 > 2 ). Supposons que 

Posons 

ljJ (x) = cp"(:) = f:i: (x - t) rpl•l(t)dt = .!_·1,:e dy f.r rp141(u) du. 
. x- x- 0 • . a;2 0 0 

La fonction i.J; (x) est paire et non identiquement nulle. On a aussi 

En supposant cette égalité pour n, on la retrouve, après dérivation 
et intégration par parties pour n + 1. On voit aussi immédiatement 
que 

lj;'ni(o) = f(n + 1) (n + 2))--cl cp1nHl(o). 

A partir de ( 20 ), par plusieurs intégrations par parties, on obtient 
facilement l'inégalité 

L: J lj;lnl(x) 1 dxL.2 Mn+.+ 2 I l t.Ji'nl(x) j dx <AB" Mn+., 

ou A et B sont des constantes. On voit maintenant facilement comment 
on passe des lemmes 5 et 6 respectivement aux lemmes 7 et 8. Ainsi, 
par exemple, pour avoir le lemme 7, à partir du lemme 5, il suffit de 
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choisir p,.---: qn+ 4, M11 = 1, B ( x) = A-1 41(B-1 x ). Le passage du 
. lemme 6 au lemme 8 est aussi évident. 

LEMME 9. - Soit\ qn lune suite d'entiers positifs paù·s tels que !i < cc. qn 
Il existe une fonction 'P ( z ), non zdentiqùement nulle, holomorphe dans 
le demi-plan x > o, continue sur le demi'"plan fermé x o, et une 
suite \ b" l telle que· b2v-t = o ( v 1 ), brr. ='o ( n I ), les relations 
suiPantes étant satisfaites pour x > o : 

Soit g( x) la fonction du lemme 7, et posons 

cl>, (z)=f~ e-1::. g(t) dt. 
[I 

En intégrant cette expression n + 1 fois par parties, on obtient 

cf>1 (z) = g ( u) z-1 + g' ( o) z-2+ ... + gnl( o )z-n-1 + - e-tzb,-,,1n+1) (t)dt, ·• I f~ 
- ~n+i 

0 

ce qui permet d'écrire pour x > o: 

" 
zcl>1 (z)- 15°-(V)(o)z-v L.-- 1 n-1n+1l(t)/dtL-,-·-J f~ l 

- 1 z I" 0 ° • - 1 z I" 
1 . 

Et, pour n = 1, la même inégalité donne 

Il est clair que la fonction <l>(z)=z'P1 (z) et les quantités 
b,. = g1n1 ( o) satisfont à la conclusion du lemme. 

LEMME 10. - Soit\ q,. l une suite d'entiers positifs, pairs, croissant$. Il 
existe une fonction <l> ( z ), non zdentiquement nulle, holomorphe dans le 
demi-plan x > o, continue sur le demi-plan fermé x o, et une suite 
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j bn \ avec bm = o pour m ;4:- qn( n :::::::S. I ), les relations suivantes étant 
satisfaites : 

n 

i<l>(z)i=û(izi) 

Le passage du lemme 8 au lemme 10 se fait exactement de la même 
manière que ce~ui du lemme 7 au lemme 9. 

En combinant le théorème 1 avec le lemme 9, on obtient immédia-
tement le théorème suivant : 

THÉORÈME 2. - Soit F ( .z) une fonction holomorphe dans le demi-plan 
x > o et continue sur le demi-plan fermé x :::::::S. o. Supposons qu'il existe 
une constante positiPe ô telle qu'on ait 

F ( z) = 0 ( i z j5) (z o ). 

Supposons qu'il existe une suite positive\ M,. l, telle que log_M 11 soitune 
fonction conçexe de n, et une suite j a,. l satisfaisant à la condition 

et aux conditions suivantes: 

1° Il existe une suite d'entiers positifs / v,.) contenant tous les entiers 
positzfs impairs, la fonction de densité inférieure de\ v,, l étant D. ( t), sa 
densité inférieure étant D. > ; · Pour tout m de\ v,, j, sauf peut-être pour 

m = q,. (n :::::::S. 1 ), oti ! q,.} est une suite d'entiers pairs tels que "" < oo, ..;;.iq,, 
on a am= o. 

2° En posant 
C (a-)= borne (na- - log Mn), 

on a 

Dans ces conditions F (z) = o et a.,= o ( v:::::::S. 1 ). 
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En combinant, par contre, le théorème f avec le lemme 10, on 
obtient le théorème suivant : 

THÉORÈME 3. - La conclusion du théorème 2 subsiste si l'on remplace 
les conditions 1° et 2° de ce théorème par les conditions 1° et 2° suirantes: 

r O Il existe une suite \ vn l eontenant tous les entiers positifs impairs, la 
fonction de den.nié inférieure de ! vn l étant D. ( t), sa densité inférieure 

étant D. >;, et une suite d'entiers positifs croissants pairs \ qn l tels que 
pour tout m, de \ Vn l sauf, peut-être, pour m appartenant à la suite 
d'entiers positifs complémentaire à la suite ( qn ), on a am= o. 

2° En posant 
'c (ir) = borne [nir-log(q1 q! .. . q,,Mn)], 

on a 

Pour démontrer, par exemple, le théorème 2, il suffit d'appliquer 
le théorème 1 aux fonctions F ( z) de l'énoncé du théorème 2 et à Ja 
fonction ll>(z) de l'énoncé du lemme 9. Comme, d'après le lemme 9, 
<P(z)~o, on a, d'après le théorème 1, F(z)==o. Le passage du 
théorème i et du lemme 10 au théorème 3 est identique. 

~<-:: 


