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Potentiels circulaires.

Faisceaux de cercles; points de Poncelet;

Par B. GAMBIER.
(Paris.)

1. — Dans le plan, considérons un point fixe O et une quantité
constante attachée a ce point, ayant la dimension du carré d’une
longueur, représentée par ¢R?, ou e==—=1 et ol R est une longueur
donnée (pouvant étre nulle); appelons potentiel circulaire, (O, eR?),
I'expression MO? — eR?, ou M est un point arbitraire du plan; le lieu
des points ol ce potentiel a une valeur donnée (supérieure ou égale a
—eR?) est un cercle de centre O; en mécanique, on obtient ainsi
les courbes de niveau du potentiel dii & une forcerépulsiveissue de O,

représentée par Gﬁ, appliquée au point M. Considérons un autre

A(MO2—e R4+ (MO2—¢' R™2)
A4 p

ou le rapport A:p peut varier, définira un faisceau lLinéaire de

potentiels circulaires. Utilisons la relation de Stewart, qui fournit une

identité vérifice quel que soit le pornt M du plan

potentiel circulaire (O’,¢’R'*): ’expression

9

(1) 0'07. MO+ 070.MO + 00 .MO” + 0'07.070.00'=0o

(0, O, O" doivent étre alignés); déterminons O” par la condition

(2)
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On en déduit
AMO®+ pMO” _ 0'0”.MO*+ 0"0.MO"

(3)

At 00
— MO" 4 O707.070 = MO"* + ‘(_{* fg)_z.

Par suite, un faisceau linéaire de potentiels circulaires définit
o' potentiels eirculaires dont les centres sont alignés et remplissent
toute la droite OO'. Le calcul qui précéde donne

Ap00" —(AeRe + e’ R2) (A +- pr)

2(MO*—¢R?) + p (MO — 'R
(A=)

)_—.MO""’-!-
A= :

(4)

Quand ¢ est positif, le cercle de centre O et rayon R peut étre
regardé comme. I'image du potentiel circulaire (MO*—R?); de la
formule (4) résulte que, parmi les potentiels d’un faisceau linéaire
donné, il y en a une infinité qui, égalés a zéro, définissent un cercle

»—2 .
effectif, car le terme Ap.OO0" — (AeR*+4- pe’' R”?) (A 4 1), est négatif
quand, A fixé, u. est voisin de (— A). Il peut arriver que ’équation
(5) 7\p.0_072— (AeR>+ pe/ R?) (A + p) =o,

ol A:p est 'inconnue, ait effectivement des racines; la condition
d’existence est '

(6) (002 —eR2— ¢'R"?)2— fee' R?R2 > 0.
Elle est stirement réalisée si c¢’=—1; elle est encore réalisée
sie=¢ =—1, car

(00" 4+ R+ R2)2 — fR2R2= (R*— R):4- 2007 (R*+ R'2) + 00 .

Maissie=¢=-+1,0n a _
(00— R*— Ry — fRIR? = 00" — (R + R’ 2] [00" — (R — R')?].

La condition d’existence des racines est bien connue : les deux cercles
(O, R), (O, R’) ne doivent pas avoir de point commun.
Quand les racines de ’équation (5) existent, si A : p est I'une, on a

00’ 070 .

avec =
) )

23

(7)
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‘le point O" est appelé point de Poncelet du faisceau; quand les points
de Poncelet du faisceau existent effectivement, ’expression analytique

du faisceau linéaire de potentiels circulaires peut recevoir la forme

IMO:? MO: . .
——0}%&, ou O,, O, sont les deux points de Poncelet.

On peut remarquer que le centre O” du potentiel

réduite

A(MO? — eR?) + p.(MO”2— &'R")
A+ p

est le barycentre O" des poinls O, O’ affectés des indices A,
respectivement, comme le montre la premiére égalité (2) écrite sous
la forme

2070 + p0’0'=o.

Il est naturel d’appeler : puissance d’un point M par rapport au
potentiel (MO?— :=R?), précisément cette expression MO?—cR?;

le lieu des points qui ont méme puissance par rapport i deux
potentiels circulaires est défini par I’équation”

MO?— MO”2= e R*— ¢ R?= 0'0.(MO -+ MO') = 2 Mw.0'0

~en appelant o le milieu du segment OO’; c’est donc une droite définie
par I'équation

—> —>
Mw.0'0= E(eR?—e’R"Z),

qui est appelée axe radical du faisceau, car tous les points de I'axe

radical ont méme puissance par rapport a tous les potentiels du

A(MO2— ¢R?) + p(MO2— ¢'R'?) i
‘ A+p

faisceau

- Deux points M,, M, sont dits conjugués par rapport au potentiel
(MO*—<R?) st l'on a MT6E3— eR*==0. Si M, reste fixe,
le point M, décrit une droite qui est appelée polaire de M, ; le pied de

la polaire sur la droite M, O estle point m, tel que M,0.m,0 —eR*=o0
et cette polaire est perpendiculaire en m, ala droite M,O. Si M, M,
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sont deux points quelconques, il est facile de voir que les identités

A(MO? — eR?) 4 (MO — ¢'R%2)

7\ + ‘u p— MO//g_ 8”R”2,
(8) ; '
A(M, 02— 5R2);\_:_[,;f M, 02— ¢’ R?) — M, 0" — ¢'R"2

- entrainent I'identité

(MO MG — ree)

(—>' — :,)’
AAM;0.MO —¢R2 —+ & :N1157.h_46—7—e”R”2.

A+ p

(9)

Cela résulte de ce que, ajoutant les deux identités (8) membre a
membre, puis soustrayant du résultat l'identité (supposée) (g),
multipliée par 2, on obtient le résultat (lui-méme identique)

) W v )

e = (MG"— .67,

car

MO — M, 0 = MO’ — M, 0’ = MO" — M, 0" = MM,

Il en résulte que les polaires d’un point donné M par rapport aux
potentiels d’un faisceau linéaire de potentiels circulaires forment elles-
mémes un faisceau linéaire de droites et que les polaires d’un point donné
M par rapport aux potpntwls du faisceau passent toutes par un poznt M’
que 'on peut appeler conjugué de M par rapport au faisceau.

Deux potentiels MO?*—¢R* et MO} — ¢, R} sont dits orthogonauz
sil'on a ’

00{ —eR*— &Rl =o0;
“cela exprime, si e=¢,=-1 que le carré de la distance des centres
O et O, est égal a la somme des carrés des rayons R, R, ; sans faire
d’hypothése sur e ni ¢, la définition revient a dire que le centre de
l’un ou l’autre potentiel a zéro pour somme de ses puissances par rapport
aux potentiels. 1l résulte de 1a que si le potentiel MO? — e R? est ortho-
gonal a4 deux potentiels MO]—¢, R} et MO — ¢ R?, le point O,
centre de ce poteniiel, est sur ’axe radical des deux autres, puisque
00;— ¢, R} et OO — ¢, R} sont égales toutes deux a eR? : parsuite,
le potentiel (MO?*—<cR?) est orthogonal 4 tous les potentiels du
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2 (MO? — &, R?) 4+ u (MO — &, R?)
A+
diatement que, sz un second potentiel (MO’ — ¢'R'?) est orthogonal lui
ausst aux potentiels (M, O} — ¢, R}), (M, O — €' R'?), chaque potentiel
A(MO?— eR?) + (MO — ¢'R"?)

A+ p

A (MO? — & R?) + 2(MO?2 — ¢, R}?)

‘ Ay = )
défini deux faisceaux orthogonaux de potentiels circulaires. Il est
naturel d’appeler potentiel circulaire de rayon nul une expression telle
que (MO?); si les potentiels MO? et MO} — ¢, R} sont orthogonaux,
on a OO0} —¢, R} = o, et.le potentiel MO} —¢,R} ou' MO} — OO a
pour image un cercle effectif passant au centre O du premier; donc sz
un faisceau de potentiels a deux points de Poncelet effectifs, P,, P, les
potentiels du faisceau orthogonal au premier faisceau ont pour image
les cercles passant par P, P,.

Inversement, si un faisceau de potentiels est dénu¢ de points de
Poncelet, c’est que les cercles-images passent tous par deux points fixes,
qui sont les points de base de ce fazsceau et les points de Poncelet du
Jaisceau orthogonal.

Rappelons pour mémoire le cas spécial o tous les potentiels du
Sfaisceau ont pour images des cercles tangents en un méme point, de sorte

faisceau linéaire

; on en déduit immé-

du faisceau

est orthogonal & chaque

On a ainsi

potentiel du faisceau

que, par rotation de g autour de ce point, le premier faisceau se trans-
Jorme en le second.

Pour les application qui vont suivre, il sera commode de rappeler
que si lrois potentiels MO?—eR?, MO"?—¢'R’? et MO" —¢"R"
appartiennent & un méme faisceau, I'identité (4) peut s’écrire sous la
forme commode

(4') O707(MO?— eR?) + 070 (MO" — ¢’ R’*) - 00/ (MO™ — 3" R"?) = o,

qui consiste 4 avoir légérement modifié la relation de Stewart. .
R B

" 2. Donnons maintenant quelques applications. Soient trois potentiels
d’un méme faisceau : st Uun d’eux a un cercle-image effectif (lieu des
poinis ott ce potentiel est nul), tout le long de ce cercle le rapport des deux
autres potentiels reste constant. En effet, supposons que dans I'identité
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(4") qui précéde, la quantité " soit égale & +1 : en faisant décrire au
point M le cercle de centre O” et rayon R”, on a

MO*—e¢R> 007
(10) MO2_ ¢ R? W'

La réciproque est exacte : le lieu (s'il existe) des points dont le
rapport des puissances par rapport & deux potentiels circulaires est
constant, est un cercle du faisceau.

En particulier, si les points de Poncelet P, et P, existent (et sont

.. . . MP
distincts), pour tout cercle effectif du. faisceau le rapport =5 reste

MP,
constant et réciproquement; notre théorie revient a étudier, non pas
L MP Lo, . P; : T
la relation M—P:=lc, mais la relation MPE =£k*. Pour étudier Vla

relation
AIMP:— MP;
T
nous avons appliqué I'identité
-~ MMPI—MMP A1A3 :
o B I e i
avec
' P,0 _OP, _ P,P,
12 5 = 7 — 7"
(12) R YAAN Y

Le point O est toujours a Uextérieur du segment P, P,.

3. Les considérations qui précédent permettent de résoudre
géométriquement une question que j’ai posée dans le numéro d’avril
1950 de la Revue de Mathématiques spécales.

Une proposition préliminaire .est utile : deux cercles (O), (O') sont
coupés par une sécante, le premier en M, le second en M' (fig. 1 ); les
tangentes en M et M se coupent en t; on a, en désignant par M, M, les -
nouveaux points communs ¢ MM’ et (O) ou (O'),

' (MMM,  tM.M'M!
(13) B 1: 7 ‘1.
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Le triangle tMM' donne, en effet,

_ tM M7
(14) sin (lﬁﬁ) = sin(lhm’),

or, tMM' <ou ’angle égal ou supplémentaire tMl\‘L) est 'un des
angles sous lequel la corde MM, de (O) est vue d’un point quelconque

-t

"

de (O), de sorte que
AN
aRsin (¢ VM) = MM,
et, de méme,

aResin((M/M) = MM, ;

on multiplie donc les deux termes du premier rapport (14) par 2R/,
les deux termes du second par 2R et I'on obtient I'égalité (13).

Voici une premiere application : si le point ¢ décrit un cercle du

Sfaisceau (O), (O"), le rapport

tM .

o Teéste constant, donc ausst le

rapport M | e qui si nifie que la droite MM' enveloppe une coni ué
pp W’ M{l’ q 8 q * opp e q

du faisceau tangentiel (O), (O") (ceci sera précisé plus loin);
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inversement, st MM’ enveloppe une telle conique, le point t décrit un
cercle du faisceau ponctuel (O), (O"), puisque l'on a

M/ R\ [ R\
o =\ wwr; ) (s

On peut remarquer que cette proposition et la réciproque sont
projectives et corrélatives : voici les énoncés correspondants :

Deux conigues (O), (O') étant coupées par une méme droite (D),
le quadrilatére dont les cotés opposés sont les tangentes a (O)d’une part,
les tangentes a (O") d’autre part, aux points ot (D) coupe (O)ou(0"),
a ses sommets situés sur une conique du faisceau ponctuel (0), (O").

Corrélativement : étant données deuz coniques (O), (O') et un point
t arbitraire, les tangentes issues de t a (O) touchent (O) en M et P; les
tangentes issues de t a (O") touchent (O") en M’ et P’ : les quatre droites
MM', MP’, PM’, PP’ touchent une conique du faisceau tangentiel
0,0 | |

Ilest facile de remplacer le rapport ;f,—ﬁi- ou le rapport <t—gl,—> : (%4—)
égal au précédent, par des expressions ayant un sens projectif. D’abord

T
MM, _ 2sin MOM, ).
R — 2 ’

il suffit donc de faire intervenir le birapport sur (O) des points
(I, J, M, M,), ou I, J sont les points cycliques communs aux cercles
(0), (O'). Par suite, pour deux coniques quelconques, on prend le
birapport (I, J, M, M,), ou I, J sont deux des points communs a
(0), (0"); les deux birapports (I, J, M, M,), (I, J, M’, M) ont un
rapport ou un produit constant quand la droite (MM') enveloppe une
conique du faisceau tangentiel (O), (O'). On voit alors apparaitre,
pour deux cercles, la nécessité de faire intervenir le signe du

MM,

M'M

rapport

y c’est-a-dire d’indiquer, quand les noms des points ol

la droite MM’ M, M, coupe (O) et (O")sont choisis, la relation précise
que M et M’ (ou M et M)) ont entre eux quand la droite enveloppe
une conique du faisceau zangentiel (O), (O'). Le résultat précis est le
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suivant : sur la droite (D), (MM’ M, M,), nous considérons I’involution
dont (M, M), (M,, M) sont deux couples correspondants; sorentH, H,
les points doubles de cette involution : les points H, H, décrivent, quand
la drotte (D) touche la conigue (y) annoncée du faisceau tangentiel (O),
(0"), une conigque (I') du farsceau ponctuel (O), (O'): ici (I') est un
cercle, en restant dans le' cas métrique ou (O), (O') sont des cercles,
de sorte que la démonstration sera aisée, tout en gardant son
caractére de généralité. En considérant ensuite les points doubles K,
K, del'involution, ot (M, M') et (M,, M) sont des couples homologues
[au lieu de (M, M’) et (M,, M))], nous obtenons une autre conique
(I") du faisceau ponctuel (O), (O’) et lout revient 4 démontrer le
résultat suivant :

Soient deux coniques (O), (O") et (I') une conique du faisceau
ponctuel (O), (O"); on prend sur (O) un point variable M et I’on coupe
(0O") par la polaire de M relativement a (I'); M’ étant l'un des points
d’intersection, les tangentes a (O) et (O') en M, M’ se coupent en un
point t, dont le lieu, quand M décrit (O), est une conique (Q) du
Sfaisceau ponctuel (O), (O'). On remarquera que la relation entre M et
- M est réciproque, de sorte que (O), (O') jouent le méme réle dans cet
énoncé, (I') ni (Q) ne changeant; d’autre part, la droite MM’ enveloppe
une conique () du faisceau tangentiel (O), (0"); MM’ recoupe (O)
en M,, (O") en M, et (M,, M) forment ausst un couple conjugué par
rapport a (I'). On doit remarquer que les tangentes ¢ (O) et (O') aux
points M et M, ou aux points M, et M’ se coupent sur la conique (Q)
déja trouvée, tandis que M ct M';, ou M, et M’ forment deuz couples
conjugués par rapport & une autre conique.fize (I') du faisceau ponctuel
(0), (O"). [Au cas ot les points de Poncelet existent, on peut comme
cas particulier, supposer que (I") est le potentiel (MA?), ol A est un
point de Poncelet : les deux droites AM, AM’ sont perpendiculaires,
mais alors (I") est un cercle effectif].

On voit se réaliser le fait curieux suivant : sil’on définit le point'z
par l'intermédiaire de (O), (O’) et de la nouvelle conique (I') du
faisceau ponctuel (O), (O"), la conique (Q), lieu de t, est obtenue
deux fois seulement : t ayant é1é obtenu-par les tangentes & (O) et (O’)
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en M et M/, les nouvelles tangentes 4 (O)et (O’), issues de ¢, touchent
ces coniques en des points P, P’ qui sont conjugués aussi par rapport
a (I'). Si Ion définit le point ¢ par 'intermédiaire de (O), (O') et de
la: conique (y) du faisceau tangentiel (O), (0O’), enveloppe de la
droite MM'M, M',, /e point t est obtenu quatre fois : de t’on méne les
tangentes 4 (O), (O') et 'on peut associer de quatre fagons différentes
une tangente 4 (O) avec une tangente a (O’) : les quatre droites
réunissant les points de contact correspondants enveloppent la
“¢onique (y) du faisceau tangentiel : on voit que les diverses

(o)}

Fig. 2.

propositions ou entrent (O), (0", (v), (Q) ont un caractére
duahsthue

Il o’y a plus qu'a donner la démonstration en supposant que
(O), (O’) sont des cercles : la figure 2 indique deux cercles (0), (O’)
de centres respectifs O, O’; nous imaginons un nouveau potentiel
circulaire I de centre A, appartenant a leur faisceau, représenté par
['=MA"*—¢p*; la polaire du point M, pris sur (O), relativement &
(T) perce (O") en M’ et la droite MM’ recoupe (O)enM,, (O’)en M,.
Nous écrivons I'identité valable pour tout point :m du plan

O7A (0102 — R?) + AO(OR O — R?) ++ OO (IMA? — ep?) = o,

R, R’ désignant les rayons respectifs de (0), (0).
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.Faisons venir Ol en M, puisen M/, on a '
AO (MM'. MM ) -+ 00" (MA?— ep*) =o,

k 15) e -
( O’A(M'M.M'M, ) + 00" (M'A*— ep?) = o.

L’identité MM'= AM’— AM fournit par élévation au carré
_% — -
MM’2= AM”+ AM:— 2 AM.AM';

puisque M et M’ sont conjugués par rapport au potentlel (MA?*—¢p?),
ona
—_— —>
: AM.AM'— gp*=o0
et, par suite,

(AM"2— ¢p?) + (AM2— spz):MM’z.

- En ajoutant les égalités (15) et tenant compte de la relation que nous
venons de former, nous avons une relation ou MM’ se met en facteur
et peut se supprimer; nous obtenons ainsi, en grandeur et signe la
relation (faisant intervenir les mesures algébriques de segments
portés sur la ligne des centres d’une part, sur la sécante d’autre part)

(16) AO. MM, + O'A .M, M’ + O0’.MM' = o.

En remplacant MM/, par MM'++ M'M,, M, M’ par MM’ — MM,,
nous obtenons

(17) MM’ (AO + 00+ 0'A) +AOM'M, — O'A MM, =o

et comme le multiplicateur de MM est nul, il resLe

(18) _ =

La relation (18) a été obtenue par une série de calculs rationnels
pouvant étre effeclués en sens inverse & partir de cette relation (18):

. — > o .
on retrouvera donc la relation AM.AM’' — ep*= o, qui prouve que M
et M’ sont conjugués par rapport au potentiel (AM? —ep?). Mais
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alors, cette méme relation (18) peul éire écrite sous la forme

MjM . OA

MM~ O'A

’

(18")

ce qui prouve que M, et M, sonlL aussi conjugués par rapport au
méme polentiel ; une vérification de ce résultat peut d’ailleurs s’obtenir
par le théeréme de Desargues : (M, M,), (M/, M) sont deux couples
de l'involution déterminée sur la droite MM’ par les coniques du
faisceau ponctuel (O), (O'); le potentiel (MA*—ep*) fournit un
autre couple (H, H,) de cette involution (couple réel ou imaginaire
conjugué), de sorte que le birapport (MM'HH,) est égal au
birapport (M, M’ H,H) : or le premier est égal a (—1). L’égalité

tM’ - OA O'A
(19) M= RR
dérive du lemme initial; mais cetie fois tM/, tM n’ont pas le méme
support, de sorte que nous ne pouvons plus considérer que des
valeurs absolues et c’est justemient cette indifférence de la relation (19)
vis-a-vis des signes qui prouve que (M, M,) et (M,, M’) sont conjugués
par rapport @ un autre cercle (T',) du faisceau ponctuel (O), (O') et que
la droite MM/, qui est donnée deux fois par les relations (18), (18'),
est donnée deux fois encore par un autre point A, tel que

=
=2
Q
&

(20) = —
M'M; O'A, O'A

En effet, les raisonnements, faits plus haut pour remonter de (18) &
la découverte du point A et du potentiel (I'), (MA®—ep®) corres-
pondant, permettent, par le méme procédé, d’arriver au nouveau
point A, centre du potentiel (T',), (MA}—e¢,0}); A et A, sont conju-
gués harmoniques par rapport a (O) et (O") et sont les foyers de la
conique () enveloppe des droites MM, M'M. Pour démontrer géomé-
triquement ce dernier résultat, remarquons que A est sur I'axe radical
des deux cercles de diamétres MM’, M, M qui sont tous deux ortho-
gonaux au potentiel (I'); en projetant A en « sur la droite MM, M'M/,
on a donc

e M M
aM;.aM}, ol —a—l——-zt;
: aM; M

oM. aM’

R
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si w et w’ sont les milieux des segments MM, et M'M’, en ajoutant

‘ ) : aw
terme & terme ces deux rapports égaux, on & le rapport égal — ou
. aw

A0 . M.aM R :
encore'f_—.(.)_—; donc le produit 22271 Je ces deux rapports égaux est
A0 aM,.aM :
AO2 ) . . .
égal a la constante _AT)Q"' et, par suite, le point o décrit le cercle du

Saisceau ponctuel (O), (O") caractérisé par ce rapport constant des
puissances de o par rapport @ (O) ei (O'); le centre a de ce cercle est
fourni par I'égalité .

. AO a0

5 — ")

A0 a0’

ce qui prouve que @ est le centre du cercle lieu des points dont le

rapport des distances 4 O et O’ est égal a ; par suite, l’autre

A0

AO’
Soyer A, de la conique () est le conjugué de A par rapport ¢ O et O/,
ce qui donne une nouvelle démonstration du résultat signalé grace a
P’égalité (20). Il est clair que les relations (18) ou (20) sont satisfaites
par les tangentes communes aux cercles (O), (O'), de sorte que les
coniques () appartiennent au faisceau tangentiel (O), (O).

On remarquera un grand nombre de propositions élémentaires
retrouvées, en passant, par notre étude. Par exemple, /a conigue (7)
peut dégénérer en deux points, les centres de similitude de (O), (O'), par
exemple, le cercle (Q) correspondant devenant I'axe radical, complété
parla droite de U'infini; les cercles (I'), (I') ont alors leur centre en l'un

 des centres de similitude de (O), (O").

- Dans le cas ot chaque cercle (O), (O') est extérieur a l'autre, on
peut concevoir la conique () dégénérée en deux ombilics situés sur
la perpendiculaire a la ligne des centres menée par un point de
Poncelet, mais alors, si une corde issue d’un tel ombilic coupe effecti-
vement I’'un des cercles, elle ne coupe pas 'autre.

Un cas particulier des propositions trouvées est le suivant : les
pieds des perpendiculaires abaissées sur les tangentes communes a
partir d'un point pris (au hasard) sur la ligne des centres sont
évidemment, par raison de symélirie, sur un méme cercle : ce cercle
appartient au faisceau ponctuel des déux cercles donnés.
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4. Il est intéressant de montrer comment, dans le cas de deux
coniqués quelconques, un calcul simple permet de retrouver tous les
résultats. En fait, ramener la question a I'étude de deux’ cercles
revient a mdlquer une forme réduite, profitant de ce que la transfor-
mation generale, homographlque ou dualistique, n’altére pas Pénoncé
des proposmons cela revient, par homographie, & avoir change la
position des coniques par rapport au triangle de référence; on arrive
évidemment au méme résultat en changeant la position- du triangle
de référence, par exemple, en rapportant les deux coniques a leur
triangle conjugué commun. Nous prendrons donc les équations
réduites S )

(O) &%+ Yy + 52 =o, (0] Vf—l-‘y

Le triangle conjugué est réel quand les quatre points d’intersection
sont ou tous réels ou tous imaginaires (deux a deux conjugués); le
triangle conjugué n’a qu’un cété réel, si deux points communs sont
réels et les deux auires imaginaires conjugués; dans ce cas y et z, par
exemple, ainsi que b et ¢, sont imaginaires conjuguées et les notations
adoptées n’ont pour but que de donner des calculs parfaitement
symétriques. :

Considérons une droite (D) d’equatlon ux - ¢y -+ ws =o0; les
équations

(w4 v+ W) (22 + Y2+ 3°) — (ux + vy + wz)2=o0,. -

(au? + by +cvv)<—- —|—‘%+ )—(ux+vy+évz)2:o

(21)

réprésentant manifestement Pensemble des tangentes & (O) ou (0')
aux points ol (D) les rencontre (c’est, sil’on veut, une belle occasion
d apphquer I'identité de Lagrange). Supposons que (D) enveloppe
la conique

(v) au’ +bv-+cw2—h(u-+v ~+w?)=o,

qui appartient au faisceau tangentiel (O), (O'). La soustraction des
équauons (21) donne, tenu compte de I’équation (y), I'équation

9

2 "2
(22) (u*—+ v2+vv2)[x2+y2—|—'z2—h(%+‘%-I—%)]:_o
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vérifiée par les points d’intersection du premier couple de tangentes

(21) avec le second couple : si u® + ¢*+ w* est nul, la droite (u, ¢, %)

est: parue ‘commune des deux faisceaux; ce cas écarté, on voit que la

conique (Q) du-faisceau ponctuel (O), (O)

() ' +y_+z—2—3(w‘*+y2+z2)=o

. « b ¢ h

est le lieu des points ot les tangentes a (O) et (O') aux points de
- rencontre avec (D) se coupent mutuellement. On a ainsi mis en évi-

dence une correspondance homographique entre une conique du faisceau

tangentiel (O), (O') et une conique du faisceau ponctuel (O), (O').

Supposons maintenant que M étant pris sur la conique

z:+ yi+-sf=o,

. nous construisions sa polaire par rapport a la conique (I') du faisceau

ponctuel (O), (0")
X Y 2 o o
() E+T+?—h(x Y2+ 7Z2)=o0

et que nous formions le faisceau des droites joignant M aux points ou
la polaire en jeu coupe (O’) : ce faisceau a une équation de la forme

2 2 2 Y z
a b c b c

—h(Xw+Yy+ zZ)] [uX + oY+ wZ]=

ou u, v, s sont & déterminer, de sorte que le point («, y, z) soit point
double de la conique (23); posons
(24) P=ux—+ vy + wa.

Nous obtenons les trois conditions & vérifier par («, y, z) en tenant
compte de z°+ y*+ 5 =o,

?ﬁ+x<l—h>P+u<f+y2+i>=0,
a 2 a b c
: 2y (1 AR A g
(25) b +y<b h)P+v<a+ Z —|—c)_o,
z : 2 /2 z2
2—+z<l >P+w<ai+)—+—>:o,
c c y b c

ux + vy+wz—P=o.
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Nous considérons P comme une nouvelle inconnue, de fagon 4 avoir
quatre équations en u, ¢, w, P. Les trois premiéres équations
donnent u, ¢, w en fonction de P : portant dans la dermére, on trouve
sans difficulté P = — 1, puis

——w(&—i—h) —y<%+h ~—z<£_+h
(26) u=—F——7—%5 = — 5 5 w > — -
N NS @ @y
a b c « b c a b c

Le faisceau annoncé a I’équation trés simple

VAR 0. SEND Z_)_( JY EZAN
an (S+5+2)(T+r+T)-(Z+5+2

+ h*(zX + yY
qui confirme nos résultats géométriques, car la conique

D CH G/
————|——b——i—?+h(X2—|—'Y2+Zz):0 '

()
aurait conduit au méme faisceau : si M’ est un pomt ot la polaire (M, I')
coupe ('), le nouveau point M, ot la droite MM’ coupe (O') appar-
tient 4 la polaire (M, I"); le changement de signe de 4 correspond a
ce fait, découvert géométriquement, que, si (O), (O’) sont des cercles,
les centres des cercles (I'), (I") sont conjugués par rapport a O et O'.

Il s’agit maintenant de prouver que chacune des deux droites (27)
est tangente & une conique (y) du faisceau tangentiel (O), (O'), |

Xz Y2 VA

2 2 ol 2 2 2y — ; —
(v) aw?+b0*+cw? —k(W+9v?+w?)=—o ou iy Sl ey e 7 =0

- Exprimons donc que le faisceau (27) coincide avec le nouveau
faisceau~

x ) y? =2 X2 Y? VAR
(28) (u——/c+b—k+c—k>(a—k+b—k+c—k>

_< Xz Yy 7z >2

—+

a—k+b.—k c—k) =

Comme les deux faisceaux ont le méme sommet, i suffit de deux
.conditions pour assurer leur coincidence; nous les obtenons en
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. écrivant la proportionnalité des termes en YZ, ZX, XY, ce qui
donne
o X e L e L
h be h ca __ h ab
(29) «—k T b—k T c—k

et, finalement, 'unique relation & = abch? (on vérifie sans peine que
" les faisceaux en jeu coincident effectivement moyennant cette unique
relation). L’équation définitive de (7y) est

() L aut+ by cwz—ab’ch?(u?—l— v+ w?) —=o.

Inversement, si y est donnée a priors, la relation k= abch® donne
pour (T') et (I') 'une ou I’autre des équations

(T) et (I) Z(‘—2+§+ __\/—(X"+Y°+Z2)=o,

et toutes nos prévisions sont vérifides.

—_——— e
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