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Contribution a ['étude des groupes ordonnés ;

"Par Pauvr JAFFARD.

INTRODUCTION.

La notion de groupe ordonné résulte de la considération simultanée
de deux notions algébriques importantes, celle de groupe et celle
d’ensemble ordonné. Outre son intérét propre, elle est le principal
outil dans la théorie de la divisibilité dans les corps et la théorie des
corps valués. Elle semble jouer un réle de plus en plus important en
analyse fonctionnelle (travaux de L. Kanthorovitch et F. Riesz).

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier la structure des
groupes abéliens ordonnés et plus particuliérement des groupes
réticulés qui se trouvent étre les plus maniables.

Les groupes totalement ordonnés et les produits directs de tels
groupes étant ceux qui se présentent le plus naturellement, étudier la
structure d’'un groupe ordonné revient le plus souvent & étudier de
quelle maniére on peut le plonger dans un tel produit direct. Dans un
trés beau travail, P. Lorenzen avait démontré que tout groupe réticulé
peut étre considéré comme un sous-groupe propre d’un produit de
groupes totalement ordonnés. (Rappelons que si G est un groupe
réticulé, le sous-groupe H de G sera dit propre si x, y€H entraine
inf(z, y)€H). Il en résultait que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’un groupe ordonné puisse étre plongé dans un produit direct
de groupes totalement ordonnés est qu’il soit semi-clos (c’est-a-dire
que nz>>o0 entraine >0 si n est un entier strictement positif
ordinaire). ‘

Pour obtenir ces résultats, Lorenzen s’était servi d'une généralisa-
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tion de la notion de systéme de r-idéaux qui était due a Prafer et
s’était inspiré de la caractérisation des anneaux entiérement clos due
a W. Krull. '

J. Dieudonné donna peu aprés une méthode directe pour obtenir le
résultat de Lorenzen sur les groupes semi-clos basé sur la considération
des affinements des structures d’ordre d’un groupe. Cette méthode,
moins fine que celle de Lorenzen dans le cas d’un groupe réticulé, est
importante par sa grande généralité, puisqu’elle s’applique par
exemple mot & mot aux ensembles ordonnés quelconques et permet de
voir que tout ensemble ordonné peut étre considéré comme un sous-
ensemble d’un produit d’ensembles totalement ordonnés.

Vers la méme date (1942), G. Birkhoff donnait une condition
suffisante pour qu’un groupe réticulé soit somme directe d’un nombre
fini de groupes totalement ordonnés en considérant le réseau des sous-
groupes isolés du groupe réticulé (G étant un groupe ordonné, le
sous-groupe H de G est dit isolé si h, We€H et hZLx LN
entraine z € H. ‘ '

Le chapitre I contient les généralités sur les groupes ordonnés; le
paragraphe 1 rappelle briévement les formules fondamentales dont
certaines sont déja connues de Dedekind.

Toutes les fois que l'on considére la réalisation d'un groupe

ordonné G comme sous-groupe d’un produit [I G. de groupes

tel
ordonnés totalement ou partiellement, on est amené & considérer

’homomorphisme croissant ¢,= pr,¢ de G dans G,. Réciproquement,
la donnée d’un nombre suffisant d’homomorphismes croissant ¢, de
G dans des groupes ordonnés G,(: € I) permet de considérer G comme

un sous-groupe de H G.. D’olt 'importance de ces homomorphismes
U=

~ pour ’étude de la structure d’un groupe ordonné et la nécessité de les
étudier dans toute leur généralité

Dans le cas particulier ol le groupe G esl réticulé, on peut obtenir
des homomorphismes propres de G sur des groupes totalement
ordonnés par la considération des t-idéaux de G (un homomor-
phisme ¢ du groupe réticulé G dans le groupe réticulé H est dit propre
si c’est en méme temps un homomorphisme de sa structure de réseau,
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c’est-a-dire si ¢[inf(x, )] =inf [¢(2), ¢(y)]). C’estl'idée centrale de
Lorenzen qui lui permet d’obtenir son important théoréme de struc-
ture. Nous montrons de plus que c’est la seule méthode possible
pour obtenir de tels homomorphismes. Tout ceci fait 1'objet du
paragraphe 2.
~ Une classe importante des homomorphismes croissants est celle qui
résulte de I’application identique du groupe sur lui-méme muni d'une
structure d’ordre plus fine. C'est cette considération qui est a la base
de la méthode de Dieudonné. L’étude, aussi générale que possible,
des affinements de la structure d’ordre d’un groupe est faite au
paragraphe 3. . ‘

Dans le chapitre II, nous étudions lastructure des groupes réticulés
a partir de certaines classes d’équivalence que nous introduisons dans
les éléments positifs de ces groupes. Ces classes, que nous appelons
filets, forment elles-mémes un réseau. La structure de ce réseau est
lite profondément a celle du groupe réticulé et sa considération est
avantageuse pour l'étude de ce groupe du point de vue envisagé plus
haut. Ce réseau est moins fin que celui des sous-groupes isolés
considéré par Birkhoff, plus fin que celui des bandes considéré par
Riesz. C’est ainsi que chez Birkhoff les groupes totalement ordonnés
sont caractérisés par le fait que le réseau de leurs sous-groupes isolés
est totalement ordonné. Ils sont caractérisés ici par le simple fait que -
le réseau de leurs filets se réduit au plus & un seul élément différent
de o (filet comprenant 1’élément neutre du groupe).

L’ensemble des filets est, en toute généralité, définissable pour un
groupe ordonné quelconque. Toutefois, 'ensemble de ces filets n’est
maniable que si ’on peut énoncer la proposition 3 et le théoréme 1 du
paragraphe 4. Ces propositions étant difficilement vérifiables dans
des cas particuliers, il nous a semblé préférable de n’introduire les
filets que dans certains groupes jouissant d’une propriété caractéris-
tique aisément vérifiable (groupes réguliers) et dans lesquels elles sont
valables. De fait, les applications intéressantes ne se présentent guére
que dans le cas d'un groupe réticulé. Par souci de généralité et pour
bien montrer que dans toute une partie de cette étude il n’est pas
nécessaire de supposer le groupe réticulé, nous avons développé au
paragraphe 1 I’étude des filets d'un groupe régulier.
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Dans le cas ot le groupe est réticulé, la considération du réseau des
filets permet de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour
que le groupe soit somme directe de groupes totalement ordonnés.
Cette étude est faite au paragraphe 2.

Dans un groupe réticulé, la considération des filets permet d’obtenir
de nouveaux homomorphismes croissants de ce groupe sur des groupes
totalement ordonnés et de donner des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’'un groupe réticulé admette une réalisation irréduc-

tible, c’est-a-dire une réalisation comme sous-groupe propre de[[ G,
tel

les G, étant totalement ordonnés et aucun groupe G, ne pouvant étre

« enlevé » de cette réalisation. Dans le cas général, apparaissent deux

sous-groupes caractéristiques M et N. Ceci fait I'objet du para-

graphe 3. ,

Dans le paragraphe 4, nous nous préoccupons de problémes .
d’« Archimédianité ». Nous distingnons deux notions différentes,
celle de groupe para-archimédien (appelés archimédiens par Clifford
et Birkhoff) et celle de groupe archimédien. Nous montrons qu’aucune
de ces notions n'implique ’autre dans le cas général.

La caractérisation intrinséque des groupes ordonnés réalisables
comme groupes de fonctions a valeur dans R (groupe additif des
nombres réels) fut un probléme posé par Krull dans les cas des
groupes de divisibilité et posé dans toute sa généralité par Clifford.
Nakayama démontra la fausseté de la conjecture de Krull-Clifford :
Il existe des groupes réticulés para-archimédiens, non représentables
comme fonctions & valeurs dans R. Nous démontrons dans deux cas
particuliers la conjecture de Krull-Clifford (th. 6 et 7).

Tous ces théorémes de structures du chapitre II donnent évidem-
ment des théorémes correspondants sur la divisibilité dans les corps.
Nous laissons au lecteur le soin de faire cette traduction. Toutefois,
nous avons voulu au chapitre III étudier certains aspects des corps
qui admettent comme groupe de divisibilité un groupe réticulé. Nous
dirons qu’un tel corps est demi-valué par le groupe réticulé corres-
pondant. Nous montrons au paragraphe 1 que tout groupe réticulé
(abélien) est tel qu’il existe un corps demi-valué par cé groupe,
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généralisant ainsi un théoréme et une méthode dus a Krull dans le cas
ot le groupe est totalement ordonné.

Tout corps demi-valué admet une topologie natarelle compatible
avec sa structure d’anneau, mais non en général avec sa structure de

) . . I _, . . ;
corps (c est-a-dire que la fonction - n’y est pas en général contmue) .

Nous démontrons au paragraphe 3 qu'il en est toutefois ainsi dans le
cas ou le groupe de divisibilité admet un filet maximal et, nous basant
sur le théoréme d’existence indiqué plus haut, nous montrons que
réciproquement si le groupe réticulé G n admet pas de filet maximal,
il est possible de trouver un corps demi-valué par G tel que la

. 1 . .
fonction — Il,y solt pas continue.
VA .

Dans le paragraphe 2, nous déterminons toutes les demi-valuations
d’une extension transcendante simple d’un corps algébriquement clos
s’annulant sur le corps de base.

Je tiens & exprimer ici toute la reconnaissance que je dois a
M. Dubreuil, dontles conseils m’ont été trés précieux pour la rédaction
de ce travail. Je remercie également M. Dieudonné qui a bien voulu
s'intéresser & ces recherches et m’aider de son expérience, M. le Doyen
‘Chatelet et M. H. Cartan qui se sont joints & M. Dubreuil pour
constituer la commission d’examen devant laquelle fut soutenue cette
thése, M. Villat qui, aprés M. E. Cartan, a présenté & I’Académie
des Sciences des Notes résumant les principaux résultats obtenus, et
N. Bourbaki qui m’a confié une des rédactions de son Ouvrage sur la
Divisibilité, écrit dont je me suis largement i 1nsp1re pour I'ordre des
résultats énoncés au chapitre I (§1) et auquel je renvoie le lecteur
pour les démonstrations correspondantes.

CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES GROUPES ORDONNES.,

1. PreLminaires. — Dans toute cette étude n’interviendront que
des groupes abéliens. Le mot « groupe » signifiera donc « groupe
commutatif ». Tous les groupes seront écrits sous la forme additive et,
pour ne pas compliquer les notations, 1’élément unité de chaque
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groupe sera toujours désigné par zéro sans qu’aucune confusion ne
soit possible. Les structures d’ordre intervenant seront le plus
souvent des structures d’ordre partielles : par « groupe ordonné »
on devra donc entendre « groupe partiellement ordonné ».

Sauf mention expresse du contraire, nous entendrons par « structure
d’ordre sur G » une « structure d’ordre sur G compatible avec sa
structure de groupe ». '

1. Etant donné un groupe (abélien) G, on dira qu'une structure
d’ordre (partielle) définie sur G est compatible avec sa structure de

groupe si
(1) a, beG et a<Zb — a+xZb-+x pourtoutzeG,

I'égalité (1) est d’ailleurs équivalente & |
(2) a, b, d,beG et azh, d=0 > a-+a=b-+b'.

Un groupe muni d’une telle structure sera dit groupe ordonné.

2. On sait que la structure d’ordre d’un groupe ordonné est
complétement caractérisée par la donnée de ses éléments positifs.
De plus : ‘

Treorime 1. — Etant donné un groupe G et-un sous-ensemble P de G,
il existera une structure d'ordre sur G compatible avec sa structure de
groupe et telle que P soit lensemble de ses éléments positifs si et si seule-
ment : - L

1° P+PcP;
2 Pa(—P)={o{(").

On notera en général G, 1’ensemble des éléments positifs de G.
Etant donné un groupe G; si’on se donne un sous-ensemble P qui
contienne zéro et vérifie la premiére condition du théoréme 1, on voit

que la relation _
: R(z,y)=y — zeP

() Rirnkors [2], chap. XIV, th. 1,
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transforme G en un ensemble préordonné tel que
R(a, b) >R(a+ =z, b+ x) pour tout z€G.
- Les classes d’équivalencé de G suivant la relation

z=y = Rz y)etR{y, z)

s'identifient aux classes de G suivant le sous-groupe H=P n(—P).
La relation de préordre R(z, y) donne sur G/H par passage au
quotient une relation d’ordre compatible avec la structure de groupe
de G/H. Le groupe ordonné G/H sera dit groupe ordonné associé au
groupe préordonné G.

Si le groupe G estsomme directe (resp. produit direct) des groupes
ordonnés G,(1€l), il est facile de voir que le sous-ensemble P des
éléments de G défini par

zeP=priz)>o0 (cel)

vérifie les conditions du théoréme 1. Le groupe G muni de la structure
d’ordre correspondante est dit somme directe ordonnée (resp. produit
direct ordonné) des groupes G,(1€I). On dira souvent que le groupe
(ordonné) G est somme directe (resp. produit direct) des groupes
- ordonnés G,(t€l).On voit que si G, est considéré comme sous-
groupe de G, la structure d’ordre de G induit sur G, sa structure
d’ordre initiale (). '

3. Un ensemble ordonné E sera dit filtrant a droite (resp. a gauche)
si, quels que soient a, b€E, il existe c€E tel que a, b Zc (resp.
a, b>c). Un groupe ordonné filtrant & droite sera filtrant a gauche
" et réciproquement. Un tel groupe G sera simplement dit filtrant. On
sait que : '

Tatorkme 2. — Pour que le groupe ordonné G soit fitrant, il faut et
il suffit qu'il soit engendré parlensemble G.. de ses éléments positifs ().

(%) On rappelle qu’étant donné un groupe ordonné G et un sous-groupe H de G,
la structure d’ordre induite par G sur H est compatible avec la structure de
groupe de H. .

(*) Curerorp [1].
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Si les deux éléments a et b de G admettent une borne supérieure (*)
(resp. inférieure), on notera celle-ci sup(a, &) [resp. inf(a, b)].

Si, pour tout couple a, b€ G, sup(a, &) existe, on voit qu'il en sera
de méme de inf(a, b) et réciproquement. En ce cas, G sera dit réticulé.

Toute somme directe G-—-.Z G, <resp. tout produit direct
tel
G:I] GL) de groupes réticulés est encore un groupe réticulé et

, tel
Pon a

pri|sup(a, b)) = sup[pr.(a), pr.(b)] ; el),
pr.[inf (a, b)) =inf [pr,(a), pr.(d)]
TaeorEME 3. — Le groupe filtrant G est réticulé si et si seulement il
vérifie ' une des deux conditions (équivalentes) suivantes :

a. pourtout a, b€ G, : sup(a, b) existe;
b. pourtout a, b€ G.. : inf(a, b) existe (*).

On vérifie sans difficulté les :

~TnkorEME 4. — Si dans un groupe ordonné G les deux parties A et B
ont des bornes supérieures sup(A) et sup(B), A -+ B a aussi une borne
supérieure et ,

(2) sup (A + B) =sup(A) +sup(B).

TuetoriMe 5. — Dans un groupe ordonné G, on a les égalités sui-
vantes dans la mesure ou elles ont un sens :

(3) sup[(a+ @), (b+ @)] =sup(a, b) +,

(4) inf [(@ + &), (b + z)] =inf (a, b) + =,

(5) inf(a, b) = — [sup(— a, b)),

(6) - sup(a, b) + inf(a, b)) =a—+ b (relation de Dedekind).

De plus, pour les trots premiéres égalités, si le premier membre a un
sens, il en estde méme du deuxiéme et réciproquement. Pour la quatriéme,
stsup(a, b) a un sens, il en est de méme de inf(a, b) et réciproqguement.

(*) Clest-a-dire s'il existe un élément ¢ de G tel que
exa,b et - xXxa, b>z>c.
(*) Boursakr [1].
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4. Deux éléments (positifs) a et b du groupe ordonné G seront dits
‘étrangers (°) si inf(a, b) éxiste et est égal a o.
Si GDa et siinf(a, o) existe, on posera
a+t=sup(a, o), a—=—inf(a, o) (7).
La formule (6) montre alors que

a—a"—a .

On déduit sans peine des définitions de a* et @~ les :

Tutortme 6. — St dans un groupe ordonné G, a* et a~ existent et si
a=x—yavecx,y>>0, 0naxr>a‘;y >a .

TatoriMe 7. — Si dans un groupe ordonné G, a est tel que a* et a~
existent, on a ,
(7) ‘ inf(a+*, a~) =o.

TueorkMe 8. — S dans un groupe ordonné trois éléments positifs a,

b, c sont tels que c soit étranger a a et b, c est également étranger é a—+ b.
En effet, soit zZa+ b, c. Comme a>>0; xZa—+b, a-+c, donc
x—ab, c et inf(b,c)=0—>x—aLo. Mais alors zZa, c et
inf(a, ¢)=o0 > xLo. Donc inf(a+ b, ¢) =o.
Tatorime 9 (lemme d'Euclide). — Si dans un groupe ordonné trois

éléments posztz 'fs a, b, c sont tels ‘que ¢ et a soient étrangers el ¢ = a + b,
on a aussi c £ b.

Tukorkme 10. — Si dans un groupe ordonné G, x=a—b et
inf(a, b)=o0,0n a
' a =sup(z, o) =z, b—=—inf(z,0)=a".
En vertu de la formule (6), il suffit de montrer que a = sup(«, o).

Ora=z—+b>x,0.Deplus,siu>x,0;u>>a—>b, doncu+b>a
etinf(b, @) = o implique d’apres lelemme d Euclide que > a. Donc

=sup(w, o).

(®) De tels éléments sont appelés disjoints par Birkhoff.
(") Birkhoff pose a~—=inf(a, o). Nous préférons toutefois 1'autre définition,
car nous aurons surtout a considérer des éléments positifs.
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A partir des théorémes 8 et 10 on montre les :

Trtorime 11. — Si dans un groupe ordonné sup(a,b) [resp. inf(a, b)]
existe, il en est de méme de sup(na, nb) [resp. inf(na, nb)j et lon a :
(8) sup (ra, nb) = nsup(a, b),

(9) inf(na, nb) = ninf(a, &),
n étant un entier positif ou nul.
TutoriMe 12— La condition nécessaire et suffisarite pour que le

groupe ordo'i/z’fivé G soit réticulé est que tout élément de G soit la différence
de deux éléments positifs étrangers.

5. Un groupe ordonné G est dit semi-clos (*), n étant un entier
~ strictement positif, si pour tout z€ G, nx> 0 > x> o.

Trtorkme 13. — Tout groupe semi-clos est sans torsion.
TutoriMe 14. — Tout groupe réticulé est semi-clos.
CoroLLaRE 1. — Tout groupe réticulé est sans torsion (*).

- 6. Pour terminer ce paragraphe, montrons le

TutoriME 15.— Etant donné la suite finie d’éléments positifs (a.,..., an)
d'un groupe réticulé G, la condition nécessaire et suffisante pour que
inf(ay, ..., an)==o0 est que, pour tout x strictement positif, on puisse
trouver un indice i(1 i < m) et un élément x' de G tel que

o< Lz et inf(a;, ') =o.
Nécessité. — Suppesons inf(a,, ..., a,)=o0. Soit z > o. Posons
o et zy=inf(z, a, ..., a;).

Ona

$1éxgé- . .éxm: 0.

Soit ¢ le premier indice tel que ;soit nul. Onadonc z;_, > o0, z;=o.
Or z;=1inf(x;_,, a;), xi_, <« et 'on peut prendre ' =z;_,.

(%) Lorenzen [1] appelle de tels groupes s-clos.
(*) G. Birkuo¥r [2], chap. XIV, th, 7.
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- Suffisance. — Supposons la condition vérifiée. Sil’on avait
' _ inf(ay, .... an)=a>o,
quel que soit o’ tel que o < a'Za, on aurait a' L a;(1LiZm), ce
qui est en contradiction avec I’hypothése.

2. HomomorprisMEs cro1ssants. — Etant donnés deux groupes ordon-
nés G et G', un homomorphisme ¢ de G dans ' est un homomorphisme
"croissant (*°) sia, b€ G et a-Zb entraine p(a) < o(b) dans G'. Ceci
revient & dire que si P (resp P’) est I'’ensemble des éléments positifs
de G (resp G’), on a q:(P)C P’. Dans le cas ot ¢ est un isomorpbisme
de G sur ¢(G)= G”, si ¢ et p~* sont croissants, ¢ estun isomorphisme
de la structure de groupe ordonné de G sur G'.

Soient O et ©' deux ordinations de G, le groupe G ordonné par @',
Papplication identique ¢ de G sur G' sera croissante si et si seulement
O’ est une ordination plus fine que O. G’ sera dit en ce cas un affine-
ment de G.L/ application @ sera aussi appelée affinement sans qu’au-

- cune confusion ne soit ici possible.

Etant donnés les groupes ordonnés G, G,, G, etles homomorphlsmes
croissants 9, et ¢, de G sur G, et G, je dirai queles homomorphismes
9. et @, sont G-isomorphes s'il existe un isomorphisme ¢ pour la
structure de groupe ordonné de G, sur G, tel que 9,=9, o

Il est facile de voir que @, et 0, sont G-isomorphes si et si seulement

(G ) =97 (Gan).
2. Nous allons maintenant étudier le probléme suivant :

Soit le groupe ordonné G, un groupe G’ et un homomorphisme ¢
de G dans G', trouver les ordinations de G' qui rendent ¢ croissant.

Posons G"=¢((G). Si l'on peut trouver sur G’ une ordination
répondant 4 la question, elle induit sur G” une ordination qui rendra
croissant ’homomorphisme ¢ de G sur G". Réciproquement, sil’on a
pu trouver sur G” une ordination @” qui rende ¢ croissant et si P” est
I’ensemble des éléments positifs de G” pour @, tout sous-ensemble P’
de G’ tel que

P'+PcP, Pn(—P)=fo} e Pn(G)=P"

(**) Un tel homomorphisme est appelé isozone par G. Birkhoff.
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définit sur G une ordination qui induira sur G” I'ordination @”. On
peut trouver de tels sous-ensembles P’ : il suffit de prendre P’'= P".
Le probléme est donc ramené au cas ot G'=G"= ¢(G).

Posons H=¢~*(0). :

Le probléme initial se trouve ramené au suivant :

Etant donné le groupe ordonné G et le sous-groupe H de G, peut-
on trouver sur G'= G/H une ordination telle que I’'homomorphisme
canonique ¢ de G sur G’ soit croissant ?

On voit d’abord que le probléme n’est pas possible en général.
En effet, si A€ H et si o Za ~_h, on aura par définition

o=9(h)>¢(x)>o0,

donc ¢(x) = o et z € H. Pour que le probléme soit possiblc, il faudra
que H soit tel que ,
‘ ' heH et oZx~h — xeH.

Cette condition est équivalente & la suivante :
hh=Zx-h, et hy, el - x e H.

Un tel sous-groupe de G sera dit zsolé (**).

Supposons donc que H soit isolé. Si le probléme est possible, on
aura par définition
(1) o ¢(P)cP/

P’ étant I'ensemble des éléments positifs de G'.

On voit que P, = o(P) permet de définir sur G’ une ordination qui
est solution du probléme. ‘

La formule (1) montre que l'ensemble des solutions du probléme
sont les ordinations de G’ plus fines que la précédente. Cette derniére
sera dite canonique et, quand on parlera sans plus du groupe ordonné
G/H, il faudra entendre qu'il est ordonné par sa structure canonique.

(1*) Birkhoff I'appelle « idéal » de G. Nous avons préféré garder a ce dernier
terme sa signification habituelle (Priifer, Krull, Lorenzen) et employer ici la
qualification employée par Krull a propos des groupes totalement ordonnés
(Kruwy [1]).

Un tel sous-groupe pourrait encore étre appelé convexe en donnant a ce mot
le sens donné par G. Birkhoff [2], chap. II, §5). ‘



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES GROUPES ORDONNES 21H

On vérifie aisément la :
Prorosirion 1. — G/H étant ordonné canoniquement

P(2)>09(y) = JheA, avec z+hXy.

Remarque. — Etant donné un ensemble E muni d’une structure
d’ordre, nous pourrons dire qu'une relation d’équivalence z=y
définie sur E est compatible avec sa structure d’ordre si, sur I'’ensemble
quotient E’ la relation

'(2) R(i;) = Imeax, 3’,63/ tels que 2z, =y,

est une relation d’ordre. R sera dite relation d’ordre quotient de la
relation d’ordre initiale par la relation d’équivalence. On voit facile-
ment que pour que la relation d’équivalence

z=y <= «x—yeH

(H étant un sous-groupe de (), soit compatible avec la relation
d’ordre, il faut et il suffit que H soit isolé. La relation d’ordre cano-
nique sur G/H est alors identique & la relation d’ordre quotient de la
relation d’ordre initiale par H.

TutoriMe 1. — Etant donné un groupe G, le sous-groupe H de G et
I’ homomorphisme canonique ¢ de G sur G' = G[H, il est possible de trouver
sur G’ une ordination telle que ¢ soit un homomorphisme croissant si et
si seulement H est un sous-groupe isolé de G. S'il en est ainst, les ordina-
tions répondant-a la question sont les ordinations de G’ plus fines que
lordination quotient de G par H.

3. G étant un groupe ordonné et H un sous-groupe isolé de G,
étudions quelques propriétés du groupe ordonné G/H=G'. On
remarque d’abord que si G est filtrant, il en est de méme de G'.

Si G et G’ sont réticulés, nous dirons que 'homomorphisme ¢ est

) un tomomor, isme ropre Si
unh )

(3) . c?[lnf(x’ J")]:inf["?(x:)r q’(.)/)]
La formule [§ 1, (5)] montre qu’elle est équivalente &

(4) ¢[sup(z, y)]=sup[e(=), 9()]-
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Si ¢ est un homomorphisme propre, x, y € H implique
o[inf(z, y)]=inf[@(x), ¢(¥)}=o, donc inf(z, y)€H.

Etant donné un groupe réticulé G, un sous-groupe de G sera dit sous-
groupe propre de G si .
2z, yeH —inf(2z, y)eH.

On a alors (') le:

Triorime 2. — Etant donné le groupe réticulé G, le sous-groupe
isolé H de G et L homomorphisme croissant ¢ de G sur G'= G[H, G’ sera
réticulé et ¢ un homomorphisme propre si et si seulement H est un sous-
groupe propre de G.

- Remarque. — Dans un groupe réticulé G, tout sous-groupe isolé
filtrant H est propre.

Exemple. — Soit G:H un produit direct ordonné de groupes
tel
réticulés. Le sous-groupe H :2 G, est un sous-groupe isolé propre
€1

de G. Par suite, G'= G/H peut étre considéré comme un groupe
réticulé et la représentation canonique de G sur G’ est propre.

Siae G, la classe de a dans G’ sera supérieure ou égale & zéro si
et si seulement a n’a qu’'un nombre fini de composantes négatives.

" 4. Soit G un groupe ordonné et H un sous-groupe (quelconque)
de G. Soit G'= G/H et ¢ ’homomorphisme canonique de Gsur G'. Si P
est I'ensemble des éléments positifs de G, posons encore P'= ¢(P).
- On voit que I'on a toujours P’ + P'C P/, mais que si Hn’est pas isolé,
P'n(— P")=K"'esten général différent de { o}. Mais onsait (§1, n°2)
- que G'/K’'= G" peut étre considéré comme un groupe ordonné. On
désignera par ¢ I'homomorphisme canonique de G’ sur G”.

Montrons que K = ¢~*(K’) est un sous-groupe isolé de G :
Soit z€ G tel que o~z ~a et aeK. Il existe he H et beP tels
que a=h—b. Donc x Zh — b s’écrit :
x—hZL—bo et o(z)=9(x—h)e—P.

(**) Voir G. Birknorr ([2], p. 222). Les sous—groupes propres sont appelés
l-idéaux par G. Birkhoff. : '
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Donc
e(z)eP' n(—P') et zeK.

K est donc bien un sous-groupe isolé. Montrons que c’est le sous-
groupe isolé minimal qui contient H.

Soit K, un sous-groupe isolé de G tel que K, DH. Montrons que
K,>K:

Soit ze K. Il existe A, h,eH avec x — A, >0 et — h,~—0 ou
hy~x_h,. Or h,, h,eHCK, et K isolé impliquent que z€K,.
Donc K, DK.

K sera dit Zsolement de H et sera désigné par H. L'isolement définit
une opération de fermeture dans 'ensemble des sous-groupes de G,
. ¢’est-a-dire que si H est un sous-groupe de G, H=H. Puisque H=K
est isolé, il est naturel de considérer le groupe ordonné G} = G/K et
de le comparer au groupe ordonné G”. Soit fI’homomorphisme cano-
nique de G sur G). o est un homomorphisme de G sur G” dont le
noyau est 9~' (K') = K. Donc, au sens de la théorie des groupes, G/ est
isomorphe canoniquement a G”. Soit ¢ cet isomorphisme qui repré-
sente G sur G”; montrons que ¢ est un isomorphisme de groupes
ordonnés : . ,

Soit P’ I'ensemble des éléments positifs de G'. On a P\ = f(P),
donc

(P =v¢o /' f(P)=1Yo(P+K)=¢(P'+K)=P"
Et I’on peut énoncer le

TnioriME 3. — Soient le groupe ordonné G, le sous-groupe H de G
et " le groupe ordonné associé au groupe préordonné G|H. Les homo-

morphismes canoniques de G sur G/H et G" sont G-isomorphes.

5. Soit G un groupe ordonné et S un sous-ensemble additivement
clos de G tel que S3o0. Soit

(5) . GS=G,—8;
G? est I'ensemble des éléments de G qui peuvent se metire sous la
forme x = a — s avec a€ G et s€ S. G} définit sur G une structure
de groupe préordonné. Sil’on pose '
(6) Hs=GEn(—G3),

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 3, 1g53. 26



218 P. JAFFARD

on voit qu’a ce groupe préordonné correspond le groupe ordonné
Gs= G/H('*). Soit 93 'homomorphisme canonique de G sur Gs.

TaeorkME 4. — Si T est un groupe ordonné tel qu'il existe un homo-
morphisme croissant de G sur I, il existe un systéme additivement clos S
d'éléments de G contenant zéro et tel que ¢ soit G-isomorphe a ¢s.

Soit ¢ un homomorphisme croissant de G sur I'. Posons
S=1¢7*( —T.). On voit que ¢—*(T", ) = G3.

Prorosimion 2. — Hy est un sous-groupe isolé de G.

Comme Hj est isolé, les considérations du n° 2 nous ont montré que
G/H; pouvait étre considéré comme un groupe ordonné G et que Gy

était un affinement de G;. Soit g5 ’'homomorphisme canonique de G |
sur Gg.

TreoreME 5. — S¢S est contenu dans G, on a Gg = Gf.

Supposons SCG.. On a
ScHs et Gi=G,+Hs donc 9s(@) > 0= ¢s(z)> 0.

6. Etant donné un groupe ordonné G, on dit que ’on a défini sur G
un systéme de r-idéaux sil'on a défini une application ¢ - «, de 2(G)
(ensemble des parties de G') dans lui-méme qui vérifie les propriétés
suivantes :

(7) eCa,

(8) aCh, implique a.Cb,,
(9) si a€G, {al,—=a+ Gy,
(10) a—+ .= (a—+ a);

o, est dit le r~idéal engendré par «.
- On dira qu’un systéme de r-idéaux est de caractére fini si pour tout
ensemble ac G on a

(11) 0= Uur,

nca

ou u parcourt ’ensemble des sous-ensembles fin:s de .

(13) On va voir que Hg est un sous-groupe isolé de G. Il importe de ne pas
confondre Gs avec le groupe quotient G/Hgs ordonné canoniquement.
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Convenons de poser pour chaque élément a€ G,
(12) ‘ (a)=a~+ G,.
Nous allons définir trois importants systémes de r-idéaux :

On appelle s-idéal engendré par aC G et V'on désigne par g,
’ensemble

(13) ~ s,=\J (@)

aC€q

Le systéme des s-idéaux est évidemment de caractére fini.
On appelle ¢-idéal engendré par aC G et 'on désigne par qa,
I’ensemble '

(14) w=[) (@)

Le systéme des ¢-idéaux n’est pas en général de caractére fini, mais
sil'on pose

(13) ’ _ o= Un,,,

nca

ou n parcourt I’ensemble des sous-ensembles finis de a, on voit que

'on définit ainsi un systéme particulier de r-idéaux (dit systémes des t-
idéaux) qui est de type fini et tel que si a est fini a,=ua, (on a
toujours a,C 0, C ). ,

On dira qu’un r-idéal a, est entier si 0,C G... Comme G, = (0) est

~ toujours un r-idéal, on voit que a, est entier si et si seulement a C G..

Un r-idéal entier sera dit premier si a+ b€a,a,b>0 et
aga.—~>beEnq,.
Tatorime 6 (Krull-Lorenzen). — Etant donné un groupe ordonné G,

un systéme de r-idéaux de caractére fini sur G, un sous-ensemble
additivement clos S de G, et un r-idéal entier w tel que nNS =g, il

“existe un r-idéal premier p tel que aCpetpNS =d.

TutorimMe 7. — Si G est un groupe réticulé et si S est un sous-ensemble
additivement clos de G.., Hg est un sous-groupe propre de G et, par suite
G est réticulé et g est un homomorphisme propre de G sur Gg(**).

(1*) Voir P. Lorenzen [1].
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Nous rappelons qu’ici Gy = Gj (th. 5).
Prorosition 3. — Si'T est un groupe réticulé tel qu'il existe un homo-

morphisme propre ¢ de G sur T, il existe un systéme additivement clos S
d’éléments de G contenant zéro tel que ¢ soit G-isomorphe & ¢5 = ¢s.

Soit H=10¢""(0); on a vu (th. 2) que H est un sous-groupe isolé
propre de G. Posons S=HnN G, S est additivement clos, contient
zéro et G, > S. Il suffit de montrer que G5 = ¢=*(T',).

Soitxe G, x=a—s(a€eG,, s€S). Donc

p(@)=g(a) —p(s)=9(a)>0 et  =xeg™(Ly).
Réciproquement, soitz€o™*(I.). Alors
_ o(x)>o0 et inf[¢(x), o] = ¢ [inf(z, 0)] =o.
Donc inf(z, 0)eH et s=—inf(x, 0)e HN(G,)=S

Comme '’ =z —inf(z, 0)>. 0, on aw=a'—saveca’>o0,s5€ S.
Donc z€ Gf ¢! GS =o' (T,). '

3. Si p est un r-idéal entier premier différent de G et si Sestle
systéme additivement clos formé par les éléments de G, qui ne sont
pas compris dans p; on posera Gg= Gq,, Hs=H, et ¢s=0¢,, on a
alors le

TuioriME 8. — St p est un t—zdeal premier différent de G.. du groupe
réticulé G, G, est totalement ordonné (**).

Réciproquement on a la

Proposirion 4. — Si G est un groupe réticulé et si I est un groupe '

totalement ordonné tel qu’il existe un homomorphisme propre ¢ de G sur
T, d ewzste un t-idéal premier p de G tel que ¢ soit G-isomorphe & g,.

La proposmon 3 nous montre en effet que’'si S=HNG,, ¢ est
bien G-isomorphe a ¢5. Posons p = (C S) NnG,.
Six, y€p, on aura (), ¢(y)> o, I' étant totalement ordonné,

inf[o(2), 9(»)] =¢[inf(z, y)]>o0

(13) Voir P. Lorenzen [1].
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et, par suite, inf(z, y)&S. Or z, ¥ > o implique inf(x, y)> oet
inf(x, y)e CSn G.=y. Donc x, y €p entraine inf (x, y)€p.

p est un s-idéal, car siz€yp, p(x) >oetsia> o,
¢(z+a)=¢(z)+ ¢(a)>o.
Donc x+ a€S el x+ a> o entraine x +a€yp. p ést un s-idéal

premier car son complémentaire S dans G est additivement clos.
Montrons que p est un z-idéal :

= U n,, ol w parcourt I’ensemble des sous-ensembles finis de p.

ncp

Soitu={(a,, ..., a,). Alors, puisque G est réticulé,
n,:[inf(al, cens Q)]s
Or a,, ..., a,€p entraine inf(a,, ..., a,)Ep et comme p est un

s-idéal, n,Cp. Donc p,Cp et p est un z-idéal. D’out la proposition 3.

9. Proposition 5. — Si G est un groupe réticulé et N un ensemble de
t-idéaux premiers (entiers) de G différents de G tel que chaque élément
strictement positif de G soit contenu dans un idéal de N, il existe un
isomorphisme de groupe ordonné de G sur un sous-groupe propre de

F:];__[Gﬁ!-

pen
On considére I'’homomorphisme ¢ :H o, de G dans T'.

, peN . :
¢ est un homomorphisme propre, car chaque @, est propre; ¢(G)

est bien un sous-groupe propre de I'. Si &> o0, par hypothése il
existe p€N tel que x€p. Alors o,(z) >0 et o(x)>o0. Si 2o,
x>0, donc ¢(x)"=¢(x~) >o et ¢(x) 3 0. Il en résulte que ¢ est
bien un isomorphisme de groupe ordonné de G dans I

Si, en particulier, on prend pour N I’ensemble de tous les t-idéaux
premiers de G différents de (o), N vérifie bien les conditions de la
proposition 5, car si GDa > o, (a) est un t-idéal, or I’ensemble des
t-idéaux étant de type fini, il existe d’aprés le théoréme 6 un z-idéal
premier p qui a une intersection vide avec S = { 0} et qui contient ().
OrpeNetpda. On en conclut que:
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Treorime 9 (Lorenzen). — Tout groupe réticulé G est isomorphe
(pour sa structure de groupe ordonné) @ un sous-groupe piopre d’un
produit de groupes totalement ordonnes

3. AFFINEMENT DES STRUCTURES D'ORDRE. — Dans ce paragraphe nous
aurons a considérer différentes siructures d’ordre sur un certain
groupe (G, comme toujours supposées compatibles avec sa structure
de groupe. La leltre © suivie d’un accent ou d’un indice désignant
une certaine siructure d’ordre sur G, les lettres G et P suivies de ce
méme accenl ou de ce méme indice désigneront respeclivement le
groupe (r ainsi ordonné et I’ensemble des éléments positifs correspon-
dants de G. Réciproquement, la lettre P suivie d’un certain accent
ou indice désignera un sous-ensemble de G définissant une structure
d’ordre qui sera notée par la lettre © suivie du méme accent ou du
méme indice. '

1. Etant donné un groupe G, Q 'ensemble des relations d’ordre
sur G compatibles avec sa structure de groupe, O, ct @, €Q, a quelle
condition peut-on trouver € avec O,, O, Z 02 (0L se lisant :
O plus fine que ©.)

Le probléme rev1ent  trouver un sous-ensemble P de G tel que

1° ,_ , P,uP,cP;
20 P+ PcP;
30 Pn(—P)={ol.

La premiére et la troisiéme condition montrent que le probléme ne
sera possible que si
(1) Pin(—P,)={o}.

Supposons qu’il en soit ainsi et soit P'—=P,+P,. Si P est une
solution du probléme, 1° et 2° montrent que 'on a nécessairement
‘P’ P. On voit aisément que P’ répond & la question; on a donc le

Treorime | — Etant donné un groupe G et deux structures d’ordre O,
et O, sur G, il existe des structures d’ordre sur G plus fines que O, et O,
st et st seulement P, n(—P,)={o}.

Lorsqu’il en est ainst, il en existe une moins fine que toutes les autres.
L'ensemble de ses éléments positifs est P, ++ P,.

;
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2. Prorosition 1. — Etant donné un groupe G et un ensemble (a,),¢;
d’éléments de G différents de zéro, la condition nécessaire et suffisante
pour qu’tl existe des structures d’ordre sur G telles que tous les éléments
a,(+€l) y soient positifs est que toute relation de la forme

(2) ’ thcq: o,

tEN

o N est un sous-ensemble fini de 1 et m, un entier positif ou nul (1€ N)
entraine
(3) o " m,=o (teN). .

Lorsqu’il en est ainst, il en existe une moins fine que toutes les autres.
L'ensemble de ses éléments positifs sera [l’ensemble P' formé par les

7z Q . -
éléments de la forme }_‘mla; ou N est un sous-ensemble fini de 1 et m,
1€N :

un entier positif (1€ N).

Soit O une structure d’ordre répondant 4 la question P> P'.

Réciproquement, si P définit une structure d’ordre sur GetP > P/,
P donne une solution du probléme. Ceci posé, on vérifie immédiate-
ment la suffisance.

1

Nécessité. — Montrons d’abord que ceci est vrai si N se compose
~d’un seul élément : Soit O une ordination de G répondant & la question.
Si 'on a ma=o avec m entier >0, on a (m—1)a=—a. Mais

m—1>x o0 entraine (m—1)a€P, —ae—P, donc

—aePn(—P)—>a=o,

ce qui est contraire 4 I’hypothése.

Raisonnons par récurrence sur le nombre des éléments de N et
supposons que (2)— (3) toutes les fois que N a moins de n éléments
(n>1). Montrons alors que ceci est encore vrai si N a n éléments.

Soit ' '

myay ..., + Mp_yQp_y+ Mpan=—o0, ou ayy ..., 4€E(a)e1

et ou m,, ..., m, sont des entiers positifs ou nuls.
Alors mya,+...+m,_, a, ,—— m,a,.



224 . P. JAFFARD
Ormya,~+...+m, ya, ,€P et ma,€ —P, donc

mpa,€Pn(— P) et mya=+...+ My_1ay_1=0, Mptty= 0.
Les hypothéses de récurrence montrent alors que

mi—o (1ZLiZLn).
Du théoréme 1 et de la proposition 1 découle alors :

Tukorime 2. — Etant donné le groupe ordonné G muni de la structure
d’ordre O et un ensemble (a,), o, d'éléments de G, la condition nécessaire
et suffisante pour qu'tl existe des structures d’ordre sur G plus fines que O
et telles que tous les éléments a, y sovent positifs est que toute inégalité de
la forme
(4) . Zlntdtéox

teEN

ot N est un sous-ensemble fini de 1 et m, un entier positif ou nul entraine
(5) m,=o (teN).

Lorsqu’il en est ainst, il existe une structure d’ordre répondant a la
question moins fine que toutes les autres : ’ensemble de ses éléments
positifs est P+ P, P’ désignant I'ensemble constitué par les éléments’

- . g e
de la forme Zmlat ou N est un sous-ensemble fini de 1 et m, un entier
’ teN

positif (teN).

3. Etant donné un groupe ordonné G, cherchons si I'on peut
trouver une structure d’ordre totale @' 0.

Si ceci est possible, G muni de la structure d’ordre totale O’ est
réticulé, donc sans torsion (§ 1, corollaire 1 du th. 14). Montrons que
cette condition est suffisante. Supposons donc que G soit sans torsion.
Soit Q I'’ensemble des structures d’ordre plus fines que @. Q n’est
pas vide puisque O € Q. Soit (O,),¢, un sous-ensemble totalement
ordonné de Q et P,= U P.

el : ’ .
On voit que P, définit une structure d’ordre ©,€Q et que O, est la

limite supérieure de I'ensemble (0O,),c,. Donc Q est inductif. Le
théoréme de Zorn montre alors qu’il admet un élément maximal ©'.
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Je dis que @' est une ordination totale : Si ©' n’est pas une ordination

totale Jz € G avec xg P’ U(— P’). Deux cas sont alors possibles :

1° Pour tout entier m strictement positif, on a mzdg—P’. Le
théoréme 2 montre alors que I’on peut trouver une structure d’ordre
O telle que @' L0 et x€P”. Donc O' 0" et O"€Q, ce qui est
impossible puisque O’ est maximal dans Q.

2° J un entier m > o tel que mz € —P’. En ce cas, si n est un
entier positif ou nul, n(—x)&€— P’ entraine n=o, car sans cela
mn(—z)eP'N(—P')={o} mnx=o0 et, comme G est supposé
sans torsion,  =o0. Ce qui est impossible. Donc — x est dans le cas
1° et 'on a de nouveau une impossibilité. On voit donc que
P'U(— P") =G et, par suite,

TatoriMe 3. — Etant donné un groupe G muni de la structure
d'ordre O, pour qu'il existe sur G une structure d’ordre totale plus fine
que O, il faut et il suffit que G soit sans torsion.

CoRroLLAIRE. — Tout groupe sans torsion peut étre totalement ordonné (**).

Soit G un groupe sans torsion. Il suffit d’appliquer le théoréme 3
au cas ou l'ordination O est définie par P ={o}.

4. Nous allons donner maintenant quelques applications des
théorémes précédents. '
Soit G un groupe (abélien), K un corps (commutatif ou non).
L’algébre du groupe G relativement & K est identifiée a I’ensemble
des « polynomes formels » '
x4 Qs ot o;€G et g€k (1LiLn),

ou n est un entier positif variable.

TaeoriMe 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que
l’algébre du groupe G relativement au corps K soit un anneau d’inté-
gruté est que G soit sans torsion.

(1%) F. Levi [1].

v
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Nécessité. — Si G n’était pas sans torsion, il existerait a € & et un
entler n>>otel que a £ o0 et na=o. Soit alors

X=gh=1% 4 g =2% 4+ %41, Y—=a%*—1.

On a X, Y20 et XY3£2""—1=0; ceci est impossible, car
I’anneau de groupe ne serait pas un anneau d’intégrité.

Suffisance. — Si G est sans torsion, on peut 'ordonner totalement -
- et I'on raisonne comme dans le cas des polynomes ordinaires.

5. J. Dieudonné ('7) s’est servi de certaines des considérations
précédentes pour démontrer directement le theoreme suivant dii a
P. Lorenzen (**).

TreorEME 5. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un
groupe ordonné G soit réalisable comme sous-groupe d'un produit direct
de groupes totalement ordonnés est qu’il soit semi-clos.

La nécessité est évidente. Réciproquement soit G un groupe semi-
clos.et Q =(0,),¢,'ensemble des ordinations totales plus fines que O.

Posons 1":-_[[ G.. L’applicatioh* identique ¢, de G sur G, est un
[X=3 O
.homomorphisme croissant. Il en résulte que ¢ =H ¢, est un homo-

tE1
morphisme croissant. Son noyau est nul. Pour montrer que c’est un

isomorphisme de groupes ordonnés, il suffit de montrer que-
x &£ 0—>09(x)Lo. Orz>>oentraine p(x) > 0. Sizestincomparable
avec o, comme G est semi-clos, quel que soit 'entier »>>o0, on a
nx £ 0. Donc en vertu du théoréme 2, il existe une ordination O’
plus fine que O et telle que z€P’. Comme G’ est sans torsion, en
vertu du théoréme 3, il existe une ordination totale @ . ©@'. Donc
O"€(0,)er- Soit O"=0,. On a ¢,(x) >o0. De méme, Jg€l avec
eg(—x) >0 ou gg(x) < 0. Donc o(x) est incomparable avec o et
'on a bien dans tous les cas £ 0 - ¢() &£ o.

(") D;EUDONNE (1]
(18) Lorenzen [1].
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CHAPITRE II.

LA THEORIE DES FILETS ET SES APPLICATIONS.

1. LEs GROUPES REGULIERS ET LES FILETS. — 1. Etant donné un groupe
ordonné G, a et b contenus dans G seront dits faiblement étrangers si -
o0 Lx L a, b entraine & = 0. Deux éléments étrangers sont toujours
faiblement étrangers. Par contre, il existe des groupes tels que des
éléments faiblement étrangers ne soient pas toujours étrangers.

Ezemple. — Soit G,=1Z +Z ordonné lexicographiquement,
G, = Retl'=G,+ G, muni de l’ordination produit.

Si a €T, on pourra noter a(?) = pry(a)€ G, (i =1, 2).
Z+Z R
1,0

point
limite

wonkg

1 2

Soient les deux éléments f et g de I" définis de la fagon suivante :
f()=0,0), f(z)_::li
g(l):(o:l))- g(2):\/2-

Considérons le sous-groupe G de T' engendré par les éléments f -
et g, c’est-d-dire 1'ensemble des éléments de I’ qui peuvent se mettre
sous la forme
(1) h=3Af+ pg
ou A et . sont des entiers.

Ry= ),  h(2)=A+pya
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montrent que '
hA>~o=ix>o0 et 7\> ©y 2.

S et g sont faiblement étrangers (dans G), car A0 eth </, 8
impliquent A=o, donc Ah(2)= py2 et 0oZh(2)<f(2) montre
. queoép.\/_<1 doncp—oeth——o .
Ils ne sont pas etrangers car si h’_g f, on voit que

(D) =(—1,1), (2)=f—1 et MLf &

Or A'(2) > o montre que A’ £ o.

Il est facile de voir que si G est réticulé, deux éléments faiblement
étrangers sont toujours étrangers. Un groupe ordonné G tel que deux
éléments faiblement étrangers soient toujours étrangers est dit groupe

régulier. Tout groupe réticulé estrégulier, par contre nous rencontrerons
~des groupes réguliers qui ne sont pas réticulés (chap. II, § 2, n° 2).

Bemargue — Dans l’exemple précédent on voit que g < 2 /. Donc
g est faiblement étranger a fet pas a 2/: Un élément peut donc étre
faiblement étranger 4 deux autres sans 1’étre a leur somme.

Prorosition 1. — Tout groitpe ordonné G tel que EG,C Gc HG, .
el tel
ou les G,(v€l) sont des groupes réguliers est lui-méme un groupe

régulier. .

Soient a et b contenus dans G, et faiblement étrangers. Pour
tout €1, pr,(a) et pr,(b) sont faiblement étrangers dans 'Gr Siaetd
n’étaient pas étrangers, on pourrait trouver d € G avec d £ o, d<Za,b.

- Mais alors, par définition Ja &l avec proj,(d) £ o. Or

Proju(d) < pra(a), proju(5).

Mais proj.(a) et proj,(b) sont faiblement étrangers dans G et
comme ce dernier groupe est régulier, on a proj.(d)o, ce qui est
contraire 4 I’hypothése. v

2. Soit G un groupe ordonné; la relation suivante définie entre
¢léments de G, '

(2) : a="b = {inf(a,z) =o=xinf(d,x) =0}
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est une relation d’équivalence (ce qui justifie sa notation). Elle
définit des classes dans ’ensemble G qui sont appelées filets de G.

F désignera I'ensemble des filets de G. Si a€ G, a sera le filet qui
. contient a.
F est ordonné par la relation

(3) axb = |{inf(a,z)=o0-—>inf(b,z)=0}.
On a immédiatement la relation
(4) ' a, beG,. et a>xb —>  aXb,

%, muni de cette relation d’ordre, est filtrant a droite et & gauche.

A gauche, car il admet pour plus petit élément le filet 0 composé du
- seul élénient o; & droite en vertu de la

PropositioNn 2. — F est semi-réticulé supérieurement et l'on a

(5) : sup(z, —5\):a+ b,

Onaa—+b>a,b. Soitc>a, b
inf(z, ¢) =o—inf(z, a)=Iinf(z, b)=o,

~ doncinf(x, a+b)=o0 (chap. [, §1, th. 8) et Z‘éﬁ—kb.
‘ C. Q. F. D.

Deux filets a et b seront dits étrangers si inf(a, b) =o.

Nous allons désormars supposer dans tout le reste de ce pamgraphe
que le groupe G est régulier.

Proposition 3. — Les deux filets a et b du groupe régulier G sont
étrangers st et st seulement les éléments a et b sont eux-mémes étrangers.

Supposons a et b étrangers. a et b sont faiblement étrangers. Mais
puisque G est régulier, ceci entraine que a et b soient étrangers.

Réciproquement soient o = inf(a, b) et z tel que 0o Zx < a, b.

La proposition 2 montre que a=a+x, b=0b+4 2. Mais
inf(a, b) = o et @ + x = a entraine par définition inf(a -z, b)=o:
Cette derniére égalité et b = b + zentrainentinf(a + z, b -+ x) =o.
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Orinf(a + x, b + ) =inf(a, b) 4+ x et inf(a, b) = o entraine x =o.
Donc z =0 et 'on a bien inf(a, b) =o.

TrioriMe 1. — St a et @’ sont deux filets du groupe regulzer G tels
que a £ ', il existe un filet a" différent de o, étranger a a, tel que

Il<a. )

En effet, si a &£ @', J par définition z€ G, tel que soit étranger
4 @’ mais non a a; z n'est donc pas faiblement étranger & a et Jy tel
que a, x>y >o. En vertu de la proposition 3, il suffit de prendre

all=‘y.

CoroLLARE L. — S a et @' sont deux filets du groupe régulier G dif-
férents de o, tels que a’ < a, il existe un filet a’ différent de o, éranger
aa et tel que " < a.

Soit a” défini comme précédemment. Il reste 4 montrer que @’ < a.
~ Llestimpossible que a"=a, sans celainf(d’, a") =inf(a’, a)=d'+ o.

3. Nous venons de voir que I’ensemble ordonné F des ﬁlets d’un
groupe régulier vérifiait les quatre condmons suivantes :

«. & posséde un plus petit élément o;

B. & estréticulé superleurement

v. o=1inf(a, ¢) =inf(, ¢) - o =inf[sup(a, b) cl;
8. aLd >Jad" €F tel quelo=1nf(a , a”), 0 d"Za.

Ce que nous allons faire dans la suite de ce paragraphe revient &
étudier les propriélés d'un tel ensemble ordonné.

Un filet a d’un groupe régulier G sera dit minimal si as£o
et z<{a—x =o0. Nous désignerons par Jft I'ensemble des filets
minimaux de G, par I () I'ensemble des filets minimaux inférieurs
ou égaux & z. On a évidemment '

(6) axb—om(a)>m(d),
(7) o=inf(a, )~ m(a)nm(s)=sg.
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ProrosiTion 4. — On a :
(8) m[sup(a, &)]=om(a)uon ().

En effet oM [sup(a,d)]>M(a)uImn(b). D'autre part, si z€ I est
tel que zgM(a)um(sd), on a inf(z, a)=inf(z,6); dou, en
vertu de y

inf[E, sup(a, )] =o ou z¢ M [sup(a, 5)].

4. L’ensemble & des filets d’un gfoupe régulier G sera dit posséder

la propriété M si FDx 7% 0 — m(%) # . G sera dit alors lui aussi
posséder la propriété M. Cette propriété peut s’exprimer de pluSIeurs
fagons différentes.

TriorME 2. — Dans lensemble F des ﬁlets du groupe régulier G les
quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(9) | 20— ()5,

(10) - : axb=om(a)>m(s),
(11) _ a=b= DTL(E):.’)I’L(Z),
(12) : inf(a, ) =0 = m(a)nom(d)=ag.

Les trois derniéres relations sont loujours vraies de gauche &
- droite. Il nous suffira donc dans la démonstration de les vérifier de
droite a gauche.

(9) zmplzque (10) Si(9g) est venﬁee el si @b, en verlu de §, il
existe ¢ étranger 4 a et tel que o < ¢ b, (9)implique M (¢)5£ . Or
en vertu de (6), M (5) DM (c) eten vertu de (7), M(a) nIM(c)=g;
on ne peut donc avoir M (a)>M(5).

(10) implique évidemment (11).

(11) zmplzque (12) : Si(x11) est vérifiée et sioz£inf(a, b) 3 c avec
a, b> ¢ > o. En vertu de (11),

m(e) m(o)=gp et m(a)ynm(s)>om{c) o,
donc on a bien (12). o k
(12) impligue (9) : Si M(z)=¢, M(z)nM(z)=g0, (12)

montre alors que inf(z, ) =0 ou # = o, d’oui (g).
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Remarque. —(10) montre que si & vérifie la propriété M, z — M (z )
définit un isomorphisme de ¥ dans £(IM) (ensemble des parties de
O ordonné par inclusion). . : .

5. Rappelons (“’<) que 'ensemble & est dit relativement complémenté
si, quels que soienta, b, v€ F tels que a Zx b, Jy€F tel que :

(13) . v a= inf(.;, y), b= sup(.;, 5/), A

Si a=o, un filet y vérifiant (13) sera dit complément de = par
rapport a b.

ProvpositTion 5. — Pour que & soit relativement complémenté, il suffit

que pour tout b contenu dans F , tout élément x inférieur & b admette un
complément par rapport a b.

Soit @~ x b. Par hypothése, Jz€F tel que o=1inf(z, z),

b =sup(z, z). Posons y=sup(a, z). On a évidemment
b=sup(z, y)-

D’autre part, z, y > a. Soit z, y > . Je dis que < a. En effet, si
l'on avait # &£ a, en vertu de 8, F Du étranger 4 a et tel que o<l ut.
Comme u~ x, u est étranger 4 3, donc en vertu de ¥, il est étranger
4y, ce qui contredit o < uy.

TrroriME 3. — Sio éiié;ﬁéz et siy; est complément de x; par
rapport a b(i=1, 2), on a 0 Zy,~y, Zb.

Sil'on avaity2é.)_q en vertu de 8, F23z étranger é)_q, et tel que
0 3Ly,
o=inf(@s, y2)—>0o=inf(2s, 3) et zZz;—>o0=inf(z, 5)

En vertudey, P étranger & z, et}1 est donc étrangera sup(E,, )_/1 ) =b,
ce qui contredit 0 =~z -~ b.

(**) G. Birgnorr [2].
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CoroLLARE 1. — Si y et y' sont des compléments de x par rapport a b,
onay=y'.

On posera alors y = C;« sans ambiguité possible. Si y = C;z, on
ax=_Cy.

COROLLAIRE 2. — 0 é.ﬁ < &:—,é b entraine C;z, > Gy,

6. Rappelons que I’ensemble’ordonné F est dit vérifier la condition
affaiblie de chaine ascendante si tout ensemble de & borné supérieu-
rement vérifie la condition de chaine ascendante. Il sera dit vérifier la
condition MF s'il vérifie la condition M et si pour tout z€ &, M (z)
est tini. o

On a alors le

TutorkME 4. — Dans lensemble F des filets du gloupe regulzel G les
quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

1° F vérifie la condition affaiblie de chaine ascendante;
2° & est relativement complémenté et vérifie la condition de chaine
descendante;
3° F vérifie la condition MF ; :
4° F est isomorphe a I'ensemble (ordonné par mcluszon) des parties
finies d’'un certain ensemble E.

1° entraine 2° : Soit & vérifiant 1°. D’aprés la proposition 5 pour
montrer que F est relativement complémenté, il suffit de montrer

que si 0 £z b, x admet un cOmplément par xfappoft ab.
Soit &' le sous-ensemble de & ainsi défini .
(14) ' }eﬁ’:—*—[(;:inf(g,,;/) et;éZ];

& n’est pas vide puisque o€ F'. Comme F' est borné par 6, par
hypothése il vérifie la condition de chaine ascendante et posséde des
éléments maximaux. Soit z un tel élément. Pour montrer que
5 = Cs, il suffit de montrer que b =sup(z, z ). '
Soit b’ =sup(x, z). Si 'on avait 56> ¥, il existerait un élément
b de F tel que inf(6, b")=0 et 0 < 6"~ b. Alors 6'>.x montre
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 3, 1953, 27
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que o =inf(z, 6"). Donc "€ F'. En vertu de y, 3 =sup(s, &") est
étranger a x. D’autre part, s/~ b. Donc 2’ € F'. La maximalité de z
dans F' implique # = 3, ce qui contredit inf(z, 6") =o.

Montrons que & vérifie la condition de chaine descendante :

Soita=ua,>a,>....>a,.... Comme on vient de voir que F est _
relativement complémenté, pour tout .a,, J6b, tel que b,= Csa, et,
en vertu du théoréme 3, on a

b LbyL. .. by L. Za.

7 vérifiant la condition affaiblie de chaine ascendante, & partir d’un
certain rang p, on az,lf= ba=b. A partir de ce méme rang, on a
donc

C;Zn: C;& —b_rH-i = C; Bp ou Zn: E,H_, = -(;’I"
% vérifie bien la condition de chaine descendante.

2° entraine 3° : Soit ¥ vérifiant 2°. Comme il vérifie la condition de
chaine descendante, il vérifie évidemment la condition M. Il suffit
donc de montrer que si a€ %, M (a) est fini.

Raisonnons par1’absurde, supposons qu’il n’en soit pas ainsi et soit
une suite @,, ..., @, ... d’¢éléments tous différenls et contenus dans
om(a). Posons by=a,, ...,b,=sup(b,_,, a,). On déduit facilement
de v que b, <0,<...<b,<...<a. Comme & est relativement
complémenté, on a en vertu du corollaire 2 du théoréme 3

C,—,—b.1> C_',;Zg>‘, o> C‘,;_l;p>. ey
ce qui contredit la condition de chaine descendante.

3° entraine 4° : Soit & vérifiant 3°. On posera E = Ol et ’applica-
tion de & dans 2(IN) sera définie par - O (x). Comme F vérifie
la propriété M, en vertu de (11) elle est biunivoque, c’est un isomor-
phisme pour les structures d’ordre correspondantes en vertu de (10).
Il reste & montrer qu’elle applique & sur le sous-ensemble £’ de £ (1)
composé de toutes les parties finies de 1. Puisque & vérifie MF,

on a pour tout élément z€F, M(z)e . Réciproquement, si
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92;3=Qa(51‘, ..., @), il est facile de voir & partir de y que
m[sup(al, Cee an)]=2. '

4° entraine évidemment 1°. D’o1 le théoréme.

Remarque. — Un groupe régulier G peut éire tel que & soil relati-
vement complémenté sans vérifier la condition de chaine descendante,

comme le montre 'exemple du groupe réticulé G =HG,, ou I est
. tel
un ensemble infini et les G, des groupes totalement ordonnés dont

aucun ne se réduit a 1’élément neutre. Il serait intéressant de savoir
s/il existe un groupe régulier tel que ’ensemble de ses filets vérifie la
condition de chaine descendante sans étre relativement complémenté.

Q. LA THEORIE DES FILETS DANS LES GROUPES RETICULES. — 4. PRroposi-

TioN 1. — 8¢ G est réticulé, 'ensemble & des filets de G est lui-méme
un réseau et l'on a

(1) sup(a, Z):sup(a,b):a—l—g,

(2) inf(a, 6) =inf(a, &).

(1) a été démontré au paragraphe 1 pour un groupe régulier
général (*°).
Vérifions (2). On a a, b>1nf(a, b).
'Si, d’autre part, a, b>xc, inf[inf(a, b), 2] = o s'écrit
inf[ a, inf(b, )] =o,

donc
: inf{ ¢, inf(b, )] = inf[ b, inf(c, 2)] = o,

d’ou inf{e, inf(¢, )] =1inf(c, z)=o.
2. Un groupe G lolalement ordonné el possédant plus d’un

élément, ne posséde qu’un seul filet différent de o. Réciproquement

Trcorime 1. — Si G est un groupe réticulé et sv § est un filet minimal
de G, § engendre un sous-groupe de G qui est totalement ordonné.

(2°) On a du moins montré que sup(@, b)=a + b. Or

a+b>sup(a, b)>ua, b, d'ou a-+ b—=sup (a, b) :sup(z, Z).
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Soit # un filet minimal de G.
Soient a, b€ £ ; a>inf(a, b) >0 - inf(a, b)= §. Posons
@ =a—inf(a, b); b'=0b—inf(q, b).

inf(a’, ') =o0 montre qu'on ne peut avoir a'=10'= £. Supposons
a' £ £. Alors a'=o et aZh. § est donc totalement ordonné. Soit

(3) F=fu(—F)ulolcG,

£ est totalement ordonné.

Si H est le sous-groupe de G engendré par ., ¥ cH. Montrons
que ¥ =H et pour cela que ¥ est un sous-groupe de G. Soient
a, be ¥, montrons que e —be £. Ceci est vrai par définition $ia
ou b est égal & zéro. Supposons donc qu’il n’en est pas ainsi. En rem-
placant au besoin a — b par son opposé, on voit que 'on peut supposer
acs.Si1be—F,(—b)efeta—beS. _ }

Sibe £, on peut supposer a>> b, sinon on se raménerait a ce cas
en prenant 'opposé de a—b. Maisalorsa>a—b>oeta>a—b>o.
Donc @ — b est égal 40 ou 4 §. Dans les deux cas a —be £ et le
théoréme est démontré.

Nous. désignerons désormais par & le sous-groupe de G engendré
par le filet .£.

Nous allons montrer que le théoréme précédent n’est pas vrai pour
un groupe régulier quelconque.

Soient E I'ensemble des entiers strictement positifs et T'—=RE (groupe
ordonné des applications de E dans R). :
Soient les éléments fet g de I ainsi définis :

I —_— —
(p)=1—,\/3 et g(p)=py2 (px1).
Considérons le sous-groupe G de " composé des éléments de la forme

(4) h=nf+ mg, ot n, meQ (ensemble des nombres rationnels).

Cherchons & quelles conditions 2&€G,. On a

(5) h(p)—n\/—q-mp\/z
P
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51 & —>-+co, on voit que fi(z) est equwalent 4 maz\/2 dans le cas ou m# 0.
Donc heG,—m>o0. Si, d’autre part, n_;o h ‘est évidemment contenu
dans G.. Voyons ce qui se passe si n << 0, m> o.

h(p) est une fonction croissante de p. Pour que A -soit contenu dans G
(toujours avec 'hypothése n << 0, m > 0), il faut et il suffit donc que 2 (1) > 0.
Comme 7, m > 0—> /(1) > 0, on voit qu’en résumé

(6) h>o=[m>oeth(1)>o0]

Si main’tenant hy, h,€ G, sont tels que Ay, hy>o0, on a A (1), Ay (1) >o0.
Posons . : '
a=1inf[h{(1), Ry (1)] (&> o),

)

donc on peut trouver un nombre rationnel n tel que o< n L — \/3 .
Posons alors & = nf. ,
D’aprés ce que I'on vient de voir,
hi—h>p0 et o< hZh (i=1, 2).
Ceci montre que deux éléments strictement positifs de G ne sont jamais faible-
ment étrangers. Il en résulte que G est régulier et ne posséde qu’un filet différent

de 0. G n’est pas totalement ordonné. Par suite, il existe des groupes réguliers
a un seul filet non totalement ordonnés. Le théoréme 1 serait donc faux sil’on
remplacait dans son énoncé « réticulé » par « régulier ».

D’apreés le théoréme 1, le groupe G ne peut pas étre réticulé et G
nous livre un exemple de groupe régulier non réticulé.

3. Nous supposerons dans ce paragraphe que tous les groupes
totalement ordonnés considérés ont plus d’un élément.
Dans ce qui suit nous allons considérer un groupe G tel que

(7) ‘ : | EIG;CGC]_—[ G=1,

L€l =

ol tous les G, sont des groupes.totalement ordonnés.

Pour simplifier, on identifiera canoniquement les G, aux sous-
groupes correspondants de I'.

G est régulier d’apreés la proposition 1 du paragraphe 1.

Etudions 4 quelle condition deux éléments de G.. font partie d’un
méme filet.

Considérons I'application n de G, dans € (I) ainsi définie :
(8) ten(z)=prz>o0 ) (zeF,).
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Il est facile de voir que

(9) inf(z, y)=o=n(z)nw(y)=¢ (@ ye€b.).
De la relation (g), on déduit immédiatement que

(10) rLyemn(z)Cn(y) .

’ensemble des filets minimaux de G correspond biunivoquement aux
éléments de (I) et le filet minimal correspondant a. a€lestn ({a}):
c’est 'ensemble des éléments de (5 dont toutes les composantes sont
nulles, sauf la composante a qui est strictement positive. Le groupe G
a la propriété M; = établit un isomorphisme d’ensembles ordonnés
entre 'ensemble & des filets et le sous-ensemble w(F) de Z(I)
(ordonné par inclusion), en posant évidemment (o0)=1n(0) =¢.

SiG :HG” onan(F)=2a(l).

(18
Si G =Z G, n(F) est 'ensemble des parties finies de I. En ce cas

el

G ala propriété MF.
Comme premiére application simple de la théorie des filets, on a
les théorémes d’unicité suivants :

TréoriMe2. — SIG = ]_[ G‘:H G. est produit ordonné des groupes
tel ver
totalement ordonnés G,(1€1) [resp. G, (V' €l')], il existe une représen-

tation biunivoque ¢ de | sur 1’ telle que Gy, = G..

Les filets minimaux de G sont en correspondance biunivoque avec
les éléments de I (resp. I'), d’oti une correspondance biunivoque ¢ de
I sur I'. Soit tel et § le filet minimal correspondant a t et & ¢(1)

ona ¥ = G,= Gy,. De méme :

Treorime 3. — S G =Z GL=ZG¢' est somme directe ordonnée des

. tel vel
groupes totalement ordonnés G,(v€l)[resp. G,, (VV€l')], il existe une
représentation biunivoque ¢ de 1 surl telle que Gy, = G..

TaeoriME 4. — S7 G=l]G;=2 G, est produit (resp. somme

t€1 ver
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dzrecte) ordonnée des groupes totalement ordonnés G, (L &l) [resp. G,
(Vel')], LetI' sont des ensembles finis et il existe une représentation
biunivoque ¢ de 1 sur 1 telle que Gy = G..

En effet, puisque G = Z G.; I'ensemble des filets de G vérifie la
ver 1

condition de chaine descendante. Par sulte, I est fini, on peut donc
“écrire Gr‘=2 G, et I'on applique le thepreme 3.
‘ t€l- .

Remarques. — 1° Tout ce qui précéde pouvait s’élendre aux groupes réguliers
4 condition de remplacer partout « groupe totalement ordonné » par « groupe
régulier 4 un seul filet ». Nous n’avons pas donné les théorémes généraux pour
ne pas alourdir les énoncés et aussi parce que ce sont surtout les réciproques
qui nous intéresseront (4 quelles conditions un groupe ordonné peut-il &tre
considéré comme une somme directe de groupes totalement ordonnés ?) et que
nous ne pouvons rien dire dans le cas général (c'est-a-dire : 4 quelles conditions
un groupe régulier peut-il-&tre considéré comme une somme directe de groupes
réguliers & un seul filet?). '

2°.On peut démontrer les théorémes 2 et 3 sans faxre appel & la théorie des
filets. Le théoréme 2, par exemple, sera une conséquence directe du

TukortME 5. — Soit G un groupe réticulé réalisable de deux maniéres
dq’ﬁérente,g comme produit de groupes réticulés. G:HG“:HGIS' 1l existe

aeA Bes
alors des sous—groupes Gy,3 de G(a€A, BeB) tels que

Ga=[]Gap  Gp= ]]Ga,e .

Bes aEA
Un filet minimal @ du groupe réticulé G, sera dit avoir la
- propriété A si tout élément x € G, peut étre mis sous la forme
‘(Il). . . X =%+ Xy

avec , o
Ly, Ty 0 et i Za;  inf(z, a):g.

Si cette forme existe, elle est unique. En effet, soit .

X=Xy L= X+ Ty, avec x,, 2, Za

(**) Birknorr [2], p. 222, -

A
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et
inf(zy, @) =inf(z,, a)=o.
On ainf(z),, z,)=o.
Donc, d’aprés le lemme d’Euclide, «, = @,.
De méme, x,> @,. Donc

L'y == 2» et Z) =z
x, = &, estdit projection de x sur le filet a et est désigné par pr; @.

Prorosition 2. — Sile filet a est minimal, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

1° a vérifie la propriété A;
2° Quel que soit x € G, on peut trouver.y € a tel que y &£ x.

Soit un filet minimal a vérifiant la propriété A. Si x>} o, il suffit
de prendre y =a. Soit #>0. Si 3} a, inf(z,a)=o0 et I'on a
encore a £ x.

Si x> a, soit pro@ ==, > 0. On peut prendre y = 2,.

Réciproquement, supposons que le filet minimal a vérifie 'la
propriété 2°. Sixz€G,, soit y €a avec y &£ . Soit z, = inf(x, y) et
& — xy = x,. Montrons que inf(x,, a) =o0. Sil’on avait

inf(x,, a) =6 >o,

la minimalité de a entrainerait b —=a et x> 2, + b enlrainerait
¥ > x,+ b, sans cela, puisque a est totalement ordonné, on aurait_'
y<Zz,+ b et > y. On aurait donc =, y>x,+ b et b >0, ce qui
contredit inf(z, y)=a,. On a donc bien inf(x,;, a)=o0 et comme
x, < a, on a achevé de démontrer la proposition 2.

5. Nous allons maintenant déterminer les conditions pour qu’un
groupe réticulé G puisse étre réalisé comme somme directe de groupes
totalement ordonnés.

Si le groupe réticulé Gz est tel que tous ses filets minimaux vérifient
la propriété A, il sera dit lui-méme vérifier la propriété A.
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On voit & partir de la proposition 2 que tout groupe réticulé G
vérifiant la relation (7) a la propriété A et, en particulier, il en est
ainsi des sommes et produits directs de groupes totalement ordonnés.
ProposiTion 3. — Soit (F,),c, un ensemble de filets minimaux du
groupe réticulé G ; le sous-groupe H engendré par U (¥.) est la somme

. tel
directe ordonnée des groupes £ .. )

Ceci revient & montrer que si a=d,—|— ...+ an, avec a,€5;;
jfe(jt) e (1£Li<Lm), ona

(12) axo=[axo(1LiZLm)].

En effet, cette condition est bien réalisée si H est somme directe

ordonnée des groupes .. D’autre part, si elle est réalisée et si
a=a +...+ =04 ...4+ by, ou «; b;ef; (r1LiZm),
ona .
0= ((Zi— bl) -+ . . B (am_bm)

~ et (12) montre que @;— b;:> 0, donc ;> b;. Mais on aura de méme
bi> a;, donc a;=b; et H est bien somme directe des groupes 7.
(r2) montre de plus que c’est bien la somme ordonnée des groupes £..

Soit a=a,+ ...+ a,> 0. Montrons que ;>0 (1Z{=m). (On
peut évidemment supposer ay, ..., a,540.) Ceci est trivial pour m=1.
Supposons donc /2 >>1 et raisonnons par I’absurde : Soit donc un
“indice ¢ tel que @;< 0. Il existe nécessairement un indice j>£7 tel
que a; > 0, sans cela on aurait @ < 0. Supposons donc que a,, a,, ...,
a,>0;a,.4, ..., an< 0. On aura alors

A+ o> (= Apag) + oo (— Am).

Or — a,; et a; étant deux filets minimaux distincts si j—p, on en

déduit que inf(— a@,.;, a;) = o et, par suite, que
inflai+.. .+ ap, (— @) +...+ (—an)]=o.

Donc —‘(;1,,+, )+...4+(—a,)=o0, ce qui implique

—'LZ,,_H:.. = A= 0,

contrairement a I’hypothése.
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Ceci étant établi, on peut démontrer le

Tatorime 6. — Un groupe réticulé G est somme directe ordonnée de
groupes totalement ordonnés si et st seulement :

1° G vérifie la condition A ;
2° G vérifie la propriété MF.

Ces conditions sont nécessaires (*?). Montrons qu’elles sont
suffisantes. Soit G vérifiant les conditions 1° et'2°. (.§,),¢, ’ensemble

de ses filets minimaux, G=475 le groupe totalement ordonné

engendré par ¥,(t&l) et H le sous-groupe de G engendré par U G.
' o t€l
La proposmon 3 montre que H = ZG Montrons que G=H.

tel
Comme x = x+— x—, il suffit de montrer que G+ cH.
> q

Soit donc z€ G, et n le nombre (fini) d’éléments de M (x). La
propriété est triviale pour n=o (cas de x=0). Supposons donc
qu’elle soit vraie pour tout n<_p(p> 0) et montrons qu’elle est vraie
pour n==p. V

Puisque p > o, il existe un filet minimal. f tel que F.—x. G véri-
fiant la proprlete A, posons pry x=2>. On aura par définition

inf(x — b, §)=o0 et les relations M (x)> ¥, Z)T’L(x—— b)ibi
montrent que I (z — b ) contient moins de p termes.

D’apres les hypothéses de récurrence z —beH. Comme b= £,
on a aussi b€ H, et, par suite, z€ H. D’ot le théoréme 6.

Remarque. — La condition A ne peut se déduire de la propriété MF.
Montrons I'exemple d'un' groupe réticulé G possédant seulement trois filets
différents de o et ne vérifiant pas la condition A.

Soit E 'ensemble (1, 2), A un groupe isomorphe a4 Z - Z ordonné lexicogra-
phiquement et I' = A¥.

Soient a, &, ceT tels que

a()=(0,1),  a(2)=(0,0); .
b(1) = (o0,0), b(2)={(0,1); (1) = (1,0) c(2)=(1,0).

(®*) On a vu la condition A au début du n° Im la condition MF avant I’énoncé
du théoréme 2.
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Soit G le sous-groupe de T engendré par les éléments a, b, ¢ c'est-a-dire
I’ensemble des éléments de T de la forme A~ p.b + ve oit A, u, v sont des
entiers ordinaires. .

On voit facilement que G est réticulé, qu'il admet en tous les quatre filets o,

a, b, c==a + b. Cependant, G ne vérifie pas la propriété A car, quel que soit
zre E, onax<c.

6. Il résulte du théoréme 4 du paragraphe 1 et du théoréme 6 le

Treorime 6. — Pour qu'un groupe réticulé G soit somme directe de
groupes totalement ordonnés, il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions
suivantes :

1° G vérifie la condition A
2° L'ensemble F des filets de G vérifie la condition affaiblie de chaine
ascendante.

Le méme théoréme 4 du paragraphe 1 montre de plus que la condi-
tion 2° pourrait étre remplacée par les deux conditions simultanées
suivantes :

2° a. L’ensemble & vérifie la condition de chaine descendante;
2°b. F est relativement complémenté.

Or, de fait :

Provosrrion 4. — Si G vérifie la propriété A, la condition affaiblie de
chaine ascendante pour les éléments de F est équivalente & la condition
de chaine descendante. .

D’aprés le théoréme 4 du paragraphe 1, il suffit de montrer que
si G vérifie la propriété A et F la condition de chaine descendante,
G vérifie la propriété MF. Soit donc G vérifiant les conditions précé-
dentes. Puisque & vérifie la condition de chaine descendante,
G vérifie la propriété M. Il reste donc & montrer que si a est un filet
quelconque de G, M(z ) est fini.

Supposons pour cela que nous ayons déja défini des éléments
a,=a, a,, ..., a,de Gtels que

- cc:ao>a1>...>[z,,§5.
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Si a,=o0, nous nous arréterons. Si Zz_,,>o, nous choisirons
JF,LEJTL(E,,) et sl b,,:prfna,l, nous poserons : @, ,=a,— b,. On a
par définition a,>a,.,>o0 et M(a,.,)HF, donc a,>a,,..
Comme & vérifie la condition de chaine descendante, il existe un
indice m tel que a,, = o. On a alors

a = bo—l—.-.—‘!— bm—i et 0]1([2):{50, sy -b-m—i}:

d’oui la proposition.
Le théoréme 6 et la proposmon 4 permettent d’énoncer :

TatorkmE 6”. — Pour qu’un groupe réticulé G soit somme directe de
groupes totalement ordonnés, il faut et il suffit qu’il verzﬁe les conditions
sutvantes :

1° G vérifie la condition A
2° L'ensemble F des filets de G vérifie la condition de chaine
descendante.

Remarque. — Clest par une méthode analogue a celle de la proposition &
que l'on peut démontrer qu'un groupe réticulé G est somme directe de
groupes tous isomorphes a Z si et si seulement G, vérifie la condition de
chaine descendante (23).

TrkorEME 6”. — Pour qu'un groupe réticulé G soit somme directe de
groupes totalement ora’onnes, 74 faut et il suffit qu’il vérifie les condltzons
suivantes :

1° G vérifie la condition A ; . .
2° ‘Le réseau des filets de G est isomorphe au réseau des parties finies
d’un ensemble E.

L'ensemble E a alors méme puissance que l’ensemble des groupes
totalement ordonnés différents de {o} et intercenant dans la somme
directe.

7. Donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
groupe réticulé soit somme directe de n groupes ordonnés (tous
différents de { 0 }) qui ne fasse pas intervenir la notion de filet.

(%) Boursakr [1]. - N
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. Des éléments de G en nombre fini (a;),ex sont indépendants si poﬁr
tout sous-ensemble N de M tel que N5>%Mon a:

(13) - inf[(a:)ien | > inf[(a;);em]

TakoriMe 7. — Pour que le groupe réticulé G soit somme directe de n

groupes totalement ordonnés différents de {o}, il faut et il suffit qu’il
vérifie les conditions suivantes :

1° G vérifie la propriété A ;

2° n est le nombre maximum d’éléments indépendants de G.

Nécessité. — Soit G = Z G;. On a déja vu que G vérifiait la
1<ign

condition A. Soient des éléments a,, a,, .. , a, de G tels que
pri{aj)=o si (7], pri(a;) > o.

Les éléments a, ..., a,sonl indépendants.
Si by, by, ..., b,eG sont indépendants, il existe un indice

e (Z)(x Ljén) tel que pry ) (b)) < prow (b)) (7 #]) et ceci im-
plique n > m.

Suffisance. — Soit F 1'ensemble des filets de G.

Lemme 1. — 11 ne peut y avour a’ans G plus de n filets différents de o et
deux a deux étrangers.

Soient b,, ..., b,€F des filets G tous différents de o, deux & deux
étrangers et tels que p > n. Nous poserons

(14) a,=b1+b2-+-...—+—b,-_1+bi+1+.'..+bp (Iélé[))

On voit facilement que :
(15) inf[(@)1cizp] =o0.

Ceci posé, soit (@;),ey un sous-ensemble quelconque de (@) zizp tel
que (a lEN# (a )1414;;
On peut supposer que le numérotage des a; soit fa1t de telle fagon
que ¢;€(a;)ien=>j £ g < p-
~ Mais alors
inf[(ai),é,é,,] é bp > inf[(ai),éiél,] =0,
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donc on a les relations (13) et les éléments b,, b,, ..., b, sont indé-

pendants et, comme p >>n, on a une contrad1ct10n avec lhypothese
D’ou le lemme 1.

Lemue 2. — G est tel que toute chaine descendante de [ilets est au plus
de longueur n.

Ce lemme résulte immédiatement du lemme 1 et du corollaire 1 du
paragraphe 4, théoréme 1.

Il résulte du lemme 2 que G vérifie la propriété M. Si O est
I'ensemble de ses filets minimaux, le lemme 1 montre que Il a
m éléments avec m-_n. Comme G vérifie la condition A et la condi-
tion MF, il résulte de la démonstration de la proposition 3 que
G=%,4+...+F,si £, ..., £,sont les filets minimaux de G. Or
la proposition directe montre que m est le nombre maximum d’élé-
ments de G qui peuvent étre indépendants, donc m=n et le
théoréme 7 est complétement démontré.

3. APPLICATIONS DES FILETS AUX HOMOMORPHISMES CROISSANTS. REALISATIONS
IRREDUCTIBLES. — 1. Soit G un groupe réticulé, H un sous-groupe
isolé propre de G et ¢ I’homomorphisme propre de G sur G'= G/H.

Cherchons a quelles conditions on a
S | a=b>g(a)=3(b),

Une condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que :
(2) : a€G.nH—>acH;
Sila condition (2) n’était pas réalisée, Ja, be G, avec a=b, a e H
et bg H. Mais alors
¢(a)=o, 9(b)>o, donc 9(a)Zo(b)
Si le sous-groupe isolé propre H vérifie la condition (2), il sera dit

sous-groupe plein de G et ¢ un homomorphisme plein.
La condition (2) entraine la condition (1) :

En effet, soit H un sous-groupe plein de G et a, b€ G, avec a=b.
Montrons que ¢p(a) = 9(b): '
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Si inf[e(a), ¢(x)]=o0, on peut supposer r>o0 (chap I, § 2,
prop. 1), donc on aura

o[inf(a, )] = o—ipf(a, x)€ H —1nf(a, z)CH.
Or L
, inf(a, z) = inf(a, z) =inf(b, ) =inf(b, z),
Donc .

inf(b, z)eH et inflo(z), ¢(d)]=9¢[inf(b, z)] = o,
quel que soit fp(:c)e G,,ona

- inf[9(a), ¢(x)] = o—infl[g(b), q)(w)]

on a donc 9(a@)>>9(b). De méme, 9(a) = 9(b). Donc ¢(a)=3(b) et

TutoriMe 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
homomorphisme propre ¢ de G sur G' vérifie la condition (1) est que H
soit un sous-groupe plein de G.

Si ¢ est un homomorphisme plein de G sur G/, si & (resp. F')
désigne 'ensemble des filets de G (resp. G'), et sil'on pose

(3) - ®(a)=09(a) (ae?),
on voit que @ définit une apphcauon de & sur F' qui sera dile induite
pare.

Proposition 1. — ® est un homomorphisme de réseaux.

|

'En effet, on vérifie sans peine que
(4) (I)_[sup(a, —I;)] = sup[tl)(ﬁ), ‘I)(Z)]
(5) ®[inf(a, &)] =int[®@(2), ()],
ProposImon 2. — St a vérifie la propriété A, il en est de méme de ®(a).
Soit ¢(«) >~ 0. On peut supposer @>.0. Soit donc x, = pr.(x) et
=+ Zy; ¢(x)=9(®,) + o(@s); x,~ a entraine ®(z,) ~®(a)
et inf(@, z,) = o entraine inf[ ®(a), ®(z,)] =o. De plus
- (6) A ?(2)g(a) = @(2a)-

2. Soit G un groupe réticulé etz un filet de G. Soit H; le sous-
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groupe engendré par l'ensemble E des éléments de G étrangers
a(*); Jedis que : )

‘ inf(z*, @) =o,

inf(z— a)=o.

(7) rells

Si zeH;, x=y— s avec y, s€E (puisque E est additivement
clos). Or y, Z>>0 1mpllque y>a*, s> a2~ (chap, 1, §1 th. 6),
donc

inf(x*‘, a)éinf(y, a)=o inf(z—, «) <inf(z, ) =o
" et1'on a bien
inf(xt, a) =inf(x—, a) =o.

On vérifie immédiatement la

PROPOSITION 3. — Hyestun sous-groupe plein de G.

Par suite, ’homomorphisme canonique % de G sur G/H =G; est
un homomorphlsme plein.

Désignons par a le sous- groupe. de G engendré par les éléments
de G tels que leurs filets soient inférieurs ou égaux a a (’“) Un
raisonnement analogue au précédent montre que :

(8) , z€a=z, x‘“éa_.
et de méme
PRropOSITION 4. — a est un sous-groupe plein de G.

Il résulte immédiatement des définitions que

(9) : anHz={o}.

¢; induit sur @ un isomorphisme de groupe:s. Siz€a et p;(x)>o0,
il existe A€E tel que x+hA>0 ouz*+ Ao, or inf(x+, z~)=0
et x~~_a~ entraine inf(@~, h)=o0, donc x==o0 et x>>0. g est un

(*) Vozr G. BIRKROFF [2], chap. XIV, § 6, ex. 3.

() a avait été precedemment défini avec la méme notation dans le cas ou
« élait minimal (§2, n° 2). '
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isomorphisme de groupe ordonné. apeut donc étre canoniquement iden-
tfié & un sous-groupe de G;.

Proposition 5. — Le filet a a la proprzete A st et si seule-
ment 9;(a) = G;. En ce cas G est somme directe ordonnée des sous-

groupes a et H;

(10) . G=a+H;
et lona e
(r1) - Pra(2) = o [¢a(2)].

Siazala propriété A, (10) résulte des définitions et si 2 =prz(x)
et & =, - a5, on aura ¢z(2) = 9;(x,), donc

(@) =6 et  a=oi[e(z)]

Réciproquement, si q:;(a) = G; et si x€ G, il existe x, contenu
dans a avec ¢(z,) = o(x), donc x — z, =z, € H. Ona
x4+ 27 + x5 =xT + xF

kY

Or x; est étranger & x}+ ) et, par suite, ; =o0. De méme,

x; =0, donc x,, &, 0 et a-a bien la propriété A.

TakoriME 2. — G; est totalement ordonné si et si seulement a est un
Silet minimal.

Soit a un filet minimal et ®; l’homomorphisme de I’ensemble des
filets de G sur celui des filets de G;induit par g;.

Comme ¢(a)>o, @, (a) >o. Or si G; n’était pas- totalement
ordonné, il existerait deux filets ®;(z) et ®;() qui seraient différents
deo et étrangers. &;(z) 5 o implique ¢;(x) 3£ 0, donc inf(, a) £ o et
comme a est minimal, z > a. De mé;me‘;/é a. Donc

inf[@:(2), €:(5)]> ®:(a) > o.

Or ceci contredit inf[®;(z), ®;(y)] =o.
~ Réciproquement si @ n’est pas un filet minimal, il existe des filets
betctels queo < b, ¢ < a, inf(b, ¢) =-o.

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 3, 1953. . 28 .



250 : P. JAFFARD -
Comme b,cgH;,onaoq(h),e(c) >oet donc ®; (/)) <I>u(c) > o
' 1nf[(I)n(0), a.(c)J.__(I) [mf(b c)]_(l)(.o\:o.

Donc G contient deux filets etrangers différents de o ° il ne peut étre
totalement ordonne .

v

3. Le théoréme de Lorenzen permet de considérer un groupe
réticulé G comme isomorphe au sous-groupe propre G’ d’un produit
de groupes tolalement ordonnes
(x2) ‘ G'cT _HGt

) - el
. De plus; la démonstration ’du'théorémeide Lorenzen montre qbue, '
quel que soit t€1, on a pr,(G)= G,. Lorsqu'il en sera ainsi, on dira
que I'on a obtenu une réalisation de G (comme sous-groupe propre "
,d’un produit de groupes totalement ordonnés).
~* Supposons que (12) définisse une réalisation de G el soit o:eI La
composante o sera dite superflue si 'homomorphisme canonique {,

de T sur "= HG induit sur G un isomorphisme de groupe

g} . .
ordonne, c’est-a-dire si IV définit encore une réalisation' de G obténue

canomquement a partir de la precedenle Une composante non
-superﬂue sera dlte essentielle. : ' '

TrtorimMe 3. — La composante o. sera essentielle si et st s‘eulement i
existe x € G tel que pra(w) > o etpr(x)=o0 pour.a. ‘ '

L’existence d’un tel « enlraine que la composante soil essentielle,
puisque alors z 3£ o et () = 0. Supposons maintenant qu’un tel z
ne puisse exister. Alors si z € G etsi pro(x) >0, JB€ltel que B2
et prgz > 0. En effet, si ceci n’était pas réalisé, puisque G est sous-
groupe propre de T', &+ serait tel que pr,(z*) > o et pr, (xH)=o0
si 1€ a, ce qui est contraire & 'hypothese. .

$o(2) > 0 montre que 3£ o — pr,(x) > o.

Sil'on avait pr,(«) <o, on voit que 'on aurait z~=— pr,(x)<(0),
_ ce qui est impossible. Donc, d’aprés ce que 'on vient de voir,
pri(x)>o0, quel que soit t€l et z> 0. D’ot le théoréme. - '
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On dira qu’une réalisation est irréductible si toutes ses composantes
sont essentielles.

TrEoREME 4. — Un groupe réticulé G admet une réalisation irréduc-
tible st et si seulement il vérifie la propriété M.

Supposons que GCT’ =HG, définisse une réalisation irréductible
ol ‘

de G. Alors, si z€ G est strictement positif, Ja€ltel que proz > o.
Puisque la composante a est essentielle, d’aprés le théoréme 3, il
existe a€ G tel ‘que @ = pr,a > 0. a est minimal et > a. G vérifie
donc la propriété M.

Réciproquement, supposons que le groupe ‘réticulé G verlﬁe la
propriélé M, soit I I’ensemble des filets minimaux de G et

(13) I‘:HG;.

agMm

Tous les G; sont totalement ordonnés d’aprés le théoréme 2.

o= [I @; est un homomorphisme propre de G dans I'. Par définition,

a€Mm

pra(G) = G;. Siz > 0, ¥~ > oet, par hypotheése, il existe b € M avec
b=z, p5(x*) = o et g;(z7) > o.

Donc g3(x) < o et pry(x) < o entraine ¢(x) 3 o. Parsuite, o(z)> 0
entraine > 0 et 'on a bien une réalisation. Elle est irréductible, car
si @ est composante quelconque, pr(a) >0 et M D b 3£ a - pry(a)=o.
Toute composante est donc essentielle. On a, de plus, le théoréme
d’unicité suivant :

TutoriME 5. — Etant données deux réalisations irréductibles d’un
groupe réticulé G : _
GCF:]_IG” GCFI'—_HGD
. tel el

il existe une application biunivoque { de 1 sur 1 telle que, quel que
soit L €l, :
(14) GﬂG‘l: G’ﬂGq,m N
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et telle qu’il existe un isomorphisme de groupe ordonné o, de G, sur Gy,
qui prolonge légalité précédente [c'est-a-dire que si x€GnG,
o(2) =] (**).

En effet, si J1 est ’ensemble des filets minimaux de G, des consi-
dérations analogues a celles du n° 3 du paragraphe 2 montrent la
correspondance biunivoque de I (resp. I') avec J1, d’ott une applica-
tion biunivoque ¢ de I sur I'. Ceci posé, si a€l et siaest le filet
minimal correspondant, je dis-que G, est isomorphe (pour sa struc-
ture de groupe ordonné) a4 G;. En effet, pr; définit un homo-
morphisme ¢, croissant de G sur G, qui a pour noyau H;

Pe(Z) >0 =pra(z)> o022+ |pra(x)— z|> 0.

Comme pr,(z)—x€H;, il résulte du chapitre I, paragraphe 2,
proposition 1 que @, est G-isomorphe a ¢;. Il en est de méme de gy ,.
Par suite, 9y, et ¢, sont G-isomorphes et il existe un isomorphisme
canonique o, de groupe ordonné de G, sur Gy g tel que @y )= 9,9
De plus, si z€ GN G, on a ¢.(x) = Py () = pro(z) ==, ce qui
achéve de démontrer le théoréme.

Remarque. — 1l y a des groupes réticulés qui n’admettent pas de
filets minimaux et, par suite, tels que dans chacune de leurs réalisa-
_ tions toutes les composantes soient superflues. '

Il est facile de voir que le groupe additif des fonctions continues
habituelles n’admet pas de filet minimal. On pourrait voir de méme

quesiT =l] G estun produit direct de groupes totalement ordonnés
rel '

tel que I soit infini et tel qu’aucun des G, ne se réduise a I'élément

neutre, si 'on pose A= Z G, le groupe réticulé G =I/A n’admet

tel
pas de filet minimal.

4. Soit G un groupe réticulé, M ensemble de ses filets minimaux
et 9L I'ensemble des filets de G qui ne sont supérieurs ou égaux a
aucun filet minimal. I désignera 'ensemble des filets de G qui sont
étrangers a tous les filets de 91. On a M .

(25) Ce théoréme généralise les théorémes 2 et 3 du paragraphe 2.
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Désignons par M et N les sous-groupes de G engendrés par les
éléments qui composent J1U' et L. On voit comme n° 2 que

(15) zeM=a+, z—eM!" zeN=z+, z-€at.
De méme que dans la proposition 4, on voit que

MAN={g} et, par suite, M+ N=M-+ N.
‘Enfin, on a les relations
(16) M={oj= N=G, N={o]=M=G.
Elles découlent des relations évidentes
M=gag=F=m={o), ololem=s
si F désigne I’ensemble des filets de G.

On n’a pas, en général, G=M +- N.

Soit M; un groupe réticulé ayant une réalisation ir reductlble, N; un groupe
réticulé sans filet minimal, soit G; la somme directe ordonnée des groupes
M, et N, et soit G =7+ G, ordonné lexicographiquement.

Il est facile de voir que M =M,, N =N, et cependant G M+ N.

M apparait comme le plus grand sous-groupe réticulé de G admet-
tant une réalisation irréductible, N comme le plus grand sous-groupe
réticulé de G n’admettant pas de filet minimal.’

5. On pourrait penser que, d’'une maniére analogue au théoréme 6”
du paragraphe 2, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un
groupe réticulé G soit produit direct ordonné de groupes totalement
ordonnés est qu'il vérifie la condition A et que le réseau des filetsde G
soit isomorphe au réseau de toutes les parties d'un ensemble E. De
fait, il n’en est rien dans le cas ou E a une infinité d’éléments. Les
considérations de ce paragraphe montrent que G admet alors la

réalisation irréductible Z G;cGc HG,; ou I désigne 1’ensemble

a€Mm 2em
des filets minimaux de G. De plus, G5 ¥ Ge.
a€m

Cependant, soit Z' isomorphe & Z,+-Z, ordonné 1ex1cograph1quement
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(Z, et Z, étant isomorphes a Z et I étant un ensemble infini quelcon-
que). Posons I' =Z7".

Soit A= 2 G, et soit, d’autre part, le sous-groupe A de I' ainsi
tel .
défini: x€ A = pourtout t€l, pr.(z*) et pr.(z~) ne sont pas contenus

dans I’étage supérieur de G, (*").

(A est le sous-groupe des applications telles que la composante
suivant Z, soit toujours nulle).

Alors G=A -+ A est un sous-groupe réticulé de I', vérifiant la
~condition A, tel que le réseau de ses filets soit isomorphe au
réseau Z (I). Comme G ==T', on voit d’aprés le théoréme d’unicité 5,
que G ne peut étre considéré comme produit direct de groupes
totalement ordonnés.

A. GROUPES ARCHIMEDIENS ET PARA-ARCHIMEDIENS. — 1. Etant donné un
groupe G totalement ordonné, nous rappelons qu'il est dit archimédien
si, quel que soit I'élément = de G strictement positif, pour tout y
conlenu dans G, il existe un entier n tel que nz>> y. Si R désigne
alors le groupe additif de nombres réels,, on sait que :

Tutorime 1. — G est isomorphe @ un sous-groupe de R st et si seule-
ment il est archimédien.

Dans le cas général, on introduit dans G la relation de préordre
suivante : .
(1) z<y<=13nel, avec ny>a.

La relation d’équivalence

(2) z=y = z<yety<z

.

définit les classes dans G, qui seront dites ézages. On désignera
par &(x) I'étage déterminé par . On a évidemment &(o)={o}. La
relation de préordre (1) définit sur ’ensemble des étages une relation
d’ordre totale.

(*") Les étages d'un groupe totalement ordonné sont définis au paragraphe &.
Ici, cela signifie que si ¢ est I'isomorphisme qui représente G, sur Z,-i~Z,, on a
pri[o(pr.z*)] = pri[e(pr.z—)] =o.
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Les groupes archimédiens sont ceux qui n’admettent qu'un etage
différent de &(o).

2. Si maintenant G est un groupe ordonné quelconque, on peut
généraliser &2 G de*trois maniéres différentes la notlon de groupe
archunedlen

a. Nous dirons que G es faiblement archimédien si, pour tout
couple z, y € G tel que x soit strictement positi f, il existe un entier n
avec nx < y;.

8. Nous dirons que G est archimédien si pour tout coup]e z, yel
tel que @ soit strictement positif, il existe un entier n avec nz>>y;

v. Nous dirons que G est parg-archimédien si pour tout couple
z, y € G tel que x &£ o, Il existe un entier n avec nx < y (**). .

- Tout groupe archimédien est faiblement archimédien.
Tout groupe para-archimédien est faiblement archimédien.

Prorosition 1. — Si le groupe régulier G est archimédien, iln’a qu’un
seul filet différent de o.

Si le groupe reguher G admet deux filets a et b différents de o, il
existe deux filets c et d différents de o et étrangers.

Quel que soit I'entier n, on a toujours nc 3 d. G n’est donc pas
archimédien. Il résulte donc du paragraphe 2, théoréme 1, le

TreorkME 2. — Tout groupe réticulé archimédien est totalement .
ordonné et, par suite, isomorphe & un'sous-groupe de R.

Remarque. — 1l existe, par contre, des groupes réguliers 4 un seul filet
différent de o qui ne sont pas archimédiens. .
Reprenons 'exemple du n° 2 du paragraphe 2. Quel que soit I'entier n > o,
- nf n’est pas supeneur a g, donc G n’est pas archimédien. Or, on a demontre
qu’il n'admettait qu'un seul filet différent de o. On peut méme voir qu'il est
faiblement archimédien. En effet, si A€ G est tel que 2 >0, on a ~(1) > o. Par
suite, si A’ €@, il ex1ste toujours an entier n tel que n/(1) > /'(1), donc tel
que nh < R :

(2#) 11 importe de remarquer ici que les groupes que nous appelons para-
archimédiens sont en général appelés archimédiens (G. Birkhoff, Clifford).
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Cecl nous montre déja qu'il existe des groupes fazblement archi-
médiens qui ne sont pas archimédiens.

Evidemment, il existe des groupes para-archimédiens qui ne sont pas
© archimédiens : il suffit pour cela de considérer la somme directe
‘ordonnée Z + Z. ] : '

Nous allons maintenant montrer 'existence d’un groupe archimédien
‘qui n’est pas para-archimédien.

Soit E I'ensemble (1, 2), A le groupe R -+ R ordonné lexicographi-
quement et I' = A", v

- Soient fet g contenus dans I ainsi définis :

JO=(@0), f2)=(2v30);
g()=(2, 1, g2)=(V3,0).

Considérons le sous-groupe G de I' formé par les fonctions de la
forme A f -+ pg avec X, p€Q.
Soith=2Af+ pgeG.Ona

h(x)=[(A+2p), p)s - h(z :(27\\/5+H\/§, 0).

Je dis que &> o entraine A—I— 2> o.

En effet, £™> o0 entraine A(1)>.0, donc A +2p> 0. Sl l'on avait
A-2p.=o0, on aurait A(r)={(o, ) et, par suite, w>>o0. On ne
pourrait avoir pn=o0, sans cela .=p=o0 et A serait égal & o.
"Doncp>oet

h(2)=22y2 + py3=— ,u(l;\/z—\/3)<o '

Donc h(z) <o, ce qui est contraire a I'hypothése h> 0. Donc
h>o0—>hk42p>o0.
De méme, > o entraine 2\ /2 + p.\/3 > 0. D’ou

(3) . h>0\-—(7\+2p.>0,2)\\/2+p.\/->0)

c’est-a-dire que h est strictement positif si et seulement i A(1) et A(2)
sont dans 'étage superleur &,deTl.
Montrons & partir de la que G est archimédien :

Si G2h>o et si ¥ €G, puisque A(1) et A(2) sont dans &,, il
existe un entier mtel que mhA > #'. Donc, G est archimédien. Montrons
qu’il n’est pas para-archimédien :
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Soit A=—2 f+ g. On'aura
h(1)= (o0, 1)>o, h(2):(\/§—4\/5, 0>,<0, donc A Lo,
et, quel que soit n, nh < f. G n’est pas para-archimédien.

TatoriME 3. — Tout groupe réticulé faiblement archimédien est para-
archimédien. '

Soit G un groupe réticulé faiblement archimédien. Soit x€ G tel
que z £ o et soit y€G. Comme z*>>o0, J un entier m > o tel que

ma* s y*. Silon avait ‘ma~y, on aurait mxt 4y~ Ly 4+ mx,
ma* étant étranger & ma—, il résulterait du chapitre I, paragraphe 1,
théoréme 9 que max+ y*, d’ou une contradiction. Doncmz L yet G
est para-archimédien.

3. Notre but dans ce numéro est de démontrer le théoréme suivant :

TaEorEME 4. — Pour que le groupe ordonné G soit isomorphe a un
sous-groupe de R, il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions suivantes :

1° G est semi-clos et filtrant;

2° Toute structure d’ordre totale sur G plus fine que sa structure
dordre initiale trans forme G en un groupe archimédien ( c’est-a- due en
un sous-groupe isomorphe & un sous-groupe de R));

3° 8¢ G est trivialement ordonné (c’est-a-dire P ={o0}), G={o} (**).

L

Nous aurons dans ce qui suit a considérer diverses structures
d’ordre.sur G et nous adopterons pour simpliﬁer le méme systéme de
notations que dans le paragraphe 3 du chapitre I.

Il est bien évident que les conditions du théoréme 4 sont néce ssaires.

Montrons qu’elles sont sufﬁsantes et pour cela démontrons d’abord le

- Lemwe 1. — S G est un groupe filtrant et sans torsion tel que toute
structure d’ordre totale sur G plus fine que sa structure d’ordre initiale
le transforme en un groupe archimédien, G est lui-méme archimédien.

Soit G répondant 4 la question, 0 < @€ G et b un élément quel-

(**) Un groupe trivialement ordonné est a la fois archimédien et para-
archimédien.
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conque de G. Il faut montrer qu'il existe un entier m tel que ma > b.
Comme G est filtrant, on peut supposer b>>o. Il est impossible de
trouver une ordination @ plus fine que O et telle que b—na € P’ pour
tout 2> 1 car alors, G étant sans torsion, G’ aussi, et, en vertu du.
" chapitre I, paragraphe 3, théoréme 3, il serait possible de trouver
une ordination totale @ @, Mais P"DP'D> (b—na) (1Ln), ce
qui contredit I’hypothése que G” est archimédien.

Il résulte alors du chapitre I, paragraphe 3, théoréme 2, qu’il existe
un entier n > o et des entiers m,, ..., m,>x 0 avec m, > o0, tels que

my(b—a)—+ mg(b— 2a) +. ..+ mu(b.— na) Zo,

ou encore
(mi+2my—+...+-nmy)a> (my-+ Mo+ . .~ my)b.

Or ‘m,l> o entraine que

my—+ 2ms—+. ..+ nmpyp=—m' > o,
my+ My~+...+ m,=m’'>o.

On a donc 7/ a>. m"B. Mais, puisque >0 et m'>x1,
m'b=(m'— )b+ b b

Donc m'a>. b et 'on peut prendre m = m'. Dot le lemme.

Ceci posé, revenons au théoréme et soit G vérifiant les conditions
nécessaires du théoréme. Si @' est une structure d’ordre sur G plus
fine que O, G’ est sans torsion. Si, d’autre part, ©” est'une structure
d’ordre totale sur G’ plus fine que @', @ est aussi plus fine que O,
donc par hypothése G est archimédien. Le lemme 1 montre alors
- que G’ est archimédien, d’ou le '

Lemue 2. — Quelle que soit Pordination o plus fine que O, G' est
archimédien. ' . ' 7

En particulier, G est archimédien et il suffira donc pour démontrer
le théoréme 4 de montrer que G est totalement ordonné.
Soit a€ G tel que a £0; montrons quea >o0:

Comme G est semi-clos, quel que soit 'entier n >0, on voit que
nag—P. Par suite, il existe une ordination @' de G telle que
PP=P+7Z,a. C
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o)

Comme l'ordination @' est plus fine que O; il résulte du lemme 2

que G’ est archimédien. Puisque P’ a £ 0, on en déduit que si nous
“choisissons b arbitraire tel que b > o (c'est ici qu’intervient ’hypo-

thése G, £ {o}), on peut trouver un entier n_>o avecna— beP’.

Donc il existe b'€P et seZ, avec na—b = b --sa ou
(n—s)a=b'+beP.

b>>o0 el b'>.0 montrent que n— 5s3<£ 0. On ne peut avoir n—s< o,
sans cela G étant semi-clos, on aurait a€ — P, ce qui a été exclu.
Par suite, n— s > o et G étant semi-clos, a€P. D’ol1 2 > o.

4. Si G est un groupe ordonné isomorphe 4 un sous-groupe de

F=:l—] G,, o tous les G, sont des groupes totalement ordonnés iso-
tE=X
morphes & des sous-groupes de R, il est facile de voir que G est para-

archimédien.

Un des problémes les plus importants de la théorie des groupes
ordonnés est de savoir a quelles conditions un groupe para-archi-
médien est réalisable de cette maniére. Clifford (*°) et Birkhoff (**)
émirent ’hypothése que tout groupe para-archimédien admet une
telle réalisation. Krull (%) avait déja posé ce probléme dans le cas ot
le groupe est groupe de divisibilité d’un certain corps. Nakayama (**)
démontra la fausseté de I’hypothése de Krull.

Nous allons dans ce qui suit résoudre ce probléme dans quelques
cas particuliers.

Trtorkme 5. — Pour que le groupe ordonné G soit représentable -
comme grodpe de fonctions a valeurs dans R, il faut et il suffit que pour
tout élément a de G tel que a £ o, il existe une ordination totale © de G
plus fine que I'ordination initiale (resp. un groupe totalement ordonné
G,5#4{0! et un homomorphisme croissant 9, de G sur G,) telle que
[resp. p.(a)] soit dans I’étage supérieur de G,.

¢ (%) Crirrorp [1].
(31) Birknorr [1].
(**) Krowe [1].
() Nakavama [1].
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MOﬂlI‘OﬂS que ces CO[ldlth!lb sont nécessaires :

Soit G un sous-groupe de = HF ol tous les T, sont 1somorphes
tel
a des sous-groupes de R. Considérons G comme sous-groupe de I'.

Si GDao, il existe €l avec pr,a>>0o. Bien-ordonnons l’en-
semble I, de sorte que « soit son premier élément. On en déduit une
ordination lexicographique ©, de T' qui fait de T' un groupe totale-
ment ordonné tel que I'étage de a soit I’étage supérieur de I'. Cette
ordination O, induit sur G 'ordination O, cherchée. Comme en
particulier I'application identique de G sur G, est un homomor-
phisme croissant ¢, la nécessité des conditions est démontrée.
Montrons maintenant que chacune de ces conditions est suffisante :

" Soit donc G tel que pour tout @ &£ o, il existe un groupe totalement
ordonné G,>£ {0} et un homomorphisme croissant ¢, de G sur Gy tel
que ¢,(a) soit dans I’étage supérieur (supposé évidemment exister)
de G,. Si H, est 'ensemble des éléments positifs ou nuls de G non .
situés dans Pétage supérieur de G, on voit facilement (**) que
H,=H,U(—H,) est un sous-groupe isolé¢ de G, et que le groupe
totalement ordonné G;="G./H, n’admet qu’un seul étage autre que .
celui qui contient o, ¢’est-a-dire est isomorphe & un sous-groupe de R
qui est £ { o }. Si, par suite, ¢, est 'homomorphisme canonique de G,
sur G, on voit que ¢, = {, ¢, est un homomorphisme croissant de G-

sur G, tel que ¢,(a) >o. Sil'on considére T —]___[ G, et 'homomor-
tE€I :
phisme o :[[ ¢. de G sur I', un raisonnement souvent répéié montre

tel
que ¢ est un isomorphisme de groupe ordonné de G ‘dans T, or

chnque G est isomorphe & un sous-groupe de R (1€ ). Comme le cas
d’une ordination totale est un cas particulier du précédent, le théo-
réme 5 est completement démontré. -

Trtorime 6. — La condition nécessaire et suﬁsante pour qu'un groupe
semi-clos archimédien non trivialement ordonné soit représentable comme
groupe de fonctions & valeurs dans R est qu'il soit para-archimédien.

(

(3*) Voir KruLw [1].
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On a vu que la condition était nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante :

Soit donc G semi-clos archimédien et para-archimédien. Si (0,),¢,
est ’ensemble des ordinations totales de G plus fines que 'ordination
initiale, on'sait (chap. I, § 3) que G peut étre considéré comme sous-

groupe de I‘=H G.,.

tel

Si G2b >0, quel que soit tel, G, admet un étage supérieur qui
contient pr,b. En effet, soit «, un élément positif de G,. Comme
pr{G)= G, il existe un élément « de G tel que pr.x = z.. Puisque G
est archimédien, il existe donc un entier > o lel que nb > «, donc
npr.b >z, et &(pr,b) > &(x,). Par suite, &(pr,b) est l’étagé maximal
de G,.

Si maintenant G3a £ o0, & moins que G={o} (auquel cas le-
théoréme 6 devient trivial), puisque nous avons supposé son ordi-
nation non triviale, P>£{o}, donc il existe b€ G tel que 6 >o.
G étant para-archimédien, il existe un entier n.positif avec na &£ b,
donc un indice a €1 tel que pr,na > pr,b. Comme on vient de voir
que pr,b se trouvait dans 1'étage supérieur de G,, il en est de méme
de proa. Ceci étant valable quel que soit a Z4£o, le théoréme 6 se
déduit immédiatement du théoréme 5.

Donnons quelques indications sur le probléme de Krull-Clifford
dans le cas ou le gréupe para-archimédien G considéré est réticulé.

Tukorkme 7. — St le groupe réticulé para-archimédien G admet une
réalisation irréductible, il est réalisable comme groupe de jfonctions a
" waleurs dans R : tous les groupes ordonnés intervenant dans sa réalisation
irréductible sont tsomorphes a des sous-groupes de R.

Soit GcI‘:H G, une réalisatibn irréductible de G. Il est facile

€1
de voir que G ala propriété A : en effet, soit a un filet minimal de G
et z€ G. Puisque a > o et G est para-archimédien, il existe un enlier

n>o tel que na £ . Or na=a.
Par suite, ¥ G, CGCHG MalchzG C G et G, est para-

tel t€l tE€l
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archimédien comme sous-groupe d'un groupe para-archimédien.
Comme il est totalement ordonné, on voit que G, est isomorphe & un
sous-groupe de R. D’oul le théoréme.

CHAPITRE III.

CORPS DEMI-VALUES.

Tous les corps et tous les groupes quiinterviennent dans ce chapitre
sont commutatifs. '

1. AnsEAvX DE DEMI-vALUATION. — 1. Etant donné un corps K, nous
rappelons qu’on appelle ordre de K un sous-anneau A de K contenant
P’élément unité et tel que K puisse étre considéré comme corps des
quotients de A. L’ensemble E=ANA~' des éléments inversibles
de A est un sous-groupe du groupe multiplicatif K* formé par les
éléments de K différents de zéro. Quoique obtenu & partir d’'un
groupe écrit sous forme multiplicative, on écrira toujours additi-
vement le groupe quotient - :
‘ I'=K'E.

Soit w I'application canonique de K* sur I'. La relation
(1) w@z)>w(y) = zyt'eA (z,yekK)

définit sur I' une structure d’ordre partiel qui en fait un groupe
ordonné filtrant. Le groupe ordonné I' sera dit groupe de divisibilite
de K par rapport a A. -

L’application w de K sur I vérifie alors les relations

(2) w(zy)=w(z)+w(y),
(3) w(a)Zw(@), w(y) - w(s)Zw(@+y).

Si K est un corps, I' un groupe ordonné filtrant et & une applica-
tion de K* sur qui vérifie les relations (2) et (3), w est dite semi-
valuation de K (**). Il est facile de voir que toute seml—valuatlon peut
s’obtenir de’la maniére précédente.

( 35) ZgLinsky [1].
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Lorsque I' est un groupe réticulé, le corps K sera dit demi-valué.
et w sera dite demi-valuation. Dans le cas particulier ou I' est totale-
ment ordonné, toute demi-valuation par I' est une valuation au sens
de Krull (*¢). ‘

Un domaine d’intégrité A (*7) est dit anneau de demi-valuation si,
K étant le corps des quotients de A, le groupe de. d1v151b1hte de K
par rapport & A est un groupe réticulé.

2. Généralisant un théoréme de Krull, nous nous proposons de
“montrer qu’'a tout groupe réticulé I' correspond un corps K demi-
valué par I'. Nous allons pour cela généraliser le procédé de Krull.
Soit donec I' .un groupe réticulé. Remarquons d’abord.que pour
trouver un corps K répondant & la question, il suffit de trouver un
anneau d’intégrité A ‘et une application w de A* sur T vérifiant les.
relations (2) et (3). Supposons, en effet, que nous ayons trouvé A
et w vérifiant ces relations. Si nous posons pour tout element alb
de K*(a,b€A):
%y  w(a/b)=w(a) —w(b).

On voit que w est bien une demi-valuation de K par I‘

Déterminons donc un anneau d’intégrité A et une apphcauon w
de A* sur T vérifiant les relations (2)et(3).

k étant un corps (commatatif) quelconque, soit A l'algébre de
groupe de I' par rapport & k. Tout élément X #£ 0 de A peut se metire
d’une maniére et d’une seule sous la forme canonique,

X:a,x“t—p—...+amx“M, avec a;€k, o;el (1ZLi=Zm),
a; 7o et [Fj>a;Fa.
Nous poserons . |
FX.={°‘“ sy antcl et Ty—=gp.
Soit alors ‘ ‘ .
(5) w(X)=inf(ay, ..., an) =inf(Ix);

il résulte du chapitre I, paragraphe 3, théoréme 4, que A est bien

(%) KnULL[l]
(37) Anneau commutatlf sans diviseur de o. et possedant un élément unité.
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un anneau d’intégrité. w étant une application de A* sur T, il reste a

montrer que w vérifie les conditions (2) et (3). o

- La condition (3) est aisément vérifiable : elle est trivialement
remplle st X, Y ou X+ Y._ o. Supposons donc qu’il n’en soit pas
ainsi.

On aly ycTyuly done

(X 4 Y) = inf(Tyry) > inf[w(X), w(Y)] = inf(Tx UTy).
Reste 4 démontrer la formule (2). Elle est triviale si X ou Y =o.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Sa vérification est immédiate

“dans le cas ou la forme canonique de X n’a qu’un seul terme. En effet,
dans ce cas I'y={a} et I'yy=a +TY, donc

w(XY) = a ++ inf(Ly) = w(X) + w(Y). .
Il suffit de vérifier (2) dans le cas ou w(X)=w(Y)=o. En effet,
s1 _ ) : ‘ :
W,(X)—: a, w(Y)=p8; W(XY‘). =w(Xztz* Y\x—ﬁxﬁ) = w(X'2*Y' 28),
en posant "

X=Xz*, Y=YazB. '
Or, d’aprés ce qui vient d’étre vu,
w(X' 22 Y 2P ) = (X' 2% Y') + w (2B)
=w(X'Y') +w(z*) + w(zP) —w(X’Y’) -+ o+ B.

Si, par suite, la formule (3) est vérifiée dans le cas de w(X)=w(Y)=o,
~ comme w(X")=oetw(Y')=o, on aura
' W(XY)_a+ﬁ—W(X)+ W(Y)

Sl.lpposons donc que w(X)=w(Y)=o.
Soient

X = 2 azwt Y= Z bixP et XY = 2 TACEE

1LiLm 1£j<n : 1<£k<Lp
les formes canoniques de X,’Y et XY. Comme w(X)= W(Y)._o,
on en déduit que

a B0 (1£LigLm),  (1£j<Zn).
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Par suite, en vertu des formules de multiplication dans I’algébre A
o0 (1Zk<Zp).
Pour démontrer que inf(y,, ..., Y,) = o0, nous pourrons appliquer
le théoréme 15 (chap. I, §1).

Soit donc y un élément strictement positif quelconque de I'. Mon-
trons qu'il existe SE€T lel que Yy >8> 0 el un entier £ tel que

1 ZkZp et inf (3, y4) = o.
Comme inf(a,, ..., «,)=0, d'aprés le théoréme invoqué, il
existe Y/ > o et un nombre posilif < m tel que
T>Y>o0 et inf(o;, Y') = o.
En vertu de ce méme théeréme, comme mf(ﬁ,, cony B)=o,-
Jéel etjtel que 1Zj<n
Y>d>o0 et inf(B;, d) =o.
Il en résulte en particulier que inf(a;, 8) =o.
Supposons les indices choisis de maniére que
(6) : inf(og, 0) =0 k=Zm (m'>1),

(7) inf(By, 0)=o0 = kZn (' >1).

Posons X = X, + X, Y=Y,+Y, avec

(8) X, = 2 arxz®k, Y = Z Z)kqu".

1ZLcLm’ 1=zken’
On a

XY =X,Y,+Z, avec Z=X,Y,+X,Y,+X,Y,.
L’ensemble I'y y est un sous-ensemble de
(o + 5/)uéiém’, 12jzn)

Chacun de ces exposants est donc éiranger-a ¢.
Or si Z £ o0, aucun des éléments de I'; cet ensemble n’est étranger
ad.
Il en résulte donc que Ty v, NT,=¢ et, par suite, la forme cano-
nique de XY est somme des formes canoniques de X,Y, et de Z.
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 3, 1953. 29
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Donc I‘“DI‘X;Y, Comme X, et Y, sont différents de o, il en est de
méme de X, Y, et, par suite, il existe un élément vy, tel que 1ZkZp
‘et tel que inf(yy, 8) =o0. D’ou :

TueoriMe 1. — Etant donné un groupe réticulé L, d existe toujours
un.corps K qui est demi-valué parT.

3. Les anneaux de demi-valuation se caractérisent simplement :

Soit A un anneau d’intégrité, K son corps des quotients, I le
“groupe de divisibilité de K par rapport 4 A et w la semi-valuation
correspondante. Pour que I' soit un groupe réticulé, on a vu(chap. I,
§ 1, th. 3) qu’il fallait et suffisait qu'il vérifie I'une des deux condi-
tions équivalentes suivantes :

1° Pour lout couple «, B&T,, sup(«, B) existe;
2° Pour tout couple a, B€I',, inf(a, 3) existe.

La condition 2° montre que pour qu'un anneau d’intégrité A soit
un anneau de demi-valuation, il faut et il suffit que deux éléments
- de A admeltent toujours un plus grand commun diviseur.

La condition 1° montre qu’une autre condition nécessaire et suffi-
sante est que deux éléments de A admettent toujours un plus petit
“commun multiple.

. Si A est un anneau d’inlégrité et si et y sont contenus dans A,
dire que x divise y revient a dire que y est contenu dans l'idéal prin-
cipal (x) ou encore que () C(x). Parsuite, dire que a et b admeltent
un plus petit commun multiple revient & dire qu’il existe un élément m

de A tel que :
| (a)n(b)>(m) et (a)n(b)dz - (m)>(a),

ou encore tel que
‘ ' (a)n(b)=(m).

Donc, pour que A soit un anneau de demi-valuation, il faut et il
suffit que l'intersection de deux idéaux principaux soit encore un ldéal
principal. : :

De la méme maniére, dire que a et b admettent un plus grand



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES GROUPES ORDONNES 267
commun diviseur revient a dire qu'il existe un élément d de A tel que
(d)2(a)u(b) et (2)2(a)u(d) > (2)>(d), ‘

ou encore tel que (d ) soit lintersection de tous les idéaux principaux
qui contiennent l'idéal (@) + (b). ‘

Nous retrouvons ici la propriété VA de Prifer (**) : tout ¢-idéal
fini est idéal principal (*°). .

Il résulte de tout ceci que nous pouvons énoncer le

TatoriMe 2. — Etant donné un anneau d’intégrité A, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1° A est un anneau de demi-valuation;

2° Deux éléments de A admettent toujours un plus grand commun
diciseur; :

3° Deux éléments de A admettent toujours un plus petit commun
- multiple; , :

4° L'intersection de deux-idéaux principaux quelconques de A est
encore un idéal principal;

5° Tout v-idéal fini est principal, ou encore I’intersection de tous les
idéqua principaux qui contiennent deux idéaux principauzx quelconques
est un idéal principal.

4. Nous allons maintenant donner une autre caractérisation des
anneaux de demi-valuation basée sur le théoréme 12 (chap. I, §1).

Soit A un anneau d’intégrité, K son corps des quolients. On dira
que a/b est une forme canonique de I'élément £ de K s1 :

1° k=afbeta,beA,;

2° a'[b'=a[b(a', b' € A) entraine qu’il existe un élément c de A tel
que a'=ca, b'=cb. : '

Le numérateur et le dénominateur d’une forme canonique sont
définis & un élément inversible prés de A.

(%) Prorer [1].

() Il importe de remarquer qu'ici on a en général (d) £ (a) + (). Si I'on
avait pour tout couple @, b€ A, (d) = (a) + (&), nous aurions la propriété @ A
ou £A de Priifer (tout idéal fini est principal) qui est strictement plus forte
que VA, -
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Cherchons quelles conditions doitremplir A pour que tout élément
de K puisse se mettre sous forme canonique.

Pour cela désignons par I le groupe de divisibilité de K par rapport
a A et par w la semi-valuation correspondante.

Si a/b est une forme canonique, w(a) et w(b) sont nécessairement
étrangers.

Réciproquement, si w(a) et w(b) sont étrangers en vertu des théo-
rémes 6 et 10 (chap. I, §1), «/b est une forme canonique.

Par suite, si-w(a') —w(a)=w(d')—w(b)=w(c), on a c€EA
et a'=ca, b'’=cb. Il résulte donc du chapitre I, paragraphe 1, théo-
réme 12 le

TreoriMe 3. — Etant donné un anneau d’intégrité A, la condition
nécessaire et suffisante pour que chaque élément du corps des quotients
de A admette une forme canonique est que A soit un anneau de demi-
valuation.

Etant donné un anneau d’intégrité A et le corps des quotients K
de A, a/b sera une forme irréductible de I'élément £ de K (a, b€ A) si:

1 k=alb; | '
2° Pour tout ¢ contenu dans A, les relations a=a'c, b=1"0'¢c
impliquent que ¢ soit inversible dans A. '

Proposition 1. — Toute forme canonique est irréductible.

Soit a/b une forme canonique. Sia=a'c, b==5'c, on auraa/b=a'[b’.
Doncil existe par définition un élément d de A tel que o’ =da, b’ = db.
Mais d =, donc c est bien inversible dans A.

SiT est le groupe de divisibilité de K par rapport & A et w la semi-
valuation correspondante, on voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que a/b(a, b€ A) soit une forme irréductible est que w(a)
et w(b) soient faiblement étrangers. Par suite, tout élément de K
admettra une forme irréductible si et si seulement tout élément de I'
peut se mettre sous la forme d'une différence de deux éléments
faiblement étrangers. Nous ne saurions dire si de tels groupes autres
que les groupes réticulés existent et, a fortiori, s’il peut exister un
corps semi-valué par un tel groupe.
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2. Etupe bE CERTAINES DEMI-VALUATIONS. — Nous allons montrer dans
ce paragraphe que l'on ‘peut dans certains cas déterminer toutes les
demi-valuations d’un corps K satisfaisant & certaines conditions.

1. Q étant le corps des nombres rationnels ordinaires, nous allons
non seulement déterminer toutes les demi-valuations de Q, mais
encore toutes ses semi-valuations, c’est-a-dire déterminer tous les
ordres de Q.

Soit A un ordre de Q. Si Z est I’anneau des entiers ordinaires,
comme A contient 1 et est un anneau, on a A DZ.

Soit a € Z tel qu'il existe une fraction a’[a irréductible (a', a€Z)
telle que a’/a€A. a' et a étant premiers entre eux, il existe des
entiers m et n tels que ma’'+ na=1. Or a'[a, 1 € A entraine

(md'la) +neA ou 1/a€A.

D’autre part, si a=a,a,(a,, a,€Z), on aura a,Ja=1ja, €A.
A est donc entiérement déterminé par I’ensemble P ‘'des nombres pre-
* miers (positifs) tels que
(1) peP==1/peA.

On voit que si a/b est une fraction irréductible telle que > o,
a/b sera contenu dans A si et si seulement b peut se décomposer en’
un produit de facteurs premiers tous contenus dans P.

Il est immédiat que la donnée d'un ensemble quelconque P de
nombres premiers contenant 1 détermine de cette maniére un ordre

de A.

Soit P’=(p.).c, 'ensemble des nombres premiers positifs non

contenus dans P et I'= Z“’":Z Z, le groupe ordonné des applica-

t€l
tions dans Z des sous-ensembles finis de P’. & étant un élément de Q,

soit ¢,() la valeur de # dans la valuation p,-adique. Posons
o(x) :2 9 ().
t€1

¢ est une application de Q sur I' qui est la semi-valuation corres-
pondant & I'ordre A, Comme I" est réticulé, on voit que :
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TutorkME 1. — Toute semi-valuation de Q) est une demi-valuation.

2. Soit k un corps algébriquement clos et K = k() une extension
transcendante simple de #. Nous nous proposons de déterminer ici
‘toutes les demi-valuations de K qui s’annulent sur £, ou encore tous
les ordres de K qui contiennent £ et sont en méme temps anneaux de
demi-valuation. .

Soit donc w une demi-valuation de K qui s’annule sur £, A et
I' ordre et le groupe de divisibilité correspondante. Excluons le cas
trivial ou I'={o}. )

Pour simplifier les notations, nous poserons si y €K

wH(y)=[wn v () =Iw)]

Lemme 1. — S¢ a et b sont deux éléments distincts contenus dans k,
pour tout élément y de K, w+(y — a) et w*(y — b) sont étrangers.

Comme T' est réliculé, il nous suffit pour cela de montrer que
w(y — a) et wr(y — b) sont faiblement étrangers.
Soit donc 4w+ (y —a), w*(y —b)>a>0.0na

(2) w(y—a)y=wr(y—a)—w (y—a)>a—w(y—a)
>oa—sup[w(y —a), w(y—b)

De méme, w(y — b) > a — sup|w (y — a), w(y — b)]. Par suite,
(3)  inf[w(y —a), w(y —b)|>a—sap[w(y —a), w(y —b)].
Comme b —a€k, | '

inf[w(y —a), w(y —b)]<w(b—a)=o,
(3) peut donc s’écrire
(3" | sup[w=(y —a), w=(y — b)] >0

Or w*(y —a) étant étranger 4 w(y —a), il en est de méme
de a. « étant étranger 4 w(y —a) et w(y —b) est étranger
asup[w(y —a), w(y —b)].

Il résulte donc de (3') que a =o0. D’ot1 le lemme

LemMe 2. — Quels que sotenta, bekety€K, ona

w(y—a) ::vw_(v'y— b).
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Soit z€K tel que w(z)=—w (y —a).
Comme w(z) = w(¥ — a), w(a— b), on a L=2, 2= b

5 F4

€A, donc

y—a+a-—b:y—beA '
s 3 5

ou w(s) Zw(y —b).

Comme w(z) o, on a donc

Ww(z)L— w(y — b) et —w(y—a)=w(s)ZL—w(y—b)
ou )
Wy — a) = o (y — b).

Comme on a de méme w—(y —a)Zw (y—b), on en déduit le
lemme ~ '

LemMe 3. — Il existe un générateur y de K surk tel que w(y)> 0.«
Plusieurs cas sont possibles :
1° Jaek tel que w(z — a) > o. On prend alors y =z — a;

20 Jbek tel que w(a — b) < 0. On prend alors y = w———-—_l_ 3

3° Aucune des deux premiéres conditions n’est réalisée.

Montrons que ce cas ne peut se produire. Pour cela, raisonnons
par ’absurde et supposons qu'il se produise effectivement.
- Soit « la valeur (constante en vertu du lemme 2) de w(x— a)
lorsque a parcourt £. On anécessairement « > o, carsil’on avaita = o
comme par hypothése, quel que soit €k, w(x — a)3}>o, on aurait
w(@ —a)=o. Or, si P est un polynome quelconque en z de degré
non nul, comme £ est algébriquement clos, P = a,(z — a,)...(x — a,,)
(a;€k, oZi~m). On aurait donc w(P)= 2 w(x—a,)=o et
1LiLm

comme tout élément X de K peut se mettre sous la forme P/Q,
avec P, Qe€k[z], on aurait w(X)=o0 pour tout X€K, ce qui
contredit ’hypothése I' < { o }.
Soit donc & > o.
Soit Pek[z] et mle degré de P. Si m=o0, w(P)=o0. Sim > o,
on a '
(4) . P=ay(z—ay).., (z— ap) ) (g€k, o LiZm),

~
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Donc

wP)= ¥ we—a)= ¥ wi@z—a)+ ¥ w(z—a)

1<ZLigm 1&£ism 1Lizcm
N (o — a)
== wrla— a;) —mao.
s t
1£Ligm

Comme « = o (x — a;) (1.1 m), aest étranger a Z wH(x— a;).
D’ou , o

(5) w+(P) = 2 wH(z—a;), w(P)=ma.

l=igm '

" On en déduit en particulier que, quel que soit le degré m de P

(positif ou nul), on a bien w=(P)=ma.
*  Soit maintenant X € K tel que w(X) > o. ‘
On peut poser X =P/Q, P et Q étant deux polynomes premiers

entre eux. Soit m le degré de P et n celui de Q.

w(X)=w(P)—w(Q), donc w*+(P) —|—w—(Q)>W+(Q)+w—(P)

ou _
(6) wH(P)>w(Q)+ (m—n)a,
Or « est étfanger a w+(P), donc m=n et comme w(X)>o, on
am=n _>o. :
Soit donc

P=a(z—a,).. ..(-Z'—a;:L)

’b k 4.4 .
Q="boy(z—by) ... (x—bn) i b€ (0 LiLm)

Comme P et Q sont premiers entre eux,
“ a; 7 bj (1ZiLmy, 1 L] Zm).

Donc, en vertu du lemme 1, w*(x — a;) est étranger & w*(x — b )
et par suite, comme en vertu de (5)

'vw+(P):: Z wr(x — a;), wH(Q) = 2 w+(.a:—b,-),

1ZLizm 1£Ljzm

on a

7 | - inf[w(P), 9(Q)] =
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La formule (6) montre donc que w*(Q)=o0. Parsuite, w+(x—b,)=o0
et w(x —b,)=—a <o, ce qui est contraire & I'hypothése.

Le Lroisiéme cas ne peut donc se présenter, d’ott le lemme 3.

Dans ce qui suit, nous supposerons que x ait été choisi de sorte
que w(x) > o. Il résulte alors du lemme 2 que, quel que soit a €k,

w—(x —a)=o.
Soit (a,),¢, le sous-ensemble de £ ainsi défini

(8) a€(aha=w(z—a)>o.

On voit alors, en tenant compte du lemme 1 que le groupe I' est

isomorphe & Z‘”=2Z;. Si nous les identifions, la demi-valuation
. tel
sera ainsi définie : la composante d’indice ¢ de w(P), P étant un poly-

nome en x, sera la puissance a laquelle le monome (x — a,) appa-
‘raitra dans la décomposition de P en facteurs premiers.

3. ToroLoGIE INDUITE. — 1. Soit un corps K et un ordre A de K,
I'legroupe de divisibilité correspondant, et & 1'application canonique
de K* sur I'. On peut définir (*°) une topologie sur K en prenant
pour base du filtre des voisinages de o ’ensemble (V,), < - ainsi défini :

(1) v xeva:[w(x)éa ouz=o0] (xeT).

Il est facile de voir (*') que K, muni de cette topologie, a unesiruc-
ture d’anneau topologique, mais ce n’est pas en général un corps
topologique, c’est-a-dire que la fonction f(«) = 1/2 n’est pas toujours
continue, ]

Cette topologie sera dite induite par l'ordre A ou par la semi-
valuation w. _

Deux ordres A et A’ de K seront dits équivalentss’il existe deux élé-
menls a et b différents de o dans K tels que

A>aB et B> bA.

(*°) Zensky [1]. ‘
(**) Voir par exemple, Boursakr, Topologie générale, chap. I11.
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C’est évidemment une relation d’é qulvalence sur l’ensemble des ordres
de K.

Tutorime 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux
ordres de K induisent la méme topologie sur K est qu’ils sotent équivalents.

. Soient A et B deux ordres équivalents, %, et By les topologies respectives
qu'ils induisent sur K. Soient a et & deux éléments de K différents de o tels
que ADBa et BOAb. Soit V un voisinage de o dans %,. Il contient par défini-
tion un ensemble Az (z #0), or Az>Baxz qui est un voisinage de o dans %,
puisque az 32 o0. Il en résulte que By est plus fine que %,. Comme B, est aussi
plus fine que By, on a By = By.

- Réciproquement, soient deux ordres A et B de K tels que %, =3y; A = A, est
un voisinage de o dans B, donc il existe un €élément 2 de K différent de o tel
que A>Ba. De méme, il existe un élément b de K différent de o tel que B> Ab.
A et B sont bien equlvalents

Etant donné un corps K et une topologie % compalible avec sa
structure d’anneau, Zelinsky donne un critére permettant de recon-
naitre si la topologie ® est induite par un ordre de K. Un sous-
ensemble E de K sera dit borné si pour tout voisinage V de o, il existe
un voisinage U de o tel que AUCV. On a alors le

CriTRE DE ZELINSKY. — Etant donné un corps K et une topologie surK
compatible avec sa structure d’anneau, la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'il existe un ordre de K induisant la topologie % est qu'il
existe un sous-groupe aa’dztzf de K qui soit en méme temps borné et
ouvert. -

2. Montrons que si le corps K est un corps demi-valué par le groupe
réticulé I' et si I'on considére K comme muni de la topologie corres-
pondante, la continuité de /()= 1|z est étroitement liée & 'existence
d'un filet maximal dans T'. , ,

Supposons que I' admette le filet maximal x et montrons que

(2) w(bla)>p-—>w(b+a)=w(a) (a bekK, az#o).

(le cas b = o est trivial).
Placons-nous dans ces hypothéses et soit ¢ = b —+ a. On aura

w(c)>inf[w(a), w(b)]=w(a), puisque w (&) w(a)+ p.éw(a),
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Or '
w(a)=w(c— by inf[w(c), w(— b)] =inf|w(c), w(d)].

Comme W( )Aw(b) w(c), on en déduit w(a) =inf[ w(c), w(b)]
Ceci peut s’écrire w(a) = inf[w(a + b), w(b)] ou :

o el

Or, puisque w(b/a) > ., w(b[a) est le filet maximal de I, donc

s

w(b/a)_éw(x -+ g)

et I’égalité (3 ) montre que w<1 + g) =o0 ouw(a-+b)=w(a),d ol
la formule (2).

Ceci posé, montrons que la fonction. f(x)=1/z est continue
sur K*. Soit #,5£ 0. Il faut montrer qu’étant donné un voisinage V
de o, on peut trouver un voisinage W de o tel que |

heW > f(zo+ h)— f(x)€V.

. Par définition, il existe €T tel que V>V, V, étant défini par la
formule (1). On a
— 1
Floct ) = flmo) = e PR y

et e
<qﬂ%+m—ﬂ%ﬂ:mm—wwg—m%+m.

Soit > p.+w(z,). Si w(h)> @', on aura, en vertu de la for-
mule (2), -

Cwmh)y=wlz) et w[fl@m+h)— f(zo)] =w(h)— 2W(a’o)-"
Par suite, si w(h) >0/, o + 20 (,), on aura
wlf(@o+h)—flz)]ma et fl@m+h)—f(z)eVaCV.
Donc en posant $ =sup[f/, a2+ 2w(¢0)], on voit que

heVg-> f(zy+ h) = f(xs)E V.
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OIi peut donc prendre W = V3 et 'on en déduit la proposition 1 :

Prorosition 1. — Sile groupe réticulé T admet un filet maximal, tout
corps K demi-valué par T est un corps topologique.

Nous avons déja rencontré de nombreux groupes réticulés admettant un filet
maximal : les groupes totalement ordonnés (la proposition 1 permet alors de
retrouver le résultat bien connu que tout corps valué peut étre considéré comme
un corps topologique), les produits directs de groupes totalement ordonnés et
leurs quotients par les sommes directes correspondantes, le groupe des fonctions
continues habituelles.

Il serait intéressant de savoir si réciproquement un corps K étant
demi-valué par le groupe réticulé I' et la topologie correspondante
rendant 1/ continue sur K*, I' admet un filet maximal. Nous ne
savons si celte proposition est vraie dans toute sa généralité, toutefois,
siI est un groupe réticulé.sans filet maximal, nous pouvons toujours
construire un corps K demi-valué par F tel que la fonction 1/x ne soit
pas continue sur K* :

Soit' donc I' un groupe réticulé sans filet maximal, % étant un
corps quelconque, K sera le corps des quotients de l'algébre du
groupe I' par rapport a &, w la demi-valuation définie précédemment
(81, n°2). Montrons que la fonction f(x)=1/z n’est pas continue
au point  =1. Pour cela, montrons que I'on peut trouver a €T’
tel que, quel que soit B3&€T" aussi grand qu’on le veut, on puisse
trouver h€K tel que w(A) B et w[ f(1+h)— f(1)] 2 «

‘Soit donc « >0 et 3 que l'on peut supposer positif ou nul.
Soit Y>> a, 3. Comme I' n’admet pas de filet maximal, il existe

un filet strictement supérieur a y, donc un filet £>£ 0 étranger & y
(chap. II, § 1, th. 1). ,

Posons alors /=1y -+ Eetsoientaet bles deux elements del’algébre
de groupe définis par :

(4) a=x7+ x¥, b—=— x¥+ t.
On a w(a)=inf(y, y )_Y,w(b)_mf(-y, )_o
Donc w(afb) =y et
w(a—+b)=w(a¥'+ 2%) =inf(y, £) =inf(y +, £) =&
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D’autre part _
1 ! a . b) — ¢
w( a‘—1>_¢vka+b)_w(a)—-w(a+ )=y —E.
\'*t3

Or on ne peut avoir y —&>x o, sans cela on aurait y> o -¢
et ?éz
" La fonction 1/ est donc bien discontinue au point 1. D’ou :

TratorkME 2. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe
réticulé T soit tel que tout corps demi-valué parT soit un corps topologique
est que I' admette un filet mazximal.

3. Il résulte de P'article déja cité de Zelinsky qu’étant donné un
corps K semi-valué par T, la condition nécessaire et suffisante pour
que Pordre correspondant A soit équivalent & un.anneau de valuation
est que dans la topologie induite par A, 'anneau topologique K
vérifie la condition V de Kaplansky (*?) : Tout ensemble E de K
¢loigné de o (c’est-a-dire disjoint d'un voisinage de o) est tel que E-*
soit borné.

- Il est facile de voir que cecine dépend que de lastructure du groupe
de divisibilité I'. Plus précisément

> TukoREME 3. — Pour qu’un corps semi~valué parT (et, par suite, consi-
déré comme anneau topologique) remplisse la condition V, il faut et il
suffit que I remplisse la condition suivante : Il existe un élément « de T’
tel que £ &£ o entraine £ a.

La condition précédente sera aussi dite condition V.
Supposons d’abord que K, semi-valué par I' remplisse la condi-
tion V et soit E le sous-ensemble de K ainst défini

(5 rzeE=w(z) 3o,

w étant la semi-valuation correspondante.

.

(*?) Kapransky [1].
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E est éloigné de o, puisqu’il n’a aucun point commun avec le voisi- -
nage V, de o. Puisque K remplit la condition V, il en résulte que- E—*
est borné, donc pour tout § il existe y tel que V,E~*C Vg ou encore
pour tout £ 4o, EXf —x. En posant 3 —y=a, on voit donc que
I remplit la condition V.

Réciproquement, supposons que I' remplisse la condition V. Si
(~ est un élément de T, il existera w' €I tel que pour tout £€T,
£ 4 p entraine £ p'. Soit donc E un sous-ensemble de K éloigné
de o. Par définition, JA €T tel que z€E entraine w(x) 3 A. Par
suite, si y€E~', w(y) £ —. Il existe donc N &€T tel que y €E
entraine w(y)>A’. Si f est un élément quelconque de I, en posant

=f—2, on voit que V;E~ CVB Par suite, E-* est borné et K
verlfie la condltlon V.

Il existe des groupes réticulés non totalement ordonnés et remplis-

sant la condition V :

Soit G le groupe Z, + Z, ordonné lexicographiquement, Z; étant 1somorphe du
groupe ordonné des entiers [{—=1, 2 et (+1, —1)>0].

Soit A = GF le groupe ordonné des apphcatxons de I'ensemble R dans G. Le
sous-ensemble I' de A défini par. .

fel =pr,f(x)=const.

est un sous-groupe réticulé.propre de A.

Le groupe T n’est pas totalement ordonné. Soit, d’autre part, kel tel que

h(z)=(—1,0) (z&R). .

" Si feT est tel que f4£ 0, on a pr, f(x)>o0 (x€R), donc f> h et T remplit
bien la condition V.

Il résulte des théorémes 2 et 3 et du théoréme 1 du paragraphe 1la -
Proposition 2. — Tout groupe réticulé remplissant la condztzon v

admet un filet maavlmal

Démontrons ceci directement : soit I' un groupe réticulé remplis-
sant la.condition V et a €I tel que £ £ o entraine £ a(Ee€T). Si
I' n’admettait pas de filet maximal, on pourrait trouver deux élé-
ments &, et £, de " tels que

'l
Zi>o, inf (&, a*) =inf (&, a~)=o0"- (l._l 2) et inf(k, &) =o.



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES GROUPES ORDONNES 299
Comme &, — &, &£ 0, on a par définition

Ei—fat—a~ ou ok, 4at,

ce qul est ab:urde pu1sque £, est strictement positif et étranger a I
et ao ,
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