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Contribution à l'étude des groupes ordonnés~· 

• PAR PAl;L JAFFARD. 

INTRODUCTION. 

La notion de groupe ordonné résulte de la considération simultanée 
de deux notions algébriques importantes, celle de groupe et celle 
d'ensemble ordonné. Outre son intérêt propre, elle est le principal 
outil dan't. la théorie de la divisibilité dans les corps et la théorie des 
corps valués. Elle semble jouer un rôle de plus en plus important en 
analyse fonctionnelle ( travaux de L. Kanthorovitch et F. Riesz). 

Nous nous proposons dans ce travail d'étudier la structure des 
groupes abéliens ordonnés et plus particulièrement des groupes 
réticulés qui se trouvent être les plus maniables. 

Les groupes totalement ordonnés et les produits directs de tels 
groupes étant ceux qui se présentent le plus naturellement, étudier la 
structure d'un groupe ordonné revient le plus souvent à étudier de 
quelle manière on peut le plonger dans un tel produit direct. Dans un 
très beau travail, P. Lorenzen avait démontré que tout groupe réticulé 
peut être considéré comme un sous-groupe propre d'un produit de 
groupes totalement ordonnés. (Rappelons que si G est un groupe 
réticulé, le sous-groupe H de G sera dit propre six, y EH entraîne 
inf(x, y)eH). Il en résultait que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un groupe ordonné puisse être plongé dans un produit direct 
de groupes totalement ordonnés est qu'il soit semi-clos ( c'est-à-dire 
que nx::::::,,, o entraîne x::::::,,, o si n est un entier strictement positif 
ordinaire). 

Pour obtenir ces résultats, Lorenzen s'était servi d'une généralisa-
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tion de la notion de système de r-idéaux qui était due à Prüfer et 
s'était inspiré de la .caractérisation des anneaux entièrement clos due 
à W. Krull. 

J. Dieudonné donna peu après une méthode directe pour obtenir le 
résultat de Lorenzen sur les groupes semi-clos basé sur la considération 
des affinements des slructures d'ordre d'un groupe. Cette méthode, 
moins fine que celle de Lorenzen dans le cas d'un groupe réticulé, est 
importante par s·a grande généralité, puisqu'elle s'applique par 
exemple mot à mot aux ensembles ordonnés quelconques et permet de 
voir que tout ensemble ordonné peut être considéré comme un sous- , 
ensemble d'un produit d'ensembles totalement ordonnés. 

V ers la _même date ( 1942 ), G. Birkhoff donnait une condition 
suffisante pour qu'un groupe réticulé soit somme directe d'un nombre 
fini de groupes totalement ordonnés en considérant le réseau des sous-
groupes isolés du groupe réticulé ( G étant un groupe ordonné, le 
sous-groupe H de G est dit isolé si h, h' e H et h Lx L h' 
entraîne x e H. • 

Le chapitre I contient les généralités sur les groupes ordonnés; le 
paragraphe 1 rappelle brièvement les formules fondamentales dont 
certaines sont déjà connues de Dedekind. 

Toutes les fois que l'on considère la réalisation d'un groupe 
ordonné li- comme sous-groupe d'un produit [} G, de groupes 

t El 

ordonnés totalement ou partiellement, on est amené à considérer 
l'homomorphisme croissant r.p,=pr,rp de G dans G,. Réciproquement, 
la donnée d'un nombre suffisant d'homomorphismes croissant rp, de 
G dans des groupes ordonnés G,( e 1) permet de considérer G comme 
un sous-groupe de TJ G,. D'où l'importance de ces homomorphismes 

<El 

pour l'étude de la structure d'un groupe ordonné et la nécessité de les 
étudier dans toute leur généralité 

Dans le cas particulier où le groupe G est réticulé, on peut obtenir 
des homomorphismes propres de G sur des groupes totalement 
ordonnés par la considération des t-idéaux de G ( un homomor-
phisme rp du groupe réticulé G dans le groupe réticulé H est dit propre 
si c'est en même temps un homomorphisme de sa structure de réseau, 
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c'est-à-dire si (j) [inf (x, x)] = inf [ (J)(x), (j)( y)]). C'est l'idée centrale de 
Lor.enzen qui lui permet d'obtenir son important théorème de struc-
ture. Nous montrons de plus que c'est la seule méthode possible 
pour obtenir de tels homomorphismes. Tout ceci fait l'objet du 
paragraphe 2. 

Une classe importante des homomorphismes croissants est celle qui 
• résulte de l'application identique du groupe sur lui-même muni d'une 
structure d'ordre plus fine. C'est cette considération qui est à la base 
de la méthode de Dieudonné. L'étude, aussi générale que possible, 
des affinements. de la structure d'ordre d'un groupe est faite au 
paragraphe 5. 

Dans le chapitre II, nous étudions la structure des groupes réticulés 
à partir de certaines classes d'équivalence que nous introduisons dans 
les éléments positifs de ces groupes. Ces classes, que nous appelons 
filets, forment elles-mêmes un réseau. La structure de ce réseau est 
liée profondément à celle du groupe réticulé et sa considération est 
avantageuse pour l'étude de ce groupe du point de vue envisagé plus 
haut. Ce réseau est moins fin que celui des sous-groupes isolés 
considéré par Birkhoff, plus fin que celui des bandes considéré par 
Riesz. C'est ainsi que chez Birkhoff les groupes totalement ordonnés 
sont caractérisés par le fait que le réseau de leurs sous-groupes isolés 
est totalement ordonné. Ils sont caractérisés ici par le simple fait que • 
le réseau de leurs filets se réduit au plus à un seul élément différent 
de o ( filet comprenant l'élément neutre du groupe). 

L'ensemllle des filets est, en toute généralité, définissable pour un 
groupe ordonné quelconque. Toutefois,· l'ensemble de ces filets n'est 
maniable que si Pon peut énoncer la proposition 3 et le théorème 1 du 
paragraphe 1. Ces propositions étant difficilement vérifiables dans 
des cas particuliers, il nous a semblé préférable de n'introduire les 
filets que dans certains groupes jouissant d'une propriété caractéris-
tique aisément vérifiable ( groupes réguliers) et dans lesquels elles sont 
valables. De fait, les applications intéressantes ne se présentent guère 
que dans le cas d'un groupe réticulé. Par souci de généralité et pour 
bien montrer que dans toute une partie de cette étude il n'est pas 
nécessaire de supposer le groupe réti_culé, nous avons développé au 
paragraphe 1 l'étude des filets d'un groupe régulier. 
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Dans le cas où 'le groupe est réticulé, la considération du réseau des 
filets permet de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour 
que le groupe soit somme directe de groupes totalement ordonnés. 
Cette étude est faite au paragraphe 2. 

Dans un groupe réticulé, la considération des filets permet d'obtenir 
de nouveaux homomorphismes croissants de ce groupe sur des groupes 
totalement ordonnés et de donner des conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'un groupe réticulé admette une réalisation irréduc-
tible, c'est-à-dire une réalisation comme sous-groupe propre de Il G,, 

,e1 
les G, étant totalement ordonnés et aucun groupe G, ne pouvant être 
cc enlevé » de cette réalisation. Dans le cas général, apparaissent deux 
sous-groupes caractéristiques M et N. • Ceci fait l'objet du para-
graphe 5. 

Dans le paragraphe 4, nous nous préoccupons de problèmes . 
d'« Archimédianité ». Nous distingnons deux notions différentes, 
celle de groupe para-archimédien ( appelés archimédiens par Clifford 
et Birkhoff) et celle de groupe archimédien. Nous montrons qu'aucune 
de ces notions n'implique l'autre dans le cas général. 

La caractérisation intrinsèque des groupes ordonnés réalisables 
comme groupes de fonctions à valeur dans R ( groupe additif des 
nombres réels) fut un problème posé ·par Krull dans les cas des 
groupes de divisibilité et posé dans toute sa généralité par Clifford. 
Nakayama démontra la fausseté de la conjecture de Krull-Clifford : 
Il existe des groupes réticulés para-archimédiens, non représentables 
comme fonctions à valeurs dans R. Nous démontrons dans deux cas • 
particuliers la conjecture de Krull-Clifford (th. 6 et 7). 

Tous ces théorèmes de structures du chapitre II donnent évidem-
ment des théorèmes correspondants sur la divisibilité dans les corps. 
Nous laissons aù lecteur le soin de faire cette traduction. Toutefois, 
nous avons voulu au chapitre III étudier certains aspects des corps 
qui admettent comme groupe de divisibilité un groupe réticulé. Nous 
dirons qu'un tel corps est demi-valué par le groupe réticulé corres-
pondant. Nous montrons au paragraphe 1. que tout groupe réticulé 
(abélien) est tel qu'il existe un corps demi-valué par ce groupe, 
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généralisant ainsi un théorème et une méthode dus à Krull dans le cas 
où le groupe est totalement ordonné. 

Tout corps demi-valué admet une topologie naturelle compatible 
avec sa structure d'anneau:, mais non en général avec sa structure de 
corps ( c'est-à-dire que la fonction·~ n'y est pas en général continue): 
Nous démontrons au paragraphe 5 qu'il en est toutefois ainsi dans le 
cas où le groupe de divisibilité admet un filet maximal et, nous 'basant 
sur le théorème d'existence indiqué plus haut, nous montrons que 
réciprpquement si le groupe réticulé G n'admet pas de filet maximal, 
il est possible de trouver un corps demi-valué par G tel que la 

1 fonction!. n'y soit pas continue. 
X . 

Dans le paragraphe 2, nous déterminons toutes les demi-valuations 
d'une extension transcendante simple d'un corps algébriquement clos 
s'annulant sur le corps de base. 

Je tiens à exprimer ici toute la reconnaissance que je dois à 
M. Dubreuil, dont les conseils m'ont été très précieux pour la rédaction 
de ce travail. Je remercie également M. Dieudonné qui a bien voulu 
s'intéresser à ces recherches et m'aider de son expérience, M. le Doyen 

• Chatelet et M. H. Cartan qui se sorit joints à M. Dubreuil pour 
constituer la commission d'examen devant laquelle fut soutenue cette 
thèse, M. Villat qui, après M. E. Cartan, a présenté à l'Académie 
des Sciences des Notes résumant les principaux résultats obtenus, et 
N. Bourbaki qui m'a confié une des rédactions de son Ouvrage sur la 
Divisibilité, écrit dont je me suis largement inspiré pour l'ordre des 
résultats énoncés au chapitre I (§ 1.) et auquel je renvoie le lecteur 
pour les démonstrations correspondantes. 

CHAPITRE I. 
GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES ORDONNÉS. 

1.. PRÉLIMINAIRES. - Dans toute cette étude n'interviendront que 
des groupes abéliens. Le mot « groupe » signifiera donc « groupe 
commutatif>>. Tous les groupes seront écrits sous la forme additive et, 
pour ne pas compliquer les notatiôns, l'~lément unité de chaque 
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groupe sera toujours désigné par zéro sans qu'aucune confusion ne 
soit possible. Les structures d'ordre intervenant seront le plus 
souvent des structures d'ordre partielles : par « groupe ordonné >> 
on devra donc entendre « groupe partiellement ordonné ». 

Sauf mention expresse du contraire, nous entendrons par« structure 
d'ordre sur G >> une <( structure d'ordre s_ur G compatible avec sa 
structure de groupe ». • 

1. Étant donné un groupe (abélien) G, on dira qu'une structure 
d'ordre (partielle) définie sur G est compatible avec sa structure de 
groupe s1 

a, beG et aL.b a+ x L. b + x pour tout x e G, 

l'égalité ( 1) est d'ailleurs équivalente à 

a, b, a', b'eG et aLb, a'L.b' a+ a'Lb +b'. 

Un groupe muni d'une telle structùre sera dit groupe ordonné. 

2. On sait que la structure d'ordre d'un groupe ordonné est 
complètement caractérisée par la donnée de ses éléments positifs. 
De plus: 

THÉORÈME i. - Étant donné un groupe G et un sous-ensemble P de G, 
il existera une structure d'ordre sur G compatible a(,•ec sa structure de 
groupe et telle que P soit l'ensemble de ses éléments positifs si et si seule-
ment: 

1° P + PcP; 
20 p (\ ( - P) l O l (1 ). 

On notera en général G+ l'ensemble des éléments positifs de G. 
Étant donné un groupe G; si l'on se donne un sous-ensemble P qui 

contienne zéro et vérifie la première condition du théorème i, on voit 
que la relation 

R(x,y)~y- xeP 

(1) RIRHJl:OFF(2],chap.XIV, th, 1, 
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transforme G en un ensemble préordonné tel que 

pourtoutxeG. 

Les classes d'équivalence de G suivant la relation 

R(x, y) et R(y, x) 

s'identifient aux classes de G suivant le sous-groupe H = P f'\ ( - P). 
La relation de préordre R(x, y) donne sur G/H par passage au 
quotient une relation d'ordre compatible avec la .structure de groupe 
de G/H. Le groupe ordonné G/H sera dit groupe ordonné associé au 
groupe préordonné G. 

Si le groupe Gest somme directe (resp. produit direct) des groupes 
ordonnés G1(:el), il est facile de voir que le sous-ensemble P des 
éléments de G défini par 

vérifie les conditions du théorème 1. Le groupe G muni de la structure 
d'ordre correspondante est dit somme directe ordonnée (resp. produit 
directordoitné) des groupes G.( t E 1). On dira souvent que le groupe 
(ordonné) G est somme directe ( resp. produit direct) des groupes 
ordonnés G1( te 1). On voit que si G1 est considéré comme sous-
groupe de G, la structure d'ordre de G induit sur G 1 sa structure 
d'ordre initiale (2). 

3. Un ensemble ordonné E sera dit filtrant à droite(resp. à gauche) 
si, quels que soient a, b E E, il existe ce E tel que a, b L. c ( resp. 
a, b ":::::,,. c ). Un groupe ordonné filtrant à droite sera filtrant à &"auche 

• et réciproquement. Un tel groupe G sera simplement dit filtrant. On 
saitque: • 

THÉORÈME 2. - Pour que le groupe ordonné G soit jitrant, il faut et 
il su/fit qu'il soit engendré par l'ensemble G+ de ses éléments positifs ( 3). 

e) On rappelle qu'étant donné un groupe ordonné G et un sous-groupe H de G, 
la structure d'ordre induite par G sur H est compatible avec la structure de 
groupe de H. 

(a) CLIFFORD l 1 ]. 
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Si les deux éléments a et b de G admettent une borne supérieure ( 4) 
(resp. inférieure), on notera celle-ci sup(a, b) [resp. inf(a, b)]. 

Si, pour tout couple a, b E G, sup( a, b) existe, on voit qu'il en sera 
de même de inf(a, b) et réciproquement. En ce cas, G sera dit réticulé. 

Toute somme directe G = G, (resp. tout produit direct 
t El 

G = TI. G,) de groupes réticulés est encore un groupe réticulé et 
tEI 

l'on a 
prd ~up(a, b)l = ~up[prt(a), prt(b)] t (LEI). 
pr,[rnf (a, b)] = rnf [pr,(a), pr,(b)j j 

THÉORÈME 3. - Le groupe filtrant G est réticulé si et si seulement il 
vérifie l'une des deux conditions ( équiralentes) suiçantes : 

a. pour tout a, be G+ : sup(a, b) existe; 
b. pour tout a, be G+: inf(a, b) existe(5). 

On vérifie sans difficulté les : 

THÉORÈME 4. - Si dans un groupe ordonné G les deux parties A et B 
ont des bornes supérieures sup(A) et sup(B), A+ B a aussi une borne 
supèrieui·e et 
(2) sup(A + B) = sup(A) +sup(B). 

THÉORÈME 5. - Dans un groupe ordon_né G, on a les égalités sui-
rantes dans la mesure où elles ont un sens : 
(3) sup[(a+x), (b+x)]=sup(a, b)+x, 
(4) inf [(a+ x), (b + x)] = inf (a, b) + x, 
(5) _ inf(a, b) = - [sup(- a, b)], 
(6) sup(a,b)+inf(a,b)=a+b (relationdeDedekind) . 

. De plus, pour les trois premières égalités, si le premier membre a un 
sens, il en estde même du deuxième et réciproquement. Pourla quatrie'me, 
si sup( a, b) a un sens, il en est de même de inf( a, b) et réciproquement. 

( 4) C'est-à-dire s'il existe un élément c de G tel que 

c"::::,,.a, b 
( 1) BounBAKI l 1 ]. 
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4. Deux éléments (positifs) a et b du groupe ordonné G seront dits 
• étr,angers ( 6) si inf(a, b) existe et est égal à o. 

Si G 3 a et sî inf ( a, o) existe, on posera 
a-=- inf(a, o) (7). 

La formule ( 6) montre alors que 

On déduit sans peine des définitions de a+ et a- les : 

THÉORÈME 6. - • Si dans un groupe ordonné G, a+ et a- existent et si 
a=x-y a!Jec x, y:::::::,,.o, on a x:::::::,,.a+; y~a-. 

THÉORÈME 7. 
existent, on a 
(7) 

Si dans un groupe ordonne G, a est tel que a+ et a-

THÉORÈME 8. - Si dans un 15roupe ordonné trois éléments positifs a, 
b, c sont tels que c soit étranger à a et b, c est également étran15er à a+ b. 

En effet, soit xLa+b, c. Comme a~o; xLa-t-b, a+c, donc 
x - a L. b, c et inf( b, c) = o x - a/ o. Mais alors XL. a, c et 
inf(a, c) = o XL.O. Donc inf(a + b, c) = o. 

THÉORÈME 9 ( lemme d'Euclide). - Si dans un groupe ordonné trois 
éléments positifs a, b, c sont tels que cet a soient étrangers etc L. a+ b, 
on a aussi c L. b. 

THÉORÈME 10. - Si dans un groupe ordonné G, x = a -b et 
inf( a, b) = o, on a 

a=sup(x, o)=x+, b =- inf(x,o) =x-. 

En vertu de la formule ( 6 ), il suffit de montrer que a= sup( x, o ). 
Or a =x+- b ~x, o. De plus, si u:::::::,,.x, o; u:::::::,,.a- b, doncu+b~a 
et inf(b, a)= o implique d'après le lemme d'Euclide que u:::::::,,. a. Donc 
a= sup(x, o ). 

( 6) De tels éléments sont appelés disjoints par Birkhoff. 
{7) Birkhoff pose a-=inf(a, o). Nous préférons toutefois l'autre définition, 

car nous aurons surtout à considérer des éléments positifs. 
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A partir des thèorèmes 8 et 10 on montre les : 

THÉORÈME 11. - Si dans un groupe ordonné sup( a, b) [resp. ipf(a, b)] 
existe, il en est de même de sup( na, nb) [ resp. inf( na, nb )] et fon a: 
(8) 
(9) 

sup(na, nb) = n sup(a, b), 
inf(na, nb)=ninf(a, b), 

n étant un entier positzf ou nul. 

THÉORÈME 1 i.;'.- - La condition nécessaire et suffisante pour que le 
groupe ordotrhé G soit réticulé est que tout élément de G soit la différence 
de deux éléments positzfs étrangers. 

5. Un groupe ordonné G est dit semi-clos (8), n étant un entier 
strictement positif, si pour tout xe G, nx~o x~o. 

THÉORÈME 13. 

THÉORÈME 14. 

COROLLAIRE 1. 

Tout groupe semi-clos est sans torsion. 

Tout groupe réticu/é est semi-clos. 

Tout groupe réticulé est sans torsion ( 9 ) • 

. 6. Pour terminer ce paragraphe, montrons le 

THÉORÈME 15. - Étant donné la suite finie d'éléments positifs ( a1 , ••• , am) 
d'un groupe réticulé G, la condition nécessaire et suffisante pour que 
inf ( a1 , ••• , am)= o est que, pour tout x strictement positif, on puisse 
trourer un indice i( 1 Li Lm) et un élément x' de G tel que 

et inf(a1, x') = o. 

Nécessité. Supposons inf( a1 , ••• , am)= o. Soit x > o. Posons 
xo=x el x 1= inf(x, a1, ... , a1). 

On a 

Soit ile premier indice tel que X; soit nul. On a donc X;_ 1 .> o, X;= o. 
Or X;= inf(x;_1 , a;), x;_1 Lx et l'on peut prendre x' = x;_i-

(8) Lorenzen [1] appelle de tels groupes s-clos, 
(9) G. BIRKHOFF [2], chap. XIV, th. 7. 



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES GROUPES ORDONNÉS 2 I 3 
. Suffisance. - Supposons la condition vérifiée. Si l'on avait 

inf(a1 , .••• am)= a> o, 

quel que soit a' tel que o<a'.C::..a, on aurait a'Laï(1LiLm), ce 
qui est en contradiction avec l'hypothèse. 

2. HoMOMORPHISMES CROISSANTS. - Étant.donnés deux groupes ordon-
nés G et G', un homomorphisme qi de G dans r;, est un homomorphisme 

• croissant (! 0 ) si a, be Geta~ b entraîne qi( a) L..qi( b) dans G'. Ceci 
revient à dire que si P (resp P') est l'ensemble des éléments positifs 
de G(resp G'), on a qi(P)c P'. Dans le cas où qi est uri isomorphisme 
de G sur qi(G)= G", si qi et qi-1 sont croissants, qi estun isomorphisme 
de la structure de groupe ordonné de G sur G". 

Soient <9 et <9' deux ordinations de G, le groupe G .ordonné par c.9', 
l'application identique qi de G sur G' sera croissante si et si seulement 
<9' est une ordination plus fine que <9. G' sera dit en ce cas un affine-
ment de G. L' application qi sera aussi appelée affinement sans qu'au-
cune confusion ne soit ici possible. . 
• Étant donnés les groupes ordonnés G, Gt, G2 et les homomorphismes 

croissants qi 1 et qi 2 de G sur G1 et G 2 , je dirai que les homomorphismes 
qi 1 et <p 2 sont G-isomorphes s'il existe un isomorphisme cr pour la 
structure de groupe ordonné de G1 sur G2 tel que ip 2 = qi 1 cr. 

Il est facile de voir que <p 1 et qi 2 sont G-isomorphes si et si seulement 
cp:1 (G1+) = cp;1 (G2+)• 

2. Nous allons maintenant étudier le problème suivant : 
Soit le groupe ordonné G, un groupe G' et un homomorphisme <p 

de G dans G', trow;er les ordinations de G' qui rendent qi croissant. 
Posons G''= qi(G). Si l'on peut trouver sur G' une ordination 

répondant à la question, elle induit sur G" une ordination qui rendra 
croissant l'homomorphisme qi de G sur G''. Réciproquement, si l'on a 
pu trouver sur G'' une ordination <911 qui rende qi croissant et si P" est 
l'ensemble des éléments positifs de G" pour&', tout sous-ensemble P' 
de G' tel que 

P'+ P'cP', P' () ( - P') = { 0 l et P'n(G")= P" 

(10 ) Un tel homomorphisme est appelé isotone par G. Birkhoff. 
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définit sur G une ordination qui induira sur G" l'ordination (9". On 
peut trouver de tels sous-ensembles P' : il suffit de prendre P' = P". 
Le problème est donc ramené au cas où G' = G" = cp( G). 

Posons H = cp-1 ( o ). 
Le problème initial se trouve ramené au suivant : 
Étant donné le groupe ordonné G et le sous-groupe H de G, peut-

on trouver sur G' = G/H une ordination telle que l'homomorphisme 
canonique cp de G sur G' soit croissant? 

On voit d'abord que le problème n'est pas possible en général. 
En effet, si h e H et si o Lx L h, on aura par définition 

o=qi(h):::::,,_q,(x):::::,,.o, 

donc cp(x) = o et xe H. Pour que le problème soit possible, il faudra 
que H soit tel que 

• heH et oLxLh xeH. 

Cette condition est équivalente à la suivante : 
xeH. 

Un tel sous-,.groupe de G sera dit isolé ( u ). 
Supposons donc que H soit isolé~ Si le problème est possible, on 

aura par définition 
(1) qi(P)c P', 

P' étant l'ensemble des éléments positifs de G'. 
On voit que P~ = cp(P) permet de définir sur G' une ordination qui 

est solution du problème. ' 
La formule ( 1) montre que l'ensemble des solutions du problème 

sont les ordinations de G' plus fines que la précédente. Cette dernière 
sera dite canonique et, quand on parlera sans plus du groupe ordonné 
G/H, il faudra entendre qu'il est ordonné par sa structure canonique. 

( 11 ) Birkhoff l'appelle« idéal >> de G. Nous avons préféré garder à ce dernier 
terrµe sa signification habituelle ( Prüfer, Krull, Lorenzen) et employer ici Ja 
qualification employée par Krull à propos des groupes totalement ordonnés 
(KRULL rt)). 

Un tel sous-groupe pourrait encore être appelé convexe en donnant à ce mot 
le sens donné par G. Birkhoff [2 J, chap. Il, § 5 ). ' 
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On vérifie aisément la : 

PROPOSITION 1.. - G/H étant ordonné canoniquement 

3heA, avec x+h::::,,,.y. 

Remarque. - Étant donné un ensemble E muni d'une structure 
d'ordre, nous pourrons dire qu'une relation d'équivalence x =:.y 
définie sur E est compatible açec sa structure d'ordre si, sur l'ensemble 
quotient E' la relation • 

R(x,y) 

est une relation d'ordre. R sera dite relation d'ordre quotient de la 
relation d'ordre initiale par la relation d'équivalence. On voit facile-
ment que pour que la relation d'équivalence 

x=y x-yeH 

(H étant un sous-groupe de G ), soit compatible avec la relation 
d'ordre, il faut et il suffit que H soit isolé. La relation d'ordre cano-
nique sur G/H est alors identique à la relation d'ordre quotient de la 
relatipn d'ordre initiale par H. 

THÉORÈME 1.. - Étant donné un· groupe G, le sous-groupe H de G et 
l'homomorphisme canonique qi de G sur G' = G/H, il est possible de trourer 
sur G' une ordination telle que qi soit un homomorphisme croissant si et 
si seulement H est un sous-groupe isolé de G. S'il en est ainsi, les ordina-
tions répondant à la question sont les ordinations de G' plus .fines que 
fordination quotient de G par H. 

3. G étant un groupe ordonné et H un sous-groupe isolé de G, 
étudions quelques propriétés du groupe ordonné G/H = G'. On 
remarque d'abord que si Gest filtrant, il en est de même de G'. 

Si G et G' sont réticulés, nous dirons que l'homomorphisme qi est 
un homomorphisme propre si 
(3) qi[inf(x,y)]=inf[qi(x,), qi(y)]. 

La formule[§ 1., (5 )] montre qu'elle est équivalente à 
(4) qi[sup(x, y)]= sup[qi(x), qi(y)]. 
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Si (f) est un homomorphisme propre, x, y e H implique 
cp[inf(x,y)]=inf[cp(x), cp(y))=o, donc inf(x,y)E_H. 

Étant donné un groupe réticulé G, un sous-groupe de G sera dit sous-
groupe propre de G si 

x, yeH y)E H. 

On a alors (1 2) le : 
THÉORÈME 2. - Étant donné le groupe réticulé G, le sous-groupe 

isolé H de G et f homomorphisme croùsant q, de G sur G' = G/H, G' sera 
réticulé et cp un homom01phisme propre si et si seulement H est un sous- • 
groupe propre de G. 

Remarque. - Dans un groupe réticulé G, tout sous-groupe isolé 1 

filtrant H est propre. 
Exemple. - Soit G= 11 un produit direct ordonné de groupes 

,er 

réticulés. Le sous-groupe H = G, est un sous-groupe isolé propre 
,e1 

de G. Par suite, G' = G/H peut être considéré comme un groupe 
réticulé et la représentation canonique de G sur G' est propre. 

Si a E G, la classe de a dans G' sera supérieure ou égale à zéro si 
et si seulement a n'a qu'un nombre fini de composantes négatives .. 

4. Soit G. un groupe ordonné et H un sous-groupe (quelconque) 
deG. Soit G'= G/Hetq, l'homomorphisme canonique de GsurG'. Si P 
est Pensemble des éléments positifs de G, posons encore P'= cp(P). 
On voit que l'on a toujours P' + P' CP', mais que si H n'est pas isolé, 
P' ('\ ( - P') = K' est en général différent de { 0 l- Mais on sait(§ .1.' :n° 2) 
que G' /K.'= G:' peut être considéré comme un groupe ordonné. On 
désignera par 'P l'homomorphisme canonique de G' sur G''. 

Montrons que K.= q,-1 (K.') est un sous-groupe isolé de G : 
Soit xe G tel que OLX.L~a et aeK., Il existe he H et be P tels 

que a= h- b. Donc x Lh- b s'écrit 
x _;__ h L. - b L. o et cp ( x) = cp ( x - h) e -P'. 

( 12 ) Voir G. BIRKHOFF ( [2], p. 222). Les sous-groupes propres sont appelés 
[-idéaux par G. Birkhoff. 
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Donc 
cp ( x) e P' n ( - P' ) et xeK. 

K est donc bien un sous-groupe isolé. Montrons que c'est le sous-
groupe isolé minimal qui contient H. 

Soit Ki un sous-groupe isolé de G tel que K1 ::, H. Montrons que 
Ki. ::,K: 

Soit xeK. Il existe h 1, h2 eH avec x-h1 '.::::::,,,o etx-h2 L..o ou 
h1.LXL-h2 • Or h 0 h2 eHcK1 et K isolé impliquent que xeK 1 • 

Donc K 1 ::, K. 
K sera dit isolement de H et sera désigné par .A. L'isolement définit 

une opération de fermeture dans l'ensemble des sous-groupes de G, 
. c'est-à-dire que si H est un sous-groupe de G, H = H. Puisque H = K 
est isolé, il est naturel de considérer }e groupe ordonné G: • G/K et 
de le comparer au groupe ordonné G". Soit/l'homomorphisme cano-
nique de G sur G';. \f(f) est un homomorphisme de G sur G" dont le 
noyau est q,- 1 (K') = K. Donc, au sens de la théorie des groupes, G'; est 
isomorphe canoniquement à G". Soit cr cet isomorphisme qui repi;é-
sente G'i sur G"; montrons que cr est un isomorphisme de groupes 
ordonnés: 

Soit P'; l'ensemble des éléments positifs de G';. On a P'; = /( P ), 
d·onc 

o-(P~) =\JJ(p/-1/(P) = 41,:p(P + K) = lj;(P' + K') = P". 

Et l'on peut énoncer le 

THÉORÈME 3. - Soient le groupe ordonné G, le sous-groupe H de G 
et G-11 le groupe ordonné associé au groupe préordonné G/H. Les homo-
morphismes canoniques de G sur G/ÎI et G" sont G-isomorphes. 

5. Soit G un groupe ordonné et S un sous-ensemble addiLivement 
clos de G tel que S 3 o. Soit 
(5) G!=G+-S; 

G! est l'ensemble des éléments de G qui peuvent se mettre sous la 
forme x = a - s avec a E G+ et s E S. G! définit sur G une structure 
de groupe préordonné. Si l'on pose • 
( 6) H s = G! n ( - 'G!), 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 3, 1953. 
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on voit qu'à ce groupe préordonné correspond le groupe ordonné 
G8 = G/Hs (1 3 ). Soit (fs l'homomorphisme canonique de G sur G8 • 

THÉORÈME 4. - Sir est un groupe ordonné tel qu'il existe un homo-
morphisme croissant de G sur r, il existe un système additivement clos S 
d'éléments de G contenant zéro et tel que cp soit G-isomorphe .à q,8 • 

Soit ip un homomorphisme croissant de G sur r. Posons 
S = ip-1 ( - r +)· On voit que ip-1 (r +) = G!. 

PROPOSITION :!: H8 est un sous-groupe isolé de G. 
Comme H8 est isolé, les considérations du n° 2 nous ont montré que 

G/H8 pouvait être considéré comme un groupe ordonné G~ et que G8 

était un affinement de G~. Soit ip~ l'homomorphisme canonique de G, 
sur G~. 

THÉORÈME 5. - Si S est contenu dans G+, on a G8 = G~. 
Supposons SC G+. On a 

ScHs et donc 

6. Étant donné un groupe ordonné G, on dit que l'on a défini sur G 
un système de r-idéaux si l'on a défini une application ar de ~( G) 
( ensemble des parties de G) dans lui-même qui vérifie les propriétés 
suivantes : 
(7) 
(8) 
(g) 
(10) 

llC Il,., 

ncb,. implique a:,.cb,., 
si aeG, ! a },.=a+ G+, 

a+a,.=(a+n),.; 

ar est dit le r-idéal engendré par a. 
On dira qu'un système de r.,.idéaux est de caractère fini si pour tout 

ensemble a C G on a 
(11) n,.---:- Un,., 

nca 

où tt parcourt l'ensemble des sous-ensembles finis de a. 

( 13 ) On va voir que H8 est un sous-groupe isolé de G. Il importe de ne pas 
confondre Gs avec le groupe quotient G/Hs ordonné canoniquement. 
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Convenons de poser pour chaque élément a e G2 

(12) (a)=a+G+. 

Nous allons définir trois importants systèmes der-idéaux: 
On appelle s-idéal engendré par 'n: CG et l'on désigne pa"r a, 

l'ensemble 
a.,= U (a). 

aea 

Le système des s-idéaux est évidemment de caractère fini. 
On appelle ç-idéal engendré par ac G et l'on désigne par av 

l'ensemble 
av_:_{) (a). 

aC(a) 

Le système des P-idéaux n'est pas en général de caractère fini, mais 
si l'on pose 
(15) tti= u u,,, 

nca 

• où n parcourt l'ensemble des sous-ensembles finis de a, on voit que 
l'on définit ainsi un système particulier de r-idéaux ( dit systèmes des t-
idéa'l,lx) qui est de type fini et tel que si a est fini ll1 = llv ( on a 
toujours a,C lltC llv)· 

On dira qu'un r-idéal a,. est entier si a,.c G+. Comme G+= ( o) est 
toujours un r-idéal, on voit que a,. est entier si et si seulement ac G+. 
Un • r-idéal entier sera dit premier si a+ be a,., a, b o et 

' a El: b E ar. 

THÉORÈMES (Krull-Lorenzen). - Étant donné un groupe ordonné G, 
un système de r-idéaux de caractère fini sur G, un sous-ensemble 
additirement clos S de G+ et un , ... idéal entier n tel que nn S = 0, il 

. existe un r-idéal premier JI tel que a C JI et JI n S = 0. 

THÉORÈME 7. - Si G est un groupe réticulé et si S est un sous-,ensemble 
addàiçement clos de G+, Hs est un sous-groupe propre de G et, par suite 
G est réticulé et (fis est un homomorphisme propre de G sur .G8 ( 14 ). 

( i.) Voir P. LORENZBN .[ lJ. 
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Nous rappelons qu'ici G8 = G~ ( th. 5 ). 

PRoPosmoN 3. - Sir est un groupe réticulé tel qu'il existe un homo-
m01phisme propre cp de G sur r, il existe un système additirement clos S 
d'éléments de G+ contenant zéro tel que cp soit G-ùom01phe à cp~ = cp8 • 

Soit H = cp-1 ( o); on a vu ( th. 2) que H est un sous-groupe isolé 
propre de G. Posons S = H n G+, S est additivement clos, contient 
zéro et G+:::> S. Il suffit de montrer que G!= cp-1 (f +)· 

SoitxeG!, x=a-s(aeG+, seS). Donc 

i:p(x) = i:p(a) - i:p(s) = i:p(a) ::::,,.o et 

Réciproquement, soit x e cp-1 ( r + ). Alors 

i:p(x)::::,,.o et inf[i:p(x), o)=i:p [inf(x, o)]=o. 

Donc inf (x, o )eH et s =-inf(x, o )EH n(G+) = S. 
Comme x' =x-inf(x, o)~o, on a x=x'-savecx'~o, se S. 

DoncxeG!e' G!=rp-1 (f+)· 

3. Si µ est un r-idéal entier premier différent' de G+ et si S est le . 
système additivement clos formé par les éléments de G+ qui ne sont 
pas compris dans µ; on posera G8 • Gv, H 8 = Hv et ,:Ps = ffv, on a 
alors le 

THÉORÈME 8. - Si V est un t-idéal premier différent de G+ du groupe 
réticulé G, G,, est totalement ordonné (1 5). 

Réciproquement on a la 

PROPOSITION 4. - Si G est un groupe rétfrùlé et si r est u'n groupe 
totalement ordonné tel qu'il existe un homomorphisme propre cp de G sur 
r, il existe un t-idéal premier v de G+ tel que cp soit G-isomorphe à C?JJ • 

La proposition 3 nous montre en effet que 'si S = H n G+, cp est 
bien G-isomorphe à cp 8 • Posons µ = (CS) n G+. • 

Si x, y e µ, on aura cp( x), qi(y) > o, r étant totalement ordonné, 

inf[qi(x), i:p(y)]=i:p[inf(x,y)J>o 

( 15 ) Voir P. LoRENZEN [1]. 
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et, par suite, inf(x, r)Ef:S. Orx, y>o implique inf(x, y):::::-,,.oet 

inf (x, y) e es n G+= :p. Donc x, ye:p entraîne inf (x, y) e:p. 
:p est uns-idéal, car six E :p, :p( x) > o et si a:::::-,,. o, 

rp(x +a)= rp(x) + cp(a) > o. 

Donc x+aEf:S el x+a~o entraîne x+ae:p. :p est uns-idéal 
premier car son complémentaire S dans G+ est additivement clos. 

Montrons que :p est un t-idéal: 

:Pe= U 110 où u parcourt l'ensemble des sous-ensembles finis de :p. 
ncp 

Soit n = (ai, ... , an)· Alors, puisque Gest réticulé, 
tte= [ inf (a1 , ••. , a,,) ]s• 

Or a" ... , a,, E p entraîne inf ( a 1 , ••• , an) E :p et comme :p est •un 
s-idéal, n1 cp. Donc :p1Cp et :p est un t-idéal. D'où la proposition 3. 

9. PRoPosmoN 5. - Si Gest un groupe réticulé et N un ensemble de 
t-idéaux premiers ( entier.s) de G différents de G+ tel que chaque élément 
strictement positif de G soit contenu dans un idéal de N, il existe un 
isomorphisme de groupe ordonné de G sur un sous-groupe propre de 

f= IJGµ. 
pEN 

On considère l'homomorphisme q;i = Il (flp de G dans r. 
pEN 

q;i est un homomorphisme propre, car chaque ip11 est propre; ip ( G) 
est bien un sous-groupe propre de r. Si x > o, par hypothèse il 
existe :peN tel que xe:p. Alors ipp(x)>o et qi(x)>o. Si x~o, 
x-> o, donc cp(x)-= cp(x-) > o et qi(x) o. Il en résulte que q;i est 
bien un isomorphisme de groupe ordonné de G dans r. 

Si, en particulier, on prend pour N l'ensemble de tous lest-idéaux 
premiers de G différents de ( o ), N vérifie bien les conditions de la 
proposition 5, car si G 3 a> o, (a) est un t-idéal, or l'ensemble des 
t-idéaux étant de type fini, il existe d'après le théorème 6 un t-idéal 
premier :p qui a une intersection vide av.cc S = l o} et qui contient (a). 
Or p EN et :p 3 a. On en conclut que: 
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THÉORÈME 9 (Lorenzen ). - Tout groupe rétzculé G est isom01phe 
(pour sa structure de groupe ordonné) à un sous-groupe propre d'un 
produit de groupes totalement ordonnés. 

3. AFFINEMENT DES STRUCTURES n'oRDRE. - Dans ce paragraphe nous 
aurons à considérer différentes structures d'ordre sur un certain 
groupe G, comme toujours supposées compatibles avec sa structure 
de groupe. La lettre (9 suivie d'un accent ou d'un indice désignant 
une certaine structure d'ordre sur G, les lettres G et P suivies de ce 
même accent ou de ce même indice désigneront respectivement le 
groupe G ainsi ordonné et l'ensemble des ëléments positifs correspon-
dants de G. Réciproquement, la lettre P suivie d'un certain accent 
ou indice désignera un sous-ensemble de G définissant une structure 
d'ordre qui sera notée par la lettre (9 suivie du même accent ou du 
même indice. 

L Étant donné ùn groupe G, ü l'ensemble des relations d'ordre 
sur G compatibles avec sa structure de groupe, '91 et (9 1 E ü, à quelle 
condition peut-on trouver '9EÜ avec '911 '92 L..'9? ('9L..'91 se lisant: 
'91 plus fine que <9.) 

Lê problème revient à trouver un sous-ensemble P de G tel que 
P1UP2cP; 
P+PcP; 

P f"I (- P) = l o l· 
La première et la troisième condition montrent que le problème ne 

sera possible que si 
(I) P1f"l(-P2)=jo}. 

Supposons qu'il en soit ainsi et soit P1 = P 1 + P 2 : Si .P est une 
solution du problème, 1° et 2° montrent que l'on a nécessairement 
P1 CP. On voit aisément que P' répond à la question; on a donc le 

THÉORÈME 1 - Étant donné un groupe G et deux structures d'ordre (91 

et '9 2 sur G, il e:,Eiste des structures d'ordre sur G plus jines que '91. et (9 2 

si et si seulement P I n ( - P 2 ) = { o ). 
Lorsqu'il en est ainsz, il en existe une moins fine que toutes les autres. 

L'ensemble de ses éléments positzj s est P 1 + P 2 • 
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2. PROPOSITION f. - Étant donné un groupe G et un ensemble ( a,),ei 
d'éléments de G différents de .zéro, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe des structures d'ordre sur G telles ·que tous les éléments 
a, (te I) y soient positlfs est que toute relation de la forme 

où N est un sous-ensemble fini de I et m, un entier positlf ou nul (te N) 
entraüie 
( 3) 

Lorsqu'il en est ainsi, il en existe une moins fine que toutes les autres. 
L'ensemble de ses éléments positifs sera l'ensemble .P' formé par. les 
éléments de la forme 'Y m,a, où N est un sous-ensemble fini de I et m, 

....J . 
,eN 

un entier positif (te N). 

Soit (9 une structure d'ordre répondant à la question P::, P'. 
Réciproquement, si P définit une structure d'ordre sur Get P::, P', 

P donne une solution du problème. Ceci posé, on vérifie immédiate-
.ment la suffisance. 

Nécessité. - Montrons d'abord que ceci est vrai si N se compose 
d'un seul élément : Soit (9 une ordination de G répondant à la question. 
Si l'on a ma=o avec m entier >o, on a (m-1)a=-a. Mais 
m-1::::::,,.0 entraîne (m-1)aeP, - ae-P, donc 

- aePn(-

ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Raisonnons par récurrence sur le nombre des éléments de N et 

supposons que (:..i) (3) toutes les fois que Na moins den éléments 
( n > 1 ). Montrons alors que ceci est encore vrai si N a n éléments. 

Soit 

et où m1, ... , mn sont des entiers positifs ou nuls. 
Alors m1 al+, , . + mn-i an-i = - ninan. 
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et 

Les hypothèses de récurrence montrent alors que 

m;= o .(1LiLn). 

Du théorème 1 et de la proposition 1 découle alors: 

m,,u,,= o. 

THÉORÈME 2. - Étant donné le groupe ordonné G muni de la structure 
d'Ordre (9 et un ensemble ( a,)c er d'éléments de G, la condition nécessaù·e 
et suffisante pour qu'il existe des structures d'ordre sur G plus fines que '9 
et telles que tous les éléments a, y soient positifs est que toute inégalité de 
la/orme 
(4) Im,a,Lo, 

tEN 

oû N est un sous-ensemble fini de I et m, un entier positlf ou nul entraine 
(5) m,=o (tEN). 

Lorsqu'il en est ainsi, il existe une structure d'ordre répondant à la 
question moins fine que toutes les autres : l'ensemble de ses éléments 
positlfs est P + P', P' désignant l'ensemble constitué par les éléments" 
d~ la forme I m,a, oû N est un sous-ensemble fini de I et m, un entier 

• tEN 

positif (te N ). 

3. Étant donné un groupe ordonné G, cherchons si l'on peut 
trouver une structure d'ordre totale '9'~ '9. 

Si ceci est possible, G muni de la structure d'ordre totale '91 est 
réticulé, donc sans torsion (§ 1, corollaire 1 du th. :14 ). Montrons que 
cette condition est suffisante. Supposons donc que G soit sans torsion. 
Soit O l'ensemble des structures d'ordre plus fines que '9. 0 n'est 
pas vide puisque (9 E O. Soit ( '9, ),ei un sous-ensemble· totalement 
ordonné de O et P 1= U P,. 

tEI 

On voit que P1 défi.nit une struct'lre d'ordre '91 e O et que '91 est la 
limite supérieure d.e l'ensemble ( '9,}el' Donc O est inductif. Le 
théorème de Zorn montre alors qu'il admet un élément maximal '9;. 
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Je dis que <:Y est une ordination totale: Si <:Y n'est pas une ordin~tion • 
totale 3xe G avec xEl:P'u(-P'). Deux cas sont alors possibles: 

1° Pour tout entier m strictement positif, on a mxEI:- P'. Le 
théorème 2 montre alors que l'on peut trouver une structure d'ordre 
'9" telle que '9' L.'9" et xeP". Donc '9' L.0" et 0"e0, ce qui est 
impossible puisque 0' est maximal dans n. 

2° 3 un entier m > o tel que mxe - P'. En ce cas, si n est un 
entier positif ou nul, n (- x)e- P' entraîne n = o, car sans cela, 
mn(-x)e P' n(-P') = l o l mnx = o et, comme G est. supposé 
sans torsion, x = o .. Ce qui est impossible. Donc - x est dans le cas 
1° et l'on a de nouveau une impossibilité. On voit donc que 
P' U (- P') = G et, par suite, 

THÉORÈME 3. - Étant donné un groupe G muni de la structure 
d'ordre '9, pour qu'il existe sur G une structure d'ordre totale plus fine 
que 0, il faut et il suffit que G soit sans torsion. 

CoROLLAIRE.-Tout groupe sans torsion peut être totalementordonné(16 ). 

Soit G un groupe sans torsion. Il suffit d'appliquer le théorème 3 
au cas où l'ordination 0 est définie par P = \ o \. 

4. Nous allons donner maintenant quelques applications des 
théorèmes précédents. 

Soit G un groupe (abélien), K un corps ( commutatif ou non). 
L'algèbre du groupe G relativement à K est identifiée à l'ensemble 

des « polynomes formels >> 

où ct;E G et a;e K 

où n est un entier positif variable. 

THÉORÈME 4. - La condition nécessaire et suffisante pour que 
l'algèbre du groupe G relatù,ement au corps K soit un anneau d'inté-
grité est que G soit sans torsion. 
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Nécessité. - Si G n'était pas sans torsion, il existerait o: E G et un 
entier n > o tel que o: o et no:= o. Soit alors 

X= x(n-l)C< + x(11 - 2l"+ ... + x"+ 1, 

On a X, Y~ o et XY x""- 1 = o; ceci est impossible, car 
l'anneau de groupe ne serait pas un anneau d'intégrité. 

Suffisance. - Si Gest sans torsion, on peut l'ordonner totalement • 
et l'on raisonne comme dans le cas des polyno~es ordinaires. 

5. J. Dieudonné (' 7) s'est servi de certaines des considérations 
précédentes pour démontrer directement le théorème suivant dû à 
P. Lorenzen (i 8). 

THÉORÈME 5. - La condition nécessaire et suffesante pour qu'un 
groupe ordonné G soit réalisable comme sous-groupe d'un produit direct 
de groupes totalement ordonnés est qu'il soit semi-clos. 

La nécessité est évidente. Réciproquement soit G un groupe semi-
clos et fl = ( <9,\er l'ensemble des ordinations totales plus fines que <9. 

Posons r = II G,. L'applicà.tio~ identique q,, de G sur G, est un 
,er . 

. homomorphisme croissant. Il en résulte que q, = II q,, est un homo-
, er 

morphisme• croissant. Son noyau est nul. Pour montrer que c'est un 
isomorphisme de groupes ordonnés, il suffit de montrer que -
x ¾ o ¾ o. Orx::::::,.o entraîne q:i(x):::::,,. o. Six est incomparable 
avec o, comme G est semi-clos, quel que soit l'entier n > o, on a 
nx ¾ o. Donc en vertu du théorème 2, il existe une ordination (f)' 

plus fine que <9 et telle que x E P'. Comme G' es_t sans torsion, en 
vertu du théorème 3, il existe une ordination totale <9":::::,,. (f)'. Donc 
<9"E(<9,\ei· Soit <9"=<911.. On a q:i"(x)>o. De même, 3~EI avec 
q,~(-x)>o ou q,~(x)<o. Donc q:i(x) est incomparable avec o et 
l'on a bien dans tous les cas x ¾ o q:i(x) ¾ o. 

( 17 ) DIEUDONNÉ [ 1 J. 
( 18 ) LORENZEN [1). 
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CHAPITRE II. 
LA THÉORIE DES FILETS ET SES APPLICATIONS. 

1. LEs GROUPES RÉGULIERS ET LES FILETS . .,---- L Étant donné un groupe 
ordonné G, a et b contenus dans G seront dits faiblement étrangers si 
o L-x L-a, b entraîne x = o. Deux éléments étrangers sont toujours 
faiblement étrangers. Par contre, il existe des groupes tels que des 
éléments faiblement étrangers ne soient pas toujours étrangers. 

Exemple. - Soit G1 = Z + Z ordonné lexicographiquement, 
G-2 = R et r = Gi + G2 muni de l'ordination produit. 

Si aer, on pourra noter a( i) = pr;( a)e G; (i = 1, 2 ). 

Z+Z R 

Cl,Ol b 

point 
limite V2 

2 

Soient les deux éléments f et g der définis de la façon suivante: 
j(1)=(1,o), j(2)=1, 

g(1)=(0,1), g(2)=\l2. 

Considérons le sous-groupe G de r engendré par les éléments f 
et g, c'est-à-dire l'ensemble des éléments der qui peuvent se mettre 
sous la forme 
( 1) h = Àf + p.g, 
o,ù À et p. sont des entiers. 
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montrent que 

/ et g sont faiblement étrangers (dans G ), car h o eth <f, g 
impliquent À=o, donc h(2)_..:._ fLJ2 et o~h(2)L/(2) montre 
que o L fL J2 < r, donc 11· = o et h = o. 

Ils ne sont pas étrangers car si h' = g - j, on voit que 

h'(2) = ..fi,-1 et h'Lj,g. 

Or h1
(2) > o montre que h' ¾ o. 

Il est facile de voir que si G est réticulé, deux éléments faiblement 
étrangers sont toujours étrangers. Un groupe ordonné G tel que deUx 
éléments faiblement étrangers soient toujours étrangers est dit groupe 
régulier. Tout groupe réticulé est régulier, par contre nous re·ncon trerons 
des groupes réguliers qui ne sont pas réticulés ( chap. II, § 2, n° ~). 

Remarque. - Dans l'exemple précédent on voit que g< 2/. Donc 
g est faiblement étranger à/ et pas à 2/: Un élément peut donc être 
faiblement étranger à deux autres sans l'être à leur somme. 

PROPOSITION 1: -,-- Tout gro~pe ordonné G tel que !. G, CGC IT G, . 

tEI <El 

oû les G, ( t E I) sont des groupes réguliers est lui-même un groupe 
régulier. 

Soient a et b contenus dans G+ et faiblement étrangers. Pour 
tout t E I, pr,( a) et pr,( b) sont faiblement étrangers dans G,. Si a et b 
n'étaient pas étrangers, on pourrait trouver de G avec d¾ o~ d La, b. 
Mais alors, par définition 3 ixe I avec projo:( d) ¾ o. Or 

projo:(d)Lpro:(a), projo:(b). 

Mais projo:( a) et projo:( b) sont faiblement étrangers dans G et 
comme ce dernier groupe est régulier, on a projo:( d) Lo; ce qui est 
contraire à l'hypothèse. • 

2. Soit G un groupe ordonné; la relation suivante définie entre 
éléments de G+ 

/ inf(a,x) = o inf(b,x) = o) 
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est une relation d'équivalence ( ce qui justifie sa notation). Elle 
définit des classes dans l'ensemble G qui sont appelées filets de G. 
Si désignera l'ensemble des filets de G. Si a E G, a sera le filet qui 

, contient a. 

• 

St est ordonné par la relation 

(3) l inf (a, x) = o inf ( b, x) = o l· 
On a immédiatement la relation 

(4) a, beG+ et a::C.-,.b 

St, muni de cette relation d'ordre, est filtrant à droite et à gauche. 
A gauche, car il admet pour plus petit élément le filet o composé du 
seul élénient o; à droite en vertu de la 

PROPOSITION 2. - S, est semi-réticulé supérieurement et f on a 

(5) 

On a a+ b~a, b. Soit c~a, b - ,· ---,-----

inf(x, a)=inf(x, b)=o, 

donc inf(x, a+ b)--:-o ( chap. I, § 1., th. 8) etc'---- a+ b. 
C. Q. F. D. 

Deux filets a et. b seront dits étrangers si inf(a, b) = o. 
Nous allons désormais supposer dans tout le reste de ce paragraphe 

que le groupe Gest régulier. 

PROPOSITION 3. - les deux filets a et b du groupe régulier G sont 
étrangers si et si seulement les éléments a et b sont eux-mêmes étrangers. 

Supposons a et b étrangers. a et b sont faiblement étrangers. Mais 
puisque Gest régulier, ceci entraîne que a et b soient étrangers. 

Réciproquement soient O = inf( a, b) et X tel que oLx ~a, b . 
La proposition 2 montre que a= a+ x, b = b + x. Mais 

inf( a, b) = o et a+ x == a entraîne par <léfinition inf(a + x, b) = o; 
Cette dernière égalité et b == b + x entraînent inf (a+ x, b + x) = o. 
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Or inf (a+ x, b + x) = inf ( a, b) + x et inf ( a, b) = o entraîne x =o. 
Donc x = o et l'on a bien inf( a, b) = o. 

THÉORÈME 1. - Si a et a' sont deux filets du groupe régulier G tels 
que a 4 a', il existe un filet a" dijJërent de o, étranger a a', tel que 

.a"<a. 
En effet, si a ¾a', 3 par définition x e G+ tel que x soit étranger 

à a' mais non à a; x n'est donc pas faiblement étranger à a et 3y tel 
que a, x ::::::,.y> o. En vertu de la proposition 3, il suffit de prendre 
a"=y. 

COROLLAIRE f. - Si a et a' sont deux filets du groupe régulier G dif-
férents de o, tels que ri!< a, il existe un filet a" différent de o, étranger 
a a' et tel que a"< a. 

Soit a" défini comme précédemmerit. Il reste à montrer que a"< a. 
Il est impossible qu.e a"=a, sans cela inf( a', a")= inf( a', a)=a' * o. 

3. Nous venons de voir que l'ensemble ordonné s,· des filets d'un 
groupe régulier vérifiait les quatre conditions suivantes : • 

a. 5 possède un plus petit élément o; 
~- Si est réticulé supérieurement; 
y. o = inf(a, c) = inf(b, c) o = inf[ sup(a, TJ), c]; 
o. a¾ 3 a" e Si tel que. o = inf(2, a"), o < a".C:::..a. 

Ce que nous aÜons faire dans la suite de ce paragraphe revient à 
étudier les propriétés d'un tel ensemble ordonné. 

Un filet a d'un groupe régulier G sera dit minimal si a ~o 
et x x = o. Nous désignerons par J1t l'ensemble des filets 
minimaux de G, par Jn.(x) l'ensemble des filets minimaux inférieurs 
ou égaux à x. On a évidemment 

a:::,,. b :.m.(a):::,Jn.(b), 
ci= inf(a, b) Jn.(a) ri .?Yf-(b) = ~-
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PROPOSITION 4. - On a : 

(8) :m[ sup(a, t>)] = :m.(a)u.J1t(b). 

En eff~t .m[sup(a, b)]:,Jlt(a)u:m.(b). D'autre part, si xe.m est 
tel que x$.m.(a) u .m(b), on a inf(x, a)= inf(x, b); d'où, en 
vertu de y 

inf[x, sup(a, t>)] = o ou x~.J1t[sup(a, b)]. 

4. L'ensemble Si des filets d'un groupe régulier G sera dit posséder 
lapropriétéM si G sera dit alors lui aussi 
posséder la propriété M. Cette propriété peut s'exprimer de plusieurs 
façuns différentes. 

THÉORÈME 2. - Dans l'ensemble des filets du groupe régulier G les 
quatre propriétés sufrantes sont équiralentes : 

(g) 
( lO) 
(II) 
( I 2) 

x~ o 
a::::,,_ b .J11.( a)::> .Jll(b ), 
a= b .Jll(a) = .Jll(b), 

inf( a, b) = o .Jll (a) n .Jll ( b) = ,0. 

Les trois dernières relations sont toujours vraies de gauche à 
droite. Il nous suffira donc dans la démonstration de les vérifier de 
droite à gauche. 

(9) implique (10): Si (9) est vérifiée et si a~b, en verlu de o, il 
existe c étranger à a et tel que o < c L-b, (9) implique .m (c) 0. Or 
en vertu de (6), .m(b):, .m(c) et en vertu de (7), .m(a) n .m(~)=0; 
on ne -peut donc avoir .m (a) :, .m ( b). 

(10) implique éçidemment (11). 
( l I) implique ( l 2) : Si (II) est vérifiée et si O inf ( a, b) 

a, b~c>o. En vertu de (11), 
.Jll ( c) .Jn. (o) = 0 et .Jlt (a)/"\ Jll( b) ::> .J1t( c) o, 

donc on a bien (12). 

1 

3 c avec 

(12) implique (9): Si .m(x)=0, .m(x)n.?n(x)=0, (12) 
montre alors que inf(x, x) = o ou x--:-o, d'où (9). 
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Remarque. -(10) montre que si §-vérifie la propriété M, .m.(x) 
définit un isomorphisme de $ dans §:( J1l) ( ensemble des parties de 
J1l ordonné par inclusion). 

5. Rappelons (1°) que l'ensemble$ est dit relativementcomplémenté 
si, quels que soient a, b, x e §- tels que a Lx Lb, 3 y e $ tel que : 

(i3) 

Si a = o, un _filet y vérifiant ( 1 3) sera dit complément de x par 
rapport à b. 

PROPOSITION 5. - Pour que S, soit relativement complémenté, il suffit 
que pour tout b contenu dans§-, tout élément x inférieur à b admette un 
complément par rapport à b. 

Soit aLxL.b. Par hypothèse, 3zE$ tel que o=inf(x, z), 
b = sup(x, z ). Posons .r= sÜp(a, z). On a évidemment 

b = sup(x, y). 

D'autre part, x, y~a. Soit x, _y~t. Je dis que t~a. En effet, si 
l'on avait t :¾ a, en vertu de ô, $ 3 u étranger à a et tel que o < uL.t. 
Comme uLx, u est étranger à z, donc en vertu de y, il est étranger 
à y, ce qui contredit o < uLy. 

THÉORÈME 3. - SioLXiLX~L.b etsiyi est complément de X;par 
rapportàb(i=I, 2), onaoL,Y2L,Y1Lb. 

Si l'on avaity2 ,J;y1 en vertu de o, $3z étranger àyi, et tel que 
o<zL,r2, 

et 

En vertu dey, Z étranger à xi et.ri estdoncétrangeràsup(x1,.Y1)=b, 
ce qui contredit oL.z Lb. 
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COROLLAIRE 1. - Si y et y' sont des compléments _de x par rapport à b, 
on ay=y'. 

On posera alors y= C6x sans ambiguïté possible. Si y= C6x, on 
ax=C;;y. 

COROLLAIRE 2. - L. x1 < x 2 L. b entraine Cijx, > C7ix2. 

6. Rappelons que l'ensemble· ordonné 5 est dit vérifier la condition 
affaiblie de chal'ne ascendante si tout ensemble de 5 borné supérieu-
rement vérifie la condition de chaîne ascendante. Il sera dit vérifier la 
condition MF s'il vérifie la condition M et si pour tout xe 5, Jlt(x) 
est ti.ni. • 

On a alors le 

THÉORÈME 4. - Dans l'ensemble 5 des filets du groupe régulier G les 
quatre propriétés suiçantes sont équiPalentes : 

1 ° 5 vérifie la condition affaiblie de chaine ascendante; 
2° 5' est relatiPement complémenté et vérifie la condition de chatne 

descendante; • ' 
3° 5 vérifie la condùion MF; 
4° 5 est isomorphe à l'ensemble ( ordonné par inclusion) des parties 

finies d'un certain ensemble E. 

1° entraine 2°: Soit 5 vérifiant 1°. D'après la proposition 5 pour 
montrer que f:F' est relativement complémenté, il ,suffit de montrer 
que si oL.xLb, x admet un complément par rappo~t à b. 

Soit 5' le sous-ensemble de 5' ainsi défini 

f:F' n'est pas vide puisque o e f:F''. Comme 5' est borné par b, par 
hypothèse il vérifie la condition de chaîne ascendante et possède des 
éléments maximaux. Soit z un tel élément. Pour montrer que 
z = C1x, il suffit de montrer que b = sup(x, z). 

Soit b' = sup(œ, z). Si l'on avait b > P, il existerait un élément 
'[Ji de 5 tel que inf(ll, b'')=o ~t o<71'Lb. Alors ÏJ~x montr~ 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 3, 1953, 2'7 
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que o = inf ( x, "il'). Donc b'' E ffe'. En ver Lu de 1, i' = sup ( Z: b") est 
étranger à "x. D'autre part, z! Lb. Donc z' E ffe'. La maximalité dei 
dans 3'' implique i' = ;, ce qui contredit inf(;, 7Jr) = o. 

Montrons que S, vérifie la condition de chaîne descendante : 
Soit a= a1 a2 ••• :::::::,. a" . ... Comme on vient de voir que s, est . 

relaLivement complémenté, pour tout an, 3b,. tel que bn= C,;a,, et, 
en vertu du théorème 3, on a 

S, vérifiant la condition affaiblie de chaîne ascendantè, à partir d'un 
certain rang p, on a bn= b,,+ 1 = b. A partir de ce même rang, on a 
donc 

ou 

'fi vérifie bien la côndition de chaîne descendante. 

2° entraine 3° : Soit fJi vérifiant 2°. Comme il vérifie la condition de 
chaîne descendante, il vérifie évidemment la condition M. Il suffit 
donc de monLrer que si a E 'fi, Jît( a) est fini. 

Raisonnons par l'absurde, supposons qu'il n'en -soit pas ainsi et soit 
une suite a1, ... , an, ... d'éléments tous différents et contenus dans 
Jît(a). Posons b1 = °'o ... 1 bp= sup(bp-l) ap)- On déduit facilement 
de r que b1 < b~ <- .. < bp< •.-<a. Comme s, est relativement 
complémenté, on a en vertu du corollaire 2 du théorème 3 

ce qui contredit la condition de chaîne descendante. 

3° entraine 4° : Soit S, vérifiant 3°. On posera E = Jlt et l'applica-
tion de S, dans q.( Jlt) sera définie par x .m. (x). Comme ·s, vérifie 
la propriété M, en vertu de (11) elle est biunivoque, c'est un isomor-
phisme pour les structures d'ordre correspondantes en vertu de (10 ). 
Il reste à montrer qu'elle applique fJi' sur le sous-ensemble g:., de g:.(Jît) 
composé de toutes les parties finies de Jlt. Puisque S, vérifie MF, 
on a pour tout élément xeff, Jît(x)e~-'. Réciproquement, si 
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~, 3 = ( a1 , ••• , a,,), il est facile de voir à partir de I que 
Jlt[ sup(a1, ... 1 an)]= 2. 

4° entraîne éçidemment 1°. D'où le théorème. 

Remarque. - Un groupe régulier G peut être tel que Si soit relati-
vement complémenté sans vérifier la condition de chaîne descendante, 

comme le montre l'exemple du groupe réticulé G = II G,, où I est 
. ~! 

un ensemble infini et les G, des groupes totalement ordonnés dont 
-aucun ne se réduit à l'élément neutre. Il serait intéressant de savoir 
s:il existe un groupe régulier tel que l'ensemble de ses filets vérifie la 
condition de chaîne descendante sans être relativement complémenté. 

2. LA THÉORIE DES FILETS DANS LES GROUPES RÉTICULÉS. - i. PtWPOSI-

TION 1.. - Si G est réticulé, l'ensemble 3' des filets de G est lui-même 
un réseau et l'on a 

sup(a, b)=sup(a, b)-a+b, 
inf(a, b)=inf(a, b). 

( 1) a été démontré au paragraphe i pour un groupe régulier 
général (2°). 

Vérifions ( 2 ). On a a, b::::::,,. inf ( a, b ). 
'Si, d'autre part, a, lj::::::,,."ë, inf[inf(a, b), xl=o s'écrit 

inf[ a, inf(b, x)] = o, 
donc 

inf[c, inf(b, x)J=inf[b, inf(c, x)J=o, 

d'où inf[c, inf(c, x)]=inf(c, x)=o. 
2. Un groupe G Lol~lement ordonné et possédant plus d'un 

élément, ne possède qu'un seul filet différent de o. Réciproquement 

THÉORÈME i. - Si G est un groupe réticulé et si ,$ est un filet minimal 
de G, ,$ engendre un sous-groupe de G qui est totalement ordonné. 

( 20 ) On a du moins montré que sup(-;, b) =a+ b. Or 

d'où CL+ b = sup (a, b) = sup(a, b). 
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Soit,$ un filet minimal de G. 
Soient a, b E ,$; a:=::::,.inf( a, b) > o inf( a, b) =$.Posons 

a'= a - inf(a, b); b'= b - inf(a, b). 

inf( a', b') = o montre qu'on ne peut avoir a'= b' = $. Supposons 
a'~,$. Alors a'= o et a~ b. ,$ est donc totalement ordonné. Soit 

(3) 

J est totalement ordonné. 
Si H est le sous-groupe de G engendré par $, SC H. Montrons· 

que ,i = H et pour cela que ,i est un sous-groupe de G. Soient 
a, b E ,i, montrons que a - b E i'. Ceci est vrai par définition si a 
ou b est égal à zéro. Supposons donc qu'il n'en est pas ainsi. En rem-
plaçant au besoin a - b par son opposé, on voit que l'on peut supposer 
aeî. Sibe-I,(-b)eîeta-beî. 

Si b E §, on peut supposer a:::::,,. b, sinon on se ramènerait à ce cas 
en prenant l'opposé de a-b. Mais alors a >a-b:::::,,.o et a::::::.,. a-b:::::,,.o. 
Donc a - b est égal à o ou à $. Dans les deux cas a - b E ,i et le 
théorème est démontré. 

Nous. désignerons désormais par ,i le sous-groupe de G engendré _ 
par le filet,$. 
• Nous allons montrer que le théorème précédent n'est pas vrai pour 

un gro:ilpe régulier quelconque. 

Soient E l'ensemble des entiers strictement positifs et r = RE (groupe 
ordonné des applications de E dans R ). 

Soient les éléments f et g de f ainsi définis : 

et g(p)=p1/2 

Considérons le sous-groupe G der· composé des éléments de la forme 

( 4) h = n f + mg, où n, m E Q ( ensemble des nombres rationnels). 

Cherchons â quelles conditions h E G+. On a 

(5) 
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oo, on voit que h(x) est équivalent à mx\12 dans le cas où m r=·o. 

Donc Si, d'autre part, n1::::,,.o, h est évidemment contenu 
dans G+. Voyons ce qui se passe si n < o, m::::,,. o. • 

h(p) est une fonction croissante de p. Pour que h soit contenu dans G+ 
(toujours avec l'hypothèse n < o, m::::,,.o), il faut et il suffit donc que h( 1)::::,,.0, 
Comme n, on voit qu'en résumé 

(6) 

Si main~enant h 1, h 2 eG+ sont tels que h 1 , h 2 >o, on a h 1 (1), h 2 (1)>0. 
Posons 

a= inf[h1(1), h 2(1)J (a> o), 

donc on peut trouver un nombre rationnel n tel que o < n L ;~. 

Posons alors h = nf. 
D'après ce que l'on vient de voir, 

et 

Ceci montre que deux éléments strictement positifs de G ne sont jamais faible-
ment étrangers. Il en résulte que Gest régulier et ne possède qu'un filet différent 
de o. G n'est pas totalement ordonné. Par suite, il existe des groupes réguliers 
à un seul filet non totalement ordonnés. Le théorème 1 serait donc faux si l'on 
remplaçait dans son énoncé « réticulé >> par « régulier ». 

D'après le théorème 1, le groupe G ne peut pas être réticulé et G 
nous livre un exemple de groupe régulier non réticulé. 

3. Nous supposerons dans ce paragraphe que tous les groupes 
totalement ordonnés considérés ont plus d'un élém€!nt. 

Dans ce qui suit nous ~llons con~idérer uri groupe G tel que 

tEI tEI 

où tous les G, sont des groupes.totalement ordonnés. 
Pour simplifier, on identifiera canoniquement les G, aux sous-

groupes correspondants de r. 
Gest régulier d'après la proposition 1 du paragraphe 1. 
Étudions à quelle condition deux éléµie~ts de G+ font partie d'un 

même filet. 
Considérons l'application 1t de G+ dans <T(I) ainsi définie : 

(8) ien(x)~pr,x>o (xEF+)· 
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Il est facile de voir que 

(9) inf(x, y)= o n(x) fi n-(y) = 0 

De la relation ( g ), on déduit immédiatement que 

( I O) 

l'ensemble des filets minimaux de G correspond biunivoquement aux 
éléments de (1) et le filet minimal correspondant à ex e I est n-1 ( l ex l) : 
c'est l'ensemble des éléments de G dont toutes les composantes sont 
nulles, sauf la composante ex qui est strictement positive. Le groupe G 
a la propriété M; n établit un isomorphisme d'ensembles ordon.nés 
entre l'ensemble Si des filets et le sous-ensemble TI ( Si) de ~(I) 
(ordonné par inclusion), en posant évidemment 1t(o) = TI( o) • 0. 

Si G= l1G 0 on a n(Si)= ~(I). 
,er 

Si G = G., n( Si) est l'ensemble des parties finies de I. En ce cas 
,er 

G a la propriété MF. 
Comme première application simple de la théorie des filets, on a 

les théorèmes d'unicité suivants : 

THÉORÈME 2. - Si G = II G, = IJ G,, est produit ordonné des groupes 
,er ,,er' 

totalement ordonnés G,( t E 1) [resp. G..( L1 e I')], il existe une représen-
tation biuniroque <p de l sur I' telle que Gq;(,1 = G,. 

Les filets minimaux de G sont en correspondance biunivoque avec· 
les éléments de 1 (resp. I'), d'où une correspondance biunivoque <p de 
1 sur I'. Soit Le I et ,§ le filet minimal correspondant à L et à <p( L) 
on al'= G,= Gq,1,1• De même: 

THÉORÈME 3. - Si G = I G,= IG,, est somme directe ordonnée des 
,er ,,el' 

groupes totalement ordonnés G,(LEl)[resp. G,,, (L'EI')], il existe une 
représentation biuniroque <p de I sur l' telle que Gq,(•I = G,. 

THÉORÈME 4. - Si G = 11 G, = .Ii G,, est produit ( resp. somme 
,er •'El' 
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directe) ordonnée des grpupes totalement ordonnés G.(.LEI) Lresp. G,., 
(~,el')], 1 et l' sont des ensembles finis et il existe une représentation 
biuniroque ip de I sur l' telle que Gcpl•l - G, •. 

En effet, puisque G .. !i G,,; l'ensemble des filets de G vérifi~ la 
t' (;l' 

condition de chaîne descendante. Par suite, I est fini, on peut donc 

écrire G= I G, et l'on applique le théorème 3. 
•El· 

Remarques,~ r0 Tout ce qui précède pouvait s'étendre aux groupes réguliers 
à condition de remplacer partout « groupe totalement ordonné >> p~r « groupe 
régulier à un seul filet » .. Nous n'avons pas donné les théorèmes gé{!éraux pour 
ne pas alourdir les énoncés et aussi parce que ce sont surtout les réciproques 
qui nous intéresseront ( à quelles conditions un groupe ordonné peut-il être 
considéré comme une somme directe de groupes totalement ordonnés?) et que 
nous ne pouvons rien dire dans le cas général ( c'est-à-dire : à quelles conditions 
un g1·oupe régulie1· peut-il-être considéré comme une somme directe de groupes 
réguliers à un seul filet?). 

2°. On peut démontrer les théorèmes 2 et 3 sans foire appel à la théorie des 
filets. Le théorème 2, par exemple, sera une conséquence directe du 

THtORÈME 5. - Soit G un groupe réticulé réalisable. de deux manières 

d(fférentes ~omme produit de gro·upes réticulés. G = n,G°' II G~. Il existe 
o:eA ~en 

alors des sous-groupes G°',[:! de G( a: e A', j3 e B) tels que 

G~= n Go:,~ (21 ). 

o:et,. 

4, Un filet minimal a du groupe réticulé G, sera· dit avoir la 
propriété A si tout élément xe G+ peut être mis sous la forme 

(II) 
avec 

et 

Si cette forme existe, elle est unique. En effet, soit . 
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et 

On a inf(x'2 , xi)= o. 

P. JAFFARD 

Donc, d'après le lemme d'Euclide, x 1
2 Lx2 • 

De même, x'2 ::::::,,.x2 • Donc 

et .-r\=xi. 

X1 = a:(1 est dit projection de X sur le filet {let est désigné .par prax. 

PROPOSITION 2. - Si le filet a est minimal, les deux propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

1 ° 'a vérifie la propriété A; 
2° Quel que soit xe G, on peut trouverye (l tel que y J;; x. 

Soit un filet minimal a vérifiant la propriété A. Six::} o, il suffit 
de prendre y= a. Soit X> O·. Si X~ a, inf( x, a)= 0 et l'on a 
encore a J;; x. 

Si X::::::,,_ a, soit prax = X1 o. On peut prendre Y= 2Xt • 

Réciproquement, supposons que le filet minimal a vérifie • ta 
propriété 2°. Si XE G+l soit y E a avec y¾ x. Soit Xi = inf ( x, y) et 
x - xi= x 2 • Montrons que inf ( x 2 , a)= o. Si l'on avait 

inf(x2 , a)= b > o, 

la minimalité de a entraînerait b = a et x ::::::,,.x1 + b entraînerait 
y::::::,,.x 1 + b, sans cela, puisque a est totalement ordonné, on aurait 
y LX1 + b et x::::::,,.y. On aurait donc x, y::::::,,.x1 + b et b > o, ce qui 
contredit inf ( x, y)= x 1 • On a donc bien inf ( x 2 , a)= o et comme 
x 1 La, on a achevé de démontrer la proposition 2. 

5. Nous allons maintenant déterminer les conditions pour qu'un 
groupe réticulé G puisse être réalisé comme somme directe de groupes 
totalement ordonnés. 

Si le groupe réticulé Gest tel que tous ses filets minimaux vérifient 
la propriété A, il sera dit lui-même vérifier la propriété A. 
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On voit à partir de la proposition 2 que tout groupe réticulé G 
vérifiant la relation ( 'J) a la propriété A et, en particulier, il en est 
ainsi des sommes et produits directs de groupes totalement ordonnés. 

PROPOSITION 3. - Soit ($,).E1 un ensemble de filets minimaux du 
groupe réticulé G; le sous-group,e H engendré par U ($,) est la somme 

directe ordonnée des groupes$,. 
LEI 

Ceci revient à montrer que s1 a= a 1 -+ ... + am, avec a;e $;; 
J;e(.i,) El (rL.iL.m), on a 

En effet, cette condition est bien réalisée si H est somme djrecte 
ordonnée des groupes 1,. D'autre part, si elle est réalisée et si 

où llt, b1Ei'1 

on a 

et ( 12) montre que ai-. b;~ o, donc a;~ b;. Mais on aura d_e même 
b;~ a;, donc a,= b; et H est bien somme directe des groupes 1,. 
( 12) montre de plus que c'est bien la somme ordonnée des groupes J,. 

Soit a= a1 + ... + a"'~o. Montrons que a;~o (1L.iL.m); (On 
peut évidemment supposer a0 ... , am~o.) Ceci est trivial pour m= 1. 

Supposons donc m > 1 et raisonnons par l'absurde : Soit donc un 
indice i tel que a,< o. Il existe nécessairement un indice j i tel 
que ai> o, sans cela on aurait a< o. Supposons donc que a11 a2 , ••• , 

a,,> o; at>+1, ••• , am< o. On aura alors . . 
a1 + ... + ap> (- ap+1J + ... + (- am)• 

Or - ap+i et ai étant deux filets minimaux distincts si j Lp, on en 
déduit que inf(- ap+;, ai)= o et, par suite, que 

inf[ a1 + ... + ap, ( - ap+i) + ... + ( - am)]= o. 

Donc - ( ap+1) + ... + ( - am)= o, ce qui implique 

c'ontrairement à l'hypothèse. 
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Ceci étant établi, on peut démontrer le 

THÉORÈME 6. - Un groupe reticulé Gest somme directe ordonnee de 
groupes totalement ordonnés si et si seulement : 

1 ° G vérifie la condition A; 
2° G vérifie la propriété MF. 

Ces conditions sont nécessaires (22 ). Montrons qu'elles sont 
suffisantes. Soit G vérifiant les conditions 1° et·2°. (î,),er l'ensemble 
de ses filets minimaux, G,= J, le groupe totalement. ordonné 

engendré par î,(t E 1) et H le sous-groupe de G engendré par U G,. 
<El 

La proposition 3 montre que H = ~G,. Montrons que G = H. 
tEI 

Comme x = xi- - x-, il suffit de montrer que G+ CH. 
Soit donc xeG+etn le nombre (fini) d'éléments de .7lt(x). La 

propriété est triviale pour n = o ( cas de x = o ). Supposons donc 
qu'elle soit vraie pour tout n<p(p > o) et montrons qu'elle est vraie 
pour n=p. 

Puisque p > o, il existe un filet minimal.$, tel que $,Lx. G véri-
fiant la propriété· A, posons pr J', x = b. On aura par définition 
inf(x-b,î,)=o et les relations .7tt(x):,î,, .7tt(x-b)$S, 
montrent que .7tt(x-b) contient moins de p termes. 

D'après les hypothèses de récurrence x-beH. Comme b= ,J'., 
on a aussi b EH, et, par suite, xe H. D'où le théorème 6. 

Remarque. - La condition A ne peut se déduire de la propriété MF. 
Montrons l'exemple d'un groupe ,réticulé G possédant seulement trois filets 
différents de o et ne vérifiant pas la condition A. 

Soit E l'ensemble (1, '.<), A un groupe isomorphe à Z + Z ordonné lexicogra-
phiquement et r = AE. ' 

Soient a, b, CE r tels que 

b(1)-:-(o,o), 
a(1)=(0,1), 
b(2) = (o, 1)1 

a(2)=(0,o); 
c(1)=(1,o) c(2)=(1,o). 

( 22 ) On a vu la condition A au début du n° fi., la condition MF avant l'énoncé 
du théorème 2. 
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Soit G le sous-groupe de f engendré par les éléments a, b, c c'est-'à-dire 

l'ensemble des éléments ·de f de la forme Àa + p.b + vc où À, p., v sont des 
en tiers ordinaires. 

On voit facilement que Gest réticulé, qu'il admet en tous les quatre filets o, 
a, b, c =a+ b. Cependant, G ne vérifie pas la propriété A car, quel que soit 
xea, on a x<u. 

6. Il résulte du théorème !1 du paragraphe 1 et du théorème 6 le 

THÉORÈME 61• - Pour qu'un groupe réticulé G soz't somme directe de 
groupes totalement ordonnés, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions 
suù,antes: 

1 ° G vérifie la condition A;· 
2° L'ensemble S< des filets de G vérifie la condition affaiblie de chaîne 

ascendante. 

Le même théorème 4 du paragraphe i montre de plus que la condi-
tion 2° pourrait être remplacée par les deux conditions simultanées 
suivantes: 

2° a. L'ensemble$ vérifie la condition de chaîne descendante; 
2° b. S: est relativement complémenté. 

Or, de fait: 

PROPOSITION 4. - Si G vérifie la propriété A, la condition affaiblie de 
chaîne ascendqnte pour les éléments de ffe est équivalente à la condition 
de chai'ne descendante. 

D'après le théorème 4 du paragraphe i, il suffit de montrer que 
si G vérifie la propriété A et ffe la condition de chaîne descendante, 
G vérifie la propriété MF. Soit donc G vérifiant les conditions précé-
dentes. Puisque ffe vérifie la condition de chaîne descendante, 
G vérifie la propriété M. Il reste donc à montrer que si a est un filet 
quelconque de G, Jlt(x) est finï. 

Supposons pour cela que nous ayons déjà défini des éléments 
ao = a, a 1 , ••• , a,, de G tels que 

- - - -- -
a= Clo.> a1 > ... > an"::::,. o. 
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Si an= o, nous nous arrêterons. Si an> o, nous choisirons 
.J',. E Jlt (an) et si b,. = pr s a 11, nous poserons : an+ 1 = an - b,.. On· a 
par définition a">a11+'l.~o et ::m(a,,+1)$.J'n, donc a,;>a,,+1 • 

Comme f:F vérifie la condition de chaîne descendante, il existe un 
indice m tel que am= o. On a alors 

a= bo+, . . + bm-1 et / -) s - - l Jlt\_a = l bo, ... , bm-1 , 

d'où la proposition. 
Le théorème 6 et la proposition 4 permettent d'énoncer : 

THÉORÈME 611 • - Pour qu'un groupe réticulé G soit somme directe de 
groupes totalement ordonnés, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions 
suiçantes: 

. 1 ° G vérifie la condition A; 
2° L'ensemble §i des filets de G vénjie la condition de chatne 

descendante. 

Remarque. - C'est par une méthode analogue à celle de la proposition fi. 
que l'on peut démontrer qu'un groupe réticulé G est somme directe de 
groupes tous isomorphes à Z si et si seulement G+ vérine h. condition de 
chaîne descendante ( 23 ). 

THÉORÈME 6111 • - Pour qu'un groupe réticulé G soit somme directe de 
groupes totalement ordonnés, il faut et il suffit qu1il vérifie les conditions 
suivantes: 

1 ° G vérifie la condition A; 
2° 0Le réseau des filets de G est isomorphe au réseau des parties finiès 

d'un ensemble E. 

L'ensemble E a alors même _puissance que l'ensemble des groupes 
totalement ordonnés différents de { o} et inte,wnant dans la somme 
directe. 

7. Donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
groupe réticulé soit somme directe de n groupes ordonnés ( tous 
différents de / o l) qui ne fasse pas intervenir la notion de filet. 

( 23 ) BOURBAKI [ 1 ]. 
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1 Des éléments de G en nombre fini ( a; \eM sont indépendants si pour 

tout sous-ensemble N de M tel que N M on a : 

( i3) 

TaitoRÈ?rlE 7. - Pour que le groupe réticulé G soit somme directe de n 
groupes totalement ordonnés différents de j o l, il faut et il suffit qu'il 
vérifie les conditions suirantes : ' 

1 ° G vérifie la propriété A ; 
2° n est le nombre maximum d'éléments indépendants de G. 

Nécessité. - Soit G = !, G,.. On a déjà vu que G vérifiait la 

condition A. Soient des éléments a 1 , a2 , ••• , a" de G tels que 

si i7"= j, pri ( r1;) > o. 

Les éléments at, ... , an sont indépendants. 
Si b0 b~, ... , bm E Gsont indépendants, il existe un indice 

rp(i)(1LjL..n) tel que prq:,{ii(bi)<prq:,ui(b;)(i~j) et ceci im-
plique n::::::,,,, m. 

Suffisance. - Soit$ l'ensemble des filets de G. 

LEMME 1. - Il ne peut y aroir dans G plus de n filets dijf érents de o et 
deux à deux étrangers. 

Soient hi, ... , bpe f:F des filets G tous différents de o, deux à deux 
étrangers et tels que p > n. Nous poserons 

( 14) 

On voit facilement que : 
(15) inf[(a1)1~1~p] , o. 

Ceci posé, soit (a;)ieN un sous-ensemble quelconque de (a;),~1~/1 tel 
que (a;)1eN~ (a;)1~1~p• 

On peut supposer que le numérotage des ai soit fait de telle façon 
que aie(a,.\eN~j~q<p. 

Mais alors 
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donc on a les relations (13) et les éléments 61 , 62 , ••• , bp sont.indé-
pendants et, comme p > n, on a une contradiction avec l'hypothèse. 
D'où le lemme 1. 

LEMME 2. •- Gest tel que toute chatne descendante de _filets est au plus 
de longueur n. 

Ce lemme résulte immédiatement du lemme 1 et du corollaire 1 du 
paragraphe i, théorème 1. 

Il résulte du lemme 2 que G vérifie la propriété M. Si J1t est 
l'ensemble de ses filets minimaux, le lemme 1 montre que J1t a 
m éléments avec mL n. Comme G vérifie la condition A et la condi-
tion MF, il résulte de la démonstration de la proposition 3 que 
G = 1'1 + ... + ,1 m si $ 1 , ••• , ,J' m sont les filets minimaux de G. Or 
la proposition directe montre que m est le nombre maximum d'élé-
ments de G qui_ peuvent être indépendants, donc m = n et le 
théorème 7 est complètement démontré. 

3. APPLICATIONS DES FILETS AUX HOMO!IIORPHISMES CROISSANTS. RÉALISATIONS 

IRRÉDUCTIBLES. - 1. Soit G un groupe réticulé, H un sous-groupe 
isolé propre de G et f l'homomorphisme propre de G sur G' = G/H. 

Cherchons à quelles conditions on a 

Une condition nécessaire pour qu'il ~n soit ainsi est que : 

Si la condition ( 2) n'était pas réalisée, 3 a, be G+ avec a= b, a e H 
et b El: H. Mais alors 

qi(a) = o, qi(b) > o, donc 

Si le sous-groupe isolé propre H vérifie la condition ( 2 ), il sera dit 
sous-groupe plein de G et f un homomorphisme plein. 

La condition ( 2) entraîne la condition ( 1) : 
En effet, soit H un sous-groupe plein de G et a, be G+ avec a= b. 

Montrons que f(a) = f ( b): • 
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Si inf[rp(a), q,(x)]=o, on peut supposer x~o (chap. I, § 2, 

prop. 1), donc on aura 

cp [inf( a, x)] = x) e H inf( a, x) CH. 
Or 

inf(a, x) = inf(a, x) 'inf(b, x) = inf(b, x), 

Donc 
inf(b, x)eH el inflcp(x), cp(b)] • cp[inf(b, x)] = o, 

quel que soit q, ( x) E G',, on a 

inf[cp(a), cp(x)] = inff cp(b), cp(x)] = o, 

on a donc rp( a)~ i:p(b ). De même, rp( a )L q,( b ). Donc rp(a) = rp(b) et 

Tnli.ORÈME 1. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
homom01phisme propre i:p de G sur G' vérffie la condition ( 1) est que H 
soit un sous-groupe plein de G, . 

Si q, est un homomorphisme plein de G sur G', si f:F' (resp .. ffe') 
désigne l'ensemble des filets de G (resp. G'), et si l'on pose 

(3) 

on voit que <I> définit une application de ffe sur ffe' qui sera dite induite 
pat fi. 

PROPOSITION 1. - <I> est un homomorphisme de réseaux. 

En effet, on vérifie sans peine que 

(4) 
(5) 

©[sup(a, b)] = sup[©(a), '1>(b)] 
©[inf(a, b)] = inf[©(a), 4>(b)], 

PROPOSITION 2. -Siavérifiela propriété A, il en est de même de <I>(a). 

Soit q,( x) o. On peu! supposer x o. Soit donc x 1 = prâ( x) et 
X= x, + X2; f!(X) = rp(x1) + rp( X2 ); XiL (l entraîne <f) (x1) L<l>(a) 
et inf(a, ;;~)- o entraîne inf[ <I>(a), <I> (x2) l = o. De plus 

. (6) cp(x):p(a) = qi(xü)-

2. Soit G un groupe réticulé et a un filet de G. Soit H0 le sous-
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groupe engendré par l'ensemble E des éléments de G+. étrangers 
à ( 2 4) ; Je dis que : 

l·l--..) inf(x+, a)= o, 
XE ...-- • f( a. ) 1n x-, a =o. 

Si xeH;;, x=y-z avec y, zeE (puisque E est additivement 
clos). Or y, z=::::,,.o impliqu~ y::::::,,.x+, z~x- (chap, 1, § 1, th. 6), 
donc 

inf(x+, a) L inf(y, a)= o 

et l'on a bien 

inf(x-, a) Linf(z, a)= o 

inf(x+, a)= inf(x-, a)= o. 

On vérifie immédiatement la 

P110POSITION 3. - H,, est un sous-groupe plez"n de G. 

Par suite, l'homomorphisme canonique (fâ de G sur G/H,.= Gâ est 
un homomorphis~e plein. ' 

Désignons par a le sous-groupe. de G engendré par les éléments 
de G+ tels que leurs filets soient inférieurs ou égaux à a (2 5). Un 
raisonnement analogue au précédent montre que : 

- -
(8) xea~x+, x-La. 

et de même 

PROPOSITION 4. - a est un sous-groupe plein de G. 

Il résulte immédiatement des définitions que 

(9) anH;;= { o ). 

(fà induit sur~ un isomorphisme de groupe·cr. Si xe~ et (fà(x)::::::,,.o, 
il existe heE tel quex+h::::::,,.o oux++h::::;,_x.:...., or inf(x+, x-)-o 
etx-,C:::::a- entraîne inf(x-, h)=o, donc x-=o et x::::::,,.o. cr est un 1 

(H) Voir G. BIRKHOFF [2], chap. XIV, § 6, ex. 3. 

('") a avait été précédemment défini avec la même notation da.ns le cas où 
~i était minimal (§ 2, n° 2). 
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isomorphisme de groupe ordonné. a peut donc être canoniquement iden~ 
tifié à un sous-groupe de G;;. 

PROPOSITION 5. - Le filet a ,a la propriété A si et si seule-
ment ip;;(a) = Gà. En ce cas G est somme directe ordonnée, des sous-
groupes. a et H;; 
(10) 
et fon a 
(11) 

G=a+ H;:, 

pr;:,( .x) = cr' [ <:p;, (.x)]. 

Si a a la propriété A, ( I O) résuite des définitions et six,= pr;;( X) 
et x = x 1 + x 2 , on aura ip;;( x) = ip;;(x1), donc 

et 

Réciproquement, si ip;;(~) = G;:; et si xe G+, il existe x 1 contenu 
dans ll avec <p(x,) = <p( X), donc X- Xt = X2 EH;:;, On a 

Or x~ est étranger à x; +'x! et, par suite, x~ = o. De même, 
x; • o, donc x,, X2::::::,. 0 et aa bien la propriété A. 

THÉORÈME 2. - G;:; est totalement ordonné si et_ si seulement a est un 
filet 'minimal. 

Soit a un filet minimal et <P;:; l'homomorphisme de l'ensemble des 
filets de G sur celui des filets de G;;induit par ?â· 

Comme qi(a) > o, 4>;, (a)> o. Or si G" n'était pas- totalement 
ordonné, il existerait deux filets <P;;(x) et 4>;;:(.y) qui seraient différents 
de·o et étrangers. <Ii;;(x) o implique <Fa(x) o, donc inf(x, a)~ o et 
comme a est minimal, ;ï;:::::,,â. De m1mey::::::,,,a. Donc 

inf[ ll>a(x), Ill;;( y)] ::::,,.11>,;(a) > o. 
Or ceci contredit inf[ «i>;;(x), w,.(y)] = o. • 
Réciproquement sia n'est pas un filet' minimal, il existe des filets 

b etë tels que ëi < b, ë < â, inf(b, c) =-o. 
Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 3, 1953. 
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Comme b, c$ Ha, on a ip( h ), ip(c) > o et donc (()â(b), c:I>,,(c) > o 

inf[cI>;;(&), cI>a(c)J....:..cI>;.[inf(b, c)}=lll(o>=o. 

Donc G contient deux filets étrangers différents de o, il ne peut être 
totalement ordonné. 

:>. Le théorème de Lorenzen permet de considérer un groupe 
réticulé G comm·e isomorphe au sous-groupe propre G' d'un produit 
de groupes tolalemen~ ordonnés • 

(12) G'cf-~TIG,. 
,e1 

. De plus, la démonstration du théorème.de Lorenzen montre que, 
quel que soit Le I, on a pr,( G) = G,. Lorsqu'il en sera ainsi, on dira 
que l'on a obtenu une réalisation de G ( comme sous-groupe propre 
d'un produit de groupes totalement ·ordonnés) .. 

Supposons que ( 12) définisse une réalisation de G et soit ix e I. La 
composante ex sera dite superflue si l'homomorphisme canonique \fa. 
de r sur f' = Il G, induit sur G. un isomorphisme de groupe 

1E1:{ a.} 
ordonné, c'est-à-dire sir' définit encore une réalisation de G obtenue 
canoniquement à partir de la précédente. Une composante non 

• superflue sera dite essentielle. 

THEORÈME 3. - La composante ex sera e.fsentielle si èt si· seulement il 
existe xe G tel que pra.(x) > o et pr,(x)= o pour i ex. 

L'existence d'un tel X entraîne que la composante soit essentielle, 
puisque alors x o et IJ,a.(x)--::- o. Supposons maintenant qu'un tel x 
ne puisse exister. Alors si xe G et si pra.(x) > o, :3 e I tel que ~~ex 
et pr~x > o. En effet, si ceci n'était pas réalisé, puisque G est sous-
groupe propre de r, x+ serait iel que pra.(.i+) > o et pr, (x+) = o 
si L rx, ce qui est contraire à l'hypothèse. • 

4a.(x)::::::,,,. o montre que L rx -> pr,(x) '--.. o. 
Si l'on avait pra.(x)<o, on voit que l'on aurait x-=-pra.(x)<(o), 

ce qui est impossible. Donc, d'après ce que l'on vient d~ vmr, 
pr,(x)::::::,,,.o, quel que soit tel et x::::::,,,.o. D'où le théorème. -

\ 
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On dira qu'une réalisation est irréductible si toutes ses composantes 
sont essentielles. • 

THÉORÈME 4. - Un groupe réticulé G admet une réalisation irréduc-
tible si et si seulement il vérifie la propriété M. 

Supposons que G Cr= IJ G, définisse une réalisation irréductible 
,er 

de G. Alors, si xe Gest strictement positif, 3 C(.E I tel que pro:x > o. 
Puisq.ue la composante C(. est essentielle, d,' après le théorème 3, il 
existe a e G tel 'que a= pro:a > o. a est minimal et x ~- G vérifie 
donc la propriété M. 

Réciproquem enr, supposons que le groupe • réticulé G vérifie I a 
propriéLé M, soit Jlt l'ensemble des filets minimaux de G et 

ae.Jn. 

Tous les G;;. sont totalement ordonnés d'après le théorème 2. 
ip = IJ cp;;: est un homomorphisme propre de G dans r. Par définition, 

àE .Jlt 

prii(G) = G~. Six~ o, x- > o et, par hypothèse, il existe be Jlt avec 
bL.x-, cpb(x+) = o et ip6(x-) > o. 

Donc cpï,( x) < o et prii(x) < o entraîne ip(x) o. Par suite, rp(x )~ o 
entraîne x o et l'on a bien une réalisation. Elle est irréductible, car 
siâ est composante quelconque, pr;;.(a) >o et Jlt3 b prii(a) = o. 
Toute composante est donc essentielle. On a, de plus, le théorème 
d'unicité suivant : 

THÉORÈME 5. - Étant données deux réalisations irréductibles d'un 
groupe réticulé G 

Gcf'= IJGt, 
t'E·I 

il existe une application bium·roque \f de I sur I' telle que, quel que 
soit Le I, 
(14) GnGt=Gf'\G,i,1., 
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et telle qu'il existe un isomorphisme de groupe ordonné cr, de G, sur G,j,1,1 

qui prolonge l'égalité précédente [ c'est-à-dire que si xe Gn G" 
a-,(x)=x] (2°). 

En effet, si Jlt est l'ensemble des filets minimaux de G, des consi-
dérations analogues à celles du n° 3 du paragraphe 2 montrent la 
correspondance biunivoque de I ( resp. l') avec Jlt, d'où une applica-
tion biunivoque y; de I sur l'. Ceci posé, si ex e I et si a est le filet 
minimal correspondant, je dis. que G 00 est isomorphe (pour sa struc-
ture de groupe ordonné) à G;;. En· effet, pr;; définit un homo-
morphisme rp 00 croissant de G sur G00 qui a pour noyau Hâ 

<poe(x):::,,., o pr00 (x):::,,., o x + lpr00 (x)- xj:::,,., o. 

Comme pr 00 ( x) - x EH;;, il résulte du chapitre I, paragraphe 2, 
proposition i que qi 00 est G-isomorphe à <p;;. Il en est de même de 'P'litoel. 
Par suite, 'P'litoel et <pa. sont G-isomorphes et il existe un isomorphisme 
canonique cr00 de groupe ordonné de Ga. sur Gtta.l tel que <p,i,ia.i= <pa.cra.. 
De plus, si xeGnG00 , on a <pa.(x)=<p,i,1a.1(x)=pra.(x)=x, ce qui 
achève de démontrer le théorème. 

Remarque. - Il y a des groupes réticulés qui n'admettent pas de 
filets minimaux et, par suite, tels que dans chacune de leurs réalisa-
tions toutes les composantes soient superflues. 

Il est facile de voir que le groupe additif des fonctions continues 
habituelles n'admet pas de filet minimal. On pourrait voir de même 
que sir= IJ Gest un produit direct de groupes totalement ordonnés 

t El 

tel que I soit infini et tel qu'aucun des G, ne se réduise à l'élément 
neutre, si l'on pose â = G,, le groupe réticulé G = I'/11 n'admet 

<El 
pas de filet minimal. 

4. Soit G un groupe réticulé,· Jlt l'ensemble de ses filets minimaux 
et Dt l'ensemble des filets de G qui ne sont supérieurs ou égaux à 
aucun filet minimal. Jlt' désignera l'ensemble des filets de G qui sont 
étrang~rs à tous les filets de m. On a Jlt C Jlt'. 

( 20 ) Ce théorème généralise les théorèmes 2 et 3 du paragraphe 2. 
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Désignons par M et N les sous-groupes de G engendrés par les 

éléments qui composent Jlt' et m. On voit comme n° 2 que 

De même que dans la proposition 4, on voit que 

et, par suite, M + N...:... M + N. 

Enfin, on a les relations 

Elles découlent des relations évidentes 

Jn. = l2i -F m = f:f Jn.' = l O l, 
si Si désigne l'ensemble des filets de G. 

On n'a pas, en général, G = M + N. _ 
Soit M1 un groupe réticulé iiyant une réalisation irréductible, N1 un groupe 

réticulé sans filet minimal, soit G1 la somme directe ordonnée dés groupes 
M1 et N1 et soit G = Z + G1 ordonné lexicographiquement. 

Il ést facile de voir que M = M1, N = N1 et cependant G M + N. 

M apparaît comme le plus grand sous-groupe réticulé de G admet-
tant une réalisation irréductible, N comme le plus grand sous 0 groupe 
réticulé de G n'admettant pas de filet minimal. 

5. On pourrait penser que, d'une manière analogue au théorème ff" 
du paragraphe 2, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
groupe réticulé G soit produit direct ordonné de groupes totalement 
ordonnés est qu'il vérifie la condition A et que le réseau des filets de G 
so.it isomorphe au réseau de toutes les parties d'un ensemble E. De 
fait, il n'en est rien dans le cas où E a une infinité d'éléments: Les 
considérations de ce paragraphe montrent que G admet alors la 

réalisation irréductible ,I. G;;C Ge Il G;; où Jlt désigne l'ensemble 
;;e.:m a:e.:m 

des filets minimaux de G. De plus, G !. G;;. 
aE.:m 

Cependant, soit z, isomorphe à Z1 + Z; ordonné lexicographiquement 
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( Z1 et Z2 étant isomorphes à Z et I étant un ensemble infini quelcon-
que). Posons r = Z'1• 

Soit li=~ G, et soit, d'autre part, le sous-groupe A de r ainsi 
tEI 

défini: xe A~ pour tout te I, pr,(x+-) et pr.(x-) ne sont pas contenus 
dans l'étage supérieur de G, (2 7 ~-

( A est le sous-groupe des applications telles que la composante 
suivant Z1 soit toujours nulle). 

Alors G =li+ A est un sous-groupe réticulé de r, vérifiant la 
condition A, tel que le réseau de ses filets soit isomorphe au 
réseau (1). Comme G r, on voit d'après le théorème d'unicité 5, 
que G ne peut être considéré comme produit direct de groupes 
totalement ordonnés. 

4. GROUPES ARCHIMÉDlENS ET PARA-ARCHIMÉDIENS. - i. Étant donné un 
groupe G totalement ordonné, nous rapp_elons qu'il est dit archimédien 
si, quel que soit l'élément x de G strictement positif, pour tout y 
contenu dans G, il existe un entier n tel que nx~y. Si R désigne 
alors le groupe additif de nombres réels,, on sait que : 

THÉORÈME i. - G est isomorphe à un sous-groupe de R si et si seule-
ment il est archimédien. 

Dans le cas général, on introduit _dans G+ la relation de préordre 
suivante: 
(1) avec ny~x. 

La relation d'équivalence 

définit les classes dans G+ qui seront dites étages. On désignera 
par &(x) l'étage déterminé par x. On a évidemment &( o) = l o /. La 
relation de pré ordre ( 1) définit sur l'ensemble des étages une relation 
d'ordre totale. 

( 27 ) Les étages d'un groupe totalement ordonné sont définis au paragraphe 4. 
Ici, cela signifie que si a est l'isomorphisme qui représente G, sur Zi + z2, on a 
pr1 [ a(pr,x+)] = pr1 f a(pr,x-)] = o. 
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Les groupes archimédiens sont ceux qui n'admettent qu'un étage 

différent de &( o ). 

2. Si maintenant G est un groupe _ordonné quelconque, on peut 
généraliser à G de•trois manières différentes la notion de groupe 
archirnédien : 

a. J'f ous dirons que G esl faiblement archimédien si, pour tout' 
couple x, y E G tel que x soit strictement posz'tlf, il existe un entier n 
avec nx<t:y;. 

~- Nous dirons que Gest archimédien si pour tout couple x, yE G 
tel que x soit strictement positif, il existe un entier n avec nx~y; 

y. Nous dirons que G est para-archimédien si pour tout couple 
x, .Y E G tel que x o, 11 existe un entier n avec nx .,t y ( 28 ). 

Tout groupe archimédien est faiblement archimédien. 
Tout groupe para-archirnédien est f a_iblement archimédien. 

PROPOSITION L - Si le groupe régulier G est archimédien, il n'a qu'un 
seul filet différent de o. 

Si le groupe régulier G admet deux filets a et b différents de o, il 
existe deux filets cet d différents de o et étrangers. 

Quel que soit l'entier n, on a toujours ne~ d. G n'est donc pas 
archimédien. Il résulte don_c du·paragraphe 2, théorème t, le 

THÉORÈME 2. - Tout groupe réticulé archimédien est totalement . 
ordonné et, par suite, isomorphe à un 'sous-groupe de R. 

Remarque_. - Il existe, par contre,, des groupes réguliers à. un seul filet 
différent de o qui ne sont pas archimédîens .. 

Reprenons l'exemple du n° 2 du paragraphe 2. Quel que soit l'enlier n > o, 
• nf n'est pas supérie.ur à g, donc G n'est pas archimédien. Or, on a démontré 

qu'il n'admett;i't qu'un seul filet différent de o. On peut même voir qu'il est 
faiblement archimédien. En effet, si h e G est tel que h > o, on a h ( 1) > o. Par 
suite, si h' E G, il existe toujours un entier n tel que nh ( 1) > h' ( 1 ), donc tel 
que nh<f..h'. • 

( 28 ) Il importe de remarquer ici que les groupes que nous appelons para-
archimédiens sont en général appelés archiri:tédieûs ( G. Birkhoff, Clifford). 
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Ceci nous montre déjà qu'il existe des groupes faiblement archi-
médiens qui ne sont pas archimédiens. 

Évidemment, il existe des groupes para-archimédiens qui ne sont pas 
• arc~imédiens : il suffit pour cela de considérer Ja somme directe 1 

ordonnée Z + Z. • 
Nous allons maintenant montrer l'existence d'un groupe archimédien 

• qui n'est pas para-archimédien. • . • 
Soit E l'ensemble ( 1, 2 ), A le groupe R +- R ordonné lexicog~aphi-

quement et r = AE. 
Soient f et g contenus dans r ainsi définis : 

j(1)=(1, o), 
g(1) = (2, 1), 

/(2)=(2y'2, o);. 
g(2)=(v'3, o). 

Considérons le sous-groupe G de r formé par les fonctions de la 
forme À/+ p.g avec À, p.E Q. 

Soit h =À./+ p.ge G'. On a 
h(1) =[(À+ 2(1-), p.], 

Je dis que h > o entraîne À+ 2 p.> o. 
En effet, h>o entraine h(1)~0, donc À+2p.~o. Si l'on avait 

À+2[1.=o, on aurait h(1)=(0, p.) et, par suite, p.~o. On ne 
pourrait avoir p.= o, sans cela />. = p.= o et h serait égal à o. 
Donc p. > o et .. 

h(2) = 21cv'2 + p.V3 =- f1-(4y2-y3) < o. • 

Donc h( 2) < o, ce qui est contraire à l'hypothèse h > o. Donc 
. 

De même, h > o efltraine 2 ), J2-+ p. /3 > o. D'oil 

(3) 

c'est-à-dire que h est strictement positif si et seulement' si h( 1) et h( 2) 
sont dans l'étage supérieur &1 der. • 

Montrons à partir de là que Gest archimédien : . 
Si G:3h>o et si h'eG, puisque h(r) et h{2) sont dans &1 , il 

existe un entierm tel que mh:::::e,..h': Donc, Gest archimédien. Montrons 
qu'il n'est pas para-archimédien : 
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Soith=-2f+g. ÛD'aura 

h(1)=(0, 1)>0, h(2)=(V3-4\i2, o)<o, donc h o, 

et, quel que soit n, nh <f• G n'est pas para-archimédien. 

THÉORÈME 3. - Tout groupe réticulé faiblement archùnédien est para-
archimédien. • 

Soit G un groupe réticulé faiblement archimédien. Soit xe G tel 
que x o et soit ye G. CoJI}me x+> o, 3 un entier m > o tel que 
mx+ *y+. Si l'on av~it'mxL'.'.'.y, on aurait mx++ y-Ly*+ mx-, 
mx+ étant étranger à mx-, il résulterait du chapitre I, paragraphe 1., 
théorème 9 que mx+ L'.'.'.y+, d'où une contradiction. Donc mx y et G 
est para-archimédien. 

3. Notre but dans ce numéro est de démontrer le théorème suivant: 

THÉORÈME 4. - Pour que le groupe ordonné G soit isomorphe à un 
sous-groupe de R, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions suimntes: 

1 ° G est semi-clos et filtrant; 
_2° Toute structure d'ordre totale sur G plus fine que sa structure 

d'ordre initiale transforme G en un groupe archimédien ( c'est-à-dire en 
un sous-groupe isomorphe, à un sous-groupe de R ); . 

3° Si G est tririalement ordonné (c'est-à-dire P - { o l), • G = { o l (29). 

Nou~ aurons dans ce qui suit à. considérer diverses structures 
'd'ordre.sur G et noQ.s adopterons pour simplifier le même système de 
notations que dans le paragraphe 5 du chapitre·!. 

Il est bien évident que les conditions du théorème 4 sont nécessaires. 
Montrons qu'elles sontsuffisantes et pour cela démontrons d~abordle 

LEMME i. - Si G est un groupe filtrant et sans torsion tel que toute 
structure d'ordre totale sur G plus fine que sa structure d'ordre initiale 
le transforme en un groupe archimédien, G est lui-même archimédien. 

Soit G répondant à la question, o < a E G et b un élément quel-

( 29 ) Un groupe trivialement ordonné est à la fois archimédien et para-
archimédien. 
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conque de G. Il faut montrer qu'il existe un entier m tel que ma> b. 
Comme G est filtrant, on peut supposer b o. Il est impossible .de 
trouver une ordination (f)' plus fine que (f) et telle que b- na e P' pour 
tout n 1 car alors, G étant sans torsion, G' aussi, et, en vertu du 
chapitre I, paragraphe 5, théorème 3, il serait possible de trouver 
une ordination totale . (f)" éY, Mais P"::, P'::, ( b - na) ( 1 Ln), ce 
qui contredit l'hypothèse que G" est archimédien. 

Il résulte alors du chapitre I, paragraphe 3, théorème 2, qu'il existe 
un entier n > o et des entiers m1, . : . , mn~ o avec mn > o, tels que 

. . 

rn 1 (b - a)+ rn2 (b - 2a) + ... + mn(b.- na) L. o, 
ou encore 

Or mn > o entraine que 

m1+ 2m2 + ... + nm~= m'> o, 
m1+ m~+- . . + mn= m"> o. 

On a donc m'a::::::,,. m11 B. Mais, puisque b o et m"'::::;. 1, 

m"b=(m/'-1)b+b~b. 

Donc m 1a~b et l'on peut prendre m= m'. D'où le lemme. 
Ceci posé, revenons au théorème et soit G vérifiant les conditions· 

nécessaires du théorème. Si (f)' est une structure d'ordre .sur G plus 
fine que (f), G' est sans torsion. Si, d'autre part, (f)" estune structure 
d'ordre totale sur G' plus fine que (f)', (f)" est aussi plus fine que (f), 
donc par hypothèse _G" est archimédien. Le lemme 1 montre alors' 
que G' est archirr1édien, d'où le • • 

LEMME 2. - Quelle que soit l'ordination (f)' plus fine que (f), G' est 
archimédien. 

En particulier, Gest archimédien et il suffira donc pour démontrer 
le théorème 4 de montrer que G est totalement ordonné. 

Soit a e G tel que a ~o; montrons que a> o : 
Comme G est semi-clos, quel que soit l'entier n > o, on voit que 

na$- P. Par suite, il existe une ordination <:Y de G telle que 
P'= P + Z+a. -
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Comme l'ordination <fJ' est plus fine que <fJ; il résulte du lemme 2 

que G' est archimédien. Puisque P' 3 a~ o, on en déduit que si nous 
choisissons b arbitraire tel que b > o ( c'est ici qu'intervient l'hypo-
thèse G+~ ( o} ), on peut trouver un entier n > o avec na - be P'. 

Donc il existe b' e P et ,; e Z+ avec na - b = b' + sa ou 
( n - s) a= b' + be P. 

b > o et b'~o montrent que n-s~ o. On ne peut avoir n-s < o, 
sans cela G étant semi-clos, on aurait a E - P, ce qui a été exclu. 
Par suite, n - s > o et G étant semi-clos, a e P. D'où a> o . 

. 4. Si G est un groupe ordonné isomorphe à un sous-groupe de 

r = }l Gt, où tous les Gt sont des groupes totalement ordonnés is~-
i e± 

morphes à des sous-groupes de R, il est facile de voir que Gest para-
archim édien. 

Un des problèmes les plus importants de la théorie des groupes 
ordonnés est de savoir à quelles conditions un groupe para-archi-
médien est réalisable de cette manière. Clifford (3°) et Birkhoff ( 31 ) 

émirent l'hypothèse que tout groupe para-archimédien admet une 
telle réalisation. Krull ( 32 ) avait déjà posé ce problème dans Je cas où 
le groupe est groupe de divisibilité d'un certain corps. Nakayama (33 ) 

démontra la fausseté de l'hypothèse de Krull. 
Nous allons dàns ce qui suit résou.dre ce problème dans quelques 

cas particuliers. 

THÉORÈME 5. - Pour que le groupe 01donné G soit représentable · 
comme gro~pe de fonctions à valeurs dans R, il faut et il suffit que pour 
tout élément a de G tel que a ¾ o, il existe une ordination totale <D de G 
plus fine que l'ordination initz'"ale (resp. un groupe totalement ordonné 
Go:~\ o l et un homomorphisme croissant 'Po: de G sur Go:) telle que a 
[resp. q:io:( a)] soit dans l'étage supérieur de Go:. 

( 30 ) CLIFFORD [ 1 J. 
( 31 ) BIRKHOFF [ 1}. 
( 32 ) KRULL [ 1]. 
( 33 ) NAKAYAMA [1]. 
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Montrons que ces conditions sont nécessaires : 

Soit G un sous-groupe der • Il r, où tous les f. sont isomorphes 
tEI 

à des sous-groupes de R. Considérons G comme sous-groupe de r. 
Si G 3 a & o, il existe et. E I avec pr"'a > q. Bien-ordonnons l'en-
semble I, de sorte que et. soit son premier élément. On en déduit une 
ordination lexicographique <9~ de r qui fait de r un groupe totale-
ment ordonné tel que l'étage de a soit l'étage supérieur der. Cette 
ordination (9~ induit sur G l'ordination <9"' cherchée. Comme en 
particulier l'application identique. de G sur G"' est un homomor-
phisme croissant <pr,., la nécessité des conditions est démontrée. 

Montrons maintenant que chacune de ces conditions est suffisante : 
• Soit donc G tel que pour tout a & o, il existe un groupe totalement 

ordonné G"'~ { o let un homomorphisme croissant <pr,. de G sur G"' tel 
que rpr,.( a) soit dans l'étage supérieur ( supposé évidemment exister) 
de G"'. Si H~ est l'ensemble des éléments positifs ou nuls de G non 
situés dans l'étage supérieur de G, on voit facilement ( 34 ) que 
H"'= H~ U (- H~) est un sous-groupe isolé de G"' et que le groupe 
totalement ordonné G~=·G"'/H"' n'admet qu'un seul étage autre que 
celui qui contient o, c'est-à-dire est isomorphe à un sous-groupe de R 
qui est ( o /. Si, par suite, y;"' est l'homomorphisme canonique de G"' 
sur G~, on voit que <p~ = y;"' <p"' est un homomorphisme croissant de G. 

sur G~ tel que <p~( a)> o. Si l'on considère r = IJ G; et l'homomor-
,er 

. phis me rp = Il rp; de G sur r, un raisonnement souvent répété montre 
,er 

que rp est un isomorphisme de groupe ordonné de G dans ·r, or 
chnque G; est isomorphe à un sous-groupe de R (LEI). Comme le cas 
d'une ordination totale est un cas particulier du précédent, le théo-
rème 5 est complètement démontré. 

THÉORÈME 6. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe 
semi-clos archimédien non triPialement ordonné soit représentable comme 
groupe de fonctions à valeurs dans R est qu'il soit para-archimédien. 

( 34 ) Voir KRULL [1]. 
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On a vu que la condition était nécessaire. Montrons qu'elle est 
suffisante : 

Soit donc G semi-clos archimédien et para-archimédien. Si ( (~\),ei 
est l'ensemble des ordinations totales de G plus fines que l'ordination 
initiale, on sait ( chap. I, § 5) que G peut être considéré comme sous-

groupe de r = Il G,. 
<El 

Si G 3 b > o, quel que soit LEI, G, admet u'n étage supérieur qui 
contient pr,b. En effet, soit x, un élément positif de G,. Comme 
pr,( G) = G,, il existe un élément x de G tel que pr,x = x,. Puisque G 
est archimédien, il existe donc un entier n > o tel que nb > x, donc 
npr,b::::::,,_x, et &(pr,b)::::::,,_&(x,). Par suite, &(pr,b) est l'étage maximal 
de G,. 

Si maintenant G 3 a¾ o, à moins que G = \ o l ( auquel cas le· 
théorème 6 devient trivial), puisque nous avons supposé son ordi-
nation non triviale, P \ o ), donc il existe b E G tel que b > o. 
G étant para-archimédien, il existe un entier n. positif avec na¾ b, 
donc un in~ice a E I tel que pr°'na > pr°'b. Comme on vient de voir 
que pro,,b se trouvait .dans l'étage supérieur de G°', il en est de même 
de pr°'a. Ceci étant valable quel que soit a¾ o, le théorème 6 se 
déduit immédiatement du théorème 5. 

Donnons quelques indications sur le problème de Krull-Clifford 
dans le cas où le grôupe para-archimédien G considéré est réticulé. 

THÉORÈME 7. - Si le groupe réticulé para-arc/dinédien G admet une 
réalisation irréductible, il est réalisab_le comme groupe de fonctions à 
valeurs dans R : tous les groupes ordonnés interrenant dans sa réalisation 
irréductible sont isomorphes à des sous-groupes de R. 

Soit G Cr= II G, une réalisation irréductible de G. Il est facile • 
,e1 

de voir que G a la propriété A : en effet, soit a un filet minimal de G 
et xe G. Puisque a> o et Gest para-archimédien, il existe un enlier 
n > o tel que na¾ x. Or na= a. 

Par suite, I G, CGC II G,. Mais G, C 'I G, CG et G, est para-
tEI tEI . - tEI 
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archimédien comme sous-groupe d'un groupe para-archimédien. 
Comme il est totalement ordonné, on voit que G, est isomorphe à un 
sous-groupe de R. D'où le théorème. 

CHAPITRE III. 

CORPS DEMI-VALllÉS. 

Tous les corps et tous les groupes qui interviennent dans ce chapitre 
sont commutatifs . 

. 1. ANNEAUX DE DEMI-VALUATION. - 1. Étant donné un corps K, nous 
rap.Pelons qu'on appelle ordr,: de K un sous-anneau A de K contenant 

. l'élément unité et tet que K puisse être considéré comme corps des 
quotients de A. L'ensemble E =An A-1 des éléments inversibles 
de A est un sous-groupe du groupe multiplicatif K* formé par les 
éléments de K différents de zéro. Quoique obtenu à partir d'un 
groupe écrit sous forme multiplicative, on écrira toujours additi-
vement le groupe quotient 

Soit w l'application canonique de K* surf. La relation 

(x,yeK*) 

définit sur r une structure d'ordre partiel qui en fait un groupe 
ordonné filtrant. Le groupe ordonné f sera dit groupe de dirisibilite 
de K par rapport à A. 

L'application w de K sur r vérifie alors les relations. 

( 2) 
(3) 

w(xy) = w(x) + w(y), 
w(z)Lw(x), w(y) w(.z)Lw(x+y) .. 

Si K est un corps, r un groupe ordonné filtrant et w une applica-
tion de K * sur qui vérifie les relations ( 2) et (3 ), w est dite semi-
valuation de K (35 ). Il est facile de voir que toute semi-valuation peut 
s'obtenir defa manière précédente. 

( ~5 ) ZELINSKY [ 1 ]. 
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Lorsque r est un groupe réticulé, le corps K sera dit demi-1.:alué 

et w sera dite demi-valuation. Dans le cas particulier où r est totale-
ment ordonné, toute demi-valuation par r est une valuation au sens 
deKrull( 36 ). • 

Un domaine d'intégrité A (3 1) est dit anneau de demz~valuation si, 
K étant le corps des, quotients de A, le groupe de divisibilité de K 
par rapport à A est un groupe réticulé. 

2. Généralisant un théorème de Krull, nous nous proposons de 
• montrer qu'à tout groupe réticulé r correspond un corps K demi-
valué par r. Nous allons pour cela généraliser le procédé de Krull. 

Soit donc r. un groupe réticulé. Remarquons d'abord "que pour 
trouver, un corps K répondant à la question, i_l suffit de trouver un 
anneau d'intégrité A et une application w de A* sur r vérifiant les 
relations ( 2) et ( 3 ). Supposons, en effet, que nous ayons trouvé' A 
et w vérifiant ces relations. • Si nous posons pour tout élément a/6 
de K* ( a, be A): 
( 4) w ( a/ b ) = w ( a) - w ( b). 

On voit que w est bien une demi-valuation de K par r.-
Déterminons donc un anneau d'intégrité A et une application w 

de A*' sur r vérifiant les relations ( 2 )- et ( 3 ). 
k étant un corps ( commutatif) quelconque, soit A l'algèbre de 

groupe de r par rapport à k. Tout élément X -j. de A peut se mettre 
d'une manière et d'une seule sous fa forme canonique, 

X= a 1 .x"-•+ ... + amx"-m, avec a1Ek, O:tEf 

Nous poserons 

Soit alors 
(5) 

• a1~ o et i~j a;~ ai. 

rx=lo:1, ... , amlcr et 

w(X)=inf(a1, ... , am)=inf(fx); 

il résulte du chapitre J, paragraphe 5,_ théorème 4, que A est bien 

( 36 ) KRULL [1]. 
( 37 ) Anneau commutatif, sans diviseur de o. et possédant un élément unité. 
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un anneau d'intégrité. w étant une application de A* sur r, i'1 reste à 
montrer que w vérifie les conçitions ( 2) et ( 3 ). 

La condition ( 3) est aisément vérifiable : elle est trivialement 
remplie si X, Y o~ X~ Y= o. Supposons donc qu'il n'en soit pas 
amsL. 

On a rx+Ycrxury donc 
w (X+ Y)= inf(f x+Y):::,,. inf [ w(X), w(Y)J = inf(fx u r v),. 

Reste à démontrer la formule ( 2 ). Elle est triviale si X ou Y= o. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Sa vérification est immédiate 

• dans le cas où la forme canonique de X n'a qu'un seul terme. En effet, 
dans ce cas r x= la let r XY= 0( + ry, donc • 

w(XY) =a+ inf(fy) = w(X)-4-' w(Y). 

Il suffit de vérifier (2) dans le cas où w(X) = w(Y) = o. En effet, 
Sl 

-
w(X) =a, 
en posant 

w(Y) = ~; • w(XY,) =w(Xx-=:x"Y ,x-;lx~) = w(X'x"Y'x~). 

X'=Xx-", 

Or, d'après ce qui vient d'être ".u, 
w ( X' xx Y' x;l ) = w ( X' xx Y') + w ( a;;l) 

='w(X'Y') + w(0'>-) + w(x;l) = w(X'Y') +a+~-

Si, par suite, la formule (3) est vérifiée dans le cas de w(X) = w(Y) = o, 
comme w(X') _:_ o et w(Y') = o, on aura 

w ( XY) = a + = w (X) + w (Y). 

Supposons donc que w(X) = w(Y) = o'. 
Soient 

X= I a;.xx;, 

1;:;f;}~m 

Y= I bjX;l 

1~j~n 

et XY= I CkXîk 

1,;;;,k,;;;,p 

les formes canoniques de X,'Y et XY. Comme w(X) = w(Y) = o, 
on en déduit que 

(1L.j L.n). 
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Par suite, en vertu des formules de multiplication dans l'algèbre A 

Pour démontrer que inf( 'Yti .•• , "(p) = o, nous pourrons appliquer 
le thforème 15 (chap. I, § 1 ). . 

Soit donc y un élément strictement positif quelconque der. Mon-
trons qu'il existe 8 Er tel que y~ 8 > o et un entier k tel que 

et inf( ô, yk) = o. 

Comme inf(a 1 , ••• , am)=o, d'après le théorème invoqué, il 
existe y'> o et un nombre positif i < m tel que 

et inf(a;, y')= o. 

En vertu de ce même théorème, comme inf(~ 1 , ••• , ~ 11)= o, · 
38er etj tel que IL.jL.n 

y'~ô>o et 

Il en résulte en particulier que inf ( a;, 8) = o. 
Supposons les indices choisis de manière que 

(8) 

Ona 

inf(i:xk, Ô)=o kL.m' 
inf(/3k,o)=o kL.n' 

(m'::::,,,. 1), 
(n' ~1). 

Y 1= bkxf1k. 

1,;:,k,;:,n' 

L'ensemble fx,v, est un. sous-ensemble de 

Chacun de ces exposants est donc étranger- à 8. 
Or si Z ;F- o, aucun des éléments de fz cet ensemble n'est étranger 

à 8. 
Il en résulte donc que fx,vJ'\fz= 0 et, par suite, la forme cano-

nique de XY est somme des formes canoniques de X 1 Y1 et de Z. 
Journ. de Math., tome XXXH. - Fasc. 3, 1953. 
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Donc rxy::>fx,Y,• Comme X1 et Y1 sont différents de o, il en est de 
même de X 1 Y 1 et, par suite, il existe un élément "(k tel que IL. k L..p 

• et tel que inf ( y,,, o) = o. D'où : 

THÉORÈME i. - Étant donné un groupe réticulé r, .il existe toujours 
un .corps K qui est demi-valué par r. • 

3. Les anneaux de demi-valuation se caractérisent simplement : 

Soit A un anneau d'intégrité, K son corps des quotients, r le 
groupe de divisibilité de K par rapport à A et w la semi-valuation 
correspondante. Pour que r soit un groupe réticulé, on a vu(chap. I, 
§ 1, th. 3) qu'il fallait_ et suffisait qu'il vérifie l'une des deux condi-
tions équivalentes suivantes : 

1 ° Pour Lout couple cc, e r +, sup ( a, ~) existe; 
2° Pour tout couple cc, ~el'+, inf ( cc, ~) existe. 

La condition 2° montre que pour qu'un anneau d'intégrité A soit 
un anneau de demi-valuation, il faut et il suffit que deux éléments 
de A admettent toujours un plus grand commun diviseur. 

La condition 1° montre qu'une autre condition nécessaire et suffi-
sante est que deqx éléments de A admettent toujours un plus petit 

• commun multiple . 
. Si A est un anneau d'intégrité et si x et y sont contenus dans A, 

dire que x divise y revient à dire que y est contenu dans l'idéal prin-
cipal ( x) ou encore que (y) C ( x ). Par suite, dire que a et b admettent 
un plus petit commun multiple.revient à dire qu'il existe un élémentm 
de A tel que: 

(a)f'\(b):,(m) et (a)f'\(b)9x (m):::,(x), 

ou encore tel que 
(a)f'\(b) = (m). 

Donc, pour qüe A soit un anneau de demi-valuation, il faut et il 
suffit que l'intersection de deux idéaux principaux soit encore un idéal 
principal. • 

De la même manière, dire que a et b admettent un plus grand _ 



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES GROUPES ORDONNÉS 267 
commun diviseur revient à dire qu'il existe un élément d de A tel que 

(d):::,(a)u(b) et (x):::,(a)u(b) (x):::,(d), 

ou encore tel que ( d) soit l'intersection de tous les idéaux principaux 
qui contiennent l'idéal (a)+ ( b ). 

Nous retrouvons ici la propriété A de Prüfer ( 38 ) ,: tout P-idéal 
fini est idéal principal ( 39 ). 

Il résulte de tout ceci que nous pouvons énoncer le 

THÉORÈME 2. - Étant donné un anneau d'intégrité A, les condàions 
suiçantes sont équiçalentes : 

1 ° A est un anneau de demi-valuation; 
2° Deux éléments de A admettent toujours un plus grand commun 

dù-iseur; 
3° Deux éléments de A admettent toujours un plus petit commun 

multiple; 
4° L'intersection de deux idéaux principaux quelconques de A est 

encore un idéal principal; 
5° Tout P-idéal fini est principal, ou encore l'intersection de tous les 

idéq,uxprinci'paux qui contiennent deux idéaux principaux quelconques 
est un idéal principal. 

4. Nous allons maintenant donner une autre caractérisation des 
anneaux de demi-valuation ,basée sur le théorème 12 ( chap. I, § f ). 

Soit A un anneau d'intégrité, K son corps des quotients. On dira 
que a/b est une forme canonique de l'élément k de Ksi : 

1° k = a/b et a, be A; 
2° a'/b'=a/b (a', b'eA) entraîne qu'il existe un élément c de A tel 

que a';- ca, b'.= cb. 

L,e numérateur et le dénominateur d'une forme canonique sont 
définis à un élément inversible près de A. 

( 38 ) .PROFER L 1 J. 
( 30 ) Il importe de remarquer qu'ici on a en général (d) ;7"- (a)+ (b). Si l'on 

avait pour tout couple a, b E A, ( d) = (a) + ( b), nous aurions la propriété cl.A 
ou J:?A. de Prüfer (tout idéal fini est principal) qui est strictement plus forte 
que CVA. 
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Cherchons quelles conditions doit remplir A pour que tout élément 
de,K puisse se mettre sous forme canonique. 

Pour cela désignons par r le groupe de divisibilité de K par rapport 
à A et par w la semi-valuation correspondante. 

Si a/b est une forme canonique, w( a) et w( b) sont nécessairement 
étrangers. 

Réciproquemerït, si w( a) et w( b) sont étrangers en vertu des théo-
rèmes .6 et 10 ( chap. I, § f ), a/b est une forme canonique. 

Par suite, si w(a')-w(a). w(b')-w(b)=w(c), on a ceA 
et a'= ca, b' = cb. Il résulte donc du chapitre I, paragraphe 1, théo-
rème 1.2 le 

THÉORÈME 3. - Etant donné un anneau d'intégrùé A, la conditz'on 
nécessaire et suffisante pour que chaque élément du corps des quotients 
de A admette une forme canonique est que A soit un anneau de demi-
valuation. 

Étant donné un anneau d'intégrité A et le corps des quotients K 
de A, a/b sera une forme irréductible de l'élément k de K (a, b E A) si: 

1° k=a/b; 
2° Pour tout c contenu dans A, les relations a= a' c, b = b' c 

impliquent que c soit inversible dans A. 

PROPOSITION 1.. - Toute forme canonique est irréductible. 

Soit a/b une forme canonique. Si a=a' c, b= b' c, on aura a/b=a'/b'. 
Donc il existe par définition un élément d de A tel que a'= da, b' = db. 
Mais d = c'--- 1 , donc c est bien inversible dans A. 

'Sir est le groupe de divisibilité de K par rapport à A et w la semi-
valuation correspondante, on voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que a/b ( a, b E A) soit une forme irréductible est que w(a) 
et w( b) soient faiblement étrangers. Par suite, tout élément de K 
admettra une forme irréductible si et si seulement tout élément der 
peut se mettre sous la forme d'une différence de deux éléments 
faiblement étrangers. Nous ne saurions dire si de tels groupes autres 
que les groupes réticulés existent et, à fortiori, s'il peut exister un 
corps semi-valué par un tel groupe. 
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2. ÉTUDE DE CERTAINES DEMI-VALUATIONS. - Nous allons montrer dans 

ce paragraphe que l'on "peut dans certains cas déterminer toutes les 
demi-valuations d'un corps K satisfaisant à certaines conditions. 

1.. Q étant le co1·ps des nombres rationnels ordinaires, nous allons 
non seulement déterminer toutes les demi-valuations de Q, mais 
encore toutes ses semi-valuations, c'est-à-dire déterminer tous les 
ordres de Q. 

Soit A un ordre de Q. Si Z est l'anneau des entiers ordinaires, 
comme A contient I et est un anneau, on a A:;:> Z. 

Soit a E Z tel qu'il existe une fraction a' /a irréductible (a', a E Z) 
telle que a'/a E A. a' et a étant premiers entre eux, il existe des 
entiers met n tels que ma'+ na= I. Or a'/a, 1 E A-entraîne 

(ma'/a) + ne A ou 1/aeA. 

D'autre part, si a=aia2 (a1,a2 eZ), on aura a2/a=1/a,eA. 
A est donc entièrement déterminé par l'ensemble P 'des nombres pre-
miers (positifs) tels que 
(1) pePo;c'=-1/peA. 

On voit que si a/b est une fraction irréductible telle que b > o, 
a/b sera contenu dans A si et si seulement\ b peut se décomposer en· 
un produit de facteurs premiers tous contenus dans P. 

Il. est immédiat que la donnée d'un ensemble quelconque P de 
nombres premiers contenant I détermine de cette manière un ordre 
de A. 

Soit P' = (p,),ei l'ensemble des nombres premiers positifs non 
contenus dans P et r = Z1P'l= !i Z, le groupe ordonné des applica-

' El 
tians dans Z des sous-ensembles finis de P'. x étant un élément de Q, 
soit cp,( x) la valeur de x dans la valuation p,-adique. Posons 

cp(x) = !i cp,(x). 
tEl 

cp est une application de Q sur r qui est la semi-valuation corres-
pondant à l'ordre A. Commer est rétièulé, on voit que : 
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THÉORÈME 1. - Toute semi-valuation de Q est une demi-valuatz'on. 

2. ,Soit k un corps algébriquement clos et K = k( x) une extension 
transce·ndante simple de k. Nous nous proposons de déterminer ici 
toutes les_ demi:-valuations de K qui s'annulent sur k, ou encore tous 
les ordres de K qui contiennent k et sont en même temps anneaux de 
demi-valuation. 

Soit donc w une demi-valuation de K qui s'annule sur k, A et 
r l'ordre et le groupe de divisibilité correspondante. Excluons le cas 
trivial où r = { o \. 

Pour simplifier les notations, nous poserons si y E K 

LEMl'llE 1. - Si a et b sont deux éléments distincts contenus dans k, 
pour tout élément y de K, w+(y- a) et w+(y- b) sont étrangers. 

Comme r est réticulé, il nous suffit pour cela de montrer que 
w+(y - a) et w+(y- b) sont faiblement étrangers. 

Soit donc w+(y- a), w+(y- b)~a > o. On a 

( 2) w ( y - a) = w+( y - a) - w-( y - a) :::::,,, a - w-( y - a) 
:::::,,,a-sup[w-(y-a), w-(y-b)J. 

De même, w(y-b)"----- a-sup[w-(y-a), w-(y-b)]. Par suite, 

(3) inf[w(y-a), w(y-b)J:::::,,,cc-sup[w-(y-a), w-(J·-b)]. 

Comme b- aek, 
inf[w(y-a),w(y-b)]Lw(b-a)=o, 

( 3) p~ut donc s'écrire 
(3') sup[ w-(y- a), w-(y- b)]:::::,,, a. 

Or w+(y-a) étant étranger à w-(y-a), il en est de même 
de a. a étant étranger à rv-(y-a) et w-(y-b) est étranger 
àsup[w-(y-a), nr(y-b)]. 

Il résulte donc de ( 3') que a= o. D'où le lemme 

LEMME 2. - Quels que soient a, b E k ety E K, on a 

w-(y- a)= µr(y- b). 
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Soit zeK tel que w(z) =-w-(y~ a). 
Comme w(z)L w(J- a), w(a- b), on a Y z a, a z b E A, donc 

y-a a-b y-b --+--=--EA z z z 

Comme w( z) Lo, on a donc 

et 

ou w(z)Lw(y-b). 

w-( y - a) è:::,.. w-( y - b ). 

Comme on a de même w-(y-a)Liv(y-:b), on en déduit le 
lemme 

LEMME 3. - Il existe un générateur y de K sur k tel que w(y) >o ... 

Plusieurs cas sont possibles : 
1° 3 aek tel que w(x- a)> o. On prend alors y =x- a; 
2° 3bektelquew(x-b)<o. Onprendalorsy= x I b; 

3° Aucune des deux premières conditions n'est réalisée. 

Montrons que ce cas ne peut se produire. Pour cela, raisonnons 
par l'absurde et supposons qu'il se produise effectivement. 

Soit ot la valeur ( constante en vertu du lemme 2) de w-( x- a) 
lorsque a parcourt le. On a nécessairement a.> o, car si l'on avait ot = o 
comme par hypothèse, quel que soit a e k, w( x - a) ::p,- o, on aurait 
w( x - a)= o. 0 r, si P est un polynome quelconque en x de degré 
non nul, comme k est algébriquement clos, P = a0 (x - ai)• .. (x - am) 
(a;Ek, OLiLm). On aurait donc w(P)-: w(x_.:.._am)=o et 

comme tout élément X de 1(. peut se mettre sous la forme' P/Q, 
avec P, Q E k( x ], pn aurait w(X) = o pour tout XE K, ce qm 
contredit l'hypothèse r / o J. 

Soit donc°'> o. 
SoitPek(x]et mie degré de P. Si m=o, w(P)=o. Sim>o, 

on a 
(4) 
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. = l w+(x-a;)-mOI.. 
:l~i~m. 

Comme or.= 1,r( x - a;) ( 1 / iL m ), or. est étranger à !i w+(x-a;). 

D'où 

(5) w+ ( P) = !i w+(x - at), 
1:;Si~m 

l~i~m 

On en déduit en particulier que, quel que soit le degré m de P 
(positif ou nul), on a bien w-(P)=mor.. 

Soit maintenant Xe K tel que w(X) > o. 
On peut poser X= P/Q, P et Q étant deux polynomes premiers 

entre eux. Soit m le degré de Pet n celui de Q. 
w(X) = w(P)- w(Q), 

ou 
(6) 

Or or. est étranger à w+(P), donc m- net comme w(X) > o, on 
am=n>o. 

Soit donc 

P=ao(X-a1) ... ,(x-am)} 
Cl;, b;Ek 

Q=b 0 (x-bi) ... (x-bm) 

Comme P et Q sont premiers entre eux, 

Donc, en vertu du lemme f, w+(x-a;) estétrangeràw+(x-bi) 
et par suite, comme en vertu de ( 5) 

on a 

• w+(P) = !i w+(x - a;), 
l~i~m 
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La formule (6) montre donc quew+(Q)=o.Parsuite, w+(x-b,)=o 
et w( X - b1) = - IX< o, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Le troisième cas ne peut donc se présenter, d'où le lemme 3. 
Dans ce qui suit, nous supposerons que x ait été choisi de sorte 

que w(x)>o. Il résulte alors du lemme2 que, quelque soit aek, 

rv-(x - a)= o. 

Soit ( a,),ei le sous-ensemble de k ainsi défini 
(8) 

On voit alors, en tenant compte du lemme 1 que le gr~upe r est 
isomorphe à Z(11 • Z;. Si no~s les identifions, la demi-valuation 

tEI 

sera ainsi définie : la composante d'indice ide w(P), Pétant un poly-
nome en x, sera la puissance à laquelle le monome ( x - a,) appa-
raîtra dans la décomposition de P en facteurs premiers. 

a. ToPOLOGIE INDUITE. - 1. Soit un corps K et un ordre A de K, 
r le groupe de divisibilité correspondant, et w l'application canonique 
de K* sur r. On peut définir ( 40 ) une topologie sur K en prenant 
pour bas·e du filtre des voisinages de o l'ensemble (V .,,},er ainsi défini: 

x EV o: [ w ( x) ::::,,. a ou x = o] ( a E f ). 

Il est facile de -yoir ( 41 ) que K, muni de cette topologie, a une struc-
ture d'anneau topologique, mais ce n'est pas en général un corps 
topologique, c'est-à-dire que la fonction /(x) = 1/x n'est pas t9ujours 
continue. 

Cette topologie sera dite induite par l'ordre A ou par la semi-
valuation w. 

Deux ordres A et A' de K seront dits équiralents s'il existe deux élé-
ments a et b différents de o dans K tels que 

A::,aB et B::,bA. 

(-10 ) ZEJ.INSK Y [ 1]. 
( 41 ) Voir par exemple, BOURBAKI, Topologie générale, chap. II( 
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C'est évidemment une relation d'équivalence sur l'ensemble des ordres 
de K. • 

THÉORÈME i. - La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
ordres de K induisent la même topologie sur K est qu'ils soientéquz"çalents. 

Soient A et B deux ordres' équivalents, 'ioA et 'ioB les topologies respectives 
qu'ils induisent sur K. Soient a et b deux éléments de K différents de o tels 
que A::, Ba et B::, Ab. Soit V un voisinage de o dans 'ioA. Il contient par défini-
tion un ensemble Ax(x ::;z" o ), or A x::, Bax qui esi un voisinage de o dans <roB, 
puisque ax o. Il en résulte que 'ioB est plus fine que 'ioA. Comme '1',;A est aussi 
plus fine que 'l,;B, on a 't9A= '19o, 

. Réciproquement, soient deux ordres A et B de K tels que. 'l,;A = 'l,;B; A= A1 est 
un voisinage de o dans 'i;;A, donc il existe un. élément a de K différent de o tel 
que A:, Ba. De même, il existe un élément b de K différent de o tel que B::, Ab. 
A et B sont bien équivalents. 

Étant donné un corps K et une topologie '19 compatible avec sa 
structure d'anneau, Zelinsky donne un critère perme'ttant de recon-
naître si la topologie '19 est induite par un ordre de K. Un sous-
ensemble Ede K sera dit borné si pour tout voisinage V de o, il existe 
un voisinage p de o te1 que AU CV. On a alors le 

CRITÈRE DE ZELINSKY. - Étant donné un corps K et une topologie sur K 
compatible avec sa structure d'anneau, ia condition nécessaire· et suffi-
sante pour qu'il existe un ordre de K induisant la topologie '19 est qu;il 
existe un sous-groupe additzf de K qui soit en même temps borné et 
ouvert. 

2. Montrons que si le corps K est un corps demi-valué par le groqpe 
réticulé r et si l'on considère K comme muni de 1~ topologie corres-
pondante, la continuité de/( x) = 1 /x est étroitement liée à l'existence 
d'un filet maximal dans r. 

Supposons que r admette le filet maximal et montrons que 
(2) (a,beK,a::,z"o). 

(le càs b = o est trivial). . 
Plaçons-nous dans ces hypothèses et s~it c = b + a. On aura . 
w(c):::::,,. inf[ w(a), w(b)] = w(a), puisque w( b) :::O,,.w(a) + µ:=:::,,. w( a), 
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Or 
w(a) = w(c- b) :::::,.inf[w(c), w(- b)] = inflw(c), w(b)J. 

Comme w( a) L'.'.'.'. w(b), w( c), on en déduit w( a)= inf[ w(c), w(b)]. 
Ceci peut s'écrire w( a)= ,nf[ w( a+ b ), w( b )] ou 

(3) 

Or, puisque IP( b/a) '0, w( b/a) est le filet maximal de r, donc 

et l'égalité ( 3) montre que w( 1 + ~) = o ou w(a + b) = 1v( a), d'ou 
la formule ( 2 ). 

Ceci posé, montrons que la fonction./( x) = 1/x est continue 
sur K*. Soit x 0 ~ o. Il faut montrer qu'étant donné un voisinage V 
de o, on peut trouver un voisinage W de o tel que 

• \ 

heW-~ /(xo+ h)-/(xo)EV. 

Par définition, il existe a e r tel que V:, V"', V :x étant défini par la 
formule (1). On a 

, I I -ft 
j(xo+h)-j(xo)=--- --=--~-

• X 0 + h Xo Xo(x0+ h) 

et 
w[f(xo+ h)-j(.xo)] = w(h)-w(xo) -w(x0 + h). 

Soit W:::::::,.p.+w(x0). Si w(h).::::::,,.W, on aura, en vertu de la for-
mule ( 2), • 

et _w[f(xo+h)-/(xo)]=w(h)-2w(x0 ). 

Par suite, si w( h):::::::,. W, a+ 2 w( x 0 ), on aura 

Donc en posant = sup [ W, a .!.f-- 2 w( x 0 )] , on voit que 

lie /(x0 + h) .::_ /(x0 )E,V. 
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On peut donc prendre W = V i3 et l'on en déduit la proposition 1 

PROPOSITION 1. - Si le groupe réticulé r admet un filet maximal, tout 
corps K demi-valué par r est un corps topologique. 

Nous avons déjà rencontré de nombreux groupes réticulés admettant un filet 
maximal : les groupes totalement ordonnés (la proposition 1 permet alors de 
retrouver le résultat bien connu que tout corps valué peut être considéré comme 
un corp'S topologique), les produits directs de groupes totalement ordonnés et 
leurs quotients par les sommes directes correspo~dantes, le groupe des fonctions 
continues habituelles. 

Il serait intéressant de savoir si réciproquement un corps K étant 
demi-valué_ par le groupe réticulé r et la topologie correspondante 
rendant 1/x continue sur K*, r admet un filet maximal. Nous ne 
savons si cette proposition est vraie dans toute sa généralité, toutefois, 
sir est un groupe réticulé.sans filet maximal, nous pouvons toujours 
construire un corps K demi-valué par r tel que la fonction 1/x ne soit 
pas continue sur K * : 

Soit donè r un groupe réticulé sans filet maximal, k étant un 
corps quelconque, K sera le corps des quotients de l'alg~bre du 
groupe r par rapport à k, w la demi-valuation définie précédemment 
(§ ,1, n° 2). Montr~ns que la fonction /(x) = 1/x n'est pas continue 
au point x_:_ i. Pour cela, montrons que l'on peut trouver oc.er 
tel que, quel que soit e r aussi grand qu'on le veut, on puisse 
trouver heK tel que w(h):::::::,.~ et w[/(1+h)-/(1)]J,::oc . 

. Soit donc oc. >·o et que l'on peut supposer positif ou nul. 
Soit -y:::::::,.oc., ~- Comme r n'admet pas de filet maximal, il existe 
un filet strictement supérieur à y, donc un filet o étranger à y 
(chap. II,§ f, th. 1). 

Posons alors -y'= -y+ ç et soient a et b les deux éléments de l'algèbre 
de groupe définis par : 

(4) a=xY+xY', 

On a w( a)= inf(-y, -y')= 1 ; w( b) = inf (-y,/;)= o. 
Donc w( a/b) ='Y:::::::,.~ et • 

w(a + b) = w(xY' + x~) = inf(1', ç) = inf(y + ç, ç) = ç. 
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D'autre part 

w(· -1)= w(a: b) =w(a)-w(a + b) =y-~-
. r+ b 

Or on ne peut avoir y - ç::::::.. a, sans cela on aurait y:::::::,.. a+ ç 
et y:::::::,.~. 

La fonction 1/x est donc bien discontinue au point 1. D'où : 

THÉORÈME 2. - la condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe 
réticulé r soit tel que tout corps demi-valué par r soit un corps topologique 
est que r admette un filet maximal. 

3. Il résulte de l'article déjà cité de Zelinsky qu'étant donné un 
corps K semi-val né par r, la condition nécessaire et suffis an te pour 
que l'ordre correspondant A soit équivalent à un.anneau de valuation 
est que dans la topologie induite par A, l'anneau topologique K 
vérifie la condition V de Kaplansky ( 42 ) : Tout ensemble E de K 
éloigné 1e o ( c'est-à-dire disjoint d'un voisinage de o) est tel que E-1 

soit borné. 
Il est facile de voir que ceci ne dépend que de la structure du groupe 

de divisibilité r. Plus précisément 

'~THÉORÈME 3. - Pour qu'un corps semi-valué par r (et, par suite, consi-
déré comme anneau topologique) remplisse la condition V, il faut et il 
suffit que r remplisse la condition mivante : Il existe un élément a de r 
tel que ç o entraîne ç:::::::,. a. 

La condition précédente sera aussi dite condition V. 
Supposons d'abord que K, semi-valué par r remplisse la condi-

tion V et soit E le sous-ensemble de K ainsi défini • 

(5) 

w étant la semi-valuation correspondante. 

( 42 ) KAPLANSKY [ 1]. , ' 
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E est éloigné de o, puisqu'il n'a aucun point c9inmun avec le voisi-
nage Vo de o. Puisque K remplit la condition V, il en résulte que E-1 

est borné, donc pour tout il existe y tel que V,rE-i CV~ ou encore 
pour tout 1; ¾ o, 1; - î'. En posant - y= r:x., on voit donc que 
r remplit la condition V. 

Réciproquement, supposons que r remplisse la condition V. Si 
p. est un élément de r, il existera p.' e r tel que pour tout 1; er, 
1; ¾ p. entraîne f~ p.'. Soit donc E un sous-ensemble de K éloigné 
de o. Pa·r définition, 3ÀEI' tel que xeE entraîne w(x)~ À. Par 
suite, si yeE-1 , w(y)¾-) .. Il existe donc ).1er tel que yeE-1 

entraîne w(y)~À'. Si-~ est un élément quelconque der, en posant 
y= ~-À', on voit que V1E-1 eV~. Par suite, E- 1 est borné et K 
vérifie la condition V. , 

Il existe des groupes réticulés non totalement ordonnés et remplis-
sant la condition V : 1 

Soit G le groupe Z 1 --i-- Z 2 ordonné lexicographiquement, Z; étant isç,morphe du 
groupe ordonné des entiers r l = l, 2 et ( + r, - 1) > 01-

Soit À= GR le groupe ordonné des applications de l'ensemble R dans G. Le 
sous-ensemble r de A défini par 

j E f prif( X)= consl. 

est un sous-groupe réticulé. propre de A. 
Le grouper n'est pas totalement ordonné. Soit, d'autre part, h e f tel que 

h(x)=(-1, o} (xe R). 

Si Je f est tel que j ¾ o, on a pr1J(x) 0 (x ER), donc f> h el f remplit 
bien la condition V. 

Il résulte des théorèmes 2 et 3 et du théorème 1 du paragraphe 1 la 

PROPOSITION 2. - _Tout groupe réticulé remplissant la condition V 
admet un filet maximal. • • 

Démontrons ceci directement : soit r un groupe réticulé remplis-
sant la condition V et r:x.er tel qae 1; ¾ o entraine 1;~r:x.(1;er). Si 
r n'admettait pas de filet maximal, on pourrait trouver deux élé-
ments 1; 1 et 1;2 qe r tels que 

• -, 
~1>0, inf(ç1, a+)=inf(~;, a:-)=o·-', ,(i=1, 2) _et inf(1;1,1;2 )=o. 
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Comme 1; 1 -1;2 o, on a par définition 

ou 

ce qui est absurde, puisque ç1 est strictement positif et étranger à 1; 1 

et à GC. 
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