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Systemes d’équations intégrales

et figures dérivées des ellipsoides hétérogenes en rotation ;

Par M. Marcer MENDES.

Nous avons étudié dans un Mémoire antérieur (') les figures infi-
niment voisines des ellipsoides en rotation, dans le cas ot ceux-ci se
composent d’'un nombre fini de couches, chacune homogéne, de

-densités croissant de la surface vers 'intérieur. Nous avons pu appli-
quer a cette étude la méthode de Poincaré utilisant les fonctions de
Lamé, lorsque les ellipsoides de séparation sont homofocaux. Nous
avons trouvé une infinité de figures infiniment voisines, obtenues en
ajoutant & chaque couche une masse de volume algébrique nul, la
rotation se conservant lorsqu’on passe d’un point a son dérivé.

Nous avons laissé de cOté un autre cas intéressant : celul ou les
ellipsoides de séparation sont homothétiques, auquel une telle méthode
ne s’applique pas facilement.

Dans le Mémoire actuel, nous reprenons la méme question par les
formules ordinaires du potentiel et effectuons les calculs, successi-
vement pour les ellipsoides homofocaux et pour les ellipsoides homo-
thétiques. L’existence, dans chaque cas, d'une figure infiniment
voisine de celle d’out l'on est parti dépend de la résolution d’un
systéme d’équations intégrales linéaires homogénes.

Il est habituel, pour établir 'existence de solutions pour de tels
systemes, de les ramener a une seule équation. Ici, dans une premiére

(1) La rotation de lellipsoide hétérogéne étudiée au moyen des fonctions
de Lamé (J. Math. pures et appl., t. XXIV, 1945, p. 51).
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pariie, nous éludions directement ces systémes et leur étendons, en
particulier, la notion de noyaux symétriques, ainsi que la théorie des
noyaux de Schmidt : les résultats obtenus sont alabase de la démons-
tration de l'existence des figures infiniment voisines des ellipsoides,
qui constitue le but de ce Mémoire.

Dans les équations qui définissent ces derniéres s’introduisent
certaines constantes; la démonstration de la nullité de ces constantes
s'appuie sur le développement suivant les fonctions fondamentales
d’un groupe de fonctions; nous démontrons la légitimité d’un tel
développement. _

La seconde partie est une introduction aux deux derniéres; elle
traite la question relative &4 un seul ellipsoide et permet de retrouver
les résultats de Poincaré. v

Les troisiéme et quatriéme parties sont consacrées respectivement
aux cas des ellipsoides de séparation homofocaux et homothétiques.
Les conclusions, a la vérité, sont moins précises que celles obtenues
dans le premier cas au moyen des fonctions de Lamé, mais la méthode
actuelle offre I'avantage de s’appliquer dans des cas plus étendus.

Enfin, dans une Addition, nous rectifions quelques erreurs
d’impression qui avaient subsisté dans notre précédent Mémoire.

PREMIERE PARTIE. 4 ‘

SYSTEMES\D,EQUATIONS INTEGRALES.

1. RESOLUTION PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Soit le systéme
d’équations intégrales linéaires, dépendant du paramétre A, et ou I'on
suppose b > a,

r b
(1) cpz(x)=7\2f Kip(2, ) 9p(s)ds + fi(z)  (i=1,2,...,7),

p=t

les noyaux K;; (@, y), ainsi que les fonctions f;(z), satisfaisant & un
certain nombre de conditions auxiliaires, classiques dans la théorie
des équations linéaires.
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Les développements formels
(@) = fi(z) + 20u(x) + Rop(@) +. ..+ Aoun(z) + ...

vérifient ce systéme, si 'on pose

b :
q)tk(x):Ef Kip(2, ) 0pica () ds (K=1, 2, ..., 7y o0 )e
» Ve

Comparons le systéme (1) au systéme

. b .
@ (z) =13 f M®,(s) ds + Fy(x),
» a

oli M représente une limite supérieure, supposée finie, des valeurs
absolues des noyaux dans le rectangle limité par les droites

z=a, ¢:b, ¥y =a, y=2a,

et les F(«) sont dominantes pour les f().
Toute solution de ce systéme est de la forme -

®,(2) = Fi(x) + Cy,
les C vérifiant le systéme linéaire

) )
Cifx—lM(b——a)J——}\M(b—a)ZCq:kM}:f F,(s) ds.
:  q#l p 7

Chaque C est donc égal & une fraction ayant pour dénominateur le
déterminant ‘

PR I N ¢

i [ I I

MooN— M N (b — a).
U VRS O G

Ce déterminant étant égal, selon la parité de r, &
*Fa—rN)=={1—rM(b6—a)l],
®;(z) est développable suivant les puissances de %, sous la condition
‘ I
< rM(b—a)
Il en est de'méme de 9;(x). '
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2. Novaux rrirés. — Comme pour une seule équation, on est amené
a introduire des suites indéfinies de noyaux
KV (z, y) =K (2, ¥),  KP(x,p), ..., KP(z,»), ...,

qui se déduisent les uns des autres par itération:

K (2, y) _Zf Ky (2, ¢) K5 (¢, y) de.
Notons la formule

: b
K™, ) =3, [ K, 0 K3, )
On vérifie de proche en proche que I'on a

gnle) =Y f Kip (2, 5) fy(s) ds.
» a

Considérons alors les séries
Lij(z, y; ) =Ky (2, ) -+ AKP (2, y) +. .4+ ALK (2, ) + ..
M ayant la signification précédente, |Ki”(x, y)| est inférieur a
T Mr(b —a)"*, et les séries sont uniformément convergentes dans

le domaine considéré, si A vérifie I'inégalité precedente
On en déduit que ’on a

(2) cp,(x)_ﬁ(x)—i—XZf I‘t,,(x, 53 A) fo(s) ds.

Les fonctions I';;(z, y; 1) sont les résolvantes ou les noyauz résol-
vants. Elles vérifient les deux systémes d’équations fonctionnelles

b
(3) Tyl y; M =Ky(a, y)+ zzf Kip(2, £) Ty(t, 73 1) dt,
» a

b
(3)  Ty(z, y; 0) =Ky(a, y)+12f K, (¢, y)Top(, £5 1) dt.
. P a

o. Novaux syuéreioues. — Nous serons dans la suite amenés & consi-
dérer des noyaux tels que, pour tous les indices 7 et j, on ait
Kij(z, y) =K;(y, ).
De tels noyaux constituent la généralisation des noyaux symétriques;
nous les appellerons encore des noyaux symétriques.
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On voit immédiatement que, si les noyaux K;;(«, y) sont symé-
triques, il en est de méme de ceux que ’on obtient par itération.

4. LESNOYAUX RESOLVANTS SONT DES FONCTIONS MEROMORPHES DU PARAMETRE /.
— Pour le démontrer, faisons dans les équations (3)

) T
Lo ys 2y M@ ) WAL ) o AR ) . (y M
G\ &y Yy A) = L4 @A+ aphfg-. . D(2)
On obtient .

b )
Dg(i‘l):]{ij(x,y)D()\) =+ Z;fa K;,,(x,s)D‘,,,(;'X) ds,

ermule qui, développée, conduit aux relations

b .
Ao D=y, )+ 3, [ Knl@ A 60 ds k=150
» a

Posons, d'une fagon générale,

Imk_—zf Akt (s, s) ds.

A partir des valeurs

i b
Al(z, y) =Ky(=, ¥), al:—z [ K,y (s, s) ds,

on établit de proche en proéhe les formules

Af‘}(x,y)—tl—)— Z j f

(L
K,-/-(x, y) Ko i(s, ) .. K,i(sey)

K!'Px(x' $1) Kp,m(si, $1) .. K/)kp,(sln 1)
b T e e ds, ds, ... ds.

Kfpk(x) sk) Kp,p;,(sly Sk) cee K/)kpk(sk: sk)
— 1)k
=Gy [f

PtPt(sU Si) Kﬂsl»'x(‘gh 31) s kap,(sk, 51)

Kopo (515 80)  Kpp, (82, 82} oo Kppp, (St $2)
X e e e e e V. |dsydsy. .. dsg.

...................................

Koipi (515 st)  Kp,pi (s, Sk)v v Kpup(sne si)
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kla; est donc la somme de 7* intégrales d’ordre £, 1'élément diffé-
rentiel pour chacune d’elles étant un déterminant d’ordre £, tandis
que /c!Af}'. est la somme de 7 intégrales d’ordre £ dont les éléments
différentiels sont des déterminants d’ordre £ 1. Si M estle maximum
du module des noyaux, on a donc, en vertu d’un théoréme de
M. Hadamard (*),

k41

| ar| < 1(b—a)‘M’~k1’L——ozk, iAi"ilé%(b—a)"M"+1(/f—|—.1)T-rk:ak.

Les séries

Saap e Seuap
k

k
étant convergentes pour toutes les valeurs de 2, on en déduit que les
fonctions D,j< ,)\) et D() sont des fonctions entiéres de A.

Les résolvantes I';;(x, y; A) sont donc les quotients de deux:
fonctions entiéres de A : ce sont des fonctions méromorphes de A.
On arrive ainsi au résultat sulvant :

1

St A nest pas racine de U équation D ()\) = o, le systéme (1) admet une
solution et une seule qui est donnée par la formule

bDip
9:(2) = fil@) + 12 f D((X) >fp(5) ds.
Sil’on appelle systéme associé du systéme (1) le systéme
7” b :
¢i(x):xzf K,i(s, ) Up(s) ds + gi(),
p=1" 2

on voit qu’il admet, dans les mémes conditions, une solution et une
seule donnée par '

bD i
V(@)= gi() +12f ,,D<m 8y(s) ds.

(*) Bull. Sc. Math., 2¢ série, t. XVII, 1893.
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8. Devevoppenent pe D’(X) : D(%). — La relation

D1,-<$'7\>:I‘1j(x,y; 2)D ()
Y
conduit immédiatement a la formule

b b
Z f D,,,,(Z 7\> ds :Z f Top(s, s; ) D() ds.
» a » a

Si ’on remplace D,,,,<§|7\) par son développement en série d’une

part et, d’autre part, que I'on dérive le développement donnant D(}), -
on parvient sans difficulté a la relation

(4) ;fnbb,,p@x) z/s:_gf(x>.

On a, d’autre part,

Lpp(sy 55 8) =Kpp(s, s) +2AKD) (s, 5) +.A. .
d’ou ‘

b b '
Ef r,,,,(s,s;z)ds:Zf [Kpp(s, s) +AK2(s, s) +...] ds
» a P a

=A A . A
avec

b
An:Zf K( (s, s) ds

P
b 14
= 2 [ f Kop (5, 60) Ky (8, 0)0 Ky o (b, ) ds dty ... diny.

p,p,,...,p,.—ix_‘-r/

On adonc
D'(d) _ -
W_——G()\)_—(Ai—n—Ag)\—i-...—kAn)\ T,

d’oll, par intégration, en remarquant l'égalité D(o) =1,

22 "
_(,\,)‘-e-A, 5+t An +)

D(R)=e

Les nombres A,, A,, ..., A,, ... sont les traces du systéme de
noyaux K;;(z, y).
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6. L’identité (4) permet de démontrer la proposition suivante :

Toute racine A = c de I’équation D ()= o est un péle au moins pour
certaines des résolvantes I';;(x, y; 1).

En effet, si m est I'ordre de multiplicité de cette racine, tous les
D: (flk) ne peuvent étre divisibles par (A — c)’”, car il en serait de
méme, d’aprés (4), de D’(}).

Les formules qui donnent la solution du systéme propose n’ont
donc plus de sens lorsque A est racine de I’équation D(X)=o.

7. Lgs mxeurs b D(A). — Si, dans la relation (4), on remplace
D,,,,(:P\) par son développement en série, puis que l'on dérive, on

établit de proche en proche, sans autre difficulté que la longueur des
écritures, la formule générale

an(;\) S1...8n
(n) —_——
D= = (e Y j f - ,)n< A> ds, ... ds,,
Pireens P ~—m——
(n)
ou I'on a posé
D1‘ ‘i"<x1 . &n ;\>
Yie-eVn
> (=0t
- d k!
Pisees Pk k=0 a_ 2
(k)
Kz,i,(xu )’1) K :,z,,(-Tu )’u) Ki,p,(-z’h 51) Ki,pk(dfi, Sk)
Ki,,i,(xm }’1) Kz’,,i,.(xm Yn) Ki,.p, (n,y $1) Ki,.pk(xm Sk)

KP;Pt(Si’ )'1)

...........

Kpeu (65 71)

Kp,i,.(sb Ya)

Kpiin (St n)

I{PAP:(SH Si)

...........

Kpipi (555 1)

KPAPk(sh Sk)

...........

Kpipi(Sky 5k)

ds,

. (lsk.

Le théoréme de M. Hadamard prouve la convergence de toutes ces
séries pour toutes les valeurs de % : ce sont donc des fonctions entiéres
de ), si les noyaux sont bornés.
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D’une facon générale, posons

- Kf:ft(xi’ yl) ce Klt/'u(xl’ y") .
5, <.1',.1;'n>_ e e e e eeea .
(7 —
A )’1-~}’n ........... see e eeesens s ’
. Kiii(@ny 1) oo Ky (@ny )
puis
Di,...i,.<$1'“x" 7\)
i jn N1 )’n
. (— )k .
= 2 X)‘/ fJC,1 npine m(x“"xnsi"'sl‘>ds1...dsk.
" ko Tnf e Pk \Y1eeeYnS1.o. Sk

Nous écrivons, pour pl_us de simplicité, D, , pour D, .

iyoain

Si’on développe alors le déterminant
Jci,...inp1...pk<x‘ e XSy sk)
‘ PR AR y,v...y,,si...sk,
suivant les éléments de la premiére ligne, on obtient, au moyen de
quelques échanges de lignes dans les mineurs du second membre,
Ty veeXpSyeeeSk , Xy ees X8y eaeS)
561, Snls ( > =Kun(@n 1) JC;: A ()’2 -YnS1 .‘.Sk>

V1o YnS1..-Sk i

/nP: .
Logee e nSy+e.Sk
- Kixja(xh yﬁ) gcfzia cinpr.- ( +...
Jilae Jnps- Y1Yse-YnSi--- Sk
- . eeZn Sy Sk
1 N . 2 n 1
+ (—1)** Kiu..(xlr.}’n)gciz---i,. P:---III;< )
Juow P pi NI 100 Y1 St Sk
S1 Lo pSs oSk
Ki‘p‘(af'ia Sl)J{:pil‘g..‘inpg.n])k< ’ n >
P N e Soee .Sk
Jijeeefupsee-pr NI 12 FYnS2
! S9 Lo TS 8g e Sk
. _I{i‘f/g(wl’ s?)gc'p,i,...inp‘pa...pk< i
Yi1Y2---YnS185... Sk

JifsejnP1Ps.- PR
skw,...xns,...sk_1>

_Ki pk(‘rh Sk) Koi i,
Pily e inPy e Ph—
: ’ T T\ DAY ae PuS S
On déduit de la I'égalité
Ly . Ly

).)'_——:Kz,],(xi’ y’)Dls (ya--uy )\>

Lo+ Xy

T, Zn

(5) Dz, <yl.“),

_Kii 4 2 Dzl X)"I‘.o.
12( 1’.}/) 1:]: }’1,}’3---,}’n

e (— 1)K, , D <$2-"‘»v” )\>
(—1) illn(x1 }'n) ;31“;:_1 Y1+eoVYn—

( L&y .. Zn )\)dt
YiYe2 oo Vn

/1/:

-b
—|—)\Zf Kiip(wiy t) Dpi,
p " ’
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En développant le déterminant de tout a ’heure suivant les éléments
de la premiére colonne, on démontrerait de méme la formule
)\> = Kt,i,(-z'u ¥1) Di,... (wg vt %n

. 1)
S\

(x1x3...x,‘

(5,) Di ) <x1-..x.n
PN ERREN

- Kizjx(xz’ .yi) Dit ia---l:n

l>+...

Jojorijn N2 Y3 Y0
Xy oo Tp—
+(— I)TH" I{i,,/a(wn) -}/‘) D/z;/i:__,<y: . _‘}/n 1 R)

l> dt.

On obtiendrait des relations analogues a celles-la en développantle
déterminant suivant une ligne ou une colonne autres que la premiére.

b
C ZX1Xo ... Xp
+ 4 / K, (¢, .yt)Di,f,...i,,< -
; a Pla---in t‘yr)'"y”

8. Equations nomocines. — Supposons que toutes les fonetions fi(z)
solent identiquement nulles; le systéme (1) est alors homogéne.

Si A n’est pas racine de D(Q), le systéme correspondant n’admet
pas d’autre solution que ¢;(x)=o.

Considérons le systéme

7

b
(6) al@)=cY, [ Ki(, ) op()ds,

p=t a

ou ¢ est racine de I’équation D(A)=o0. Si m est le degré de multipli-
cité de cette racine, elle peut annuler identiquement quelques-uns
" des mineurs '

(=) D (7
Y1 Y12
mais elle ne peut annuler identiquement tous les mineurs de ce genre
du premier ordre, du second ordre, etc., jusqu’a celui d’ordre m,
sans quoi les dérivées de D(Q) seraient nulles jusqu’a 'ordre 7 inclu-
sivement pour A =¢, ce qui est impossible.

Nous pouvons donc admettre que, pour A =c, Certains mineurs
d’ordre k, k pouvant étre égal & un et étant égal au plus & m, ne sont
pas identiquement nuls, tous les mineurs d’ordre inférieur & £ étant
identiquement nuls.

7\>, .-+y (tous les indices { compris entre 1 et r),
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k étant ainsi choisi, soit (£;, ;) un systéme de 2/ valeurs numé-
riques telles que le mineur

§
e e Ck
A_—Dm,...ik(i‘ >
.- Nk

c) (1L 8y by ooy L2 T)

ne soit pas nul. L’équation fonctionnelle (5) donne alors

xiik O b . tEs. ..tk
Di:l'g...l'k( ’ Nk C>:CZ/[: Kip(x, t) D/’is...illj< i ° C>dt.
P

MmNz« .. ids... ik MmN« Nk

)
constitue une solution non nulle du systéme homogeéne.

Les équations fonctionnelles analogues 4 (5) fourniraient, de
méme, chacune une solution non nulle du systéme (1).

On obtient ainsi £ solutions, dont nous désignerons par ®;(z), ...,
®f(x) les quotients par A. Les @ sont encore des solutions et 1'on
démontre, comme dans le cas d’une équation, qu’elles sont linéai-

rement indépendantes, c’est-a-dire qu’elles ne vérifient pas identi-
quement de relations de la forme

On voit donc que

‘ x?'l “ee E‘
?r(w)zD“mi« _
Wiy g N N2 Nk

a® (z) +...4+ P x)=0 (i=1,2,...,71),

les a étant des coefficients conslants.

9. Remarque. — Faisons une remarque qui nous servira dans la
suite. Reprenons le systéme (1). Il donne

b
o (=23, [ Kns(s, 0 qu(0)de+1y(s),
[
puis, les H;(x, s) étant des fonctions intégrables,
b
7‘2 f H, (2, s) 9p(s)ds
g _ b b, b
= 7&22 Z f f Hp(z, 5) Kpp (s, t) @p(8) ds dt + XZf Hp(z, ) fp(s) ds..
p p U@ Ve > «

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 4, 1953. 34
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On en déduit

. b ,
9i(x) = 7\2 f I:Ki,,(x, $)op(s)y — Hp(z, ) 9p(s)
" b
—k—)\Zf H,(z, t) K, (8, s)9p(s) dt]ds
g b
—I—[ﬁ(w) +7\Z f H,(z, s) fp(s) ds]-
p ° 4

Les fonctions ¢ vérifient donc une infinité de systémes d’équations

intégrales.
Si nous nous bornons au cas des équations homogénes et supposons
A = ¢, nous obtenons le systéme

b
w@)=cy, [ Fule, ) op(s)ds,
» a
avec

b .
Fip(z, $) =Kip(z, s) — Hy(2, 5) —i—cZ f Hp (2, t)Kpp(e, s) de.
- poe

10. Foncrions ronpaMenTALES. — Nous avons obtenu pour le sys-
téme (6) des solutions de la forme
C),

<w£,...£/;

MMz« Nk

() =Dy 4

fgly... B

sous la condition A >£ 0.
Plus généralement, soit -

S=D C_»l 5;2 .
- li’a
i1Je. Mns .

“Je)=e,

k étant la plus petite valeur telle que, ¢ étant différent de zéro, tous
les mineurs d’ordre inférieur 4 % soient identiquement nuls; cette
nouvelle valeur de k peut a prior: étre inférieure a la précédente. Un
raisonnement analogue au précédent fournit pour le sysiéme ( 6)
k solutions indépendantes, dont la premiére est

)

.:Z‘Ez -..Ek
(Dl(-”)——a gy u(
fijaeeji N Y2 MR
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Considérons alors le nombre % le plus petit possible, tel que, pour
un systéme de nombres convenablement choisi £, v, le mineur

3=D,. <m' B )

Nk
soit différent de zéro, tout mineur d’ordre inférieur & £ étant identi-
quement nul. Sinous prenons
L’>7

Fip(z, s) =Ky (a, s)+c f Hy (2, t) Ky p(t, s)dt

p

I Xl Bk
H,(z, s)= 5Dy, <
AL TR

I'équation (5") donne

1 . x Eo.. .k
— 5| K@ )8 = Kup(e ) Duvo(7 27
JaJaee Tk MmNz .- Nk

)

e (—1)EK; 5 (E, 5) Dy i_(w TRRRS T c>
(O RarCo )Pt i e
b @hy. B ]
K, ,(t, s)D 1 >dt
—l—ch 7 n( )Pllii (tm.”mc }

¢ =Ky (&, 9) (I>1(x)+ A+ Ky (B, ) O ().

On en tire

cp(:,'c)_cEf [2(1)7(;3)Klqp(¢,,,s):lc?p(s)ds

g=1

:6‘2@?(.%)2[ K, (g 5) 9p(5) ds.
7 » “

Les @;(x) sont donc des combinaisons linéaires des ®](x), et ce sont
les mémes pour tous les indices 1.

Cette conclusion entraine que le nombre k obtenu en second lieu,
qui, a priort, semblait pouvoir étre inférieur au premier nombre
envisagé, est en réalité le méme.

Le systéme des fonctions ®/(x) forme un systéme de fonctions
fondamentales.
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On démontrerait de la méme facon que le systéme associé
(7) @ =cY [ Kuls @) dy(s) ds
P a

admet également £ solutions linéairement distinctes.

11. SysTEME NON HOMOGENE : CAS EXCEPTIONNEL. — On démentre, par
‘extension de la méthode relative & une seule équation, que, pour que
le systeme

. ;
qi(x):cxf Ky (2, s)9,(s)ds + fi(z)
p e

admette des solutions, il faut et il suffit que les fonctions fi(x) vérifient
les k relations

b
Zf @) W (@) de=0  (g=1,2, ..., k),

les W”(w) constituant un sysieme de fonctions fondamentales du sys-
weme (), et la solutzon depend alors de k constantes arbitraires.

12. Tout systéme de fonctions @;(x), non toutes identiquement
nulles, satisfaisant au systéme (6), est un systéme de fonctions
fondamentales pour les noyaux K;;(z, y).

Pour que ce systéme (6) admette une solution non nulle, il faut que ¢
soit un pdle pour certaines au moins des résolvantes I';(z, y; \).

Réciproquement, & tout pdle des résolvantes correspond au moins un
systéme de fonctions fondamentales.

Nous allons donner une démonstration générale de cette proposition
que nous avons déja établie au paragraphe 8 pour desnoyaux bornés.

Soit k I'ordre maximum du péle considéré pour l'ensemble des
fonctions I';;(@, y; 1) correspondant & la racine.c de D(Q).’

On pourra écrire des développements de la forme

Ay B L.
I‘U(m,y;l) ol (l—ilc)k —+ ()\—C)l‘—i e e o l + Ml]+Nlj()\ C) —+.

les coefficients A, B, ..., L, M, N, ... étant des fonctions de , y,
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et certains A pouvant étre nuls, mais I'un au moins étant différent de
zéro. Si 'on porte ces développements dans (3), aprés avoir posé
A —c=nh, et que I'on identifie les termes en 2%, on obtient le systéme

b
Ay(x,y)= ch Kip(z, t) A, y) de.
» e

On voit donc que, j restant fixe et 7 prenant les valeurs 1, 2, ..., 7,
les A;;(z, y) représentent, pour une valeur quelconque donnée y, de
Y, un systéme de fonctions fondamentales. Cette conclusion établit
I'exislence de la réciproque énoncée.

_c étant toujours une valeur singuliére pour le systéme de noyaux

Kij(@, ¥) et 9.(x) un systéme de fonctions fondamentales correspon-
dant, on a

b
cpp(s):czfK,,,,,(s,t)@,,f(t)dl,
e

d’ou
03 / K, (=, s)cp,,(s')a’s—c?Zfo K (2, s) p,,:(s,t)cpp(l)dsdt

ou

b |
a@=cY, [ K a0 d
Pl @ . :

On aura, de méme,

oz =ctY, f Kb (2, 1) 9, (2) d.
P

Donc tout systéme de fonctions fondamentales pour des noyaux
Ki(x, y) correspondant & un péle c des résolvantes est aussi un systéme
de fonctions fondamentales pour les noyaux K¥(x, y) le pole
correspondant étant c*. :
~ On déduit de 1a que, si les noyaux K;;(z, y) ne sont pas bornés,
mais qu’au bout d’un nombre fini d’itéralions on puisse obtenir des
noyaux bornés, il n’y a qu'un nombre fini de fonctions fondamentales
correspondant au pdle ¢ relatif aux noyaux donnés.
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13. Novavx ortHocoNAUX. — Nous dirons que deux systémes de
noyaux, K;;(x, y) et Kj,(z, y), sont orthogonaux si les relations

b
Zf Kip(z, ) K,,;(¢, y)dt=o,
(8) S
Zf Ki(z, t)K,;(t, y)dt =0 (4, j=1,2, ..., 1)
a v
»

sont toutes vérifiées, quels que soient x et y; ils sont semi-orthogonaux
si 'un de ces groupes de relations est seul vérifié.

On démontre facilement de proche en proche que, si deux systémes
de noyaux sont orthogonaux, deux systémes de noyaux itérés
K (2, y) et K"'"(z, y) sont aussi orthogonaux.

Sil’on pose \

(9) Sy(z, y) =Kij(z, y) + Kj(, y),

on a également (démonstration par récurrence)

S (@, y) =K (2, y) + K'P (2, y).

On déduit de 1a que les résoleantes relatives aux noyaux S;; sont la
somme des résolpantes correspondantes relatives aux noyaux K;; et K.

Ce théoréme s’étend au cas ou l'on aurait plusieurs groupes de
systémes de noyaux K;;, K, Kj, ..., orthogonaux deux & deux: les
résolvantes relatives a leur somme sont la somme des résolvantes relatives
a chacun.

Si les noyaux vérifient seulement le premier groupe des égalités
(8), nous dirons que les noyaux K;;(z, y) sont orthogonaux a droite
aux noyaux K;(z, y), tandis que les K’ sont orthogonaux a gauche
aux K. Les noyaux itérés K7 et K7 sont alors dans la méme relation.

Considérons deux systémes de noyaux orthogonaux ou seulement
semi-orthogonaux K (z, y), K| (2, y), et soient D,(}), D;(}) leurs
fonctions déterminantes de Fredholm. S;; étant défini par (g),
supposons vérifié le second groupe de relations d’orthogonalité. On a
alors

b
S (s ) =K (@, 7) + K (@, 9)+ 3, [ K, 5 Kyy(s, ) s,
) P a.
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et 'on démontre de proche en proche la formule générale

Si(a, y) =K (2, ) + KiP(2. 7) + X, Cpyp Z f K{p (@, ) K" (s, ) ds,
79
les C étant des nombres entiers.
On déduit de la que la trace A, du systéme de noyaux S;;(z, y)est

b
A,,=Zf S (s, 5) ds
P "b
:Zf K (s, s) ds+2‘f K\ (s, s) ds
+EZC,,,,2J f K9, (s, ) K, (4, 8) ds de,
Py

et le dernier terme est nul, comme on le voit en intégrant d’abord par
rapport a z.
La n®"e trace du systéme de noyaux S;; est donc égale a la somme
des n"*=* traces des systémes de noyaux K;; et K;..
On a donc, comme dans le cas d’une seule equatlon si D(N) est la
fonction determmante des S,
@ (2) _ Di(4) Di(3)
o) = Dun) " Du(h)’

d'ou

14. Nous dirons qu’un systéme de fonctions ¢;(«) est orthogonal
a droite aux noyaux K;;(«, y) si l'on a, quel que soit z,

b
Zf Kip(z, s)gp(syds=o (i=1,2, ..., 1)
p o °

Si deux systémes de noyaux K;; K|, sont orthogonaux, tout
systéme de fonctions

b
Ki(e) =, [ Kipla, 0)gp(t) e
» e

est, comme on le voit 1mmed1atement orthogonal a droite au systéme

de noyaux K.
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Il en résulte, en particulier, que si deux systémes de noyaux K,;,
K, sont orthogonauzx, tout systéme de fonctions fondamentales pour
l’un des systémes de noyaux est orthogonal a I’ autre systéme de noyauzx.

En effet, les ¢;(x) étant une solution fondamentale pour les
noyaux K;;, on a

‘ 9:i(2) =cKi(9);

ces fonctions sont donc orthogonales 4 droite aux noyaux K .
Cela posé, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

St les systémes de noyaux K(zx, y), Ki(z, y), ..., K[(z, y) sont
orthogonaux deux a deuzx, toute valeur singuliére pour ’un des groupes
est une valeur singuliére pour les noyaux S;i(x, y) définis par les
relations

Sij(z, y) =Ky(z, y) + K (2, Y) o+ Kf(z, ¥)-

Réciproquement, toute valeur singuliére pour les S;; est singuliére
pour ’un au moins des groupes de noyaux K, K, ..., K¢.
La démonstration se fait comme pour une seule équation (*).
Plus généralement, si 'on considére des systémes . de noyaux
orthogonaux deux a deux, tout systeme de fonctions fondamentales
 pour les noyaux résultants est un systéme fondamental pour un des
systéemes de noyaux composants ou s’obtient en ajoutant les fonctions
Jfondamentales des noyaux composants qui correspondent @ un pdle
commun de leurs résolvantes.

13. Novaux principaux. — Pour définir les noyaux principaux,
partons de I’équation fonctionnelle, que I’on peut établir comme dans
le cas d’une seule équation,

b
Ty(z, 73 3) = Ty(@ 5 p) = (A= m}]f Tip(, £ 0) D4, 5 o) dt.
) a

Silon a ’

i e
Lyj(z, y; )= —-B,\.(x, ) 4o+ —81}(fg)

o) + Ali(z, y)+Al(z,y) A—c) +. ..,

(*) Voir Goursar, Cours d’Analyse, t. 111, 2¢ éd., p. 4o1.
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et que I'on pose
A—c=h, p—c=Fn,

on peut ’écrire, aprés division par A — #/,

ket
Bi_,(z, y) I 1 1 )
= 2= e e e e

p=o

—1—21‘\”(m,u (hP'—1+hP’—°h—|— S D1

w0 hk—1 . £
B P (2, L o , B/ (¢, ; .
= E f l AILPK—P ) E Az, t)he ][ E '(h,(k_g/)—%— EA’;L([,)/_) h'? ]dt

¢g'=0 p=0 =0

L’identification donne immédiatemant

b b

Zf BY_ o (z, t) Ag/(¢t, y)dt=o, Zf B2L, (4 y) AL (a, t)dt=0

P a a
(p=o,1,2, ..., k—1;p'=0, 1,2, ..., ).

'Si Pon désigne par v;;(«, y; A) la partie principale du noyau
iz, y; 7\) et par Hy;(#, y; 1) sa parlle réguliére, on en déduit les
égalilés

, o
Ef Tiw(@, 6 M) Hy (4 g5 p) de=o, Zf Hy (@, & ) 1p5(t 3 M) de =0
» a P a .

pour toutes les combinaisons possibles de i, j et pour toutes les
valeurs de A, w
Posons

kij(z, y)="y(=, y;50),  Hy(z, y)=Ky(z, y) — ky(z, y)-
Les noyaux K;;(z, y) sont ainsi décomposés en deux systémes de
noyaux orthogonaux k;;(x, y) et H;(2, y).
L’identification précédente conduit également aux relations

b
T5(® x5 ) — (@, y5 p) = (A— H)Ef T (%5 & M) (2, 75 p)
ot 4

b
Hy(@, 73 )= By(e, i ) == w3, [ Hy, 6 ) Hyy(t, 3w e
‘ Pt
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qui montrent que les résolvantes relatives aux noyaux k;(z, y) sont
les v;;(z, y; X), tandis que les Tésolvantes relauves aux H,J(x, )
sont les H;;(x, y; ). .

On appelle noyaux principaux les noyaux k;;(x, y).

- 16. Novavx symerriQues. — Nous supposerons dans la suite que les
noyaux offrent la symétrie que nous avons définie dans le paragraphe 5
Kl-,-(ar:, ‘)') = Kji(y, $).

Sil'on part du systéme

b ' :
ui(z, \) = u;(x) + RZ[ Kip(2, s) up(s, 1) ds,
p A

ou I'on met en évidence la dépendance des u par rapport a A, on ala
solution

b
ui(zy, ) = u;(x) + XZI Tip(z, 55 2) up(s) ds
e U

b
=u(z) +2 7\"2‘/‘ K® (2, s) uy(s) ds.
k P @

Si les séries qui donnent u;(x, 1) sont des séries entiéres, il en sera
de méme de la série

sz ui(z, A) uy(z) dz =2Ak7\",
T g k

-

ALZEEI f Kﬁ;‘,’ (z, §) up(s) uy(z) dz ds.

On a, d’aprés cette for'mule,

Ag;,_‘? Z f f f K& (2, t) KB, (2, 5) up(s) wi(x) dz ds dt.
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D’aprés lhypothese de la symétrie des noyaux, on a, b étant
supposé supérleur a a,

A= Ef dtf nglﬁi(x, t).u,»(x)dxsz[(}ﬁ)p(t, s)uy(s)ds
—Zf dth Kk (2, t)u(x)de/ K(S), (5, £) wy(s) ds
:2][2/ K}/’D‘)(a:, t) ui(x)dx]théo.

p e i
D’autre part,
AszZZZf f f Kkrv (@, ¢) KEV (2, 8) up(s) wi(z) dz ds dt
b
= Kf",f““(x, t) ui(z) u’x]l: K&=0(s, t)u (s)ds] dt
) [ > [ w 3 [ wse 0w

Posons

b
Zf Kﬁ-;;'*“(.z‘, t) uy(x) dz = f, (1), Ef K;,",p“(s, L) up(s)ds=qp(2).

p°

On a alors _
b » b b
An=Y f HOe0Od,  Ana=Y f 7A0ds, A=Y f 92 (0)dt.
]) a p “a p a

Nous allons démontrer 'inégalité

(IO) A;kéAzk—o-zAak—'zy

- c'est-a-dire

b 2 b b
[Ef fp(t)%(t)dt] =Y [ nway [ewa
p rp ¢ p
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ou encore

b - g ) ‘ b
Z[f fpmc.op(t)dz] +2 Y Ubfiuw,-(z)dtf fj(tm-(z)dt]
) a n a -

BUED

b : b o b

é2[£ f;(t)dl£ Cpf,(t)dt]_p Z I:./a‘ f?(l)dt‘/a‘bq,,?(‘l)dtJ-
r - L))

Or on a (inégalité de Schwarlz)

[f,,bf(t)@(t)dt]z‘é.fbf"(t)dtfabqi(t)dt' |

Pour démontrer celte inégalité, écrivons-'a
b b
2 [ s ewds [ fea

éfbf'z(s)dsqu?(t)dt +fbf’(t) dtquﬂ(s) ds

b b '
[ [ ey —s@ o) p dsdesso;

ou

sous cetle forme, elle est évidente.
On a donc

‘ b 2 - b b
Z[f f,,(t)q)p(t)dl] éz [f f;;(t)dtf q;;(t)dt].
P a » a a
D’autre part, on a '

> [fbﬁuicp.-(z)dzfabﬁuw,-(t)dt]é ) [f

LN -2 LA

b b -
VHOLY A0 dt].

Démontrons cette inégalité pour les termes correspondant, par
exemple, 4 /=1, j=2 et 4 1=2, j =1, ce qui, par addition de telles
inégalités, entrainera l'inégalité totale. Nous voulons donc démontrer

b b
zf fyenyde [ fiyoya

b b b b
éf fi0)de cp:<t)d:+f f%mdtf 91(¢) dt



SYSTEMES D’EQUATIONS INTEGRALES 357

ou

b b 13 b
zfafaﬁ(s)cm(s)ﬁ(t)%(t)dsdtéfafa[f:<s>cp;<e>+f§(z>cp%<s)]dsdz

ou enfin

b b
[ [ 161 90 = S0 a1 ds e,

inégalité évidente sous cette forme.
L’inégalité (10) est donc vérifiée. On en déduit que la série A, 1"
ne peut étre convergente pour toute valeur de Asi A, n’est pas nul (*).

Or
A,,:Z fb[ f h;"’t‘(ar;, tyup(x) dx:r

Pour que A, soit nul, il faut et il suffit donc que I'on ait, pour tout
indice 7,

f K (2, ) up(z)dx =0
ou, ce qui revient au méme en vertu dela symétrie des noyaux,

f K (z, s) uy(s) ds=o.

En d’autres termes, les fonctions u;(x) sont orthogonales a droite

aux noyaux K;’(z, y).
Les égalités précédentes, écrites sous la forme

b b
sz f Kip (2, t)Kpp(£, s) up(s)dsdt =o,
pop e

entrainent

: b oAb ab
Kip (2, 8) Kppi (5, 8) up(s)ui(z)dax dsdt = o
S5 [ [ e 050

+(*) Gounsar, loc: cit., P- 440.
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Efb[g fbK,,,,r(a:, 2) up(z) dsi‘j,zdt:o,
e p

ce qui prouve que les fonctions u;(«) doivent étre orthogonales aux
noyaux K;;(z, y).

En résumé, si les fonctions u;(x) ne sont pas orthogonales aux
noyaux K(z, y), les séries qui fournissent les u;(x, A) ne peuvent
étre convergentes pour toute valeur de A. Tout systéme de noyaux
symétriques posséde donc au moins une valeur singuliére.

ou

17. Considérons le systéme homogéne

— b
‘Pi(w)zcizf Kip(z, s) 0p(s) ds
» a

et le systéme associé

b
q)f(x):czzlf Kpi(s, ) Yp(s) ds,
» a

¢, et ¢, étant deux valeurs singuliéres différentes.
On aura

3 [a@u@a=aZ S [ Kate o) hie) o
P e i p 7 .
:022 ZfbfbKip(x, §) 9p(s) Yi(x) dz ds.
i op @ @

c, étant différent de c,, on en déduit que I'on a

\ b
2 f 9; (x) i(x) dz =o.

Nous dirons que cette égalité définit I'orthogonalité des deux
groupes de fonctions ¢;(z), 4i(z). :
Le résultat précédent peut alors s’énoncer sous la forme suivante :

Toute solution fondamentale ¢,(x) correspondant a une valeur singu-
liére ¢, est orthogonale & toute solution fondamentale {;(x) du systéme
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associé correspondant & une autre valeur singuliére ¢, différente de la
premiére.

Cette propriété, comme on le voit, n’exige d’ailleurs pas lasymétrie
des noyaux. '

Si les noyaux sont symeétriques, les deux systémes associés homo-
génes coincident et les ¢; et ¢; sont des solutions fondamentales
correspondant aux deux valeurs singuliéres ¢, et ¢, d’'un méme
systéme.

18. Considérons alors le cas de noyaux symétriques réels. ‘Soit
«+ By —1 une valeur singuliére pour ces noyaux; « — B/ —1 en
sera alors une autre et I'on aura, correspondant a ces deux valeurs
singuliéres, deux systémes fondamentaux u;+ ¢;\/— 1 et u;— 0;/— 1.
La propriété démontrée dans le paragraphe précédent donnera
Iégalité

b 4 .
Zf (u;-!—vi\/—l)(ui—-vi\/—1)dx=2f (u}+v})dzx=o,
13 a i a

ce qui exige que 1’on ait _
Uij— ¢;=— 0.

On en déduit que toutes les valeurs singuliéres des noyaux symé-
triques réels sont réelles.

19. Soit maintenant une solution fondamentale ¢,(z) corres-
_-pondant & une valeur singuliére ¢. Nous supposerons, ce qui est
possible, que I'on a L

5
Zf ¢y (z)dz=1.
p

Les fonclions ¢;(«) sont alors dites normales.
Nous allons montrer que les deux systémes de noyaux

‘Pi(x);Pi(J’) =%y(z,y) et Ky(z, y)— (_P_‘.(__{)T(P/_(L) =Kj;(, y)

sont orthogonaux.
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On a, en effet, indépendamment de la symétrie des noyaux,
¥ f Ky (@519 5, ) do = )Y / baop(-e>[Kip(w, )= 1,5 |
» »
_ cp,-(cw[cn(cx) _ala)y fab%%(s)ds]ﬂ
» .
et, en vertu de la symeétrie des noyaux,

Zf ch(x:-s‘)Kp/(S,}’)ds_Q( )S‘f np,,(s)t (85 9)— lp(S)CP/(ﬂ]a,s
x)z f @ (s [ //l()’:s)—?%J—)%(S)st
:(Pl(c )[CPIU, )/)Zf HO dS]_o,

De plus, les K (z, y) offrent la méme symétrie que les K;j(z, y).

Si ¢ est encore une valeur singuliére pour le systéme de noyaux
K} (, y), nous pourrons recommencer la méme opération sur ces
noyaux. :

Soit alors ¢;(«) une solution fondamentale pour ce systéme de
noyaux, c’est-a-dire supposons que I’on ait

b .
Gi@) =, [ Kip( )¢ () s
p a .

Nous allons démontrer que ¢,(x) est aussi solution fondamentale
pour le systéme proposé, c’est-a-dire que I'on a

b
9; () :02 j Kip(z, 5) ¢, (s) ds.
p '

En d’autres termes, nous voulons démontrer 1’égalité

b .
Z f [Kip(z, s) — Ki, (2, )] ¢, (s)ds =0
» a
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ou

b
9p(s) @p(s)ds=0
AR

ou encore
b b
Zf cp’/,,(t)dth K5, (55 8) ¢p(s) ds =o.
p e r "

Or, en verlu de la symétrie des noyaux, on a

b A
02 f K., (s, 1) 90,(s) a’s:Z f [eKpp (s, 1) — op(s) 0p (2)] 9p(s) ds
r ¢ r e

b
:Zf [eKpp(s, S)T‘?p(s)%'(l)]‘?/)(s)d?
p

b
=gy ()] 1~ o2(s)ds | =o.
o2 e

Donc, toute solution fondamentale du second systéme est solution du
premuer.

Supposons alors que le premier systéme admetle m 1 solutions
fondamentales ¢;(x), o; (x), ..., ¢/"(x), dont la premiére est nor-
malisée.

Posons, les ¢, étant des conslantes,
V(@) =9:i(z) +¢s9l(2)  (¢g=1,2,..., m).

On voit facilement que ces fonctions ¢ fournissent une solution du
second systéme si I'on détermine les coefficients ¢, au moyen des
relations

L
1+0¢2f 9p(s) 9f(s)ds—=o.
I3 a

Nous obtenons ainsi . solutions fondamentales du second systéme.
Nous allons voir qu'il n’y en a pas d’autre. En d’autres termes, le
second systéme admet une solution fondamentale de moins que le premier.

Pour le montrer, commencons par établir un lemme.

Considérons des noyaux de la forme

Kij(z, y) =Xu(2) Y;(y)-
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 4, 1953. 35
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Le systéme (1) s’écrira alors
b
o) = fi(x) + lXi(x)Z f Y, (5) 9p(s) ds = fi(x) + HX,(=x),
» a

avec
,
H=1Y f Y, (5) 9p(s) ds.
- |

On aura donc
9:(s) = fi(s) + HX;(s),
d’otl

‘b
Fil@) + HXi(@) = i) +3Xu@) Y, [ Vp()[fp(s) + HX (0],
P a

LY

b
L=y f X, (5) Y,(s) ds,
P

H :7\2 bep(s)fp(s) ds + ALH,
P a

ou, en posant

b
H=— TIAI > f Y, (s) fo(s) ds
» a

et

)\X[ b .
(@) = fil @) + 1_(;]3 Zf Y, (5) fo(s) ds.
P

La comparaison de cette relation avec (2) denne

Xu(2)Y;()),

Ly(z, y; )= ——=7,

On voit donc que I';;(, y; A) admet pour seul péle
)\ pumny %,
et ce pole est simple. Donc, il n’y a pour ces noyaux qu’une valeur
singuliére.
D’aprés cette propriété et en vertu de celle établie a la fin du para-
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graphe 13, on voit alors, les systémes de noyaux envisagés tout &
Pheure, &;; et K, étant orthogonaux, que la fonction déterminante
relative aux noyaux K admet la racine A=c & l'ordre s —1 de
multiplicité, si s est 'ordre de multiplicité de cette racine pour la
fonction déterminante relative au systéme proposé.

En appliquant 'opération précédente un certain nombre de fois,
on pourra donc, avec = fini, écrire

n & .~/$
Ky(z, ) =3 L) py (g, ),

k=1

les @(«) étant toutes des solutions fondamentales distinctes des
noyaux K;;(z, y) et les noyaux H;;(«, y) n’admettant plus la valeur
singuliére c. '

Les fonctions H;;(z, y) forment un systéme de noyaux symétriques
et les fonctions ¢;(«) forment un systéme orthogonal et normal,
c’est-a-dire vérifiant les relations

’ .
Zf (?Z(x)clozf(x)dx:o pour ¢ £g'
r i
et

b
E j; [of(2)] dz=1.

p

Ce résultat montre que, s étant 'ordre de multiplicité de laracine ¢
de D(1)=o0, le nombre de fonctions fondamentales pour un systéme
donné est au plus égal a 5. En effet, s'il n’en était pas ainsi, on arri-
verait par le procédé précédent a4 un systéme n’admettant plus c
comme valeur singuliére et ayant cependant, pour % = ¢, une solution
fondamentale. '

Tout pole des résolvantes relatives aux noyaux K;;(z,y) est un

c

pole pour I'un au moins des systémes de noyaux et, comme

ces derniers n’admettent que des pdles simples, il en est de méme
- pour le premier. -

Donc, dans le cas d’un systéme de noyaux symétriques, les valeurs
singuliéres sont des pdles simples pour les résolvantes.’
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Le raisonnement précédent monire que tout systéme de noyaux
symétriques ayant un nombre fini de valeurs singuliéres se met sous
la forme

n K %
Kij(z, ¥) :2 2 e ) (x)}‘f/ (),

k=1

En effet, si 'on retranche des K;(x, y) les sommes 5, (x, y) des
noyaux principaux, les différences

Ky (2, ¥) — Syj(z, y) = Hy(z, )

sont orthogonales aux K;;(x, y) et offrent la symétrie précédente.
- N’admettant pas de valeur singuliére, ces noyaux sont nuls.
Pour des noyaux symétriques ayant une infinité de valeurs singu-
liéres, on a
. o ok () of
I\ii(x)y):E(Pl ( )};{I (}’),
k=1
L]

pourvu que la série soit uniformément convergente.

En résumé, les fonctions fondamentales d’un systéme de noyaux
symeétriques (au sens donné ict a ce motl) réels forment un systéme
orthogonal et normal de fonctions

k
e

dont chacune correspond & un péle desnoyaux résolvants. Supposons
ces poles rangés dans 'ordre de modules non décroissants, chacun
d’eux étant écrit autant de fois qu’il lui correspond de systémes de
fonctions fondamentales

Ai, Ig, .y 7\&,
A chaque % correspond un systéme de fonctions ¢; du systéme

orthogonal. Inversement, tout systéme orthogonal peut étre déduit
d’un systéme de noyaux symétriques d’une infinité de facons (*).

(®) Goursar, loc. cit., p. 4h42.
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20. DEVELOPPEMENT SUIVANT LES FONCTIONS FONDAMENTALES. — (Consi-
dérons un systéme de fonclions orthogonales et normales ¢; (z) (I =1,
2,...,r3k=1,2,...,»), cest-a-dire vérifiant les relations

b
Zf [of (#)]? dz =1, Zfbt?{‘(x)@f'(w)dw*—io (k#ZK).

Soit, d’autre part, un systéme de fonctions f;(x). S'il est possible
de les développer sous la forme

Jil@)=), frok (@),
k
les coefficients f* sont donnés par
' b
r=3 [ o) @ do;

ils sont donc bien déterminés.
L’inégalité

b
Zf [f() = frol (@) —...= fr gl (@) do>0,

développée, fournit I'inégalité de Bessel

b
Py 2, [ el da.

21. DEVELOPPEMENT DES NoYAUX ITERES. — Nous avons vu que tout
systéme de noyaux symétriques se mettait sous la forme

ok k
Ky (z, )= 3, S22 82 (x)xfl ),

k=1

pourvu que le second membre soit une série limitée ou uniformément
convergente. - ’
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Ou en déduit, d’aprés une propriété énoncée au paragraphe 12,
que si la série
2‘ 2 (2) 9/ (1) a:) SD’ (y . (p entier positif)

est uniformément convergente, elle représente K{”'(z, y).

Nous allons montrer (*) qu’il y a convergence uniforme au moins
pour p>> 3.

La question ne se pose que si le nombre des constantes caracléris-
tiques est infini. Leurs valeurs absolues croissent alors indéfiniment;
on peul donc trouver un nombre ¢ tel que, pourn>g, on ait|A,| >1.

Pourn>getp>3,0ona

n+m
3|
h=n

(x)CP ())léﬂl IZ (»’v)]2 (J’)]’.

xw

Or on av(inégalité* de Bessel)

b 2 b
Kip (2, s) ¢%(s) a’s] = [Kip(z, y)P dx
S[2 ) wmanwe] <3 [,
ou

2 (’E) 42[ [Kip(2, ¥)]2 d

3

On en déduit, pourp>>3etn >gq,

L@LAN_ 15 [y
Mi = |)\n[ / i ip\Zy Y .
» .

h=n

Le second membre tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Cela montre, d’aprés un théoréme de Cauchy sur la convergence des
séries, la propriété énoncée : a savoir I'égalité

® m{( k
Kip'(a, ) =3, S
k=

-

(%) Heywoop et Frecugr, L'équation de Fredholm et ses applications @ la
Physique mathématique, p. g1.
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22. TuroriME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
systéme de fonctions f;(x) soit orthogonal & drotte ¢ un systéme de
noyaux symétriques K;;(x, y) est qu’il soit orthogonal & un systéme
quelconque de fonctions fondamentales.

Autrement dit, les deux systémes d’équations

.
Ef Kip(@, s) fo(s)ds=0  (i=1,2,...,r)
rp - °

et

b
Zf; fi(z) ok (x)dr=0  (k quelconque)

sont équivalents.
En effet, supposons vrai le premier systéme. On a alors

)y f bﬂ(x)cpf(w)dwzz f bﬁ(:c)[xkﬁ f bK,-,,(x,s)cp;mds]da;
—MEZ[ fﬁ(w)Kmu, w)cp,f(s)dxds
—hZZ[ffp(s)Kw(x,sm (o) de s
=Y f [2 f Kip(a, s)fp(sws]cpf(x)dx:

Inversement, supposons vérifié le second systéme. On a, d’aprés la
démonstration précédente,

K(‘”(x .)/) ——Z &_@M

On en déduit

ffK P (@, ) fol@) fi() d dy

_Ezzf f i) x)%())ﬁ(x)ﬁmdmdy
=§,}—L[ / cpf(w)ﬂ(x)dx] =
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En remplacant K;!’(x, y) par sa valeur, on obtient

" ab oAb b
OIEfo [Ef Kﬁ-f,)(x,S)K;I)(s,y)ds:'j}(x)/}(y)d:rdy
[ 1 a

]
:Ef I:zf K3 (s, x)f(x)dx][ZI K‘“’(s,)”)f/()’)d)’]ds
r e i
b
=), . K3 (s, x)fi(x)dx] ds.
A

On a donc

f K2 (s, x)f,(x)dx_ 0
ou, en changeant les notations,
f Ki N (z, s) fp(s)ds=o.

On en déduit, comme au paragraphe 16, les égalités a démontrer
b
2 f Kip(z, ) fp(s)ds=o.
»p :

25. DEVELOPPEMENT DE CERTAINES FONCTIONS. — Considérons mainte-
nant un groupe de fonctions f;(x) (i=1, 2, ..., r), définies par

Ji(z) :Zf K (x, s) hp(s) ds,

p=1

les K;;(z, y) formant un systéme de noyaux symétriques.

Les o étant les fonclions fondamentales relatives a ce systéme de
noyaux, si 'on représente par A et f* les coefficients de Fourier des
fonctions A; et f; relatifs aux p, on établit facilement la relation

ptt

Considérons la série

%
S(x)—} 9 (2) o e () e
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¢ (2)
An
noyaux K;(a, y) considérés comme fonctions de y, 7 étant fixe et
J prenant les valeurs 1, 2, ..., r, on peut appliquer la démonstration
relative 4 une seule intégrale (") et démontrer que les séries précé-
dentes sont convergentes. Pour montrer qu’elles représentent bien les

fonctions f;(x), on envisage les différences

Ry(z) = fi(z) — Si(z).

En remarquant que

est le coefficient de Fourier pour les

De

b
Zf j}(x)Ri(m)dxzzszfbKip(x, ) hy(s) Ri(z) dz ds
i a i P a (3
6 b
= hi(z)dz Kip(z, s) Ri(s)ds = o,
3 mnreeS [k

on déduit

b b b
Zf [R,.(x)]edx:Ef ﬁ(x)Ri(x)dx—zf Sy(2) Ri(@) dz =o.

On a donc Ri(@) =0, ce qui démontre la proposition.

24. SoLUTION D’UN SYSTEME D'EQUATIONS INTEGRALES. — On déduit de ce
qui précéde, par une démonstration toute pareille a celle qui concerne
une seule équation, que la solution du systéme & noyaux symétriques -

b .
o (@) :7\2 f Kip(z, ) 9p(s) ds + fi(z)
» a

est donnée par la formule

@(x>—f<x>+1“f ¢i(2)

x

— A

23. Cas DES INTEGRALES DE SURFACE. — Considérons, de méme, une
équation de la forme

o(Py=2| K(P, M)o(M)doy+ f(P)
()

(") Goursar, loc. cit., p. 447.
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a noyau symétrique, l'intégrale étant une intégrale double étenduc a
une surface S d’élément d’aire do.

On sait (*) que I'on peut développer la solution de cette équation
en série de fonctions fondamentales.

Plus généralement, soit un ensemble de surfaces S; (i =1, 2, ..., r)
sur chacune desquelles un point sera défini au moyen de deux para-
métres u, ¢, les mémes pour toutes. Nous ferons correspondre sur
toutes ces surfaces les points définis par les mémes valeurs de ces
paramétres. Une fonction d’un point P de S; sera désignée par une
notation telle que f;(P), une fonction de P de S; et de M de S;
par fi,(P, M). '

Considérons alors le systéme

a(P)=2Y f K (P, M) 6x(M) doy + fi(P),
k=1" (50
dont les noyaux vérifient les relations

Ku (P, M) =Ku(M, P).

Les fonclions fondamentales de ce systéme étant supposées normées,
c’est-a-dire vérifiant les relations

[e/ (M) doy=0, eF(M) o (M)doy=o0  (nn'),
2 ponr=e X “

on démontre que la solution du systéme peut étre développée sous la
forme '

()

7 (P
w(P)=f(P) 22 LN [ A(M) g (M) do.
n k

26. Novaux pe Scamint. — Considérons des noyaux de la forme

Kij(z, y) = A(2) B(y) Sy (=, y),

(®) Heywoop et Frecuer, loc. cit., p. 107.
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le produit A () B(x) gardant unsigne constant dans I'intervalle (a, b)
et les conditions
Syj(@, y)=Su(y, @)
étant remplies.
On a -
| (o) ={ /A B o
Kz/(xy.y)——\/A(y)B(x (xy)')v

Si(z; y)=Sy(x, y)VA(2)A(y)B(z) B(y).

avec

Soit alors I (x, y; A) I'une des résolvantes relatives aux noyaux S
Ona

I‘,’l(x,y, ) =Sj;(z, ) —|—7\2f Siy (2, s)l‘p/(s, y;A)ds
Silon pose

B(y)
ll (@, y; )—\/A(;;B(y)l},(w,y,l),

on en déduit

b
Ly(z, y; ) =Ky(z, y) + 7‘2 f Kip(@, s)Tpj(s, 35 4) ds.
P :
Donc les noyaux résolvants relatifs aux K;;(«x, y) sont égaux aux

produits
A(z)B(y)
VAo TBia e 750

Nous avons démontré que les pdles des I'j(x, y; A) sont réels et
simples; il en est donc de méme pour les I';;(x, y; 1).

Q7. APPLICATION AUX EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Les
résultats de Schmidt sont aussi valables pour les équations intégrales
de la forme

o(P)=1 [ K(P, M)g(M)doy.

(S)

Si K(P, M) est une fonction réelle de la forme R(P) S(M) G(P, M),
ou le produit R(M) S(M) garde un signe constant, quel que soit le
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point M de S, et G(P, M) est une fonction symétrique de M et P,
bornée ou pouvant se ramener a un noyau borné par un nombre fini
d’itérations, les péles de la résolvante '(P, M; A)sontréels et simples
et, s'il y a un nombre fini n de valeurs singuliéres, on aura une égalité
de la forme

< ok(P) ok(M
G(P,M):Z&%_).

k=1

~ Si donc G(P, M) n’est pas de cette forme, on est assuré que le
nombre de valeurs singuliéres est infini.
Plus généralement, élant donné le systéme

0:(P) =2 | Ku(P, M)gi(M)doy, ‘
r Sk

KM(P, M):G,]L(P, M)Ai(P) Bk(M),
avec '
Gi(P, M) = Gn(M, P)

et A,-(\P)B,;(P) gardant un signe constant quel que soit P de S;, on
est assuré qu'il y a pour ce systéme de noyaux une infinité de valeurs
singuliéres si tous les G (P, M) ne sont pas de la forme précédente.

28. Nous serons dans la suite amenés a considérer un systéme de
la forme

(?I(P):)AE

k=1 (Sa)

R;(P) Sx(M) Giz (P, M) (M) doy + C;R;(P),

ou les Gy (P, M) forment un systéme de noyaux symétriques et les C
sont des constantes. Nous supposerons, de plus, que les o,(P) sont
assujetties aux conditions

’n

j 9:(P) dop=o.
(83

Nous allons montrer que ces conditions entrainent la nullité des
constantes. »
Supposons, ce qui se produira effectivement, que le produit
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R:(P)S:«(P) reste toujours négatif, les R étant négatifs, les S positifs.

Posons alors
WP =a(P)y/— pLP).

Nous avons, pour déterminer ces nouvelles fonctions, le systéme

U (P)_lz‘ " VR(P)S(PY R (M) S2O) G (P, M) U(M) doy + C, \/— R(P)S{P).

(Sx)

Ce systéme, étant 4 noyaux symétriques

G;'k(P) M):\/Bi(P)Si(P) Ry (M) Sk(M)Gik(Pv M),
admet une solution donnée par’la formule

$i(P) = Ci V=R (P)S;(P) + AE %'g—})\ 2 Ciy/— Bx(M) S¢(M) U2 (M) oy,
v n " k (i) )

ot les ¢ (P) sont les solutions fondamentales du systéme
wp):x;f(sk)G;k(P, M) (M) doy.
On en déduit

@,(P):c,[—Ri(P)H\Z%I(—_P-%Zf V= Hk(M)SA.(M)L{JZ(M)cIaM].
n RREED)

Les conditions imposées aux fonctions ¢ deviennent alors

(83)

La quantité entre crochets, fonction de A, n’est pas identiquement
nulle. On a donc C;= o, le systéme étudié est homogeéne et, en vertu
des signes constants des fonctions R et S, admet une mﬁmté de
solutions.
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DEUXIEME PARTIE.

ELLIPSOIDE DE REVOLUTION.

29, Considérons I'ellipsoide de révolution homogéne E

_x2 yz—f—'&g .
f(x,y,z):(;+ B —1=0

~ tournant autour de l'axe des x avec une vitesse de rotation cons-
tante w. L’axe de rotation étant le plus petit, posons

b*=a?(1+ k).

On peut écrire, pour un point quelconque de Vellipsoide,

Z = a cosu,
¥ =~bsinucosy,

z=>bsinusiny,

u variant entre zéro et m, ¢ entre zéro et 2.

Cet ellipsoide étant supposé figure d’équilibre, déformons-le en lui
ajoutant une couche de méme densité, de volume algébrique total nul,
dont I’épaisseur au point (u, ¢) sera <(u, ¢). V' étant le potentiel de
la couche sur elle-méme, I'épaisseur au point (z =10, v=0) sera
donnée (°) par la relation

(11) Ve, cp)—:gs(e,qa):const.

ou g représente la pesanteur. '

Le volume de la couche qui couvre un élément de surface do placé
au point M(z, ¢) de 'ellipsoide étant e(u, ¢)do, le polentiel de la
couche au point P(0, o) est, en supposant le coefficient d’attraction,
ainsi que la densité, égaux a 'unité,

V,_ﬂ" e(u, v)do __f e(M) doy
(E) MP w MP

() AppeLr, Traité de Mécanigue rationnelle, t. IV, p. 173.
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.Calculons g. Le potentiel intérieur de I'ellipsoide est

1+ k2

V=o2anm Y

2’ o o 2 ! __k__
[/r a*arctgh — (k—arctg k) x? 5<alclgk "y >(y + 3 )}

et la fonction de forces est

zt  yi4s?
=T T
b.

U=V 2 (y+’)— (a-

— 1) -+ const.,

d’ou, pour la pesanteur,

s AT

Pour calculer la constante K, placons-nous au péle. On a alors

y=s=09, U= V
2K ov BEays
§=—— dx_4 e (k—arctgk),
d’ou
K S Y s
=—2ma’ —g (k — arctgk),

d’ou, enfin, au point (6, ¢) de l'ellipsoide,

g=thmay1+ /c‘llﬂ/:;cik\/l—i— k2 cos?0.

La relation (11) devient donc -

(M) doy k—arctgh ———— B
_/(;) MP lmbT\/l—i—k cos?’@e(P)=C,

équation de la forme
e(P):Af R(P) G(P, M) (M) doy+ C'R(P).
(E)

avec i
1 K3 1
A= —

, 1
4mb k —arcigk’ R(P)_\/x—h/r?cos"e

G(P, M)— P

L’hypothése de la nullité de la masse donne d’ailleurs

f E(M) dO'MI 0.
(E)
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D’aprés la proposition établie au paragraphe 28, la constante C’
ne peut étre que nulle. Nous obtenons donc I'équation homogéne

e(P)y=2 [ R(P)G(P, M)e(M)doy,
(E)
ou R(P) garde un signe constant.

Les poles de la résolvante sont donc réels et simples et, étant donné
la forme de la fonction G(P, M), il y a une infinité de valeurs
singuliéres. Nous obtenons donc pour I’équation intégrale une infinité
de solutions. v

Pour que ce soit une solution du probléme proposé, il faut que
d’une des valeurs de A ainsi obtenues on puisse déduire une valeur
pour l'aplatissement. Or, I’étude de la variation de A, fonction de £,

. o . 3,
montre que, lorsque £ croit de zéro a + o, A croit de 7o 8 oo,
4

Considérons alors une valeur singuliére. Il lui correspond une
solution ¢(P) de I’équation intégrale et 'on a

N V' — ge=o.

g étant positif, V' et ¢ sont de méme signe; cela exige que la valeur
singuliére A soit positive. Comme, d’aulre part, les modules des
valeurs singuliéres croissent au deld de toute limite, on est assuré

. . . . . . - . 3
qu’il existe une infinité de valeurs singuliéres supérieures a ,—
4

Chacune de ces valeurs fournit une solution pourle probléme proposé.

Nous retrouvons ainsi U'infinité de figures infiniment voisines de
Uellipsoide indiquée par Poincaré. "

TROISIEME PARTIE.
ELLIPSOiDES HOMOFOCAUX.
30. Considérons maintenant un ellipsoide formé de couches

homogeénes comprises entre des ellipsoides homofocaux de révolution
en nombre fini n. Soient E,, E,, ..., E, les ellipsoides de séparation,
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E, étant D'ellipsoide extérieur. Si g, ga, ..., pa sont les densités
respectives des couches, posons

M=pP1— Y, N == P2— P1, R Nn=Pn— Pn—1-

Nous supposons toutes ces quantités positives, les densités allant en
croissant de la surface vers 'intérieur.
L’équation d’un ellipsoide E; étant

x‘l +l}/?+zl—
a'*+7\, b9+7kt

I—o (a<<b),

nous poserons
D4 b= (a2 + X)) (1 + kD).

Les coordonnées d’un point quelconque de I'ellipsoide E; sont

zy=\/a*+ h; cosu,
Y=\ + A;sinu cosp,

z;=\/b*+ A;sinu sinp.

Partons d'une figure pour laquelle tous les points situés sur un
"méme ellipsoide sontl animés d’une méme rotation (figures de Hamy).
Déformons-la en ajoutant a4 chaque couche une masse algébriquement
nulle, de densité uniforme, égale a v; pour la masse ajoutée 4 E,.
Nous désignerons par ¢;(u, ¢, &;) ou ¢;{ M) la hauteur de cette masse
additive placée au point M de E;. do; étant un élément de surface placé
en ce point, le volume élémentaire de cette masse sera g;dg;, et le
potentiel en un point P de E, de toute la masse placée sur E; sera
n:8(M) dﬂ'i.

f" |
Vi MP

(k)

Si l'on désigne par oy, {3;, vp les cosinus directeurs de la demi-

normale extérieure 4 E, au point P, par V,, et V;, ou, plus simple-

ment, par V; et V,, les potentiels respectifs au méme point de

'ellipsoide E;, auquel on attribue la densilé n,;=¢;,— ¢;_y, et de la

masse additive d’ordre 7, la hauteur ¢, (ou, plus simplement, ¢) de la
couche en P est donnée par la relation

O av; oV, aV; s ,
(12) S[Z‘(O(p oz -+ ﬁpg}—f =+ Yp I> 4 m;,(ﬁy “+ v )p] —|—2Vi: const.
i ‘ i
Journ. de Math.,tome XXXII. — Fasc. 4, 1953. 36
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Dans cette équation, w,représente la rotation des points de1’ellipsoide
E,, et’on a (**), en posant ¢*=06*>— a?,

arc tg

C!)- Zn\/[(,—{—)b_‘:x

C
c? c b2+ 4, m
(@4 R) (82 +2p) + 2 (@4 4,) (B2 -+ A)
(b2~ 4p) (b"+_7\,-)\/a2;-|— A ]
Sy

\/a2+AP—- bz+)\p

[i 2(a+ Ap) + (B2+ 3p)

r=1

arclg

1|1 2(a+2,) + (2+ Ap)
cle b+ 4,

= 2 NV @+ Ay (&2 + A,)

g=p-+1

P . .
:21;,. 1+ K [3__'.__:@“0 tgh,— kr s — 2k 2]

PRy R

1+ k2
+ [(3+/r yarc gk, — 3k,) Z L

g=p+1

Si les valeurs des paramétres u, ¢, correspondant a P sont 6, ¢, on -
a, pour les cosinus directeurs de la normale en P,

e VI Rpe0s0 - Be e sind
V1 + kZcos’d cosg ~.sIng /Tt % cos:0

d’ou
UpTp— M, ﬁ}, +"")p— M

Vit R comb

Y1+ &} cos*
P étant intérieur a 'ellipsoide E,, le potentiel de celui-ci en P est

Vio(x, y, 5) =27 _*/;,k

I

N,
= [lf,"’. (a*-+ 2.)arctgk,

Yoay 2 - Ay 2 o
- E() ~+ 5 )(alctgk,‘— .I_—T—T) — & (/{,‘———arc lbk,')],

(1) Voir Mémoire cité.
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et ’on a E
IV, 1+ k2
T = Aﬂl—}n—m(/{,—- arc gk, )z,
& oy,
dy 0z t+ k; ky.
» -—-)——- — —=—2T k;’, Nr (arc tgkr— I-—:_—z]g),
d’ou

oV oV dV) -k BT,
— ) —=—oam = =
P r V1+ kj;cos*t

. = PR
> ‘2(/r,’— arctgk,)cos?0 —i—(arc tgk,— m}sm-@J.

P étant extérieur 4 I'ellipsoide E,, le potentiel de celui-ci en P ades
dérivées partielles vérifiant

dvq ) P @ d)\
_ = b2+ A *+ A f ’
T 27 ( q)\/ﬂ g Ng® 1,,—)\(,(“2_'_;"1"‘_ ])‘\/({,(7()
d‘V(/ dv’/
dy _ 05 "
=——=—27(b2+ A K j
? - ( ICE g (B2 s+ VEh),

q)(?\) =(@*+ A+ X)) (&> + Ay + A)2,

d’ou, lous calculs faits,

oV, 1+ k;
d.r =47 L—k‘,’—-" ngz(arcighk,— kp),

AT7 :
dy _ ds 1+ & kp )
= =27 7z nq<l+k; — arctghy ).

y 5

On en déduit

dV 50\/ A
oz dy dz)
1+A2 Jbr4 1,

kg 1+ kjcos*B

L’hypothése de la nullité des masses ajoutées, qui se traduil par

les relations
f e(M)doy=o,
(E)

=27

nq[(z cos* —sin*0)arctgh,— &, (Iil_gze; — 2 cos® 9>J .
. | ”

36.
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-

entraine la nullité des constantes entrant dans les équations (12), et
'on obtient les équations

°:2.f n,ei(M)do'M e (P) Vo412,
(Ey) P V1-+ k2cosh

i=1

{w sin®*0 — om 2 +If- n,[z(k — arc tg k) cos?0

r—1
ok .
+ <a_rc tghy— - +rk,". > smﬂi]

—oaT Z 1+ kg nq[a(k arc tg k) cos*d

kﬂ'
+.<afc tgkp— - _ﬁ”kz ) sin%] }
’ ./ .

g=p+1

Ce systéme est de la forme
Zf nit M)dUM + ¢,(P)[f(p)sin20 + ¢(p) cos*0] ———\/b —i—l =o,
(E) ' . \/ 4~ /(' cos2

ou

s,,(p):xzf K, (P, M) e,(M) don,
avec
Kp(P, M) = P(P)S(M)Gpi(P: M), A=,
\/1—!—/{ cos? 0 1
Voit &, J(p)sin*0+¢(p)cos?t’
Si(M):“l)i, G'pi(P, M):

R,(P)=—

L
MP’

Nous avons donc un systéme de Schmldt si R,(P) garde un signe
constant.
Orona

CP(P) Z <alctfrk -—/fr)'f)r—" (arctgh,— kp) 2 n”
kg

r=t g=p-+1

Comme arctgx — x est une fonction de x essentiellement négative,
on voit'que I'on a o(p) < o.
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On a, d’autre part,

P
) 1+ k2 k, )
f(P)—.OJp—F 27?2*{1,.-—/{?—<T/{;_:——arctg/i,.>
r=1 k . . n k
’ I+ 2
+om L _arctgh Ng—5—rr
(g —weet) 3 '

g=p-+1

On obtient immédiatement

sy =y <o

En définitive, R,(P) est négatif pour toute position de P. Lesystéme

s,,(P):AZf K,.(P, M) (M) doy
i (E;

admet donc une infinité de valeurs exceptionnelles réelles dont les
modules vont en croissant indéfiniment. Ces racines en A de la
fonction déterminante sont d’ailleurs des fonctions homogénes, de
degré zéro, des densités des différentes couches, en méme temps que
des aplatissements. En égalant a 'unité ces valeurs de %, on obtient
une infinité de conditions. Si 'une d’elles est vérifiée, la solution
correspondante du systéme fournit la hauteur de la couche 4 ajouter
en chaque point des ellipsoides de séparation.

Nous retrouvons ainst l’inji/zz'te’ de solutions indiquée dans notre
Mémotre précédent.

QUATRIEME PARTIE.

ELLIPSOIDES HOMOTHETIQUES.

31. Nous allons reprendre le probléme précédent, en supposant
que les ellipsoides de séparation des couches, supposés toujours de
révolution, sont homothétiques et concentriques.

L’ellipsoide E; a alors pour équation

a2 yl‘z 4+ 52

s +— =555 —I=o0.
7\"Za' lfbg
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Nous poserons ,
b= @ (1+ k?).

Les coordonnées d'un point quelconque de I'ellipsoide E;sont

x;— hacosu,
yi=A;bsinucosy,

;== A;bsinusinp,

« variant entre zéro el w, ¢ entre zéro et 2.
Le potentiel au point-P(x,, y;, 3,) correspondant 8 u=10, v =o,
de la masse ajoutée a I'ellipsoide E; est -

n:6:(M) dG'M.

Vip= MP

(E;)

On doit écrire les mémes conditions (12) que dans le cas précédent,
et l'on voit encore qu’en vertu de la nullit¢ de la masse ajoutée a
chaque ellipsoide, les constantes des seconds membres doivent étre
prises égales & zéro. )

On aici .

w3 34 k2 3
— = —arctghk — —
Y < k3 °© 7 )Pr
n
3+ k2 Egp 3+ K*(1+ 2¢2p)
arctgke,p— -1 —7
-+ Z k3 gHEqp %2 1+ Kelp e
g=p—+1
avec
Aoa
= =
Tqp

r,p» étant le demi-axe porté par I'axe des « de I'ellipsoide homofocal
aE, passanten P.
Les ellipsoides homofocaux a E, étant

x? + ),2+ z2
Na+ua o Wb+ u

—i=o,

la valeur de « correspondant & celui d’entre eux passant par P est
donnée par la racine positive de cette équation ou 'on remplace x,
y, 3 par les coordonnées de P.
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On trouve pour cette racine

u—ua

LA+ A sin20) — (2 + A2+ \/A_,,,
2
Ay=[k2— (14 £2sin*8) A7 ]+ 4 A2 25 A7 cos*6.

‘On en déduit

rie _Mau R0+ K sin’d) — KN+ VA,
a? a? 2 )

C s
g p=

K222 — (14 K*sin*0) A2 + VA,
2 k%X cos?l

D’autre part, les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure
al'ellipsoide E, portant P, en ce point, ont les mémes expressions que
précédemment, £ étant mis & la place de k,. On en déduit, en ce point,

| | 3,b sin®0
Y= e
Pr+y V1 + k2 cos?

Le potentiel d’un ellipsoide E, au point P intérieur est donné par

la formule

2

1+ k

Vi(z, y,5)=2n y=amil [aik‘zlf_ arc tgk — (k — arctgk)a®

1 k oL s
— .é(arctg/r— '—_I:!—k,z)(y'—i—ﬁ ):Ia

d’ou
%VE" =—4T ! _'/;ak- (k — arc1gk) A un, cosh,
av, Jdv,.
dy '_ 0z - 1+ k2 k .
cosg sing 2T — (arclgk— m)kﬂbn,.sme,

On en déduit

9V gV oV
(ox oy Tz )

1+ A2 . k .,
:—QﬂPb.m_m n,-v[z(/r—-arctg/f)cos-()—&—<arctgk—— l+ki>sm-e].
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Le potentiel d’un ellipsoide E, au point P extérieur, avec
9(R) = (R7a*+ 1) (276°+ 1),

admet des dérivées vérifiant -

oV, f« )

9V . yrabr) ,
e amab?®Ayn,z (Z,’}a*-&-)\)\/—cp(?\)’ .
v, o, ‘
oy — d= =—2mab®}} ,,f da —.

Y ] ‘ « (1;’,1;24-1)\/@()\)

On trouve, tous calculs faits,

Al + K
d_a: =47 IT hpan, cosl(arc tgksq,p— ks.,,_p),
av, 9V,
——d_‘y— - W —_ I+k2 - kEtI.P
cosp sing 2T Ap,bn,sinb <arc tgke,p— l—i-—lf—‘e,;p>’
don
dV 6dV A
3 V08 )y |
1+ k2 [ ..
—277.'} by ——-———} (2c0s20 — sin®*0)arctg ke, p
7 /I+k251n36 ( * ) g Eq

. ‘ kesp 7
— 2ke,pcos?l + —/?5-—— sin20 |.

Reportant ces diverses expressions dans (12), on obtient le systéme

nxsz(M) da’m lpb
0= -+ & Py —r
Ef(,;‘, rl )\/I+k200539

i=1

> { wisin?f—am ! _; ke [2 (k—arctgk)cos? 0+ <arc tglc— _sz)sin?()]pp

-I—ZTII—_—Zui 2 n,,[(zcos‘-’ﬂ—sinzﬁ)arctgks,,,p :

g=p+1
ke, p T
—Zqu,pCOSZO+ e/;"e% nze];.
Nous aurons démontré, comme dans le cas précédent, I'existence
d’une infinité de solutions, sinous démontrons que les coefficients ¢ (p)
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de cos?6 et f(p) de sin®6 dans le coefficient de 5,,(1’) sont de s1gne
constant négatif.

Il en est bien ainsi pour le coefficient de cos®6 egal 4 un coefficient
positif pres, &

pplarctghk — k) +2 ng(arctgke,p— kegp).
7

Quant au coefficient de sin?0, il est égal &

f(p)= 9(p) .

1+ k%
d’ou l'inégalité & démoptrer
S(p)<o.

Nous obtenons donc bien encore ici une infinité de solutions.

32. ConcLusion. — En résumé, nous qyons obtenu, ¢ partir des
Jigures de révolution, composées de couches homogeénes de densités
croissant de la surface vers Uintérieur, séparées par des ellipsoides, soit
homofocauz, soit concentriques et homothétiques, des figures infiniment
voisines, obtenues en ajoutant a chaque couche une masse infiniment
mince de wvolume algébrique nul, avec conservation a’e la rotation
lorsqu’on passe d’un point & son dérivé.

ADDITION.

ERRATA AU MEMOIRE PRECEDENT.

Page 51, ligne 11, au lieu de o, — o, pgé Pay .-

N
82— 01y o v vy Op—Opy.

ey On— Pn—s, lire 6, —o,

Page 63, dans les deux derniéres formules, remplacer o, et p,,
par,et s, ,.

Page 65, ligne 15, au lieu de 6, lire o.
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Page 69, rétablir la seconde formule de la fagon suivante :

A-Z;l{ < >[Zn, (R1>r (%),,gnvq'q](ﬁk)p

'+'2‘ Nr (ak r (Sk)r (Rk)p+2ﬂq (d[c)q (Rk)q (Sk),,} Yk: const.

9



