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-~rstèrnes d'équations intégrales 
et figures dérivées des ellipsoïdes hétérogènes en rotation/ 

PAR lll. MARCEL MENDES. 

Nous avons étudié dans un Mémoire antérieur (1) les figures infi-
niment voisines des ellipsoïdes en rotation, dans le cas où ceux-ci se 
composent d'un nombre fini de couches, chacune homogène, de 

· densités croissant de Ja surface vers l'intérieur. Nous avons pu appli-
quer à cette étude la méthode de Poincaré utilisant les fonctions de 
Lamé, lorsque les ellipsoïdes de séparation sont homofocaux. Nous 
avons trouvé une infinité de figures infiniment voisines, obtenues en 
ajoutant à chaque couche une masse de volume algébrique nul, la 
rotation se conseryant lorsqu'on passe d'un point à son dérivé. 

Nous avons laissé de côté un autre cas intéressant : celui où les 
ellipi,oïdes de séparation sont homothétiques, auquel une telle méthode 
ne s'applique pas facilement. 

Dans le Mémoire actuel, nous reprenons la même question par les 
formules ordinaires du potentiel et effectuons les calculs, successi-
vement pour les ellipsoïdes homofocaux et pour les ellipsoïdes homo-
thétiques. L'existence, dans chaque cas,· d'une figure infiniment 
voisine de celle d'où l'on est parti dépend de la résolution d'un 
système d'équations intégrales linéaires homogènes. 

Il est habituel, pour établir l'existence de solutions pour de tels 
systèmes, de les ramener à une seule équation. Ici, dans une première 

( 1 ) la rotation de l'ellipsoïde hétérogène étudiée au moyen des fonctions 
de Lamé (J. Math. pures et appl., t. XXIV, 1945, p. 51). 
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parlie, nous étudions directement ces systèmes et leur étendons, en 
particulier, la notion de noyaux symétriques, ainsi que la théorie des 
noyaux de Schmidt : les résultats obten~s sont à la base de la démons-
tration de l'existence des figures infiniment voisinés des ellipsoïdes, 
qui constitue le but de ce Mémoire. 

Dans les équations qui définissent ces dernières s'introduisent 
certaines constantes; la démonstration de la nullité de ces constantes 
s'appuie sur le développement suivant les fonctions fondamentales 
d'un groupe de fonctions; nous démontrons la légitimité d'un tel 
développement. 

La seconde partie est une introduction aux deux dernières; elle 
traite la question relative à un seul ellipsoïde et permet de retrouver 
les résultats de Poincaré. 

Les troisième et quatrième parties sont consacrées respectivement 
aux cas des ellipsoïdes de séparation homofocaux et homothétiques. 
Les conclusions, à la vérité, sont moins précises que celles obtenues 
dans le premier cas au moyen des fonctions de Lamé, mais la méthode 
actuelle offre l'avantage de s'appliquer dans des cas plus étendus. 

Enfin, dans une Addition, nous rectifions quelques erreurs 
d'impression qui avaient subsisté dans notre précédent Mémoire. 

PREMIÈRE PARTIE. • 

SYSTÈMES ·n'ÉQUATJONS INTÉGRALES. 

1. RÉSOLUTION PAR APPROXIMATIONS succESSIVES. - Soit le système 
d'équations intégrales linéaires, dépendant du paramètre À, et où l'on 
suppose. b > a, 

r b 

(Jli(x) =À~ 1 K;p(x, s) i:p,,(s) ds + Jt(x) 
p=:1 a • 

les noyaux Kii (x, y), ainsi que les fonctions/;(x), satisfaisant à un 
certain nombre de conditions auxiliaires, classiques dans la théorie 
des équations linéaires. 
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Les développements formels 

cp;(x) =fi(x) + Àcp1 1(x) + À2 rp1 2 (x) + ... + J.nrp;n(x) -t- .•. 

vérifient c·e système, si l'on pose 
b • 

(f>1k(x)='I.J K;p(x,s)cpp,k-1(s)ds (k=1, 2, ... , n, ... ). 
p a 

Comparons le système ( 1) au système 

cJ)1(x) =À~ lb McJ)p(s) ds + F1(x), 
p 

où M représente une limite supérieure, supposée finie, des valeurs 
absolues des noyaux dans le rectangle limité par lt;!s droites 

x=a, x=b, y=a, y=b, 

et les F( x) sont dominantes pour les/( x ). 
Toute solution de ce système est de la forme 

cJ)1(x) = F1(x) + C1, 

les C vérifiant le système linéaire 
b 

C1 f 1 - À M ( b - a) j - À M ( b - a) 1: Cq = À M J F P ( s) ds. 
. q;f,. i p a 

Chaque C est donc égal à une fraction ayant pour dénominateur le 
déterminant • 

À1-I ).' À' À' 

À' À'-- I ).' À' 
À'= ÀM(b - a). 

À' À' À' À'-I 

Ce déterminant ,étant égal, selon la parité de r, à 
+ (1- d') =+{1- rM(b - a)À], 

<(>;( x) est développable suivant les puissances de À, sous la condition 
I 

!ÀI< rM(b-a) 

Il en est de'même de cp;(x). 
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2. Nonux ITÉRÉS. - Comme pour une seule équation, on est amené 
à introduire des suites indéfinies de noyaux 

K)f' (x, y)= Ku (,-i;, y), K}Jl( x, y), ... , Kl;'> (x, y), 

qui se déduisent les uns des autres par itération 
b 

I( (n)( 1 ) - 'V 1 K (' t) K(n-l)(l ) lt ij x, ] - ... ip .:c, pj ' y (. . 
p a 

Notons la formule 
• lb KW+''1 (x ]') - '°' KW1(x t) Kfv!(t J') dt 

lf ' -~ lp ' Pl ' • 
p a 

On vérifie de proche en proche que l'on a 
' b 

<ftn(x) = Ii J K};;> (x, s)fp(s) ds. 
p a 

Considérons alors les séries 
f;j(x, y; À)= K1j(X, y)+ ÀK;J1(x, y)+ ... + À"-1 K)pi(.x, y)+ 

M ayant la signification précédente, 1 K;;>( x, y) 1 est inférieur à 
. 1"'-1 M"( b - a t- 1 , et les séries sont uniformément convergentes dans 
le domaine considéré, si À vérifie l'inégalité précédente. 

On en déduit que l'on a . • 
b • 

( 2) cp;(x) = J1(x) + f'121 f1p(x, s; À)fp(s) ds. 
p a 

Les fonctions f iJC x, y; ), ) sont les résolMntes ou les noyaux résol-_ 
vants. Elles vérifient les deux systèmes d'équations fonctionnelles 

b 

(3) f1j(x,y; À)=Ku(x,y)+À~J Kiµ(x, t)fpi(t,y; À)dt, 
a 

p • 
b 

(3') f;j(x,y; À)=K1j(x,y)+À~1 Kpi(t,y)f1µ(x, t; À)dt. 
p a 

5. Nonux SYMÉTRIQUES. - Nous serons dans la suite amenés à consi-
dérer des noyaux tels que, pour tous les indices i etj, on ait 

Kti(x, y)= Kit(Y, x). 

D~ tels noy.;i.ux constituent la généralisation des noyaux symétriques; 
nous les appellerons encore des noyaux symétriques. 
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On voit immédiatement que, si les noyaux Ku(x, y) sont symé-

triques, il en est de même de ceux que l'on obtient par itération. 

4. LES NOYAUX RÉSOLVANTS SONT DES l10NCTIONSMÉROMORPHES DU PARAMÈTRE/,. 

- Pour le démontrer, faisons dans les équations ( 3) 

r ·•(· . 1) _ At(x, y)+ ).AJ;(x, y)+ ... + ).k Afj(x, y)+ ... _ Dti (; 1 ).) . 
lj X, y, fi. - ) ) k - D ) 1+a1 11.+ ... +ak11.·+... (11.) 

On obtient. 

D1i (; 1 À)= Kij(x, y) D(À) +À~ lb K;p(x, ;) Dpi(; I À) ds, 
p 

f?rmule qui, développée, conduit aux relations 
b 

Afj(x, y)=akKij(x, y)+ ~f K;p(x, s)A~t(s, y)ds 
p a 

Posons, d'une façon générale, 
b 

kak= - I 1 A~~ 1 (s, s) ds. 

. l p A partir des va eurs 
b 

a1=-~ r Kpp(s, s) ds, 
• a 

I' 

on établit de proche en proche les formules 
( )k ,b Ib 

Aî(x,y)= k~ j ··· 
a a 

Pt••••1Pk-.....--, 
(k) 

K1j(x, y) Kp,i(s1, y) KPki(sk, y) 

X 

X 

KPkP, (sk, 51) 
KPkP,(sk, s~) 
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k ! a" est donc la somme de r" intégrales d'ordre k, l'élément diffé-
rentiel pour chacune d'elles étant un déterminant d'ordre k, tandis 
que k ! A~. est la somme de r'' intégrales d'ordre k dont les éléments 

!/ • 

différentiels sont des déterminants d'ordre k + L Si M est le maximum 
du module des noyaux, on a donc, en vertu d'un théorème de 
M. Hadamard (2), 

Les séries 

k k 

étant convergentes pour toutes les valeurs de À, on en déduit que les 

fonctions D;i(;·/ À )et D(À) sont des fonctions entières de À. 

Les résolvantes I';/x, y; À) sont donc les quotients de deux· 
fonctions entières de), : ce sont des fonctions méromorphes de À. 

On arrive ainsi au résultat suivant : 

Si À n'est pas racine de l'équation D(À) = o, le système (1) admet une 
solution et une seule qui ~st donnée par la formule 

Si l'on appelle système associé du système (1) le système 
,. b 

t.j;;(x) = À~ J Kp1(s, x) t.j;p(s) ds + g 1(x), 
p=1 a 

on voit qu'il admet, dans les mêmes conditions, une solution et une 
seule donnée par • , 

bDp1(; \À) 
t.j;1(x) = g1(x) + À!i J D À gp(s) ds. 

, a ( ) 
p 

(2) Bull. Sc. 11-Jath., 2° série, t. XVII, 1893. 
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a. DÉVELOPPEMENT DE D'()i.) : D(À). - La relation 

D1i(;j1.)=fu(x,y; À)D(À) 

conduit immédiatement à la formule 

Si l'on remplace DPP (; 1 À) par son développement en série d'une 
part et, d'autre part, que l'on dérive le développement donnant D(À), 
on parvient sans difficulté à la relation 

(4) .[bDPPCl À) ds=- D'(À). 
p 

On a, d'autre part, 

d' ' ou 
I'pp(s, s; À)= K,,p(s, s) + ÀK~f (s, s) + ... , 

b b !i j fpp(s, s; À) ds = 1 [Kpp(s, s) + ÀK;})(s, s) + ... ] ds 
v a p a 

= A1 + A2À +., .+ An).n-t +,, ., 
avec 

b 

A - j 1(<"1(s s) ds n-~ pp , 
p a 

On a donc 
D11(À) 
D(À) =-G(À)=-(A1+A2À+ ... +An).n-1+ ... ), 

d'où, par intégration, en remarquant l'égalité D( o) = 1, 

Les nombres A1 , A2 , ••• , A,,, ... sont les traces du système de 
noyaux KiJ(x, y). 
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6. L'identité (4) permet de démontrer la proposition suivante : 

Toute racine À = c de l'équation D (À) = o est un pôle au moins pour 
certaines des résolmntes fi;( x, y; /, ). 

En effet, si m est l'ordre de multiplicité de cette racine, tous les 

Di;(; j À) ne peuvent être divisibles par (À-Cr: car il en serait de 
même, d'après (4), çle D'(À). 

Les formules qui donnent la solution du système proposé n'ont 
donc plus de sens lorsque À est racine de l'équation D(À) = o. 

7. LEs MINEURS DE D(À ). - Si, dans la relation ( 4 ), on remplace 

D PP(; 1 À) par son développement en série, puis que l'on dérive, on 
établit de proche en proche, sans autre difficulté que la longueur des 
écritures, la formule générale 

J)(n)' - dnD(À) -{ ,, ""' j'b lb f) (St ••• s,.IJ) l / (A)- fÀ" - - I) _.:...i • • • . Pt···l'n , C<S1 ... ( s,,, 
C a a Si ••• Sn 

Pt1••·1/h,-.----
(nl 

où l'on a posé 

K1,1.(X1, yt) K1,;.(X1, y,,) K1,p, ( X1, S1) K 1,Pk(a\, Sk) 

. . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . ........... 
K1.11 (x,,, Yi) K1"1.(x,,, Yn) K1nP1 (x,,, S1) KinPk ( Xn, Sk) 

ds1 ... dsk, X 
KPtP.(s1, yt) Kp,1.(s1, y,,) KPtp,(s1, st) KPtPk(s1, Sk) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .......... ........... 
KPk;.(sk, yt) KPkt.{sk, y,,) KPkP,(sk, s,) KPkPk(sk, sk) 

Le théorème de M. Hadamard prouve la convergence de toutes ces 
séries pour toutes les valeurs de /, : ce sont donc des jonctions entières 
de À, si les noyaux sont bornés. 
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D'une façon générale, posons 

Nous écrivons, pour plus de simplicité, D;, ... ;. pour D;, ... i.· 
Si l'on développe alors le déterminant i, ••• i,, 

JC. (x, ••• x,,s1.,.sk\ 
l1 ..• lnPt•••Pk • } 
i, ... j.p, ... p; Y1 •, •JnS1,,, Sk, 
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En développant le déterminant de tout à l'heure suivant les éléments 
de la première colonne, on démontrerait de même la formule 

( 5') 

On obtiendrait des relations analogues à c.elles-là en développant le 
déterminantsuivant une ligne ou une colonne autres que la première. 

8. ÉQUATIONS HOMOGÈNES. - Supposons que toutes les fonctions .f;(x) 
soient identiquement nulles; le système ( 1) est alors homogène. 

Si À n'est pas racine de D(). ), le système correspondant n'admet 
pas d'autre solution que ip;( x) = o. 

Considérons le système 

(6) 
r b 

Cft(x) =c f. K,p(x, s) cpp(s) ds, 
p=i (l 

où c est racine de l'équation D(À) = o. Sim est le degré de multipli-
cité de cette racine, elle peut annuler identiquement quelques-uns 
des mineurs 

... ' ( tous les indices i compris entre 1 et r), 

mais elle ne peut annuler identiquement tous les mineurs de ce genre 
du premier ordre, du second ordre, etc., jusqu'à celui d'ordre m, 
sans quoi les dérivées de D(),) seraient nulles jusqu'à l'ordre m inclu-
sivement pour À= c, ce qui est impossible. 

Nous pouvons donc admettre que, pour À= c, é'ertains mineurs 
d'ordre k, k pouvant être égal à un et étant égal au plus à m, ne sont 
pas identiquement nuls, tous les mineurs d'ordre inférieur à k étant 
identiquement 1mls. 
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k étant ainsi choisi, soit ( ~;, Y]j) un système de 2 k valeurs numé-

riques telles que le mineur 

ne soit pas nul. L'équation fonctionnelle ( 5) donne alors 

D ( X ~2 • • • ~k 1 ) 1 ° K ( ) D ( t t2 • • • ~k 1 ) d i,i, ... ik C = C,.;;.. ip X, t pi, ... ik • C (. 
'l'Jt 'l'J2 • • • 'l'lk ; • ; 'l'J1 'l'J2 • • • Y/k p a 1l!i ••• k 

On voit donc que 

constitue une solution non nulle du système homogène. 
Les équations fonctionnelles analogues à ( 5) fourniraient, de 

même, chacune une solution non nulle du système ( 1 ). 
On obtient ainsi k solutions, dont nous désignerons par w: ( x ), ... , 

4>:(x) les quotients par à. Les cJ> sont encore des solutions et l'on 
démontre, comme dans le cas d'une équation, qu'elles sont linéai-
rement indépendantes, c'est-à-dire qu'elles ne vérifient pas identi-
quement de relaLions de la forme 

les a étant des coefficients constants. 

9. REIIIARQUE, - Faisons une remarque qm nous servira dans la 
suite. Reprenons le système ( 1 ). Il donne 

b 

qip(s) =À~ J Kp,,,(s, t) ,:pp,(t) dt+ jp(s), 
P' a 

puis, les R( x, s) étant des fonctions intégrables, 
b 

À~ 1 Hp(x, s) ,:Pp(s) ds 
p a 

b b b 

=À2~~11 :Hp(x, s)Kpp•(s, t)qip,(t)dsdt+À"'!il Hp(x, s)f,,(s)ds. 
p p' p 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 4, 1953. 34 
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On en déduit 

Les fonctions ip vérifient donc une infinité de systèmes d'équations 
intégrales. 

Si nous nous bornons au cas des équations homogènes et supposons 
À= c, nous obtenons le système 

avec 

b 

cp;(x) =c !, 1 F;p(x, s) cpp(s) ds, 
p 

b . 

F;p(x, s) = K 1p(x, s) - Hp(x, s) + c !, f Hp,(x, t) Kp'p(t, s) dt. 
- P' a 

10. FoNcnoNs FONDAMENTALES. - Nous avons obtenu pour le sys-
tème ( 6) des solutions de la forme 

cp; (X) = D;;, ... ik C ' , (XÇ2•••(1;1) 
;, ;, ... ik 1J11J2 • • • 1Jk 

sous la condiiion A~ o. 
Plus généralement, soit 

o = D . . ( ~t ~2 ••• ~k I c) , o 
1,i, ••• lk T ' 
Ï.J,. --fk 1J11J2 • • • 1Jk 

k étant la plus petite valeur telle que, 8 étant différent de zéro, tous 
les mineurs d'ordre inférieur à k soient identiquement nuls; cette 
nouvelle valeur de k peut a priori être inférieure à la précédente. Un 
raisonnement analogue au précédent fournit pour le système ( 6) 
k solutions indépendantes, dont la première est 

c111(x)=!.o ... (XÇ2•••Çklc)• 
l Q : 1'..,. '.k 1Ji 1)2 • • • 1Jk 

l1h•·•lk ' 
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Considérons alors le nombre k le plus petit possible, tel que, pour 
un système de nombres convenablement choisi ç, ri, le mineur 

soit différent de zéro, tout mineur d'ordre inférieur à k étant identi-
quement nul. Si nous prenons 

l'équation (5') donne 
b 

F1p(x, s) = K1p(x, s) + c J 1-Ip,(x, t) Kp'p(t, s) dt 
P' a 

On en tire 

~,(x) = c; ['[~, <J>l(x) Ko,,((,,,)},(,) d, 

= c <117(x) ~f b K,qp(~q, s) (fp(s) ds. 
Fl 

" p 

Les cp;( x) sont donc des combinaisons linéaires des <1>;7 ( x ), et ce sont 
les mêmes pour tous les indices i. 

Cette conclusion entraîne que le nombre k obtenu en second lieu, 
qui, a priori, semblait pouvoir être inférieur au premier nombre 
envisagé, est en réalité le même. 

Le système des fonctions <P; ( x) forme un système de fonctions 
fondamentales. 
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On démontrerait de la même façon que le système associé 
b 

1.h(x) = c 1 Kp;(s, x) t.pp(s) ds 
p a. 

admet également k solutions linéairement distinctes. 

11. SvsTÈME NON HOMOGÈNE : CAS EXCEPTIONNEL. - On démontre, par 
extension de la méthode relative à une seule équation, que, pour que 
le système 

{, 

q,;(x) = c f K;p(x, s) q,p(s) ds + f;(x) 
{l 

fi 

admette des solutions, il faut et il suffit que les fonctions fi( x) vérifient 
les k relations 

b ~J f;(.v)W?(x)dx _ o (q=1, 2, .... , k), 
i a 

i 

les w;r (;;) ;constituant un système de fonctions fondamentales du sys-
tème ( 7 ), et la solution dépend alors de k constantes arbitraires. 

1 

12. Tout système de fonctions cpï( x ), non toutes identiquement 
nulles, satisfaisant au système ( 6 ), est un système de fonctions 
fondamentales pour les noyaux K;/ x, y). 

P~ur que ce système ( 6) admette une solution non nulle, il faut que c 
soit un pôle pour certaines au moins des résolçantes ru( x, y; À). 

Réciproquement, à tout pôle des résolrantes correspond au moins un 
système de fonctions fondamentales. 

Nous allons donner une démonstration générale de cette proposition 
que nous avons déjà établie au paragraphe 8 pour des noyaux bornés. 

Soit k l'ordre maximum du pôle considéré pour l'ensemble des 
fonctions fij( x, y; À) correspondant à la racine-c de D(À ). 

On pourra écrire des développements de la forme 

A-- B-· L--
f;j(x,y;À)= (À_..:._1c)k + (À-~)k-1 + ••• +À 'le +M1jtN1j(À-c)+ ••• , 

les coefficients A, B, ... , L, M, N, ... étant des fonctions de x,.y, 
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.et certains A pouvant être nuls, mais l'un au moins étant différent de 
zéro. Si l'on porte ces développements dans ( 3 ), après avoir posé 
À- c = h, et que l'on identifie les termes en h-k, on obtient le système 

b 

A11(:r,y) = c ~J K1µ(x, t) Ap1(t,y) dt. 
p a 

On voit donc que; j restant fixe et i prenant les valeurs 1, 2, ... , r, 
les AiJ( x, y) représentent, pour une valeur quelconque donnée Yt de 
y, un système de fonctions fondamentales. Cette conclusion établit 
l'exisLence de la réciproque énoncée. 

• c étant toujours une valeur singulière pour le système de noyaux 
KiJ(x, y) et q,;(x) un système de fonclions fondamentales correspon-
dant, on a 

b 

Cjlp(s) = C r Kpp'(s, t) cp,,,(t) dt, 
p' .. a 

d'où 

ou 
b 

cp1(x)=c2~.[ K\Zl(x,t)tpp(t)dt. 
µ . 

On aura, de même, 
b 

cp 1(x)=ck~l K);\l(x,t)cpp(t)dt. 
fi a 

Donc. tout système de fonctions .fondamentales pour des noyaux 
K.iJ(x, y) correspondant à un pdle c des résolmntes est aussi un système 
de .fonctions fondamentales pour les noyaux K'.f)(x, y) le pôle 
correspondant étant c1'. • • 

On déduit de là que, si les noyaux Ku( x, y) ne. sont pas bornés, 
mais qu'au bout d'un nombre fini d'itéraLions on puisse obtenir des 
noyaux bornés, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions fond~mentales 
correspondant au pôle c relatif aux noyaux donnés. 
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15. NoYAux ORTHOGONAUX. - Nous dirons que deux systèmes de 
noyaux, KiJ(x, y) et K;/x, y), sont orthogonaux si les relations 

b ~I K 1p(x, t) K~i(t, y) dt= o, 
p 

b 

[ K;p(x, t) Kpi(t, y) dt= o (i, j = 1, 2, ••. , r) 
(8) 

p 

sont toutes vérifiées, quels que soient x ety; ils sont semi-orthogonaux 
si l'un' de ces groupes de relations est seul vérifié. 

On démontre facilement de proche en proche que, si deux systèmes 
de noyaux sont orthogonaux, deux systèmes de noyaux itérés 
K;f 1(x, y) et K';t(x, y) sont aussi orthogonaux. 

Si l'on pose 
(~) S;j(x, y)= Ktj(x, y)+ K;j(x, y), 

on a également ( démonstration par récurrence) 

S}fl(x, y)= K}jl(x, y)+ K'l}\x, y). 

On déduit de là que les résolvantes relati1·es aux noyaux S;i sont la . 
somme des résolçantes con-espondantes relatiçes aux noyaux K;i et K;r 

Ce théorème s'étend au cas où l'on aurait plusieurs groupes de 
systèmes de noyaux KiJ, K;i, K;i, ... , orthogonaux deux à deux : les 
réso{çantes relatiçes à leur somme sont la somme des réso{çantes relati!Jes 
à chacun. 

Si les noyaux vérifient seulement le premier groupe des égalités 
(8), nous dirons que les noyaux KiJ(x, y) sont orthogonaux à drozie 
aux noyaux K;/x, y), tandis que les K' sont orthogonaux à gauche 
aux K. Les noyaux itérés Kii et K;J' sont alors dans la même r~lation. 

Considérons deux systèmes de noyaux orthogonaux ou seulement 
semi-orthogonaux Ku(x, y), K~ix, y), et soient D,1(À), D 2 (À) leurs 
fonctions déterminantes de Fredholm. Su étant défini par ( g), 
supposons vérifié le second groupe de relations d'orthogonalité. On a 
alors • 

b 

S}]l(a:, y)= K}jl(x, y)+ K'}Jl(x, y)+~ f K 1p(x, s) K;,j(s, y) ds, 
p a. 
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et l'on démontre de proche en proche la formule générale 
b 

Sjf>(x, y)= K)j>(x, y)+ K'}j'(.x; y)+~ Cq,q•~f K}Zl(.x, s) K'j;fi(s, y) ds, 
lf,f/' p 

a 

les C étant des nombres entiers. 
On déduit de là que la trace An du système de noyaux Sii( x, y) est 

et le dernier terme est nul, comme on le voit en intégrant d'abord par 
rapport à t. 

La nième trace du système de noyaux S;j est donc égale à la somme 
des n1èmes traces des systèmes de noyaux Ku et K;i" 

On a donc, comme dans le cas d'une seule équation, si CJJ(À) est Ja 
fonction déterminante <les S;j, 

u'?' (À) D'1 (À) D'2 (À) 
Q(À) = D1(À) + D2(/\) 1 

d'où 

1.4. Nous dirons qu'un système de fonctions ip;(x) est orthogonal 
à droite aux noyaux Ku( x, y) si l'on a, quel que soit x, 

(i=1, 2, ... , r). 

Si deux systèmes de noyaux K;i, K;i, sont orthogonaux, tout 
système de fonctions 

b 

K;(cp)=~J K1p(x, t)9p(t)dt 
p a 

est, comme on le voit immédiatement, orthogonal à droite au système 
de noyaux K;r 
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Il en résulte, en particulier, que si deux systèmes de noyaux Kii, 
K;i sont orthogonaux, tout système de fonctions fondamentales pour 
l'un d~s systèmes de noyaux est orthogonal ti l'autre système de noyaux. 

En effet, les tp;( x) étant une .solution fondamentale pour les 
noyaux K;j, on a 

<p;(x)=cK;(<p); 

ces fonctions sont donc orthogona}es à droite aux noyaux K;i' 
Cela posé, nous pouvons énoncer la proposition suivante: 

Si les systèmes de noyaux K;j{ x, y), K'.i x, y), ... , tq( x, y) sont 
orthogonaux deux à deux, toute valeur singulière pour l'un des groupes 
est une valeur singulière pour les noyaux Sij( x, y) définù par les 
relations 

Réciproquement, toute valeur singulière pour les Sij est singulière 
pour l'un au moins des groupes de noyaux K, K', ... , K". 

La démonstration se fait comme pour une seule équation ( 3 ). 
Plus généralement, si l'on considèr.e des systèmes . de noyaux 

orthogonaux deux à deux, tout système de fonctions fondamentales 
pour les noyaux résultants est un système fondamental pour un des 
systèmes de noyaux composants ou s'obtient en ajoutant les fonctions 
fondamentales des noyaux composants qui correspondent à un pôle 
commun de leurs rësolvantës. 

1.3. NoYAux PRINCIPAUX. - Pour définir les noyaux principaux, 
partons de l'équation fonctionnelle, que l'on peut établir comme dans 
le cas d'une seule équation, 

b 

f;j(x,y; À)-f1j(x,y; 11-)=0.-11-)Il f 1p(x, t; À)fpj(t,y; 11-)dt. 
p a 

Si l'on a 
r . . 1 _ B¼(x, y) B'{(x, y) A'ij Ali 1 
i;(x,y, /\)- (À-c)k + •.• + À-c + o(x,y)+ 1(x,y)(/\-c)+ ... , 

( ~) Voir GouRSAT, Cours d'Analyse, t. III, 2• éd., p. 4or. 
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et que l'on pose 

À-c= h, fJ,-C=h', 

on peut l'écrire, après division par h - h', 
k-1 

""'B,V_p(x,y)( 1 1 1 ) 
- hh' Jik-p-t + fik-p-2 h' + • • • + /t'k-p-1 .· 

p::o 
00 

+ ~A~(x, y) (hP'- 1 + hP'- 2 h' + ... + h'P'- 1 ) 

p'::1 

=; .t'[ î w,:, c:, l) + ~.Ar (X' l)h"] [ î !Vt~~r) + J A'/( l'y) h''}'· 

L'identification donne immédiatemanl 
b If B~Ip(t, y) Ajf, (x, t) dt= o 

P a 

(p=o, 1, 2, ... , k-1; p'=o, 1, 2, ... , oo). 

Si l'on désigne par 'Yii(x, y; ),) la partie principale du noyau 
I';iC x, y; À) et par H;i x, y; À) sa parLÎe régulière, on en déduit les 
égalités ' 

pour toutes les combinaisons possibles de i, j et pour toutes les 
valeurs de À, p:. 

Posons 

Les noyaux KiJ(x, y) sont ainsi décomposés en deux systèmes de 
noyaux orthogonaux kiJ(x, y) et HiJ(x, y). 

L'identification précédente conduit également aux relations 
b 

ïu(x,y; À)-ïti(x,y; /J,)=(À-fJ,)I[ Ïtp(x, t; À)"{pi(t,y; fJ,)dt, 
p 

b 

Hu(x,y; À)-Hu(x,y; /J,), (À-fJ,)I.[ H1p(x, t; À)Hpi(t,y; fJ-)dt 
p 
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qui montrent que les résolvantes relatives aux noyaux k;/x, y) sont 
les y;lx, y; À), tandis que les résolvantes relatives aux Hii(x, y) 
sont les H;J( x, y; À). 

On appelle noyaux principaux les noyaux k;lx, y). 

1.6. NoYAux SYMÉTRIQUES. - Nous supposerons dans la suite que les 
noyaux offrent la symétrie que nous avons définie dans le paragraphe 5 

Si l'on part du système 

u;(.x, À)= u;(.x) + À ~Jb K 1p(.x, s) up(s, À) ds, 
p a 

où l'on met en évidence la dépendance des u par rapport à À, on a la 
solution 

b 

u;(x, À)= u1(.x) + À Il f;p(.x, s; À) uµ(s) ds 
p 

b 

= u1(.x) + Àk~J K}i'(.x, s) uµ(s) ds. 
k P a 

Si les séries qui donnent u;( x, À) sont des séries entières, il en sera 
de même de la série 

où 

On a, d'après cette for:mule, 
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D'après l'hypothèse de la symétrie des noyaux, on a, b étant 

supposé supérieur à a, 

D'autre part, 

Posons 

On a alors 
b 

A2k= Ii I fp(t) Cflp(t) dt, 

b 

A2k+2= Ii .[ J;(t)dt, 
p p 

Nous allons démontrer l'inégalité 

(10) 

c'est-à-dire 
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ou encore 

; [{ f,(t) ;,(t) dt]'+ \;J.( f,(t) ~,(t) dt 1• J;(t) ~;(t) dt] 

L.; [lb I~( t) dt[b <p~(t) dt]+ 1,j;j)[lb Il (t) dt lb cpJ (t) dt]. 

Or on a (inégalité de Schwartz) 

[lh l(t) <p(t) dt] 2L..{b j2(t) dt lb <p 2 (t) dt. 

Pour démontrer celte inégalité, écrivom-1a-
b b 

2 J l(s) <p(s) dsj j(t) 9(l) dt 
n a Jb b lb b 

L. j2(s)dsf r.f(t)dt+ f2(t)dtf cp 2(s)ds 
a a a a 

ou 
b b 

.{ .{ [f(s) <p(t)-l(t) q;(s)j2 dsdt o; 

sous celle forme, elle est évidente. 
On a donc 

D'autre part, on a 

i,j;jJ lb f;(t) rp;( t) dt [bfj( t) 9i( t) dt] L.1,j;J lb Il (t) dt [b <p} (t) dt]. 

Démontrons cette inégalité pour les termes correspondant, par 
exemple, à i = 1, j = 2 et à i = 2, j = 1, ce qui, par addition de telles 
inégalités, entraînera l'inégalité totale. Nous voulons donc démontrer 

h b 

2f /t(t) <p1(t) dtj /2(t) <p 2 (t) dt 
a a 

b b b b 

L 1 j;(t)dtj <p:(t)dt+ 1 J:(t)dtj <p:(t)dt 
a a a a 
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ou 

ou enfin 

inégalité évidente sous celte forme. 
L'inégalité (10) est donc vér1fiée. On en déduit que la série 'LA,,.À·,, 

ne peut être convergente pour toute valeur de Â si A, n'est pas nul(•). 
Or 

Pour que A 4 soit nul, il faut et il suffit donc que l'on ait, pour tout 
indice i, 

ou, ce qui revient au même en vertu de la symétrie des noyaux, 

En d'autres termes, les fonctions ui( x) sont orthogonales à droite 
aux noyaux Kit(x, y). 

Les égalités précédentes, écrites sous la forme 

entraînent 

( 4) GouRSAT,'loc~ cit., p. 440. 
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ou 

ce qui prouve que les fonctions u;( x) doivent être orthogonales aux 
noyaux K;/x, y). 

En résumé, si les fonctions u;( x) ne sont pas orthogonales aux 
noyaux K( x, y), les séries qui fournissent les u;( x, À) ne peuvent 
être convergentes pour toute valeur de À. Tout système de noyaux 
symétriques possède donc au moins une vale~r singulière. 

f 7. Considérons le système homogène 

et le système associé 
b 

1.h(x)=c2'!,l Kp1(s, x)ljip(s)ds, 
p 

c1 et c2 étant deux valeurs singulières différentes. 
On aura 

c1 étant différent de c2 , on eu déduit que l'on a 
' 

Nous dirons que cette égalité définit l'orthogonalité des deux 
groupes de fonctions q, ;(x ), \h( x ). 

Le résultat précédent peut alors s'énoncer sous la forme suivante : 

Toute solution fondamentale rp;( x) correspondant à une valeur singu-
lière c1 est orthogonale à toute solution fondamentale If;( x) du système 
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assbcié correspondant à une autre valeur singulilJre c2 différente de la 
première. 

Cette propriété, comme on le voit, n'exige d'ailleurs pas la symétrie 
des noyaux. 

Si les noyaux sont symétriques, les deux systèmes associés homo-
gènes coïncident et les ip; et 4Ji sont des solutions fondamentales 
correspondant aux deux valeurs singulières c, et c2 fun m~me 
système. 

18. Considérons alors le cas de noyaux symétriques réels. ;Soit 
a+ 1 une valeur singulière pour ces noyaux; a - J 1 en 
sera alors une autre et l'on aura, correspondant à ces deux valeurs 
singulières, deux systèmes fondamentaux u;+ Pi J I et u;- P; J 1. 

La propriété démontrée dans le paragraphe précédent donnera 
l'égalité 

ce qui exige que l'on ait 

On en déduit que toutes les valeurs singulières des noyaux symé-
triques réels sont réelles. 

19. Soit maintenant une solution fondamentale cp;(x) corres-
pondant à une valeur singulière c. Nous supposerons, ce qui est 
possible, que l'on a 

Les fonctions ip;(x) sont alors dites normales. 
Nous allons montrer.que les deux systèmes de noyaux 

et K-·(x y)- <p;(x) 'Pi(Y) - K'-(x y) 
lj , C - If , 

sont orthogonaux. 



360 M. MENDES 

On a, en effet, indépendamment de la symétrie des noyaux, 

et, en vertu de la symétrie des noyaux, 

I {b .'JC;p(x, s) K~/s, y) ds= Cf;~x) I {b Cf'p(s{ K,,i(s, y)- (fp(s) ccpi(J')] ds 
p . I' 

= (f;~x) I i\,,(s{ Kip(y, s)- Cf'i~) cp,,(s)j ds . 
p 

= 91;( x) [ cp;( Y) _ Cf); (Y)""' f hep; (s) ds]=o. 
C C C f a 

I' . 

De plus, les K;/x, y) offrent la même symétrie que les K;j(x, y). 
Si c est encore une valeur singulière pour le système de noyaux 

K;/ x, y), nous pourrons recommencer la même opération sur ces 
noyaux. • ' 

Soit alo·rs q,; ( x) une solution fondamentale pour ce système de 
noyaux, c'est-à-dire supposons que l'on ait 

Nous allons démontrer que q,'. ( x) est aussi solution fondamentale 
poùr le système proposé, c'est-à-dire que l'on a 

En d'autres termes, nous voulons démontrer l'égalité 
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ou 

b 1 <pp(s) <p~(s) ds= o 
l' a 

ou encore 

Or, en vertu de la symétrie des noyaux, on a 

Donc, toute solution fondamentale du second système est solution du 
premier. 

Supposons alors que le premier système admette m + 1 solutions 
fondamentales qi;(x), qi/(x), ... , qi;"(x), dont la preµiière est nor-
malisée. 

Posons, les c" étant des constantes, 

On voit facilement que ces fonctions i.y fournissent une solution du 
second système si l'au détermine les coefficients c,1 au moyen des 
relations 

Nous obtenons ainsi m solutions fondamentales du second système. 
Nous allons voir qu;il n'y en a pas d'autre. En d'autres termes, le 
second système admet une solution fondamentale de moins que le premier. 

Pour le montrer, commençons par établir un lemme. 
Considérons des noyaux de la forme 

K1j(x, y)= X1(x) Yi(y). 
Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 4, 1953. 35 
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Le système ( 1) s'écrira alors 
b 

gi1(x) =J,(x) + ÀX1(ti::) !i 1 Yp(s) Cfp(s) ds =J,(x) + H X,(x), 
p 

avec 
b 

H = À!i;: Yp(s) Cfp(s) ds. 
p . 

On aura donc 
cp,(s) =f1(s) + H X1(s), 

d'où 
b 

j 1(x) + li X 1(x) =J1(x) + ÀX1(x) !i 1 Yp(s)[fp(s) + H Xp(s)l ds, 
a 

p 

ou, en posant 

d'où 
b 

H = 1 \ 1 !i .[ Y,,(s)/p(s) ds 
p 

et 
ÀX1(x) lb • 

gi,(x) =Jî(x) + 1 _ ÀL !i Yp(s)fp(s) ds. 
/! a 

La comparaison de cette relation avec ( 2) donne 

r _1 1 • À)_ X1(x) Yi(Y). 
11 ~X' J , - l - À L 

On voit donc que f;J( x, y; À) admet pour seul pôle 

l 
À= t::' 

et ce pôle est simple. Donc, il n'y a pour ces noyaux qu'une valeur 
singulière. 

D'après cette propriété et en vertu de celle établie à la fin du para-
, 
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graphe 15, on voit aiors_, les systèmes de noyaux envisagés tout à 
l'heure, ;J{ij et K;i, étant orthogonaux, que la fonction déterminante 
relative aux noyaux K;i admet la racine À= c à l'ordre s - 1 de 
multiplicité, si s est l'ordre de multiplicité de cette racine pour la 
fonction déterminante relative au système proposé. 

En appliquant l'opération précédente un certain nombre de fois, 
on pourra donc, avec n fini, écrire 

K;j(x, y)=± cpf (x) cep} (y) + H;j(X, y), 
k=:1 

les cp;(x) étant toutes des solutions fondamentales distinctes des 
noyaux Ki/x, y) et les noyaux H1/x, y) n'admettant-plus la valeur , 
singulière c. 

Les fonctions Hij( x, y) forment un système de noyaux symétriques 
et les fonctions cp:( x) forment un système orthogonal et normal, 
c'est-à-dire vérifiandes relations 

b 

!_J 97,(x)cp'f,'(x)dx=o 
a 

fi 

et 

• 
pour q q' 

Ce résultat montre que, s étant l'ordre de multiplicité de la racine c 
de D(À)=o, le nombre de fonctions fondamentales pour un système 
donné est au plus égal à s. En effet, s'il ·n'en était pas ainsi, on arri-
verait par le procédé précédent à un système n'admettant plus c 
comme valeur singulière et ayant cependant, pour),= c, une solution 
fondamentale. 

Tout pôle des résolvantes relatives aux noyaux K;/ x, y) est un 
pôle pour l'un au moins des systèmes de noyaux cpf ( tv) cpf (Y) et, comme 

C 

ces derniers n'admettent que des pôles simples, il en est de même 
pour le premier. 

Donc, dans le cas d'un système de noyaux symétriques, les valeurs 
singulières sont des pôles simples pour les résolPantes. • 
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Le raisonnement précédent montre que tout système de noyaux 
symétriques ayant un nombre fini de valeurs singulières se met sous 
la forme 

K- · ( X )') - cpf (X) cp} (y) 
l/ ' - 1'k • 

k=::1 

En effet, si l'on retranche des K;ix, y) les sommes S;;(x, y) des 
noyaux principaux, les différences 

K;j(X, y) - S;j(X, y)= I-l;j(x, y) 

sont orthogonales aux K;ix, y) et offrent la symétrie précédente. 
N'admettant pas de valeur singulière, ces noyaux sont nuls. 

Pour des noyaux symétriques ayant une infinité de valeurs singu-
lières, on a 

• 
pourvu que la série soit uniformément convergente. 

En résumé, les fonctions fondamentales d'un système de noyaux 
symétriques ( au sens donné ici à ce mot) réels forment un système 
orthogonal et normal de fonctions 

.... , 

dont chacune correspond à un pôle des noyaux résolvants. Supposons 
ces pôles rangés dans l'ordre de modules non décroissants, chacun 
d'eux étant écrit autant de fois qu'il lui correspond de systèmes de 
fonctions fondamentales 

A chaque ),k correspond un système de fonctions cp: du système 
orthogonal. Inversement, tout système orthogonal peut être déduit 
d'un système de noyaux symétriques d'une infinité de façons ( 11 ). 
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20. DEVELOPPEMENT SUIVANT LES FONCTIONS FONDAMENTALES, Consi-

dérons un système de fonctions orthogonales et normales cp;(x) (i=1, 
2, ... , r; k = 1, 2, ... , Cl:!), c'est-à-dire vérifiant les relations 

Soit, d'autre part, un système de fonclions f,(x). S'il est possible 
de les développer sous la forme 

/1(x)= ~jk9~(x), 
k 

les coefficients fk sont donnés par 

ils sont donc bien déterminés. 
L'inégalité 

b ~1 U1(x)-J1cpl(x)- ... -f"<pf(x)]2dx:::::,,.o, 
l 

développée, fournit l'inégalité de Bessel 
b 

(/1)2+ (!2)2+ ... + (Jn)2L~ J [fi(x)]2 dx. 
i a 

2 l. DÉVELOPPEMENT DES NOYAUX ITÉRÉS. - Nous avons vu que tout 
système de noyaux symétriques se mettait sous la forme 

Kij(x,y)= ± cpf (x)À:}(y), 
k=1 

pourvu que le second membre soit une série limitée ou uniformément 
convergente. 
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On en déduit, d'après une propriété énoncée au paragraphe 12, 
que si la série 

I q,f (x) q,}(J') 
1/J 
Ak 

k 

( p entier positif) 

est un,iformément convergente, elle représente K;;'( x, y). 
Nous allons montrer ( 6) qu'il y a convergence uniforme au moins 

pour p~3. 
La question ne se pose que si le nombre des constantes caractéris-

tiques est infini. Leurs valeurs absolues croissent alors indéfiniment; 
on peul donc trouver un nombre q tel que, pour n > q, on ait [ À,, [ > 1. 

Pour n > q et p 3, on a 

Or on a ( inégalité de Bessel) 

I [ I .[" K;p(x, s) ~~(s) ds] 2 
LI ib [Ktp(x, y)] 2 dx 

" p p 

ou 

On eb déduit, pour p 3 et n > q, 

n~•1q,{'(x)q,}'(y)l2L'.'._1_'""ib[K· (x y)]2c/x 
,.;;;..i Àf, - 1 Àn 1 ."'-' a zp ' • 
li=n p 

Le second membre tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 
Cela montre, d'après un théorème de Cauchy sur la convergence des 
séries, la propriété énoncée: à savoir l'égalité 

k k 
I{(P.>(x y)=~ cp, (.x) fi (y). 

l/ > ,.,,_J /\f 
k=i 

(6) HEYWOOD et FRÉCHET, L'équation de Fredholm et ses applications à la 
Physique mathématique, p. 91. 
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2~. TnÉORÈME. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
système de fonctions f;( x) soit orthogonal à droz'te à un système de 
noyaux symétriques K;/x, y) est qu'il soit orthogonal à un système 
quelconque de fonctions fondamentales. 

et 

Autrement dit, les deux systèmes d'équations 
b J K;p ( x, s) fp ( s) ds = o (i = 1 , 2, ... , r) 

p a 

( k quelconque) 

sont équivalents. 
En effet, supposons vrai le premier système. On a alors 

; lb ji(x) cpf (x) dx =; lb f;(x) ["";lb K;p(x, s) Cft(s) ds] dx 

b D 

= Àk !. !. 11 ji(x) Kp;(s, x) cp;(s) dx ds 
i p a a 

b b .1 

= Àk"!, "!, 1 f fp(s) K:p(x, s) cpf(x) dxds 
i fJ a a 

= Àk; 1T; lb K;p(x, s)J;,(s) ds] cpf(x) dx = o. 

Inversement, supposons vérifié Je second système. On a, d'après la 
démonstration précédente, 

• k k 
Kl'>(x y) - Cf; (x) 9J (y). 

l} ' - ""-,j ÀZ 
k=I 

On en déduit 
b b I 1 1 K;J>(x, y)f,(x)JJ()') dx dy 

. , · . a a 
l j 

= "!, I !..J" J" cpf (x~t (y) .f;(x)fi(y) dxdy 
l i k a a 

=I "jJ r-11, cpf(x)f,(x) dx] 2 = o. 
k L a 
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En remplaçant K;;\x, y) par sa valeur, on obtient 

o ==~~lb lb[~ [1, K)!>(x, s) K~,?(s, y) ds]f;(x)Ji(y) d.r dy 
l J p =; 1T lb K),2;>(s: x)f;(x) dx] [; J\{~~>(s, y)fj(y) dy]ds 

=; 1T; lb K~~1(s, x)J;(x) dx J ds. 

On a donc 

ou, en changeant les notations, 
b 

[ K\!1(x, s)jp(s) ds = o. 
/J 

On en déduit, comme au paragraphe 16, les égalités à démontrer 
b i K;p(x, s)jµ(s) ds = o. 

p . 

23. DÉVELOPPEMENT DE CERTAINES FONCTIONS. - Considérons mainte-
nant un groupe de fonctionsf;(x) (i= 1, 2, ... , r), définies par 

,. b 

f;(x) = 1 K1µ(x, s) hµ(s) ds, 
p=1 

les K;1(x, y) formant un système de noyaux symétriques. 
Les ? étant les fonctions fondamental·es relatives à ce système de 

noyaux, si l'on représente par hk et f' les coefficients de Fourier des 
fonctions h; et/; relatifs aux?, on établit facilement la relation 

hk 
jk= Àk. 

Considérons la série 

S - h' 1 ( ) .Jin " ( ) ; (X) - ·-,- cp; X +, . , + ') Cf; X + • . , , 
ll.1 .l'\n 
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En remarquant que r.p;',~x) est le coefficient de Fourier pour les 

noyaux Kij(x, y) considérés comme fonctions de y, i étant fixe et 
j prenant les valeurs 1, 2, ... , r, on peut appliquer la démonstration 
relative à une seule intégrale (7) et démontrer que les séries précé-
dentes sont convergentes. Pour montrer qu'elles représentent bien les 
fonctions/;( x ), on envisage les différences 

Ri(x) =f;(x) - S;(x). 
De 

b , b h 

!, 1 f;(x) R;(x) dx = !, !, f f K;p(x, s) hp(s) R;Cx) dx ds 
i a i p a rr. 

b b 

= !, 1 hi(x) dx !, 1 K;p(x, s) Ri(s) ds = o, 
i a p a 

on déduit 
h b ,b 

!, f r R;(x)]2 dx = !, 1 f;(x) R;(x) dx - !, j S;(x) R;(x) dx = o. 
i a i a i a 

On a donc R;(x)=o, ce qui démontre la proposition. 

24. SOLUTION o'uN SYSTÈME D'ÉQUATIONS INTÉGRALES. - On déduit de ce 
qui précède, par une démonstration toute pareille à celle qui concerne 
une seule équation, que la solution du système à noyaux symétriques 

b 

r.p;(x) =À!, 1 K;p(x, s) r.pp(s) ds + f;(x) 
p a 

est donnée par la formule 
Jkr.pf(x) 

r.p;(x)=/;(x)+À,,:.. ),k-l, • 
k 

2â. CAs DES INTÉGRALES DE SURFACE. - Considérons, de même, une 
équation de la forme 

r.p(P)=Àl K(P, M)r.p(M)drJ'M+J(P) 
(SI 

(7) GouRSAT, lac. cit., p. 447. 
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à noyau symétrique, l'intégrale étant une intégrale double étendue à 
une surface S d'élément d'aire dcr. 

On sait ( 8) que l'on peut développer la solution de cette équation 
en série de fonctions fondamentales. 

Plus généralement, soit un ensemble de surfaces S1 (i= 1, 2, ... , r) 
sur chacune desquelles un point sera défini au moyen de deux para-
mètres u, v, les mêmes pour toutes. Nous ferons correspondre sur 
toutes ces surfaces les points définis par les mêmes valeurs de ces 
paramètres. Une fonction d'un point P de S; sera désignée par une 
notation telle que /;(P), une fonction de P de S1 et de M de Si 
par f;/P, M). 

Considérons alors le système 
I' 

tp1(P) = /\~ 1 K1k(P, M) tpk(M) da'M+ /1(P), 
k=i (Ski 

dont les noyaux vérifient les relations 

Les foncLions fondamentales de ce système étant supposées normées, 
c'est-à-dire vérifiant les relations 

on démontre que la solution du système peut être développée sous la 
forme 

26. NovAux DE ScHMIDT. - Considérons des noyaux de la forme 

K1i(x, y)= A(x) B(y) S1i(.x, y), 

( 8) HEYWOOD et FRÉCHET, lac. cit., p. 107. 
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le produit A( x) B( x) gardant un signe constant dans l'intervalle (a, b) 
et les conditions 

étant remplies. 
Ona 

avec 
s;i(x; y)= S1i(x, y) y A (x) A (y) B(x) B(y). 

Soit alors r;/ x, y; À) l'une des résolvantes relatives aux noyaux s;r 
On a 

b • 

fù(x, y; À)= s;i(x, y)+ 11!_ 1 s;" (x, s) r;j(s, y; À) ds. 
1 p /, 

Si l'on pose 

on en déduit 
b 

f;i(x, y; À)= Ku(x, y)+ À~ f K;p(x, s) fpj(s, y; À) ds. 
p a 

Donc les noyaux résolvants relatifs aux KiJ(x, y) sont égaux aux 
produits 

Nous avons démontré que les pôles des r;/ x, .Y; À) sont réels et 
simples; il en est donc de même pour les f;/ x, y; À). 

27. APPLICATION AUX ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. - Les 
résultats de Schmidt sont aussi valables pour les équations intégrales 
de la forme 

cp(P) = Àl K(P, M) cp(M) daM. 
{S) . 

Si K(P, M) est une fonction réelle de la forme R(P) S (M) G(P, M), 
où le produit R(M) S(M) garde un signe constant, quel que soit le 
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point M de S, et G(P, M) est une fonction symétrique de M et P, 
bornée ou pouvant se ramener à un noyau borné par un nombre fini 
d'itérations, les pôles de la résolvante f (P, M; À) sont réels et simples 
et, s'il y a un nombre fini n de valeurs singulières, on aura une égalité 
de la forme 

" 
G(P, M) = !i qik(P\,:k(M). 

k=t 

Si donc G(P, M) n'est pas de cette forme, on est assuré que le 
nombre de valeurs singulières est infini. 

Plus généralement, étant donné le système 

cp;(P) = ),!il Kik(P, M) (flk(M) do-M, 
k (Sk) 

où 

avec 

et A;(P) H;(P) gardant un signe constant quel que soit P de S1, on 
est assuré qu'il y a pour ce système de noyaux une infinité de valeurs 
singulières si tous les G;iP, M) ne sont pas de la forme précédente. 

28. Nous serons dans la suite amenés à considérer un système de 
la forme ,. 

g;;(P) = l,I.1 R;(P) Sk(M) G;k(P, M) Cflk(M) do-M. + C1R1(P), 
k=l (Sk) 

où les G;k(P, M) forment un système de noyaux symétriques et les C 
sont des constantes. Nous supposerons, de plus, que les qi;(P) sont 
assujetties aux conditions 

j~ cp 1(P) do-p= o. 
iS;I 

Nous allons montrer que ces conditions entraînent la nullité des 
constantes. 

Supposons, ce qui se produira effectivement, que le produit 
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R;(P) $;(P) reste toujours négatif, les R étant négatifs, les S positifs. 
Posons alors 

Nous avons, pour déterminer ces nouvelles fonctions, le système 

'-J,;(P) = ),~I V R;(P) S;(P) Rk(M) Sk(M) G;k(P, M) 'fk(M) du.11 + C;\I-H1(P) S1(P). 
k (S;.) 

Ce système, étant à noyaux symétriques 

admet une solution donnée parla formule 

411(P) = C1 V- H;(P) S1(P) +À~ t:( p~ !_ 1 Ci\!- Hk(M) Sk(M) 41%(M) rlu~i, 
n k ( k) 

où les t~(P) sont les solutions fondamentales du système 

On en déduit 

Les conditions imposées aux fonctions cp deviennent alors 

La quantité entre crochets, fonction de À, n'est pas identiquement 
nulle. On a donc Ci= o, le système étudié est homogène et, en vertu 
des signes c'onstants des fonctions R et S, admet une infinité de 
solutions. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. 

29. Considérons l'ellipsoïde de révolution homogène E 

tournant autour de l'axe des x avec une vitesse de rotation cons-
tante w. L'axe de rotation étant le plus petit, posons 

b2 = a2 ( 1 + k2 ) • 

On peut écrire, pour un point quelconque de l'ellipsoïde, 

x= a cosu, 
y= b sin u cos!'; 
z = b sin u sin I', 

u variant entre zéro et 1t, rentre zéro et 2TC. 

Cet ellipsoïde étant supposé figure d'équilibre, déformons-le en lui 
ajoutant une couche de même densité, de volume algébrique total nul, 
dont l'épaisseur au point (u, r) sera s(u, r). V' étant le potentiel de 
la couche sur elle-même, l'épaisseur au point ( u = e, v = q,) sera 
donnée ( 0) par la relation 

( II) V'(0, cp)-gE(0, cp)=const. 

où g représente la pesanteur. 
Le volume de la couche qui couvre un élément de wrface dcr placé 

au point M(u, r) de l'ellipsoïde étant E(u, r)dcr, le potentiel de la 
couche au point P(0, q,) est, en supposant le coefficient d'attraction, 
ainsi que la densité, égaux à l'unité, 

V'= rr E(u, l')da =f ë(M)daM. 
JJ(E) MP (E) MP 

( 9) APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. IV, p. 173. 
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,Calculons g. Le potentiel intér!eur de l'ellipsoïde est 

1 + k2 [ 1 (, k ) ] V=2rr~ _k!a2 arctgk-(k-arctgk)x2
- 2 arctgk- 1+k

2 
(f+z 2

), 

et la fonction de forces est 

&l2 (x2 y2+ z2 ) U=V+-(y2 +z2 )=K -.+-b-.,--1 +const., 
2 a- -

d'où, pour la pesanteur, 

àj '( àj" 2 ( rJ/) 2 ( àf)" - yt + z2 (F=-K-=-KV -) + - + - =-2K .-+-.-· 0 dn dx dy dz a; b; 

Pour calculer la constante K, plaçons-nous au pôle. On a alors 

d'où 

y=z=o, U=V, 
2K dV l + k2 

,r=- - =- - = 4rra --(k-arc t<>'k) 
0 a dx k~ to ' 

• 1 + k 2 

K =- 2rra2 (k- arc tgk), 

d'où, enfin, au point (0, rp) de l'ellipsoïde, 

. 1--k-arct"k. g=4rray1+k2 ki O l/1+k2 cos2 0. 

La relation ( 11) devient donc 

1 E ( M) do-M - 4 b k- arc tg k '/ k2 2 a ( p) - C MP 'IT kl - V I + cos E - ' 
(E) 

équation de la forme 

ë(P) = ;.,f R(P) G(P, M) c(M) do-li+ C'R(P), 
[~) 

avec 
I /c3 

À=-----, _ 4 n b k - arc tg k 
1 

• R(P)=-:==== 1/ 1 + ,k2 cos2 0 
I 

G(P, M) = MP. 

L'hypothèse de la nullité de la masse donne d'ailleurs 

1 e(M) da-M= o. 
(E) 
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D'après la proposition établie au paragraphe 28, la constante C' 
ne peut être que nulle. Nous obtenons donc l'équation homogène 

ê(P) = ),J R(P) G(P, M) e(M) da-~i, 
(E) 

ou R(P) garde un signe constant. 
Les pôles de la résolvante sont donc réels et simples et, étant donné 

la forme de la fonction G(P, M), il y a une infinité de valeurs 
singulières. Nous obtenons donc pour l'équation intégrale une infinité 
de solutions. 

Pour que ce soit une solution du problème proposé, il faut que 
d'une des valeurs de ), ainsi obtenues on puisse déduire une valeur 
pour l'aplatissement. Or, l'étude de la variation de À, fonction de k, 

montre que, lorsque k croît de zéro à + oo, ), croît de }- à + oo. 
'l ?î 

Considérons alors une valeur singulière. Il lui correspond une 
solution s(P) de l'équation intégrale et l'on a 

V'-ge=o. 

g étant positif, V' et e: sont de même signe; cela exige que la valeur 
singulière ), soit positive. Comme, d'autre part, les modules des 
valeurs singulières croissent au delà de toute limite, on est assuré 

qu'il existe une infinité de valeurs singulières supérieures à ]-. 
4 7t 

Chacune de ces valeurs fournit une solution pour le problème proposé. 

Nous retrourons ainsi l'infinité de figures infiniment voisines de 
l'ellipsoi"de indiquée par Poincaré. 

TROISIÈME PARTIE. 

ELLIPSOÏDES HOMOFOCA[X. 

30. Considérons maintenant un ellipsoïde formé de couches 
homogènes comprises entre des ellipsoïdes homofocaux de révolu.tian 
en nombre fini n. Soient E:1, E 2 , ••• , En les ellipsoïdes de séparation, 
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Ei étant l'ellipsoïde extérieur. Si p1 , p2 , ••• , p,. sont les densités 
respectives des couches, posons 

... ' 

Nous supposons toutes ces quantités positives, les densités allant en 
croissant de la surface vers l'intérieur. 

L'équation d'u11 ellipsoïde E; étant 

nous poserons 

Les coordonnées d'un point quelconque de l'ellipsoïde E; sont 

X;= l/a2 + À; COSU, 

Yt= V b-J. +),;sin u cosv, 
z1 • \lb"+ À1 sin u sin 11. 

Partons d'une figure_ pour laquelle tous les points situés sur un 
• même ellipsoïde sont animés d'une même rotation ( figures de Hamy). 
Déformons-la en ajoutant à chaque couche une masse algébriquement 
nulle, de densité uniforme, égale à ï]; pour la masse ajoutée à E,-. 

Nous désignerons par E;( u, 1', À;) ou E;( M) la hauteur de cette masse 
additive placée au point M de E;. da,- étant un élément de surface placé 
en ce point, le volume élémentaire de cette masse sera E;dcr;, et le 
potentiel en un point P de EP de toute la masse placée sur E,. sera 

V'- _ ( ·fJ;é;( M) do-1• 
,,P-J,., MP 

iE;I 

Si l'on désigne par o:p, ~P, IP les cosinus directeurs de la demi-
normale extérieure à EP au point P, par V1,P et v;,P ou, plus simple-
ment, par V; et v;, les potentiels respectifs au même point de 
l'ellipsoïde E;, auquel on attribue la densité YJ,:= p;-- p;_ 1 , et de la 
masse additive d'ordre i, la hauteur Ep ( ou, plus simplement, s) de la 
couche en P est donnée par la relation 

[ ~ ( àV1 r,, àV1 àV1 ) • r,, ] , (12) z f\cxp dx,+/-'P dy +)'P dz +wj,(t--'Y+'{:,;)p + ~V;=const. 

Journ. de .~fath., tome XXXII. - Fa~c. 4, 1953. 36 
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Dans cette équation, wP représente la rotation des points de l'ellipsoïde 
E etl'ona(i 0 ) enposantc2 -b 2 -a2 

P' ' - ' 

n 

Si les valeurs des paramètres u, P, correspondant à P sont 0, ?, on 
a, pour les cosinus directeurs de la normale en P, 

d'où 
\! b" + ''P cos2 0 

CCpXp= ---;::=======' 
i/1 + k~ cos' 0 

~P _ yr _ sinO 
-- - -.- ----;=====' coscp .smcp \f1+k~cos2 0 

P étant intérieur à l'ellipsoïde Er, le potentiel de celui-ci en P est 

x [1c~ (a'+),,.) arc tgk,. 

1 ( • ,, ) ( k k,. )'· ., ( k k ) ] - - y-+;:;- arc tg ,.- -k" -x- ,.-arclg ,. , 
2 1+ r 

(10 ) Voir Mémoire cité. 
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et l'on a 
JV,. 4 I + k,~ k k ) -d =- 'Tr-k, YJr( ,.-arctg,. x, X • 

1' 

àV,. d\',. 
dy Tz 1 + k;. ( k,. ) -,-=--.-=-27r-k3 Y/r arctgk,.- -k2 , 

) -" ,. I . ,. 

d'où 

P étant extérieur à l'ellipsoïde Eq, le potentiel de celui-ci en Pa des 
dérivées partielles vérifiant 

àVq ,-- j~ di, -à=- 21r(b2 + Àq)\fa2+ ÀqYJqX ------_-_-_-, 
x ),p_),q (a2 + À,1+ À)_Vi'.f'(Î,) 

av,1 àV,1 . 
dy à::; ( b" 1 ) . 1-.-1- j dÀ -.,- = -_- =- 21r ·+ "-q y a-+ "-q YJ,1 0 ---' 

J "' ;,,;-1.q(b-+À,,+À)VCf'(A) 

ou 
<p(~) = (a2 + Àq+ À)(b2 + Àq+ À)2, 

d'où, Lous calculs .faits, 
av,, _ 4 r + 1c; ,. 
-d _ 1r k 3 YJqX(arc tgk11 - " 11 ), 

X q 

av,r av,1 
ây - d::; - I + k~ ( kp ' k) y _ ---;-- _ 21r 1ci Y/q 1 + k; - ai c tg P • 

On en déduit 

L'hypothèse de la nullité des masses ajoutées, qui se traduiL par 
les relations 

36. 
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entraîne la nullité des constantes entrant dans les équations (12 ), et 
l'on obtient les équations 

n 

- 27! 1+ k 2 [ ..,;;.. k~ "YJq 2(kp-arctgkp)cos2 8 
q=:p+I 

+ ( uc ,g k ,---; , _!, ,:}'in' a] l· 
Ce système est de la forme 

± 1 YJ;e;~~J duM + ep(P)[/(p)sin2 0 + (f(p) cos2 0] V V~ 2 = o, 
i=1 (E;) . • . I + kp cos 0 

ou 
n 

ep(P) =À~ 1 Kp;(P, M) ë1(M) du1, 1 

; i==.1 (F.iJ 

avec 
_Kp;(P, M)=Rp(P)S;(M)Gp1(P, M), À=1, 

R . p) __ VI + k~ cos2 0 1 

;,( - y'b2+ Àp f(p) sin2 0 + (f(p) cos2 0' 

Nous avons donc un système de Schmidt si Rp(P) garde un signe 
constant. 

Or on a 

Comme arc tgx - x est une fonction de x essentiellement négative, 
on voit que l'on a r.p(p) < o. 
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On a, d'autre part, 
/J 

f ( , 1 + k,2 ( k,. , .. ) p) = Wï, + 2 rr ·n,.---;:::;-- ---,;::;: - arc tg 11,. 
hr I + lir 

r.:::::t 
Il 

I k • \ l + k" 
+ 2rr( 1 _/ki -arc tgkp) Yi,,~· 

q=p+1 

On obtient immédiatement 
9 ( p) j(p)=--,., <o. 

1 + /(,~ 

En définitive, Rp(P) est négatif pour toute position de P. Le système 

Ep(P) = À~ i Kp1(P 1 M) E1(M) dfjM 
1 (E;) 

admet donc une infinité de valeurs exceptionnelles réelles dont les 
modules vont en croissant indéfiniment. Ces rll,cines en À de la 
fonction déterminante sont d'ailleurs des fonctions homogènes, de 
degré zéro, des densités des différentes couches, en même temps que 
des aplatissements. En égalant à l'unité ces valeurs de À, on obtient 
une infinité de conditions. Si l'une d'elles est vérifiée, la solution 
correspondante du système fournit la hauteur de la couche à ajouter 
en chaque point des ellipsoïdes de séparation. 

Nous retrouvons ainsi l'infinité de solutions indiquée dans notre 
Mémoire précédent. 

QUATRIÈME PARTIE. 

~~LLIPSOÏDES HOMOTHÉTIQUES. 

51. Nous allons reprendre le problème précédent, en supposant 
que les ellipsoïdes de séparation des couches, supposés toujours de 
révolution, sont homothétiques et concentriques. 

L'ellipsoïde E; a alors pour équation 
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Nous poserons 

Les coordonnées d'un point quelconque de l'ellipsoïde Ei,sont 

x,= À,acosu, 
y,= À,b sin u cosv, 
z1= À1b sin u sin r, 

u variant entre zéro el n, rentre zéro et 21t. 

Le potentiel au point· P ( xr, Yr, Zr) correspondant à u = 0, v = q,, 
de la masse ajoutée à l'ellipsoïde E; est 

V'. -1 Y/1ê1(M)drJ'M_ 
,,P- MP 

(E;) 

On doit écrire les mêmes conditions ( 12) que dans le cas précédent, 
et l'on voit encore qu'en vertu de la nullité de la màsse ajoutée à 
chaque ellipsoïde, les constantes des seconds membres doivent être 
prises égales à zéro. 

On a ici 

r.ii ( 3 + k 2 3 ) - = --arctO'k- - pp 
21r k'' 0 k2 

n 
"" [ 3 + k 2 . eq,P 3 + k" ( 1 + u},r) ] . 

+ arc tgkeq,P - k' 1 + k 2 e2 'fJq, 
q,P 

q=p+1 

avec 
Àq a 

èq,P= -, 
rq,P 

rq,r étant le demi-axe porté par l'axe des x de l'ellipsoïde homofocal 
à E1 passant en P. 

Les ellipsoïdes homofocaux à Eq étant 

la valeur de u correspondant à celui d'entre eux passant par P est 
donnée par la racine positive de ·cette équation où l'on remplace x, 
y, z par les coordonnées de P. • 
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On. trouve pour cette racine 

ÀP2 ( 1 + k 2 sin 2 0 ) - ( 2 + k2 ) À; + 1/ t::.." u = a 2~~--------~---~, 
2 

t::..,,= [ k 2 À;- (1 + k 2 sin2 0) À~ ]2 + Li k 2 À~ À~ cos2 0. 

·On en déduit 

r 2 À2a2+u À2 (1+k2 sin2 0)-k2 À2 +.rA· q,P _ 1/ _ p q V 'l 
7- a2 - 2 '. 

d'où 
2 _ k 2 À~-(1+k2 sin2 Ü)À%+1/A,, 

sq,r - 2 k2 À! cos2 0 • 

383 

D'autre part, les cosinus directeurs de 'ta demi-normale extérieure 
à l'ellipsoïde EP portant P, en ce point, ont les mêmes expressions que 
précédemment, k étant mis à la place de kP- On en déduit, en ce point, 

P. Àp b sin 2 0 
i--Y + yz = ~====== 

v' 1 + k2 cos2 0 

Le potentiel d'un .ellipsoïde Er au point P intérieur est donné par 
la formule 

1 + k 2 [ V,.(x, y, z) = 2rr YJ,. a2 k 2 À,~ arc tgk - (k- arc tgk)x2 

- 1 (arc tgk- _k __ ) (y 2 + z 2 )], 
2 l -cl- k 2 

d'où 
dV,. 1 + k2 "\ 
dx =- 4 rr ( k - arc tg·k)ApllYJ,. cos 0,. 

avr av,. 
dy dz 1 + k2 ( k ) . -•·_ = -.- =- 2rr-,.-.1 - arclgk- -k'' /•.,,bYJ,.smO. cos9 smqi n· 1 + -

On en déduit 

, av dV r)V) 
IX-+~-+"-( dx dy l dz · r,P 

1 + k 2 
[ ( k ) • ] =-21rÀpb k" Tir, 2(k-arctgk)cos2 0+ arctgk--k• sm2 0 • 

. v' 1 + k2 cos2 0 1 + -
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Le potentiel d'un ellipsoïde Eq au point P extérieur, avec 

cp(À) = O,;a2 + À) p.;b2 + À)2, 

admet des dérivées vérifiant. 

On trouve, tous calculs faits, 

dVq 1+ k" 
àx =41r--y.- Àpa'YlqCos0(arc tgkeqy- keq.r), 

av" av,, 
dy . _ dz _ I + k 2 À b • 0 ( k k e,,,P ) 
-- _ -.- __ 21T-k3 P YJqSrn arc tg Eqr- k·' ., , 
coscp smcp • ' 1 + ·eq,r 

d'où 

Reportant ces diverses expressions dans (12), on obtient le système 

n 

I + /(2 [ • • +21r7a "'-i 'Ylq _(2cos2 0-sm2 0)arctgke,1,P 

q=p+1 

Nous aurons démontré, comme dans le cas précédent, l'existence 
d'une infinité de solutions, si nous démontrons que les coefficients (f (p) 
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de cos 2 0 et f(p) de sin2 0 dans le coefficient de Ep( P) sont de signe 
constant négatif. 

Il en est bien ainsi pour le coefficient de cos 2 0 égal, à un coefficient 
positif près, à 

pp( a~c tg k - k) + Ylq( arc tgh,(,P - kEq,P)• 

q 

Quant au coefficient de sin2 0, il est égal à 

- cp( p) 
j(p)- I + f.:2! 

d'où l'inégalité à démoptrer 
j(p) < o. 

Nous obtenons donc bien encore ici une infinité de solutions. 

52. CONCLUSION. - En résumé, nous qvons obtenu, à partir des 
.figures de révolution, composées de couches homogènes de densités 
croissant de la sur face vers l'intérieur, séparées par des ellipsoi'des, soit 
homofocaux, soit concenÙ·iques et homothétiques, des figures infinùnent 
voisines, obtenues en ajoutant à chaque couche une masse infiniment 
mince de volume algébrique nul, avec conservàtion de la rotation 
lorsqu'on passe d'un point û son dérivé. 

ADDITION. 

ERRATA AU MÉMOII\E PRÉCÉDENT. 

Page 51,Egne 11, au lieu de p1 - o, p2 - p0 ••• , Pn- Pn-1 , lire ô1 -o, 
Ô2 - Ô1, • • •, Ôn - Ôn-i • 

Page 63, dans les deux dernières formules, remplacer p,, et p11-1. 

par ôP et ôp-t• 

Page 65, ligne 15, au lieu de 6, lire a. 
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Page 69, rétablir la seconde formule de la façon suivante : 

t, {- ( :: t [; ~,. T r ( :: t + ( !: t; ~q T q] (~k)p 

+; ~,. ( o:k)r ( Sk),. (Rk)p +; ~rr ( O:k)q ( Rù1 ( Sk)p} Yk= const. 


