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Les fonctions orthogonales d’Hermite

et les relations d’incertitude ;

Par A. TORTRAT.

INTRODUCTION.

Dans le livre de MM. Appell et Kampé de Fériet (*) sont exposées
les propriétés les plus simples des polynomes d’Hermite a plusieurs
variables. Citons principalement :

Les propriétés d’orthogonalité, par la méthode d'Hermite (sans
justification de la validité d’intégrations terme a terme);

Des théorémes de développement pour les polynomes, mais non
pour une fonction quelconque ;

Les équations aux dérivées partielles satisfaites, écrites pour deux
variables, avec inlégration dans ce cas du systéme des quatre
équalions et remarque que la seule solution polynomiale est celle
d’Hermite.

v

Dans un premier chapitre, nous notons tout d’abord, ourappelons,
et justifions, les formules concernant les fonctions génératrices et

Nota. — Ce travail, premiére partie d’'une Thése soutenue le 6 mars 1950
devant MM. J. Pérés, G. Darmois et P. Dubreil, constitue en presque lotalité le
développement de Notes aux Comptes rendus de [’Académie des Sciences,
présentées respectivement les 26 janvier et 16 février 1948 par M. J. Pérés, et
le 22 décembre 1947 par M. Louis de Broglie.

(*) AppeLL et Kanet oe Ferier, Sur ]

ries hypergéométriques et polynomes
d’Hermite.

Journ. de Math., tome XXXII.\# ¥



86 A. TORTRAT

leurs relations mutuelles, la plénitude du systéme des fonctions
d’Hermite ,, ou y,, et les équations aux dérivées partielles ou autres
formules de dérivation relatives aux polynomes, aux ¢, , v,, ou aux
fonctions génératrices.

Suivant alors le calcul formel de M. Norbert Wiener (*) (qui
conduit cet auteur a la formule de Mehler exprimant Ze*d,.(2) $.(y)
et qu’il applique ensuite 4 I'étude de la transformation de Fourier
et du théoréme de Plancherel (comme cas limite des formules éta-
blies), nous donnons, pour les différentes sommes XY, ()X, (x)
au nombre de seize (X,, par exemple étant une fonction ¢ ou e
d’Hermite relative a la forme ¢ ou a sa réciproque), I'expression de
deux d’entre elles et les formules de passage de celles-ci aux autres;
puis justifions ces calculs par deux méthodes, dont I'une s’appuie sur
un travail de M™ Lebedeff (*) dans le cas d’une variable et met en
évidence cerlaines propriétés des noyaux ainsi obtenus. Cetle
formule de Mehler généralisée avait déja é1é démontrée sans que nous
le sachions, par deux autres voies (*), (®), aboutissant a une forme
un peu différente dont nous établissons 1'équivalence avec celle
obtenue ici.

Il convient de noter des cas particuliers, comme par exemple la
transformation de Fourier, et la généralisalion des propriétés de’
développement uniformément convergent sur (— o, o) d’une
fonclion f(x) suivant les ¢, ().

Dans le deuxiéme chapitre, partant de relations aux dérivées
partielles entre les (¢%3¢,)* et (¢7?G,,)*, nous majorons la valeur
absolue des fonctions d’Hermite, par les formules qui généralisent
des résultats connus et trés simples dans le cas d’une variable (*). Un
lemme nous est nécessaire, sur la décomposition d’une forme

(?) Norbert Wiener, The Fourier Integral and certain of its applications.
(*) W. MyLLEr-LEBEDEFF, Die theorie der Integral gleichungen in anwen-
dung auf einige Reihenentwicklungen (Math. Ann., Bd. 64).
(*) Loscumieper, Math. Z., 1. 43, 1938, p. 783-792.
(*) EroiLyt, Math. Z., t. bk, 1938, p. 201-211.
(*) IYENGAR, Proc. Ind. Acad. Se. *PF""Z‘I'I.
¥ L g
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quadratique (ou bilinéaire) a discriminant non nul, en somme de
deux formes quadratiques (ou bilinéaires).

Nous démontrons ensuite que le systéme d’équations aux dérivées
partielles du deuxiéme ordre déja indiqué, est complétement
intégrable, faisant quelques remarques sur son intégration (connue
pour n=2).

Le troisiétme chapitre est lié aux relations d’incertitude de
Heisenberg. Aprés justification du calcul d’expressions de la forme

fx?ik!»i,.(wz)x‘ﬁi(xi) da,

nous démontrons la relation

h? 7~ ,,
(Ap)(Agr= g0 + 7= D nlonl?
0

1672 4

valable toutes les fois que Zn|a,|*< w0, la fonction d’onde étant
h

Sa,$,(x). Puis, étendons la relation ApAg> i

aux quadriques de
dispersion.

CHAPITRE I

GENERALISATION DE LA FORMULE DE MEHLER ET EQUATIONS INTEGRALES.

o(x;) est une forme quadratique définie ~>o des variables
Ty, Tay + .oy Ty

¢(z) =aymz),  Y(E&) =Pyl
est la forme réciproque avec

L= é %Pl =ayz; (&= By))-

Remarque. — Les sommations par rapport a un indice écrit deux
fois seront presque toujours sous-entendues; si une sommation ne
doit pas avoir lieu, cela sera toujours écrit explicitement.

x désignera souvent I'ensemble des variables x;, quand il n'y aura
aucune ambiguité (de méme, y, &, v, .. .).
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Aux formes ¢ et {sont attachésles fonctions et polynomes suivants :
| N 7\ g
(1) Y2 (&4, hi) = eotxi—glihi :Z <I ﬁ) HY ()
0

5 L
=13 (2, ki) :2 (1—_[ ;2—1-—'-> G (1),
0

10Y
ﬁxi)—q)('ri_?;)_k—; .

avec’

k=~ =, = — .odT/ii’ Y8(xs ki) =e

Dans la suite, nous n’écrirons plus le signe II; n; désigne toujours

n;

hyt
‘Pensemble n,, ..., n, et — le produit de ces r facteurs.

Ona
+ o +»
/ .o .f H,,i(:ci) an(xi) e—olri) — af’i&j!

c’est-a-dire = o si les deux suites n; et n; ne sont pas identiques.

Ha(2) __ = &, (x;) s’appelle le polynome normé, comme

Un; G-
G (1) = 70,

¢ ? . )
les {8 =¢ 28¢, et yi=¢e *G, forment deux suites orthogonales
I'une a I'autre sur l'intervalle (— o, -+ ), et normées ('une par
rapport & 'autre).

On a
(2) ' —VA 1

u,, Mrein !’
e

A est le déterminant |a;| >0 (A =A,= %) .
Y

Passace pe H? 4 G¥. — Remplacant la forme ¢ par sa réciproque :

J(E)—J(

Y?(wb ]11) — e‘«!/(Ei)A—q/(Ei—ki) —e 2 0”;) =7} (E” hi);

donc k
HY (o) =GY.(5), 968 (@)= V‘ﬁg;’i(m,
HY (£) = GE, (@),

(3)



LES FONCTIONS ORTHOGONALES D HERMITE 98

ou, de méme,
. 1 v,
ho(@) = =7 (8-
Vay
Remarque. — On passe de H® & G? dans (1) en remplacant /; par £;;

’ensemble des termes de méme degré total en 4, Zni: v ne change

_ alors pas, ou

]lﬂ" k"i
i i
E n—i"‘“ﬁi(ﬁ): Z mGﬁi(-’f‘):
En,':" zn;:V
d’ou il résulte que H? () est combinaison linéaire des G%, dont la
somme des indices est la méme, et réciproquement. Ainsi ¢, est

orthogonal & tout ¢, avec zn’#z n;. De méme pour les 3. Ceciest
i 1 '

lié aux propriétés des équations intégrales a noyaux symétriques
(cf. plus loin), exposées par exemple dans Goursat (Analyse, t. I1I).

PLEéNITODE DU SYSTEME DES §,. — L.a remarque précédente vaut aussi
lorsqu’on fait sur les « une transformation linéaire, mais gardant
invariante la forme .

Ramenons ¢ a-ses axes :

cP:(w) b (?0 ( X), -ﬁ": e?\EiI—ri—hi) — P Xi—g*(Xi—Ha

donc Hg,(x) est combinaison linéaire des HY/(X) avec Zn; = Zn; et
réciproquement. '

Or, {%(X) est le produit de ¢ d’Hermite a une seule variable, et
leur systéme est donc complet comme dans le cas d'une variable
(cf-, par exemple, N. Wiener, loc. citée). '

Soit alors f(x) une fonction de carré sommable, continue par
exemple, f(z)= f°(X) qui peut étre approchée en moyenne d’aussi
prés que I'on veut par une combinaison linéaire de ¢:(X), donc f(x)
par une autre combinaison de {f () [dont les Xn; ne dépassent pas
les Zn; utilisés pour approcher /°(X)].

Ceci suffit, d’aprés la définition. méme, pour démontrer que le
systéme des JF (x;) est complet, ainsi que celui des y? (x;) qui lui est
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orthogonal. Il est facile d’orthogonaliser une de ces suites, ce quinous
raméne aux y* suivant des formules données dans le livre de

MM. Appell et Kampé de Fériet.

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Y§ = e 9\%+2h&iest développable
en série absolument convergente en 4;, dans tout I'espace des A;, donc

0 . ,
hid_I%:[niY] (7 est donné),

[ n;y] désigne la série (1) dans laquelle chaque terme est multiplié par
le n; correspondant (pour un seul 7 donné a I’avance).

D’ autre part d, = 2/1 est dévelo able en serle sulvant les A} et
Part; Gz, Y PP

cette série, comme Y ‘est absolument et uniformément convergente
dans tout domaine borné des z;. On peut donc l'intégrer terme &
terme, égaler lés coefficients de A} avec le méme coeffic1ent dans y{ et
en déduire

(4) dl:),im =2(n;+1) an) c'est-a-dire g—gl =2 L dg
de (1) on tire aussi N
Hy, () = e8(— 1! =0 o)
d’ou
(%) %f]x— = 2§, — Hpe.

Dans toutes ces formules, comme dans celles qui suivront, seuls les
indices explicitement écrits, valent n;—+1, ceux non écrits ont les
valeurs implicites faisant partie du groupe (ny, n,, ..., 7).

On a alors

7} J "
hl d}Y = lli (251'— -—dzi> Y= (Zhigi— 2aijhihj)Y
et comme

9
0%

I, TR L S
= ahy, d" o =hhihyy, e 0% 0%, = 0z,0%; dgl
_ oy . ¢

(6) E;id_m_zi‘?é +2[ny]=o (i donné) (%)
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qui est équivalente, car on peut dériver (1) terme & terme comme
indiqué plus haut, a

0 H,,
d:t?i d;—,

dH,, ,
=t +onHy=o0 . (i=1,2,...,7),
B

G-

—_ 2&

donc r équalions.

o

On en tire, pour I'Y=¢"*v7:

0T ( or dF> — zE T+ [(2m4+1)T] =0 ({ donné),

(7) ozion "\ %oz o
car ‘
? , I 2
oy of T . _or\ &
m—<r+xiﬁ+m+xi&r+qggt>e.

: 4
On aurait, au contraire, pour y? et I'f e 2y :

J? 0 . .
(6) ﬁz—zxid—;+z[niy]:o (i donné)  (13),

T or or . \ -
(7") m—l—<Ezgg——xz-d?i)——w,-gi[‘—t—[@ng—}—l)l]:o (Tg),

formules qui résument les équations auxquelles satisfont tous les H,,

@ @
et G, ainsi que lese” *H, ete 2 G,.
En sommant ces équations par rapport a ¢, avec Xn;=v, on a

. 02 .0 .

(6//) %l—gg——zﬁzd—;{t +2[VY|:0 ('ﬁ’ et Yg),
" or

(7" dxidgi'—q’r"*‘[(zv'l“l)r]:o (Tg et Tg)

(mmarquer que dy = g—; dz; = -3—; d¥; entraine x; dixi =& d%) .

On remarquera le caractére invariant de ces équations dans un
changement linéaire des x;, et un changement des «;; conservant la
forme fondamentale ¢, ce qui s’accorde avec l'invariance, déja
remarquée de la famille linéaire des H,, Zn;=v, dans un tel
changement. “
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A cause de cette invariance, ’équation d’onde d’un oscillateur
a r dimensions avec force de rappel dépendant d’un potentiel
« elliptique »

AL+ 8nim

b+ —— [BE—aymz; ]y =o

ne peut étre ramenée a ce type que si a;;= o pour 3£/, auquel cas
les solutions choisies pour ¢ en Mécanique ondulatoire sont les.
fonctions d’Hermite, mais dégénérées, avec séparation des variables.

Généralisation de la formule de Mehler.

Carcuw rorMer. — Il s’agit de trouver les sommes de séries de la
forme

E lIt;"X?z,»()/i) !.P?;‘(x,) =uK(zy ¥y &).
0 .
..K est le noyau d’une transformation intégrale

e .
s@)=[ Koy ) Sy do
qui transforme
v(xz) en ¢df (x) ou (s, i) en T(ay by t;).

Autrement dit, les ¢, sont les fonctions propres de cet opérateur,
solutions de ’équation intégrale homogéne correspondante.

Rl
nL=nKe 2 transforme v9(x;, &;) en Y¥(xy b l).

I1'y a seize noyaux de ce genre; mais, appelons E la transformation
consistant a échanger ¢ et {; e, celle échangeant x et y, T le
remplacement de « par £ qui transforme

(T) , vg/\p en \/A_J;'JCC? et s¥ en \/A_d,ga,

(T’) remplacant y par 7.
Alors de

e? L= Xeg¥ (y) 885 (x) et ey L=2¢1g% (¥) 3 (2),
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on déduit, respectivement par ¢ et ET-*'T'"~', les fonctions

6?’“4'22]{ = Zt;"'g(’,ﬁi(}') ‘33,(&?) et evVpL=2% l;li‘;;ei;(}') 563;(“')-

Par E, de ces quatre-la, on déduit **L, **L,, *'L, **L.

Par T-', des quatre premiers, ceux (4 l'ordre prés) obtenus en
remplacant ¢ par ¢ dans #°(x) ou G?(x).

Enfin, par ¢ (ou E), de ces quatre derniers, les quatre restants
(asavoirde',L, *,L, %,L, %,L; ,°L, ,'L, ,*L, ,’L; *,L, par exemple;
transformant ¢ en v}). ‘

On peut donc se réduire & la recherche formelle de ,,L et ,,L.

Pour cela, ulilisons les fonctions génératrices et la formule

‘/‘“]J (xi’ J/i ) e@(}'i)—?(.)'i—/li. d)’i — e(?'-"-’i’—(?’-l’n‘*/' ili)

(comme M. Norbert Wiener pour une variable).
Or L ne comprend pas les A;. Cherchons pour — logL une
expression forme quadratique des x;, y;, #; :

-
ay

1 do
L e—lohd—~okitil+2hini—t&) gy, — 1 ( e j— - =— |-
f Yi \Yh 2 d.l'i

Soit {(;, t;) la forme
=0y (1 — b)) zxj= ¢ (@) — ¢ (L12:1),
< sa forme réciproque et ' ’

Xi— ! dc h1=

1 ot
20k’ 2 A’
I'exposant de ¢ est
— Gl )+ 3l — ) =— 7 (A) -+ 3 (= 45D
=— | hi— (ni— k)] + t(ni— &5).

L est donc de la forme A e~ aux

Afe—f[)iifl'ﬂi—liai)] d!)i: A?, car dyi .. dy,: d-y“ ... C{nr% .

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. ) 13
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r

R 2

Comme]e“‘“" di= —\/A_’

Ay

(A dépendant des ¢;),

tandis que
f2iL('z‘ii )’t ti) e—g(hg)+2hmi d‘}/l: e—ly(hgti)+2.'c;h,'l,"

d’ou, formellement

A
4 e—Tmi—l.‘E;" 2 L=

(8) c b= — ' —
VA Ay

e—T'Mi—tivi) ;

7 et 7’ sont les formes réciproques respectivement de
Z:CP(CL‘;)—CP(.’L’JI') et C’: CP(JU,) —kl}(xiti).
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES AUXQUEILES SATISFONT CES NOYAUX. —
Posons Z, = }:9¢,,. Comme
0z, . .
2t —t — an;4C,, (7 donné),
dti i

(6) devient

d’zni - do'zni dzni . — Y N = .
(6,1) m — 2417&- + 2¢; o1 = o, donc “L = Zgni(‘yl)gni(w,)

doit vérifier la méme equatlon

Si Pon écrit
A,

wy;
la nouvelle dérivée par rapport a (provenant simplement du
terme A; et de la forme 7) vaut

011 +E ou"’ _l?f - dz 02z — 4t 2%
ot ‘ou 05 o 005 Y Jurou;

uLl= e—Tl) (wi=ni— &),

I’équation (6,) devient

oL - JL

(9) (Zijt/W—l—Z—dTi:O [l donne;L(ui, iz)].
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Vérifions-le par un calcul direct sur ;L (u;, ¢),

1 . ,
L= ——e—"®) 3 un facteur constant prés.

v
s

0A- D . o
Calculons oL en dérivant successivement chaque ligne et en
i

appelant 7;; A; les mineurs (les ©;; sont les coefficients de la forme 7).
Laj®m ligne donne

7} -

g7 o (t— ) bemy=—ayt; Agmy (J 7 0)5
1

La jm ligne

— oyt Ayt (/#1) et — 20ut; Arty J=10;
soit en tout
02 aptery  on a2 —apniei— 0%
tdt[_ Pijlitjiij L xdfi—- ijeitjeij ldl,-.

Il faut encore g%; or, considérant les ; comme indépendants de ¢,
i
@) =7 (w),
a ot o du; Ot du;

— = 20 T = 5 —— e T 2L ——
ot UGl AR Al TR TR T>
et
du,- . .
—a-z_—_—-ai,-t,-xi (J#t)
et
. u;
— g Trbp— 2028 (k # l) pour 'a'zia
i
d’ou
dr ¢
] ll-d—ui = lid—ti + 4 oyjliljarix;— 20 L;t; c;2;
ou
1 JL . .
Etid—ti:aijtiti(rij— 2a;27) (¢ dang).
Comme
1 dL o 1 0L ) 4
fulldl RN s o i
L du, " L Oudw yoamE

oL oL _

Oyl e - 2 —=o0
v ’du,- du/ + dti ’

ce que nous voulions démontrer.
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Justieication pEs FormuLes. — C’est-a-dire du développement de ,,L

en t;“g'z;(-y) 962.('1:)‘
Nous partons de

f“L e%yi—oui—hi dyl: eslxil—olri—hity

que nous pouvons dériver sous le signe f, par rapport a A;, sous

condition que la dérivée soit absolument et uniformément convergente
dans un certain domaine des A;.

Or,’exposant de ¢, sous le signef est —t(n;— ;&) — o (h)+2 b,
qu’il est facile de majorer pour v; assez grand et les A;, ¢;, assez petits,
par exemple :

I

| né

!‘m——llzz[>T> soit hi: -—CP(l[), ——T(IL;I-—211>—|—T(211),

1

2 dll
d’ou

Im:l

%IML e i—9i—hi dy; majoré par Kfz[ i eur(—‘_) dy.
Une telle majoration vaudra pour une dérivation quelconquem,

puis faisant 4, =...=h,=o0,
f aL (@i iy 4) 8, (72) dyi== 0560, (1)

qui vaut dans tous les cas ou la forme © est définie positive.

Les fonctions propres de ['équation intégrale homogéne de noyau
:Li sont donc les 4, Pour z; fixe, ,,K, continue et de carré sommable
(en y;) égale son développement suivant le systéme des ., (y;); etle
coefficient de y ,,(y:) est, d’aprés ce qui vient d’étre vu, 'y, ().

Rappelons que

o) s
) QD oty
¢ *

2

uK=¢e

aun coefficient prés; et 1a formule de Mehler se prolonge dans tout le
domaine des || ot ,,K admet un développement absolument conver-
gent, c’est-a-dire A; > o.

M. Wiener, pour une variable, n’emploie pas un tel argument et
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étudie directement le développément du noyau ,,L par une méthode
plus longue et difficile &4 généraliser.

Notons aussi que les théorémes généraux de Hilbert ne s’appliquent
pas 4 un noyau qui, comme ,,L, n’est pas de carré doublement som-
mable (par rapport aux ; et aux y;).

MetHoDE bE M™ LLEBEDEFF ET THEOREMES DE DEVELOPPEMENT (loc. citée). —
Rappelons le principe de la méthode classique de Hilbert ("), Schmidt
pour établir des théorémes de développement d’une fonction suivant
la suite orthogonale ¢;.

Les ¢ sont solutions de ’équation du type de Sturm-Liouville

d d
(a) Zlp@ ]+ lat@) +au1=0
. avec des conditions limites (pour =0,  =/) homogénes, et pour
les valeurs propres A =2;. Appelons £Lu le premier membre de (a)

pour A =03 si A = o n’est pas une valeur propre, la solution de

(5) £(u)=9(2)
est ,
(e) u=f K (x, &) ¢ (E) i,

K (z, £) est la fonclion de Green, solution de £K = o & la fois par rap-

port & z et £, salisfaisant aux conditions limiles imposées, mais dont la
1

dérivée admet la discontinuité ~ 5%

pour z=E& (£K =o n’élant

pas satisfaite en ce point).

Clest la relation (¢), jointe & (b) qui sert de base aux théorémes de
développement, mais n’est applicable que si la fonction de Green
exisle. Sinon, il faut trouver par une autre méthode le noyau K; c’est

ce que fait W. Lebedeff appliquant la formule de Green
ﬂ]_vﬁ’(u) — ul(v)] :f (V g—; — u%—‘;>dt+ uy dx

(") Courant und HiLeerr, Methoden der Mathematischen Physik, Bd. |
§ 1h.
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auetytelles que £(u)= If’(v) =o0, £ et £’ étant les deux opérateurs
adjoints
» 0 »

— e ——— QU
F=5m ~o ¢ “=g=

9
o

Les u sont des fonctions de x et ¢ liées de prés aux polynomes
d’Hermite et ¢, soumise a certaines conditions limites fournira le noyau
cherché. Nous allons utiliser la méme méthode, généralisée & n
variables, et connaissant déja le noyau, pour justifier une deuxiéme
fois les propriétés de nos noyaux L(z;, y;, %), et obtenir de nouvelles
formules.

Introduisons des t; pour homogénéiser I'expression de T et L :

L= ,'A‘P e—r(rmz—tiii),
e \/A:
avec
E=ay(ntj— t:it)) xizy (7 forme réciproque de ),

1 Li(ug, T, ¢;) satisfait aux équaltions, déduites de (9g),

d0*L JdL

(9") aijrim—z(F:o (I=1, 2, ..., r; wy=1m— L:t;),
i / i

systéme d’équations adjoint a (9) (les ©; remplagant les ¢;).
Appliquons la formule de Green, avec ces deux systémes d’ope-
rateurs adjoinls :

a? d 02 d
L= dl‘jfl‘m—!—Qd—n, ,6’-___01,,1']()

a la fonction L(n;, 7;) d’une part, et & des fonctions f(7;, 7;) satis-
faisant a (9)

ef o
(9) ATy d’f):-d“f)} -+ 2 on
pour f nous pouvons prendre les <}, (y;) exprimées en v, = 7;7);

4 5Qu y; (définies par n[_oc,jyl), car (6a) devient (9) par un tel

.YT__. ety vﬁ’
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Nous intégrons dans le volume ¢ & 7+ 1 dimensions limité par
n=1=tx", =1 ou Tt}..
Il suffit d’intégrer par parties, par rapport & v, et <; pour le premier
terme du premier membre et v; et 7; pour le deuxiéme pour obtenir

’ > ’ dL d’{) d{)'
I[fEiL—LLif]dnidr.-z fsfa,ﬂ,d , Td

— /L ,/r,gf, d’“'d il dr,_-fgfl,dn,,

j doit étre sommé de 1 4 7, une intégrale sur s n’est étendue qu’a deux
faces opposées de s. Il reste finalement, si nous faisons tendre les v;°
vers l'infini, vu la forme de L :

JL dn,_f SL dn, qui vaut pour tout f,

Ti=1] ;=7
Ql‘i,fﬂ:, oot Lifdy; est indépendant de 7. On peut prendre L égal
é -—"AL e
© VA
Posons 7;=At;, A tendant vers 1 par valeurs supérieures. On a

—Tmm—t8)s tout ceci vaut tant que T est une forme définie > o.

Ue)y=(R—1) oyl tjam;=(R2—1)¢

/
et T(u):_;(u_) devient infinie quand A — 1, mais reste toujours
définie > o.
Ona

U= tl(lnl—éi) —-ni—' tin

Recherchons la limite de

. +eo ATk
Ty ..'r,fody,-._ — e »=t  fdn; lorsque A-—>1.
B SRV T V) Ve ‘

Pour vérifier que c’est f(x;, t;), ramenons 7' a ses axes

V)=, w=dyuly o uf=du=hn) — £,
i
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soit .
_(kng—Epye

. e Dy D(w)) du}
lim = Ba®s = =f(tu ti),
At = \As (u) Vir—1

car

: / 0 .

W=l il 0;j entraine D) _ A D(us)

2 Ju; D(u;) — D)
et 'intégration se sépare en r intégrations par rapport a une variable;

et la formule se réduit &
lim [e“"f(x VR 1w du =7 f(2).
A1y

Faisant 7;= 1, nous démontrons ainsi a nouveau que les ¢, (x;)
sont fonctions propres pour la valeur propre A =1I¢".

Nous voyons que les noyaux trouvés ici ne sont autres que les
noyaux de la forme e~"~*"  singuliers, généralisés au cas de r
variables.

PRropRrIETES DE DEVELOPPEMENT. — Sur la base de relations généralisaﬁt
(b)et(c)aucas ol la variable zintervient dans u, ¢ et 2, M™ Lebedeff
obtient le théoréme suivant :

Toute fonction f(x) continue ainsi que ses deux premiéres dérivées, sur
— ®, -+ w©, telle que
Af=r(2)+ (1 —2%) f(2)
soit, ainsi que son carré, sommable sur (— o, + o) est développable
en une série absolument et uniformément convergente sur (— o, -+ ® )
sutvant les () d’ Hermute.

Il est facile de passer de la & un théoréme semblable, relatif a
U'uniformité du développement, pour r variables. Nous le ferons pour
r=2.

Supposant A, f(x, y) sommable ainsi que son carré, f(z, y) est

N

approchable d’aussi prés que voulu par E a,(x) $u(y), a e pres, et
uniformément par rapport a y dans (— «©, + ).

+

an(x) = S, y)aly) dy

—_—
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est dérivable sous le signe‘/si, par exemple, fet ses dérivées des deux

premiers ordres sont bornées et
0* f(,
Aan(a) = [ | ZLEL 4 =) fl, ) |n() .

Si done f A.f(z, y)dz et f [A.f(x, y)]'dz existent et tendent,

pour y - o, vers l'infini comme y*, £ étant fini, le théoréme de déve-
loppement s’applique pour chaque «,(@)
pﬂ

an(x) -—2 amn‘}'m(ﬂ?

1

(d) =]

el M, étant la borne supérieure de {, sur (— oo, + ),

N P,

f(x; }’) '—E Zamn‘-l’m(x) k!Jn()')

n=—1 1

h1
-l
Ze-m Y M,

1

quels que soient z et y.

Choisissant N assez grand, puis les P, assez grands pour satisfaire
a (d), avec v arbitrairement petit, f(x, y) peut ainsi élre développée
en série uniformément convergente suivant les ¢,,(2)d,(y); il en est
donc de méme quand on remplace les $n(z)d.(y) par les 7
relatifs & la forme quadratique ¢(«, y), pour les mémes raisons que
celles invoquées & propos de la plénitude du systéme des ¢,. (p. 89).

D’une fagon générale, il faut supposer que

jr'A;,if(ach o xp)dz et f[ Ar flxy ..., x) P day

n’augmentent pas quand x, ..., iy, Tis1, ..., T lendent vers
I'infini, plus vite qu’un polynome déterminé par rapport a ces
variables.

Avutres METHODES. — Loschmieder a utilisé, pourr =2, I'expression
intégrale des H,,,, sous forme d’une intégrale double

— [ym+n 1({)(1‘,3') + e _1:,4,(;4, V)42 (au 4 yv)
Hp = g—): e* e ® umvr dudy.
amy/A e

Journ. de Math., vome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 14
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102
Erdélyi procéde directement, & partir des fonctions génératrices et
a I'aide de formules donnant Xa,b,3" en fonction de Xa,z" et £b,z"
et obtient la formule
N L H, ) . ¢;(E’+n'}:¢;(¢'—n')
—~_H,. ()= —————=¢ )
21 Ml @) = s

avec
_ @R 1, 09! ’
S g LY
’ 2 Oz;

EhiH'n.(x):e

n;!
¢ en ¢, étant les formes réciproques de

a} .
=+ ¢,
i

de déterminants A’ et A),.
! ti N ’
Posons ¢' =29, 1, = = les H), (x) sont alors les H? (x) avec nqs

notations et il vient
$i=20, =4y, F=ai
Y (E) =24 (2),
b,(E—m-z-%(E—m
)

(h)m
2 I
H, (y)Hy(2) = ——

2
n,!

tandis que nous avons obtenu
El?i %n.(.}’) geni(x) =2 n—;;l\/——A' (€2£>niH"5(~y) H"i(m) = e?“]')nL
i .

[%3]
AP ni i,

et
e, L =

‘Par la transformation T et le changement de ¢ en ¢, on en

¥
A ecp_y__ e— i~ E:’)’

déduit ,,L : »
ZpedeS, () 93, (2) = AZ e G () GH(E) = —
: At /B
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donc

t_i n"__l_ E , ' . 1 —~T (=€) + D ()
2( > hi!nn"(-))H"s(‘z')——-\/KA_e + ),

‘2 '
<

= étant réciproque de { = J(x;) — o(tx:).
On vérifie bien que
O A A=AAy
car, soit A 'opérateur
Ar=§ (¢({z) = (z, Az))

et t'opérateur
t(z) = (L),

alorst,, ..., %, A, A, A,, A; sont respectivement les déterminants des

transformations linéaires :

t, A, £+A; 1~--—A, A“—tAt:A_‘<A+—;—>t<—A_{_;)g,

donc
.A;:ZlA.Azt?...t,?.

Vérifions aussi que
. 1 )
—t(i— &)= J[$E+n) =g —0) — o)),
le premier membre s’écrit
___( — e u; t d _—. Lk
JYi i6t) Uiy avec 2 Oy =Yi— ticoy
le deuxiéme
I 7 ’ " o o
S @+ 00 Gt n) — (2= 90) (B— ) — 2x0ni),
avec
1 - I
( A+t—>a!:Ax, < A—i—Z)y’:Ay;
1 " * I
(—A—i—;)x =Axz, <_A+?)y”:Ay,

soit

&y b Z+ ) i— Y
;’(xi—x',-'+yi+yz)+m L 3 AL—I—yiz‘yl)—}’i
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Aw’+x” S+
’ P =" P

qui, compte tenu de

et

devient

xl_xll+yl+ylr
21

— (yi— L&) <

Il suffit finalement de vérifier que

[l / "
(A“’-—tAt)(x z ;’"ty a4 >—_-y_t£,
or c¢’est
A—1<wl_xll+‘yl+yl/)_tA<xI_wll+yl+y”)
2! 2

! "

" ! 7 " _
__d+= _(y Y _y>+~’%~?__ma,+y 2y

2 2 =y =t

La forme que nous utilisons a I’avantage de montrer que le noyau
ne dépend en réalité que de r variables et non de 2r. Par contre, il
y aura avantage & définir le domaine des |#;| ol nos formules de
développement sont valables comme celui oti @, est défini > o plutét
que celui ou { l'est; ces domaines sont identiques mais la forme ¢,
est définie beaucoup plus simplement.

Cas particuLiErs. — Faisons ¢, =1, = ... =1,=1¢, alors
P —Pix) VA 229 (T, V) —(1 + Q)+ (V)]
uK=e¢ * | L——2Y— ¢ 1) = &y, (y) Un, (2).
[r(1—2)]

I1 est symétrique, donc admet aussi bien les $,. que les y,,, comme
fonctions propres. Ceci illustre les propositions classiques sur la
décomposition des noyaux symétriques (Cf. Goursar, t. 1II du Cours
d’Analyse). :
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Pour obtenir la transformation de Fourier, prenons

gl $(E) = —=Zmgl.(y) 868 (2) = —= e, L,
1Gn(¥) §4(8) A G (y) 6, (2) JR

remplagant £ par , on a donc

=3+ Y(x) X
e T ) ey L e,
/Ay
Faisons t, = ... =t.=1,
. — ta; — 92 ; 12
t(ni— tw) = Ylu—tz) _ 9(y)—2 Tyt $(z)
= 1— ¢
. ety A+t Ui
20 (@) = ——— T R

[r(r—e)F
pour ¢t =1 c’est, formellement, la transformation de Fourier et

- fe”‘i"%,—(ﬁ) = xh (@),

(27)°

la justification donnée plus haut étant toujours valable, mais le déve-
loppement en série multiple absolument convergente ne vaut plus.

Ajoutons enfin que dans le domaine des |#| o { est une forme
définie > o, vaut une relation d’itération

f. . .fuL(-z'z, Vi T &) uli(Vo 25 Ty &) dyi= uL(xy 2, 1T, i), -
il suffit de développer ,,L(y:, 3, 7i, ;) et d'intégrer terme a terme

pour obtenir le deuxiéme membre.

CHAPITRE 1I.

LIMITATION DU MODULE DES FONCTIONS D'HERMITE
ET EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Nous voulons tout d’abord généraliser les relations

,%; (Y242 ) e | =baxeT P2, ou %p [(‘P:’?"‘%-z) )= — 2
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valable pour tout

a partir desquelles Iyengar obtient §, () < \/

n et tout .
De (1), (4) et (5), nous tirons
ML, oy 1 OHia,
"0z, st 2(n;-+1) 05 7
or
1 az, '
de=—> -—:—Z'—g:—‘:z(nl—i—l),
d’ou
J d . ,
hE a0 = d' 90+ (7— se;, (Z donné),
(1) :
— G fr= f,,_l o D f2 (fome=otn),
i
car

Jd . d
e~ 0_6; ezp_/‘ll-i+1 - a—é—i fl’?;—}-i -+ 4 xiﬁlgi+l)
0 o ..
e~ oz, eRfir = 'd—x—if;{,- + b4&ifi-

Les formules (1) sont liées aux formules de récurrence suivantes,
connues
(1)

Hyi— 28 Hy +2nayHy oy =o,
By — 22:H, - an;Hy . =o.

Cherchons des formules analogues a (1), mais portant sur les
produits 4¢, G, ; de méme que (4) et (5) du chapitre I, on a

dGn,-—H (z) . . dGni+1 .
g = 2(n;+1) G, (z) ou Xy, pr G 8,y
% =2z;G () — Gpuy(2)

et les relation de récurrence

(2,) { Gn,mi—i_axiGn;_" znkﬁikGuk—izo,

anGui— 285G+ 2mG,y =o,

qu’on peut déduire directement de (2).
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De (4), (5) et des analogues, on tire
28,4 = 9 [ ac -i 3
€96, Gn,— g‘nia'w—i n;+ nina o Gty

7} a
2xlgen;§'ni—_— gen; % gn;'l" gn;+1 'd_E; gen;—l—l
i

ou
0 J
2 E,t genig’ni: gen; d‘;‘ g'n,v+ g'n‘-m (g gcn;+1-
i i
donc
. 0
4898, Gn— oz (8€r,Gn;+ 301 Gnpra )s
1
(2)

0
41'1'5@11;9"11;: gé—i (55n;§/ni+ gelz;+1 gni+1)-

Nous devons nous servir du deuxiéme groupe d’équations (1) pour
arriver & une relation de la forme

d |=—T (Txo),

le crochet étant une combinaison & coefficients positifs de £ .

Il est difficile @ priord de savoir entre quelles équations procéder a
I’élimination pour obtenir cette formule ; pour n =3, on peut trouver
huit des équations (1), dont les premiers membres sont linéairement

' * : . d () T A
dépendants par rapport aux huit inconnues en o0 3F d’ou une

. o d . ;
relation entre les /* et leurs g% qui en sommant par rapport &, ¢,

nous a conduit a la formule cherchée.
Il nous faut tout d’abord démontrer :

Lemme. — Toute forme quadratique a r variables o(x)= a;;xx;
définie positive est décomposable sous la forme

(3) (91,2,...,h(x/;+1; ey wr) -+ '*IJi,...Jz(Eh ey E/L))

d'une somme de deux formes ~> o, aux variables respectives &y, . . .,
x etly, ..., En;
¢(z)=4¢(E), E=ayaz;.
Il en résulte que
P1e,...n est réciproque de Y(o, ..., 0;Epra, ..., Er),
$u,2,...,n  est réciproque de o(xy, ..., xp; 0, ..., 0).
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Démonstration. — Soit dans I’espace euclydien 4 r dimensions, un
systéme d’axes Oz, tels que

OM "= ¢(z,).
Appelons P le plan Oy, ..., Ozy(2yy = ... =2, =0); Il le
plan mené en O perpendiculairement a P (§, =£,=...=§,=0).

On a d’une facon unique
- = —> —_— —2
OM =O0p + Og, OM =O0p +Ozzsz,
— = .
Op et Ow étant respectivement dans P et II.

—2
p a mémes coordonnées &,, ..., £, que M, et Op est une forme

positive des &,, ..., &,. Parallélement 4 P, M se projette en m sur

Ozpyy, ..., z,=0c¢eten @ surll et Oc?x ne dépend donc que de m
OU Zpyy - oy Tpe

Celte propriété algébrique est ainsi démontrée géométriquement en
supposant ¢ définie positive; elle vaut donc pour ¢ quelconque non
dégénérée (A=|a;;|5£0), et aussi pour la forme bilinéaire symétrique
@(@;, :). Onverra plus loin une démonstration parle calcul, montrant
que la propriété s’étend a toute forme bilinéaire non dégénérée a 2 r
variables.

La formule & démontrer s’écrit

—3 [ﬁ,. g+ 3 Sufis A9t et X Ot i fhtems AP 1
t

Ly -

2 2
-+ 61’,,. . .,ir_.fn,-‘—i,. R d(Pi,,. ..,i,..t]

lyeaey -

Zd[f§i+zazf,?;_1+- SR T S R Aﬁ:—,_,,...,,.,_l].
i

Ljyeesyl
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Une fois écrite, il est relativement facile de la démontrer.

8, .., =0 désignant le déterminant formé des lignes et colonnes i,,
. . , . . AL .
Lsy .., In, €t A les mineurs algébriques de 8, les 5 sont les coefficients

ded, . &, ..., E,), tet  appartenant au groupe g=(1, ..., k) de
nombres, g’ étant le groupe complémentaire g’ =(h—+1, ..., r).
Ona

A% -
doy,.. . ,=do—d,  ,=2x;d;—2 —6—'E_i: dt;, d’apres (3).
Posons f* =X,

] .
— 28, .. 4 Xngmts. . ng—m A9,y vaut d’aprés (1),

P [0 P
) dxn‘-l——1 + 0 'a;; Xn,-g—i,n‘--i dE,i — & A i [bz Xn;g-gni—l -+ d_c‘; Xn;g——ijl dg,i,x

n; — 1 doit étre remplacé par n; — 2 quand 7 € .

\’J

Fig. 2.
Le premier terme est celui qu’il faut trouver au deuxiéme membre,
. . . . d .
il en reste trois; le troisiéme vaut —Aj;>— X, _.d¢,, le deuxiéme
23

se réduit quand (€7, a —BEEX,H"_‘,,,;_Q et se détruit avec la partie
s g

correspondante du 2° terme; il reste

9 0 ' .
(8 dti— al Al dy,) o7, Xoip—t,nim1 — Affa‘;l' Xn—1 ey AVEC (€ly;
T
le troisiéme terme, pris pour g* =1, 2, ..., A, j, avec les mineurs A’
o .
dans &' = 8‘*"“”*"7’ vaut ,
- A’li: m X"ig_1;"il—1 dEiz’

a . /]
_— ur coefficient de — — £,
son terme en Iz a po ) t de Ty oty ,,il__,d,,l

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 15
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A}/ mineur de o dans ¢, et développé suivant la ligne j, il vaut

(— 1)‘+1'oc§£A§ (—1)+t=— aliAk

(car’les a, coefficients de ¢ sont symétriques, et les A sont pris dans
un déterminant diagonal), les signes étant rapportés au seul déter-
minant 8, , ,=?d". 4

-Ceci vaut pour j > ¢, mais ¢ peut égaler j dans les termes en A’, ce

qui donne

/] . .
—0 ()_.Z',; X"il-“i d'QU' (V€ g’ )s

finalement tous les termes se détruisent. .
Cependant pour A=n, il n’y a plus de termes au premier membre
pour détruire les termes pour A==7n — 1, mais ces derniers donnent
alors, les A’ étant les mineurs A3} de A,
. 7}
A [ﬁg dy, —+ BZ dg;, | = Adzy, comme goefﬁcxent de me_,w,nr_l,
J

c’est bien le terme AdX,, _, ., _..

(rENERALISATION DU LEMME PRECEDENT. — @ (@, y) = ayx;y; estune forme
bilinéaire & déterminant A des a;;, 3£ o,
¢ =xini— Ei}’i,
avec
m= gy, G 0
ou
Yi=Byni xj= Pjki;

la forme réciproque est
‘-P(E,i, ‘f)i) = SP(xi, }’1) = ﬁijimz-

- Comme plus haut, g représente le groupe des entiers de 1 a 4,
g deh—+r1ar.
Démontrons que

(3) o, ¥) = 95( @5, ye) + by (Bgy Mg);

$(&s, M) @ pour coefficients les B;;[7, j€(g)] qui forment un 3§
mineur de A{on fait £, =n,= o[/ € (8')]}-
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La forme réciproque @, a pour coefficients les &; ; mineurs alge-
briques normés de & :

Corrélativement ¢ (z, =y, =0, &y, y,) a une forme réciproque
¢, dont les coefficients sont les mineurs algébriques normeés, solent

"Ll du déterminant e des o, 5, pour j’ € (g') (mineur de A) (I’accent

sur € indique que ce mineur est pris avec son signe).
Alors

Pg :in‘_ﬂ_i; © =0y ;= 8y Bymi= i+ 8y Prymr [re(g));

- = __Ejyp Sy &
kPg'=Zmlwi_', Zy= —e—’E,j': —8—’ o= @y + Taz,'xz [le(8)]-
h+1
En portant dans (3) et identifiant en a7, (aprés échange de 7, ¢’
et /, I' dans le deuxiéme terme)

ey - ;
(4) 8yBy+ —Lay=o  [i,je(8); 1,/ (&)

'Remarquons que &; 3;;, ou /€{g) est nul, sauf pour /=1, valant
alors 1.

Mais dans A, les ¢;; sont des mineurs & A — 1, lignes et colonnes;
et leur signe par rapport a A est le méme que par rapport a ¢ (parce
que les lignes et colonnes de & sont les & premiéres; ceci simplifie
seulement un peu la discussion des signes); un tel mineur, non normé,
* pris dans le déterminant des mineurs non normés de A, c’est-a-dire
des B;;A vaut _

Al=1(3,; 8) = Ah2le,
d’aprés les théorémes généraux sur les délerminants, ;¢ étant le mineur
complémentaire, arithmétique, formé dans A donc avec les lignes
(g + ?) et les colonnes (g' + ).

8, d’aprés la régle précédente, vaut ;;’ donc &;;= I‘—: et (4) devient .
) JeBuj—+ epjoup=o.
Ajoutons a (4') les équations auxquelles elles se réduisent si /€ (g)
fBu=o (LA, leBy=c

comme remarqué plus haut sur les ;.



112 A. TORTRAT

Multipliant par a;, et sommant ces équations de 1 a r pour /' (ou ),
on a le systéme équivalent

fe+ ehpayam=oge [ke(g)],
erpaupary=awe  [K'€(g)];

le deuxiéme groupe se vérifie immédiatement et le premier presque

~aussitot.
Développons ‘¢, deux fois, suivant la ligne 7, puis la colonne &, on

obtient
ke = ape — aypromel s

le signe — d 4 ce que le rang de ;' doit étre pris dans ¢, et non dans

¢, le premier possédant la colonne % loujours placée avant la colonne .
C. Q. F.D.

Fig. 3.

Masoration vEs H, (x;). — A l'aide de la formule précédente,
commencons par la limitation des £, (o) =4¢; (o). On a

2

n;
hni o 1 T
e — "Lge (0)r®n;!2\VA A= — ).
Développons e=*/#i en EM ('-- 1)
PP v, .
!
Le terme homogéne de degré 2 v, nous donne

0l
0] <

1 2""‘2’"
¢ N b ij . .
2 AL ajf(2ay)ih, 5 au signe preés.

Avec
ni= 2% S Sz:Z tijy



LES FONCTIONS ORTHOGONALES D'HERMITE 113

les s; sont quelconques a condition que n;— s; soit > o pair, ce qui
s'écrit
ny
ai  (2a4)4

t ! 4! tij
P Vauaj; 1

t;; St
k)

puisque aya;> af et '2_2—=§

(11/‘
Vauaj;

(2,”%&» n Y
]_]( ’_sf)! i :ijl(g_Zt,,)!

la derniére fraction est de beaucoup ma_jorée par

ou encore, posant y;;=

ki

?

| <

(1+Z 1,‘)

Yy

2

| Q

SRS

On peut aussi majorer la premiére fraction :

Zs; est pair, les s; impairs vont donc par couples, les 7; correspon-
dants étant eux-mémes impairs. On voit alors qu’on peut toujours
21
2

(ﬁ+%1ﬁ_$yu’
2 2 2 2

impairs; soit, en ¢élevant au carré, avec M = max|«;;|,

majorer par par exemple, si n, et n, sont

(M.a)" 1 ng! Mo\
Aav [ ‘J” gez, (o)é_ﬂzﬁ ou Eﬁﬁi(o)éx -#_2- . (v=2n),
3] e
ny . . . . . ng—1,n;-41
[;!J signifiant, si n; est impair, ——! _é_! :

Si v est impair J¢;, (o) =o. Soit B, celte borne.

Liviration ve [ € (o) + Z8;5€,,_,(0)+ ... ] qui est
5[96,2,’(1'1) -+ 23156,2,__,(.2:) -+ ... ],
Sini=2p,
B, 2. (e2p—1)! [pl] 1

; Mo pl(p—1)! 2p!
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maissin;=2p—+1,

Mo (p!]? (2p+1)! = Mg

B,,l__1 2 ap! pI(p+1)I__~1_<I+ I >
2p +1

Nous multiplierons donc B,, par ]](1
n;=2p;+ 1, soit B,.
Le crochet est majoré par

—\ 2 ’ 7\
B',,iI:I+C§(\/—2> +C’,ﬁ<\%> —|—j| si Zny=2v,
B;,[ -+ C} (\/3> ] si Xn;—2v 1.

[Nous avons majoré 5, , par (AM? ) =(J/h M)"]

TP I) pour tous les

Limitant chacun de ces deux crochets par( I+ ) =KA, on a

niI
Mo\ Zu 1\ [ n, |
e 29402 (xl)4K< 3 ) I I (1—0— ;) [;“J pour tous n; et tous z;.
i

On peut en déduire une limitation asymptotique analogue a celle
indiquée pour r= 1 au début de ce chapitre, car la formule de Stirling
donne

I D]
, soit la borne ~ K'(Mo)

[ni ,J \/ \/n, Vrins - n,

et il est certain que la série X£2/:3¢,,(y)&, (x) est absolument conver-

- gente a l'intérieur du cercle lhléﬁ'

CoOMPLETE INTEGRABILITE DU SYSTEME AUQUEL SATISFAIT H, (x;). — Clest
(1.6). '
Posons
-2 OH,,
Su=ane *¥,=e%H,, e —— 5 f—oayfy + Efm

d;’ n; ,fn de :
— : -+ E n; 5=Jn |5
().’L‘gd& |:2f"»+ 2x‘ —+ 0z; d;.'_ifniJ Zwi[2x1fl+ da_if .]’
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(6) devient alors |
(6" dZ¢££1+2xi df"'+2(n,+ 1) fo, =0 (¢ donné).

. VF
Si nous posons f, = d ——> F est définie 4 un polynome @,_, prés

dv
( o = ) et satisfait &

#F o OF o 0
(7) dxidé;, .T[a——!—ﬁ —= 0, car xlm_m l—ngyr'ﬁ’

systéme qui ne dépend plus des n;, et qui définit é’partir de toutes ses
solutions, des fonctions telles que e?—— o' x S5 quiégalent H, pour F=¢%.
C’est(7)dont nous allons montrer qu 11 est complétementintégrable;
soit z la fonction inconnue; les équations () donnent (% en fonction
o | x"
des 55, (154))-
Par derlvanon de I'équation (¢) par rapport aj, et de (j) par
rappert a z. On déduira

&z Pz 0°s

W et W en fonction de W (l #J #/{#L)

et ainsi de suite jusqu’aux dérivées de

T= dx, ° /‘ dx,’
désignons par
023 . r—tg
"= G (k20 k=) et ol P (k= 0,
Sij = 'g% (su=T), Xi= g%’
on a, de (7)}
(7/’) BiX;+22;T+2r; =o,
(7" BijSkj+ 2a&:rp+ 2rgp=o0 (iZ£ k),

i

\ . Jd . .
d’ott 'on tire les d_; en fonction de r;, 7, T et les X; en fonction
/
de Ty T.
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On peut alors, avec les inconnues

Uy=2 Uy == 9z up=T = Iz
t— Az—-' d.Z‘i R = —dxi...d.z‘,-
en nombre 2" écrire 2" équations aux différentielles totales ne faisant

intervenir que ces inconnues

b

Y

duy—=u, dxy +. . .+ Upyy dzy, 'dungi[u,, v u’.+1+,~(,._,,] dz,

dl' = Xz dxi.

Les 2'— 1 premiéres équations sont, de par leur nature complé-
tement intégrables (la différentielle d’une dérivée d’ordre 4, fait
intervenir les dérivées d’ordre k- 1, inconnues, et il n'y a pas de
condition de compatibilité & exprimer), mais pour la derniére, on a

Xj=—aj(22,T + 2r)) =— (25;T + 2 ay5 1),
d’ou
IX;
-d—x,-i —_— aij(gxiXk+ 254+ 2T Blk).

. .. . o0X; X, . .
On doit avoir identiquement en x;, 7, 7y, 7)?1: d—‘, aprés avoir
3 T

tiré les A;; de (7"), soit
9X; aX;i . . .
<W; — %-) =ao(2a;rits— ausy)] — 2(2aariE;— &ysu)] = 2 (Ujx— Uri),
j

d’ou

Byuje=2ri&— Byousy=2ricx+ au(22ri+ 2ru) — anfys; d'aprés (7")
et

Bijur= 20511 — Si,

soit

Buj(wjx— ury) = 2aux;ri—+ 205 ry— anBysy -+ si.

Or, sommant toutes les équations (7”) multipliées par o;(15£ k),

E ot Bij = 015 — 2Py,
3
et il vient

Skr— akzﬁ,-‘,-sk/—f- 20024 Tk—+ 201 M'ig= 0,
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donc (échanger let &, ry=ry;)
Ujpr = U}j.

Des systémes du type (7) (plus généraux) ont, supposés comple-
tement intégrables, été étudiés par Lauricella (*) qui montre que
leur solution générale dépend de 2" constantes arbitraires. Les
résultats sont rapportés dans I’Ouvrage cité de MM. Appell
et Kampé de Fériet qui les utilisent pour 7=2. Nous pourrons
regarder d’un peu plus prés la nature de ces 2" solutions linéairement

indépendantes.
(7) s’écrit
J <3§ —+ 2z;F> —=o, soit  fi— F + a2x;F,
fine dépend pas de la variable z;.
0*F 0°F .
En écrivant —— 5%, = T8, on obtient
i0c; JjUCi
df . OF _9f; __JF
d_E_I' — 21‘1@ — d;__; —_— 2.’2/(—9;—,

fz

+2x1f, ’ﬁ+2w,f

ne dépendent ni de x;, ni de z;, donc

dx,(d‘g +2x,f,>:o,

et ainsi de suite.

Posons

Fer =@, fie?= @, Sy ee=Fy, R
alors

Z:I) =fie?=@
et, d’une fagon générale,

d(I)l',,...Aik . (I)

o
d" -:ik+1—e¥.fi1»-->aik+l’
Citt1

ce f ne contenant aucune des variables d’indices ¢;, ..., fi. -

(*) Lauriceria, R. C. M. P., t. VII, 1893, p 122-129.
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 16
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A partir de la, il est facile de former des solutions linéairement
indépendantes.

Pour une combinaison donnée ¢,, ..., &, nous choisissons
,— €7; on fera le premier pas de I'intégration en écrivant

Uy eons U

®

o

et xt, 0 o fi . — V(i s Big) '5—!:11 ‘
=% (G -+ &) + 7 €% diy == e@Cinenti) [Pt da, oy,
611,11
i
Les différentes fonctionsintervenant comme constantes d’'intégration
seront déterminées par les conditions ci-dessus. :
h variant de o ar, et en prenant toutes les combinaisons des indices,

r(r 1)

on obtient 1 +r4 ———- . = 2" solutions, linéairement indé-

pendantes. Pour tI>=1, on obtient F=e¢% qui engendrera par
dérivation les polynomes d'Hermite et vu la forme des solutions pour
®, autres que 1, il n'y a pas d’autres solutions polynomales au

systéme (7).

CHAPITRE 1I.

LES RELATIONS D'INCERTITUDE DE HEISENBERG.

CompriMents sur LEs ¢, (;). — Des définitions résulte que toute
expression P(@;){, (x;) est de carré sommable sur (— o, 4 «), en
particulier 7'}, (x;), P(x;) étant un polynome. On obtient les
relations d’orthogonalité entre ces fonctions et les z{'y, (x;) par la
méme méthode que pour pi=qi=no.

9y

Posant ;= ;-4 h; - ——, on a en effet
e=eyY (@i hu) Y3 @i, ki) = exlikimea,
On peut donc calculer

+ = L ‘-P
e‘zh;k;f <5i+ hi+ = .__> %) ds;
. 2 dk

et le résultat se développe en série absolument convergente en h;, k;.
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‘On identifie alors ce développement et celui obtenu en intégrant
terme a terme
B ke
PP — . .
eYie e—‘?z Z m! ng ! H, Gy
C’estla méthode utilisée par Hermite, et que rapportent MM. Appell
et Kampé de Fériet (loc. cit.), pour démontrer l'orthogonalité des -
suites ¢, et y,, mais sans justifier I'intégration terme a terme, ce
qu’il nous reste a faire.
Posons

n
mn;
12 = Sn—+ Pns I E h;H,
1 mi ! n;

(c’est-a-dire m,, ..., m, variantde 1 a n).
Le développement de y? est majoré par celui, Y obtenu en

remplacant dans e~?* 22 = Jes coefficients de ’exposant par leurs
e -8
valeurs absolues. [ e *5, est arbitrairement petit, car e *o,
peut,
|z|>X

majoré parf e *v?Vest pour X assez grand <— %-—]— o;ih;z; étant

j2]1>X

10)-g

=1 5» k=4, par exemple, si X est assez grand> f e “on
|z <X

I'est aussi pour n assez grand, comme on le vérifie avec la série

. . . 1774
majorante, en majorant de la facon classique 2 —
n—+1

De méme fe‘@pfl est arbitrairement petit pour n assez grand,

donc (") fe‘?(p:‘,—{—zp,,sn) Pest aussi (e_

maximum de ¢ *y¥, quel que soit n).
On a donc bien

. hm., kn,
fe.}r hi—0 (59 dz:z fe—‘?— h,,llG,l‘dx

ro-@

s, est borné par le

(*y Nous montrons, pour simplifier, que l’mtegratxon terme a terme
de e=2[y? (k) ]® est licite, mais le méme argument vaut pour e-@ﬂ’(h VY3 (ki)-
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et le méme raisonnement, donc le méme processus d’identification,
vaut aussi si 'on intégre x'e~?y?y? (p; £ 0).

Les relations de récurrence (Il.1’) nous permettraient aussi
d’obtenir, de proche en proche, les valeurs des différentes expressions

f’xy“pl/z;x’z;dxi-
Soit r= I,
) —h?+9 R
€ hn —— p ' . h x
P =—> _iHi(x):e 208 . g2l si A= ——, = —=
20° n! V2o V2o

H désignant le polynome relatif 4 9 =a?, on a

()= s (7 )

mais si I'on norme e ?H?* et non ¢ *H, G,, on obtiendra le coefficient
’
a, avec
2%n! —
L5 p—
a, = (‘2—02—)”\/2
au lieu de a>=2"n! \/27a.
Soit ‘

(i)
_,t._uﬂ \/20

()= "7 ——=73
(Vamoann!)®

d’autre part
< hk _(.r—h— k)2

ei=¢e"e %

donc
s hk : L hk
fxe—?ywkdxze”’(h—i—k)fe 2 dz —=\/ano(h + k) e”,
car
~+ o0 z3 e o s !
- 20% f. ' xan(x)clei(x) Y 1
[-w ze da—_O, anan+1[w —n—lwdx——\/2'ﬁ0’m’

fxcpz_icpzdw=a\/5, fw%%d@:o si |p—ql#1
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Ces résultats vont nous servir pour évaluer la dispersion d’une
variable ¢, sa loi de probabilité étant une fonction {(g) de carré du
module sommable sur (— o, + o).

CarcuL bE Ag. — g est une variable d’espace, rapportée a sa valeur
moyenne, c’est-a-dire que fq[qalqu: 0. Soit Ag=oc ’écart moyen,

c’est-a-dire , par définition, || /|| désignant la

norme de la fonction fou laracine carrée de I’ mtegrale de ff*=|f]*.

La fonction d’onde ¢, la plus simple, telle que ¢=o, ¢*=a"

(w désigne f:v]qu dq, moyenne de w> est
(27?5)

naturel de calculer (Ag)* en développant ¢ suivant les ¢,.
Soit

i
7= 9;() et il est tout

b=) 2,0, Sapon=r1,

0

¢ appartenant & L et normé.
Supposons gy € L. Les coefficients de son développement suivant
les p; sont (**)
n=(9ny q¥) = (qn, ¥) = (V7 oy + V7 + 1 ta),

puisque (comme vu ci-dessus)

qon=0(yn Gns+Vn+10,),
donc

lgy =03 |VAdns+VE+ 1 |

@

= 2[(2n—|—1){an|?+ 2/ (n+1) (7 +2) Rapal,, ]

(1) (f, &) désigne le scalaire ff*gdq.
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8i Zn|a,|* converge, Z] V(n—+ 1)(n+‘2)0{anan+2| est borné par

\/s<s+x)=\/2(n+x>|anv\/2niw,

et g appartient bien & L?; cette seule hypothése suffit pour que la
formule de développement soit valable.

- Passae o Ap. — Un calcul analogue quoique de justification
moins facile pourrait étre fait pour 'opérateur adjoint a la variable
conjuguée p.

1pvi= 5

mais il est beaucoup plus simple d'utiliser la relation, classique en
Mécanique ondulatoire, entre les lois de probabilit¢ de deux
variables conjuguées,

+e 2w
I 7w P

?(p)zv—ﬁ e $(q)dg.

C’est a peu prés la transformation de Fourier, que I'on peut
appliquer (dans l'espace; de Hilbert) a toute fonction de carré
sommable. Elle transforme ¢,(x) en i"¢,(x), pour o =1.

Comme ¢;(z) =29, (\-/—_2—;> » 4 un coefficient preés, on en déduit

-+
\/;_f ey o3 (y) dy =\ 2aingl(202z)
2MJ_ o

-+ e
1 T e 4o

g —-L—n _g 2000 — : el .
vil.© %(q)dq—\/l-l\/zrvwcp,z( 7 p) ¢(p)

et

= Za, @, soit ¢ = i, 0,,

h LTe?

7o) (p)=—(— 3 Y@ Y dl,  t=— -
J (7) S ;

v . NRT " JhTo* .
On passe de ¢ 4 ¢/ en multipliant par \/T et «, par ",

o h? “ . o . *
| Ap |[P= 6niot [1 + 22n o |2 — 22\/n(n —1) G{a,,an_g:,,
0 2
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formule valable dans les mémes condmons que la précédente (conver-
gence de Xn |2, ]?)-

De
Olnt1
fppemmad o g nio,—
||qu| 2 | ni|l Ofll—\/+’l

et

|2
[0 4 I
[ Zn \/I + 1 ’ ,
Opy n
on déduit que l'existence simultanée des moments d’ordre 2 pour p

2 <car sinon I + \/ +~

a 1 . . ’ ,
et 1 ——a”—“\/l -+ tendraient simultanément vers zéro, ce qui est
n—1

/l?' . 132
lpdlr= Bt 2 ndnp—y
0

et ¢ entraine la convergence de Zn|a,

impossible)-
Mais Ag peut exister (c’est-a-dire g € L?) sans que Ap existe;
il suffit de prendre

= "

mais alors Xn|a,[?=ow
n

(et réciproquement Ap peut exister et non Ag).
D’ot, puisque ||Ag|*=q?,
. —23\Vn(n—=1)Roana;_,=23n| o, %,
soit

he J X
(A (Ag)= s + anw

sous ’hypothése que ces deux moments d’ordre 2 existent; p est aussi
rapporté a sa valeur moyenne. Le produit des écarts est minimum
pour la loi de Gauss, comme nous le savons bien, et pour une autre
loi, augmente d’autant plus que 'on «s’écarte » plus de cette loi.

Les mémes formules valent pour r variables d’espace, relativement
a deux variables conjuguées de cet espace, il suffit si

— ¥
\P = =%y Pugyn
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de remplacer |, |* par Z T

2 soit
J#E
h? h?
Ap; 2| Ag; | = —23n; |« 2
I Pli | 9:1 l67’[2+[}7‘f2 i %y, n,|

la sommation étant étendue a tous les indices.
On a rapporté ¢ aux

T cpg:(;v,) S0 () (61=A47q4, ..., or=Agq,).

Supposons que nous rapportions ¢ a des 9° de base ¢ quelconque

par rapport & Ag et soit % = k. On a alors

h?

(Ap)= = (2 — k*+ 42n| o )

ou

& &
(8p)*(Ag )= ooz k(2 — k) 4 7 K En an |

Si k£ 1 le premier terme au deuxiéme membre est diminué, mais
les termes suivants ne peuvent jamais étre nuls. Prenons, par
exemple, le cas ou ¢ =97,

2

]'_
(Agy=c*(ap+1),  (Ap)= -~ (2p+1),

2

1

R h? h
(Ap»(Aqy= o0 + rp(p+1)  ou  ApAg= 2_n<1’+ ;>.

Ce résultat s’applique au p*= état stationnaire de I'oscillateur
harmonique linéaire, et précise dans ce cas I’équivalence présumée
par Heisenberg comme valable dans tous les cas pour le p®=° niveau
stationnaire :

h
ApAg~p -
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Relations d’incertitude exprimées par les quadriques de dispersion.

Rappelons 'origine mathématique de ces relations. Soient A et B
deux opérateurs hermitiens [c’est-a-dire ({, A9)=(A{, 0)]. Ad=/,
Bl =g. (f, 8) et (g, f)sont deux nombres complexes conjugués.

L’inégalité de Schwartz s’écrit

1 gy p= | LETEN L LD ZONT 2y pipig

21

ou comme (f, 8)= (¢, ABy)= AB, cest-a-dire moyenne de AB
(pour la fonction d’onde {)
(aapamys [ AEZBR ) [ABZFAY

21
pour A=¢,B=p,
' AB—BA &k h

> —m, d’ou APAqé[;_E.

- Quabriques pE pispErsioN. — Celle relative aux coordonnées d’espace,
¢i, a pour équation f(u;)=1,

Slu) =f¢*(2u,-q,-)2q;dr:-__ (wigi)* (dr=dgq, ... dqn),

Nous appellerons G(«;) = 1 celle relative aux coordonnées p; (4 un
coefficient preés), soit
*hr R o |

Ces quadriques sont évidemment du type ~>o, ¢’est-a-dire ellipsoide,
Dans un changement linéaire de coordonnées, les u; et x; doivent
étre considérées comme coordonnées de variances contraires : u;

covarianles et x; contrevariantes, c’est-a-dire subissant la méme
2 h!

1’
fm?’

he
16 2

0
G(.Z‘i = “ Z-’Ei d—;lji

. h? ) oy
transformation que les q;, alors G(x;) 5 Teprésente ” % axe

des z ayant pour vecteur unitaire le vecteur de composantes contre-
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 17
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variantes z; et f(u;) représente “ <01\_/I> 06> ) 66 ayant les u; pour
composantes covariantes. Si I'on fait u; = 2; la quantité f(u;) G(u;)
n’a de signification physique que relativement 4 des changements
unitaires de coordonnées, les axes ¢; étant supposés primitivement
orthogonaux. De toutes fagons, on a (cette hypothése pouvant
toujours étre faite)

S(w) Gu) > (2w} )?

. . . I/ .
qui exprime que la relation Ap Aqézin vaut pour toute variable
d’espace et sa conjuguée; 'égalité n’aura lieu identiquement que si la
P juguee; Leg : q q
loi pour g est toujours celle de Gauss, soit
~Zq

Y=e 7 (Jao)E.

Pour obtenir une forme plus précise et s’exprimant géométri-
quement au moyen des quadriques de dispersion, il faut donc
introduire la forme F(x;), réciproque de f(u;).

Cas pE 1A LoI DE (GauUSS :

r

(2m)*>
Yo=—e¢ , ay=—

22 \/K

A déterminant de .

Si / est la forme réciproque de ¢, la quadrique de dispersion de ¢,
est f(u;)=1. Le plus simple est, pour le voir, de ramener ¢ & des
axes qui lui solent conjugués, soit

f(“""f>”‘!'o * df=f(u;qi-)'2e

(27r)

2:],"

—dq;= Zu;* car \Adg,=dq;

Comme u; et ¢; sont de variances contraires, Xu,” = forme réci-
proque de Zq;*, f(u;) est celle de o(g).
De méme,

2l =

Jd .
x—j“= (22iq) b= 2a7°



LES FONCTIONS ORTHOGONALES D’HERMITE

et les z; et ¢; ayant méme variance,
G(z:) = ¢ ().
Donc pour la loi de Gauss,

© G(u) — F(w)=o,

14 Iq
2

remarquons que si § = H (V2o,) e 71,

agj [~¥]
&)

Sl 6wy = (ot up) (55 ) = (Zut )2+V< ~ 2Vt

qui ne se réduit au premier terme que si tous les o; sont égaux entre

eux.

Dans le cas général, il est naturel de poser, supposant f(u;) connue,

donc F(x),
' RS P (27r)’_

b =y x(g:), %za—oe‘_, aj= 73

avec les notations habituelles &; = %i;q;, F(gi) = f(&:), posant

‘G(xt) flzxi

Soient trois termes; le premier est \

Wi = %y &y

I

d 2
e ’Ew;(d— - gﬁ,x)‘ |G |2 e

dy |2
ez
le troisiéme
7 13w 0k de= 7 [1Zuqp (9] de= § f(u) = L Fa);

les termes rectangles s’annulent car, par exemple :

f(gq x "‘ )E/NM df—fl o '——(/cx)Ezdf——flxl Yol (o — i) s
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or de
[ E g de=flu) =F (@)= [14p(Sairds,
on tire -
55= [y Pude=ay.
Il reste

G(z;))=F(z;) + [;f l Zwigqli|2| Yo |2 dr,

le deuxiéme terme ne s’annulant identiquement que pour y = const.,
ou loi de Gauss.

o : S : d N
Atnst la quadrique de dispersion relative aux 2——, soit G(x;)=1,
dgg
est entiérement intérieure & la quadrique polaire réciproque de

S(w;)=1, quadrique de dispersion relative aux g¢;. Ces deux
quadriques ne se confondent que pour une loi de Gauss (c’est-a-dire

Y

en e ?), elles peuvent se toucher en 1, 2, ..., A points si v, ne
0

dépend effectivement que de r—1, ..., r—h combinaisons
linéaires des g¢;.



