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1T

ESSAI SUR LES FINANCES D’APRES-GUERRE
DE LA ROUMANIE

EN RAPPORT

AVEC LES MOUVEMENTS ECONOMIQUES EUROPEENS

Thése soutenu e pour l'obtention du dipldme de statisticien de U'Institut de Statistique
de I'Université de Paris le 19 juin 1925

Suite (")

DEUXIEME PARTIE (®

L’ENONCE DU PROBLEME DE LA CORRELATION

§ 1. — Etant donnés deux phénoménes, il est toujours intéressant de
connaitre s’il y a ou non une dépendance entre ces phénoménes et dans le
cas affirmatif, quelle est la nature de cette dépendance

Analytiquement, ce probléme conduit & envisager les deux séries de gran-
deur statistiques.

Ty Tgyeoe, Tn
Yv Yo - <5 Yn

qui mesurent les phénoménes donnés et & rechercher une fonction f (z) telle,
que t'on ait :
y=f@)—M@E=12...,n).

La fonction f (z) sera alors la traduction analytique de la dépendance des
phénomcnes donnés.

Or, en général il existe une infinité de fonctions pareilles. Pour s’assurer
qu’il en est ainsi il suffit d’interpoler, non pas sur les deux séries données,
mais sur les deux séries suivanies :

ZiyZgy + 5 Zuy Lot 1900y Tugm

Yo Y- 5 Y Yo r sy Yagm

(1) Voir numéro d’octobre 1926. .

(2) Dans une nole présentee a la séance du 2 aoit 1926 de I’Académie des Sciences de
Paris, nous avons résume les resultats que nous exposons dans cette partie de notre
travail.
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ou les 2 m quantités ., ..., T, |y Yy p4reey Ynym SONt des paramétres choisis
arbitrairement. En d’autres termes, si on définit la fonction f (2), par la seule
condition de satisfaire au systéme d’égalités (1), elle est indéterminée. Pour-
tant, on ne peut nullement conclure de 13, qu’étant donnés deux phénomeénes,
il existe toujours une dépendance entre ces phénoménes et que cette dépen-
dance peut étre exprimée analytiquement d’une infinité de maniéres diffé-
rentes. Car, il est évident que les fonctions f (x) ainsi déterminées ne soat que
des expressions analyliques n’ayant que des rapports trés lointains avec les
phénoménes considérés.

La question qui se pose est, en définitive, de savoir non pas si entre les z et
les y donnés il y a une relation quelconque, car en général il y une infinité de
pareilles relations, mais de savoir, si entre ces quantités il y a une dépendance,
dont la forme est connue a priori. Se donner a priori, une forme déterminée
pour la loi de dépendance n’est autre chose, qu’'exprimer en langage mathé-
matique les différentes hypothéses qu'on admet au début de I’étude de tout
phénomeéne physique ou social. Ainsi, pour prendre un exemple concret,
supposer par hypothése que le taux instantané, de natalité d’une certaine
population est proportionnel & 11 grandeur de cette population, ¢’est admettre
a prwri, que la grandeur d’une population est susceptible d’étre représentée,
en fonction du temps, par une expression exponentielle.

§ 2. — Nous nous proposons donc, d’examiner dans cette partie de notre
mémoire, le probléme de la corrélation, énoncé de la maniére suivante :
Etant données deux séries de grandeurs statistiques :

1‘1, Loy ++y Tn (S)
Y.Y2 -+ >»Yn
et une loi de dépendance :
y=1(z, a0, ay,..., a) 9

ou ao, @, ....., @, sont des constantes arbitraires, — dont le nombre est infé-
rieur & n, — quand peut-on affirmer que les y donnés sont liés aux x donnés,
par la loi de dépendance donnée?

Il va sans dire, qu’en général, il sera impossible de déterminer les constantes
do, @y, -.-.., @, de maniére & avoir :

y=f @, a,...,0) (=12 ...,n).

Par conséquent, la loi de dépendance ne sera, en général, vérifiée que d’une
maniére approchée. Il y a donc lieu de se demander comment peut-on recon-
naitre, a priori, si I'approximation qu’on est ainsi conduit & envisager est
satisfaisante ou non.

Nous nous proposons de montrer que la considération de certains coefficients
de corrélation, peut permettre de donner une réponse a cette question.

Le premier chapitre a pour objet la formation de ces coefficients, le second
chapitre est destiné & faire voir I'intérét que présentent certains, parmi ces
coefficients pour le probléme que nous nous sommes posé,
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LES COEFFICIENTS DE CORRELATION

§ 3. — Etant données les deux séries de grandeurs statistiques (S) et la loi
de dépendance (L), nous appellerons coefficient de corrélation relatif a la loi
de dépendance (L) une fonction :

r="F @y, Ty..., Tny Y15- . o5 Yn)
qui remplit les conditions suivantes :

1°. La fonction F est homogéne et de degré zéro par rapport aux variables
Zyy Tyy eeeeny T, d'un coté et yy, v, ..., ¥, de autre. Ou, autrement dit, la valeur
de r reste invariable si on change les unités de mesure des = ou des y;

20 Pour toute valeur réelle des variables, on a :

—IL<r<L<+ 1. —
De plus, si les valeurs des grandeurs (S) sont telles qu’il est possible de déter
miner les constantes, do, 4, ....., 4, de maniére & avoir :

. y,=1f (2,080 83...,8) (i=1,2,...,n)
on a aussi :

=1, —
Et, réciproquement.
La définition méme des coefficients de corrélation nous suggére comment
on peut les former. Ecrivons les n relations suivantes :

2) y=Ff(y00.. ,4))(i=1,2,...,n).

et éliminons entre ces équations les p + 1 constantes arbitraires dg, @, .vu0ey @0
Soient :

Gy (%1, Zg- .y T, Y1, Yo+ - -1 Yn) =0
2 (T1) Tgy- 3 Ty Yo, Yoo - -1 Yn) =0

................ K 3

les n-p-1 relations qui expriment le résultat de cette élimination. Ces équa-
tions ne sont autre chose que les conditions nécessaires et suffisantes pour que
le systéme (2), dont les inconnues sont as, g, ....., a, soit compatible. Si la
loi de dépendance, et nous supposons qu’il en est ainsi, ne change pss, pour
un changement d’unités, il est évident que les fonctions G sont homogenes.

Pour former le coefficient de corrélation cherché, il suffit de choisir arbi-
trairement une fonction homogeéne :

H (), %gy... Zny Y1, Y2+ -+ Yn)
telle que si I'on a :
H=0
on ait aussi :
G1=G’= ...=Gn—p—1=0

et réciproquement. Il est clair qu’il existe une infinité de fonctions H, qui
remplissent ces conditions. Pour le montrer, il suffit, de donner & la fonction H
la forme suivante :
@ H=p@ G +umGh+ ... +ph Gl i + K2 (@, %y B Y1a Yo+ -1 W)
1re SERIE — 67¢ VOLUME — N° 11, 26
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ou les p sont des fonctions homogénes, toujours positives et ne s’annulant
pour aucune valeur réelle des variables, sauf, peut-étre pour :
Ty=Tg==... == T = Yf; =. yn=0,—

Ainsi, on peut prendre pour les p des constartes ou des polynémes homo-
génes de degré pair, dont tous les coefficients sont positifs et tous les exposants
pairs. La fonction K est une fonction homogéne, du méme degré d’homogé-
néité que les p G et qui s’annulesil'ona:

G =GCy= ..=Gy_p_ =0, —

Il est évident qu’on peut remplacer dans (4) I'exposant 2 des G, par tout
autre entier, pair et positif sans que la fonction H cesse de remplir les condi-
tions imposées.

La fonction H, étant choisie, on le mettra sous la forme :
H=(M; N, + M, No+4... 4+ M, N (M +...4+ M) (N} +...+ N})

les M ct les N étant & leur tour, des fonctions homogeénes. Ces fonctions doivent
étre déterminées pour chaque forme de H, Si leur détermination est possible,
I'expression :

M Ny +M, N,+. +MN,

r=
V(M +M: + ..+ M) (NI + N; .. + N}

est un coefficient de corrélation relatif a la loi de dépendance (L).

Il résulte aussi, de la méthode employée, que pour toute loi de dépendance
donnée, on peut concevoir une infinité de coefficients de corrélation.

De plus, tout coefficient 7, ainsi obtenu, est caractéristique pour la loi (L)
correspondante, dans ce sens qu’une méme fonction :

r=-F (23, Tgye .. Tu, Ypy0++5 Yn)

ne peut pas étre a la fois coefficient de corrélation pour deux — ef, a plus
forte raison pour plus de deux — lois de dépendance difiérentes :

y=1(z, ao, ay,..., a;) et y= g (2, ao, ay,. .., a,).

En effet, pour que la fonction F soit coefficient de corrélation & Ja fois pour f
et pour g, il faudrait que les systémes (3) relatifs & ces lois ne soient pas
distinctes I'un de ’antre, ce qui est impossible.

*
* %

§ 4. — Pour mieux préciser les généralités qui précédent, considérons le cas
particulier, remarquablement intéressant ,ou la loi de dépendance est linéaire,
soit :

f (x, o, aG)=a+a; 2

@0 el «; étant des constantes arbitraires. En désignant par 3, , , le détermi-
nant :

111
Z, X T,
Yo Us Yx

A”y B
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les fonctions G sont dans ce cas particulier :
Gl = Al,a,x, G$= As»sw- .oy Gu_.t_- == Au—s,n—l,n. —

Les coefficients de corrélation de MM. March et Pearson sont des coefficients

de corrélation par la loi linéaire, dans le sens que nous venons d’indiquer.
En effet, posons :

E ((6 ——'ﬁa+1)(y,""yt+ 1)

B Yo By ) = \/[2 (z—-x.+.)][2 (y.—y*+"']

k est le coefficient de corrélation introduit par M. March. 11 est évident que ce
coefficient satisfait & la condition d’homogénéité. De plus, si les = et les y sont

tels, qu’il est possible de déterminer les constantes g, et a,, de manicre a
avoir :

k=F(xy, 7, ..

Y=o+ ar (E=14,3...,0)
on a aussi :
B=1 —
Et réciproquement, de cette relation on déduit facilement :

Y1—=Y2_Yo—Us_ ,, Y-t —Us ®)
xl—.’b" 1‘,-—1‘3 xn-—l"_"xﬂ

Désignons par M, le point qui a, par rapport & un systéme d’axes rectangulaires,
les coordonnées z; et y;. L,e systéme (5) exprime I'égalité des coefficients angu
laires des droites M; My, My M;, ....., M, _, M,.. Dong, si 'on a &% = 1, les
points M;, My, ....., M, sont sur yne méme drgite et par conséquent les y; sont
liés aux r; par une relation linéaire. Notre affirmation en ce qui concerne
le coefficient k se trouve ainsi justifiée.

11 est facile de voir que la fonction H, qui correspond au coefficient k, a
bien la forme indiquée par P’égalité (4). Considérons & ce sujet la somme :

H—a}_?.“ By [(@a— Zag1) (Yo — Yp 1) — (@ — Ty 1) (e — Y + 1)

Soient :

N2
S= §l [@e — #at-1) Wttt — Yot 2) — (Bt 1 — Zat2) (Yo — Ya 4+ 1)

et K2 la somme des termes de H qui n’appartiennent pas a S. 11 est évident
que 'on a :
n—2

S= 2 Av,v+l,v+2— 21G2

Quant a la somme K2, elle est composée par des termes de la forme :
[(#x — Tut1) (Y — Yo +1) — @ — Tp+1) (Y — Yo+ 1)
ol -« > 2 et on voit aisément, que chacun de ces termes s’annule i ’on a :
G=Gy=... =Gp—_2=0.—
Les p,, qui figyrent dans (4) sont tous égaux a I'unité. De méme, dans ce
cas, les fonctions M; et N; sont respectivement :

Nzyimy"l'!l (i=i,2,..-’n-"4).'rﬂ'
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Passons maintenant au coefficient r :
\1“ (x' _,Eli-.iz-i_—'ﬂ) (y‘ — % + Ya ... yn)

=1 n n

vqﬁ(x—“+g+“+“fﬂ§(‘~%+%+”+%Y]
i=1\" n Lizy \Y n

de M. Pearson. On peut facilement démontrer, par une méthode absolument
analogue a celle employée pour le coefficient k, que si les points M, (i =1,2, ....n)
sont en ligne droite, on a :

r=

r2=1
et réciproquement.
La fonction H d’ou l'on peut déduire r, est :

2
H=[EQ—%+%jm+ﬂ][%@_%+%im+%q
=1 i=1

i Ty + 2o +...+ 2, 4+ Yot . o Yu\ |2
lz(x‘__ 1 2n )<y'_yl yzn y)]

On trouve facilement :

d’ou Ton conclut que H est encore de la forme indiquée par (4).
Les fonctions M, et N, deviennent maintenant :
Ty 4 Ty ...+ Ty
n

N=g— sttt

M=xz—

(i=1,2,...,n).

§ 5. — On peut montrer sans aucune difficulté, que pour la loi de dépen-
dance linéaire, il existe une infinité de coefficients de corrélation. Il suffit
pour cela de décomposer les points M,, dans un certain nombre de groupes
de points et d’appliquer soit le coefficient k, soit le coefficient r, non pas aux
points M, eux-mémes, mais & des points du groupe qui jouissent de la pro-
priété que, s’ils sont en ligne droite, tous les points du groupe le sont. Ainsi,
on obtient un autre coefficient de corrélation si on détermine le coefficient r,
ou k, pour les milieux des cotés des triangles M, _; M, M, , ,, c’est-a-dire si
on opére non pas sur les r; et y, donnés, mais sur les quantités :

x.—l-év.+1,x.+1+$._1,x._1+$,

2 2 2
A +2yl+l, Yoy "*2' y-—l’ yl_i;_y’ (i=2' 3’“., n— 1)'
*
* %

§ 6. — Supposons maintenant, que la loi de dépendance (L) ait une forme
telle que des égalités (2), du paragraphe 3, on puisse déduire :

g (%, Zgy. T, Ypo- Yu) = A, + AI k; (T3 Tay  +3%my Y15+ > BWiE=12...,1

et réciproquement. Dans cette derniére égalité les g, et les A; sont des fonctions
convenablement choisies, tandis que A, et A, sont des constantes. Sousces
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conditions, il est clair que tout coefficient de corrélation relatif a la loi de
dépendance linéaire et calculé pour les deux séries de variables :

8. (xv gy - o5 Tns Y1 Yoo LA ] yn)
h. (%1, Ty o vy Zn, Yn» Yo, .« Yn) = 1, 2,. ) 1)

est coefficient de corrélation pour la loi de dépendance donnée (L) entre les
variables données (S).
Considérons comme application la loi de dépendance parabolique :

f(2) =ao + a, ©+ a, 2% —
Le systéme (2) d’égalités devient dans ce cas :
(2) Yyy=do+ a;z, +ap z} (i=1,2,...,n)
d’ou 'on déduit :

z::g;=a1+an (z,+z) —(E=2...,n)

Réciproquement, s1 les .c et les y donnés, sont tels, qu’il est possible de déter-
miner les constantes a, et a, de maniére que ce dernier systéme d’égalités soit
satisfait, on peut déterminer a, de maniére que le systéme (2’) le soit aussi.
Done, tout coefficient de corrélation relatif a la loi hnéaire, calculé pour les
grandeurs :

1'=+ Iy, x3 + Ty o a:,.+x1

Yo=Y Ys—U 4 —H%

Ta— % T3— T T — Iy
est coefficient de corrélation relatif & la loi de dépendance parabolique entre
les grandeurs données :

Xy, Lgye ooy Tn
Y Yoo . - > Yoo —

§ 7. — Un artifice absolument analogue réussit si on 'applique & la loi de
Makeham. Nous rappelons qu’en vertu de cette loi, le nombre des survivants
d’age . serait :

x

X C
v.=ks. g

k, s, g et c étant des constantes, ou encore :

z log. ¢
e+Brt+ye
vy=e

a, B, v, et ¢ étant aussi des constantes. Supposons connus certains nombres de
survivants :
Va' 1 Vz,i" L | V!.ﬂ

d’&ges respectivement :
.'121, xz,. “s x". -

Posons :
y=logV,, i=12... n
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On sait, qu’étant donnés les nombres V_,. on peut facilefent en déduite

la valeur de ¢ (Voir, PoreriN pu MortEL, Théorie des assiirances sur la vie,
page 141). Donc, on a :

log ¢ =¢ (2}, Ty, .+ 5 Ty Y Yoy - > Yn) —

On conclut de la, que tout coefficient corrélation relatif a la loi linéaire,
calculé pour les quantités :
X3P (X X200 X, Ui Ubooss Un) — (%19 pX39 — %19 Cxno— €%19
Tp— 2y ' B—x, | Ty
=% B=WH  h—Hh
Tg— T T3g— 2 T — T

est coefficient de corrélation, relatif a la loi de Makeham, pourt les quantités :

Zyy Toye oy X

z,1y Va,29 Vaz,ne =

LE PROBLEME DE LA CORRELATION

§ 8. — Si théoriquement on peut envisager, pour chaque loi de dépendance,
donnée a priori, une infinité de coefficients de corrélation, il est certain que
pratiquement tous ces coefficients ne présentent pas le méme intérét. Dans
les applications, on choisira donc, celui ou ceux des coefficients dont 1’emploi
est imposé par les circonstances spéciales du probléme qu’on étudie.

Pourtant, il y a pour chaque loi de dépendance certains coefficients de corré-
lation, qui méritent une attention spéciale. Ce sont les coefficients susceptibles
de montrer I'approximation avec laquelle est réalisée la dépendance entre
les grandeurs données. Cette derniére proposition doit, elle aussi, étre précisée.
Pour le faire et pour éviter des complications d’écriture, nous allons nous
borner & un cas particulier, d’ailleurs assez étendu, du probléme que nous nous
sommes posé au paragraphe 2. L.a méthode et les conclusions que nous obtien-
drons, sur ce cas particulier, pourront du reste étre utilisées dans tout autre
probléme de la méme nature.

Supposons, qu’'étant données les deux séries de grandeurs :
Ty Tgy  +5 Zn

Yo Y- -5 Yn

Pon veuille savoir s’il existe ou non entre ces grandeurs une dépendance de
la forme :

y=ao+ a,z2+... + a, »=f (2)*.

Pour résoudre ce probléme on emploie d’habitude la méthode des moindres
carrés. On détermine ainsi les constantes ao, 4y, ....., a, de maniére & rendre
minimum ’expression suivante :

E,= [y —/ ()~
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Mais, il est évidentt qu'on peut procéder différemment. Ou n’a pour cela qu’a
remplacer I’expression E,, par :

E=3 f5—/()*

k étant un entier positif, arbitraire et & déterminer les constantes ay, a,, ....., a,
de maniére que cette derniére expression soit minimum.

Nous remarquerons maintenant que, en général, cette détermination est
possible d’une seule maniére. En effet, 'expression E, est positive, pour toute
valeur réelle des a. Elle admet donc un minimum positif ou nul. Par consé-
quert, le systéme d’équations :

YE, .
ba,—o(e) (’—0;1"--:p)
dont les inconnues sont a,, a;, ....., a,, est vérifié, pour un systéme — au moins —

de valeurs réelles :
Qgy Epy o oy Kpo —

Soit e, ,, la valeur de E, correSponaant a ce systéme de solutions des équa-
tions (6). En général, il n’existe pas un second systéme de valeurs réelles :

30’ ‘11,"" pp

vérifiant le systéme (6). Car, si on désigne par e, 1a valeur correspondante de E,,
on devrait avoir — comme il est facile de le démontrer, en faisant intervenir
les dériéves du second ordre —- & la fois :

es—e,>0ete,,—e >0 —

1] résulte, en définitive, que ¢, , est le minimum unique de E,.

§ 9 — Tlest & remarquer qu’on peut calculer e, , sans avoir, au préalable,
déterminé effectivement les quantités ay, ayy ..., &, POSODS, pour cela :

fr(2) = a0 + & & +...+ a, 27, —
Ona:

n 2k
Ck,p = i"z"l y& [yz - fl (xi)]

Done, pour avoir ¢, , il suffit d’éliminer a,, @;, ....., a, entre les p + 2, équations
algébriques fournies par le systéme (6) et I’équation :

n 2r—1
e";P = t§1 y, [y: - f (x')]

Le résultat de cette élimination sera de la forme :
D (€ py Ty Tas- - -y Tas Y15 Ypov - <> yn) =0.—
Etant donnée la signification de ¢, , il est clair que 'équation, en ¢ , :
(i) = 0

aura, en général, une seule racine réelle et positive e, ,.
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§ 10. — De toute expression E, on peut déduire un coefficient de corréla-
tion relatif & la loi parabolique (P).

11 est évident que la valeur de e, , est inférieure ou au plus égale & la valeur
qu’on obtient, pour E,, en donnant aux constantes 4, a, ,....., @, des valeurs
arbitraires. En particulier, en faisant dans E, :

=Y, o=a0g=...=a,=0
ona:

n 2R n 2r—1
by < izzi (y. — W= ‘21 ¥ (y,— W

ou vy, représente la racine réelle de I’équation :

n 2r—1
. 2 (yo - YI.) = 0‘ -
i=1

Cette équation n’admet d’ailleurs qu’une seule racine réelle, comme on le
démontre aisément, en observant que la dérivée de son premier membre, par
rapport & 7,, garde un signe constant. e plus, si 'on a:

X =17, “1=¢3="'=¢p=0

ol nous rappelons que les a sont les solutions réelles du systéme (6) — 1’on a
aussi :

n 2k
€ p = _2 -1 -—
i=1
Et réciproquement. En définitive, on obtient que si I’on pose :
n 2k
€rp = i—z-i ¥ —1) — %

la quantité Z, ,, est positive ou nulle.

Le rapport :
Zk,p
Fop= n 2k
’ _2 ¥.— 1
i=1

est un coefficient de corrélation relatif & la loi de dépendance parabolique
P).

On remarque d’abord, qu’il satisfait aux conditions d’homogénéité. En effet,
si on multiplie tous les z par un méme facteur ), le systéme (6) se transforme

en lui-méme, a condition d’y remplacer les 4o, @, ....., a, respectivement par
a a .. . .
a, .)‘3, ceeny .i.l’{. Le minimum e, ,, et par conséquent Z, ,, sont des fonctions homo-

génes et de degré zéro par rapport aux z. D’autre part, si ’'on multiplie les y
et les a par un méme facteur, le systéme (6) ne change pas. Il s’ensuit que e, ,
et Z, , sonc des fonctions homogénes de degré 2 k, par rapport aux y.

De plus, si'on a r?,’p =1,ona aussie,, = 0, donc:

yl=f1(x.)=“0 +“lx.+"‘+“llm"(i=1, 2,"'77")

et réciproquement. Donc, tous les r, , sont des coefficients de corrélation pour
la loi parabolique (P).
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§ 11. — Dans le cas particulier, ob k = 4 et p = 1 le coefficient 7, , n’est
autre chose que le coefficient r, de M. Pearson.

De méme, on peut aussi rattacher le coeflicient k, de M. March, & un probléme
de minimum. Afin d’éviter toute ambiguité, dans les notations, nous désigne-
rons par p ce coefficient, dont il a été question au paragraphe 4,

Déterminons & cet effet « de maniére que 'expression :

n—1
E:‘E‘ Y, —yp1—ea(z,—2,)P
soit minimum. On trouve :
n—i n—i{

‘El(z,—z.ﬂ) (¥, — %i+t) I’-"i(?l.“llu-l)2

— —1 — ‘=
= n—1 =F°f n—1_
T (g,— 5 2 (g, — 2sa)?

§ == =

La valeur du minimum de E correspondant, a cette valeur de a, est :
n—i
Emi" = . 21 (yc - y"“l) [yl - .'/l+ | Bl (wl - x"l-l)]
=
ou encore :

n—i
Emn=(1 — ¢%) i:}:l ¥ —%+1)%—

§ 12, — Il n’est peut-étre pas sans intérét de chercher I'interprétation qu’on
peut donner a P'égalité r, , = 0.

D’aprés la théorie classique de la corrélation, on déduit de I’égalité » = ry, =0
qu’il n'y a pas de corrélation entre les phénomeénes mesurés par les grandeurs
z, ¢t y,. ou encore, qu’il y a indépendance entre ces phénomenes. Cette conclu-
sion est raduite analytiquement par le faib que, si 'on cherche, conformément
a la méthode des moindres carrés les valeurs de a, et a; qui rendent minimum
Pexpression :

n
ifi ¥, — 8 —a: ),
on trouve pour 7 = 0 : @, = 0. La méthode des moindres carrés conduit done,
dans ce cas, a attribuer aux y une valeur constante : a, = my, m, étant la
moyenne des y.

Le méme fait a lieu en ce qui concerne les coefficients 7, ,,. S’il y a indépen-
dance entre les z et les y donnés, ce qui analytiquement se traduit par les
équations :

@ E= Y, 8y == Ay = .. =q, =0,
on a aussi ;
Trp = O-

.

Et réciproquement, de I'égalité :
Py, =0
on en déduit :
@ =Y g == oy = ... =a, = 0.
Cela tient au fait, que le systéme (6) n’admet qu’un seul systéme de solu-
tions réelles.
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§ 13. — Nous rappelons maintenant que les coefficients r, , ont été définis
de maniére A avoir :

by = (1 —riyp) B ¥ — ¥,

D’autre part, la valeur moyenne des différences
Y—p— oy B — e —ap 2P (1 = 1,2, ..., )
est de ’ordre de :

%
bur |
vy nr

Admettons donc, par hypothése, ce qui est assez légitime, que I’expression :

”8
k,
rp =\/.;'."

mesure I’approximation moyenne avec laquelle les z et les y vérifient la loi
de dépendance (P). On voit que la détermination de ¢, ,, et de r,, sont deux
problémes équivalents. Ainsi, de la valeur de ¢, , on peut tirer r,, et réci-
proquement. On voit aussi, que dans ces questions, la somme :

2w )

joue un role remarquable. L’importance de cette expression est justifiée, du
reste, par le fait qu’elle constitue la généralisation pour 'exposant &k > 1 de
la fluctuation. On obtient cette derniére en faisant dans (7) k = 1.

*
* x

§ 14. — Malgré l'intérét que les différentes expressions E,, peuvent pré-
senter, leur introduction dans les applications souléve des difficultés dont les
développements qui précédent laissent entrevoir I’étendue. Pour les éviter,
il est donc préférable de se borner dans les applications, & I’emploi de la mé-
thode des moindres carrés. Cette méthode est imposée, sinon par des consi-
dérations qui décaulent de la loi de Gauss, du moins, et ce n’est pas peu dire,
par la simplicité des calculs qu’elle exige. Ces calculs peuvent étre rendus encore
plus simples si on emploie la méthode d’interpolation de Tchebycheff sous la
forme qui a été indiquée récemment par M. Romanowsky (Voir RomaNOWSKY,
« Sur une méthode d’interpolation de Tchebycheff », Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences de Paris, page 595, tome 181, 1925).

A cause de 'importance que présente cette méthode et afin de nous en ser-
vir pour expliciter la valeur du coefficient r,,;,, nous allons la reproduire rapi-
dement. .

Nous commencerons par orthogonaliser, sur la base (z;), la suite des fonc-
tions :

1,z,..,2°

A Paide des polyndémes :

90 (2), 91 (), <.y 9 (2).
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Posons :
n
= X
(v) 2y u ()
et soit :
% (2) =1 (1).
On prend pour ¢, (z) un polyndme de la forme :
P1 (x) =a g, (2) +2
ol a est déterminé par la condition -
(%0 1) = @ (90 %) + (z 9) =0

ou encore :

((:, ::)) 9 (%) + .

On définit de la méme maniére g, (7) :
72 (7) = a ¢, (%) + h oy (2) + 2*

7 (2) = —

ou a et b sont choisis de telle sorte que I’on ait :

(72 20) = (92 91) = 0.
On obtient :

__ (a%0) (2% 90
?3(:0)—- (‘P ?) o() (? ?l)?l(x)"‘x'
et en général ¢
_ 1(2x9)
% (2) =— Zoen (%) + ==,

Le polynéme d’interpolation :
f@)=a+az+..+a,2°
devient avec les nouvelles notations :
[(@) = A, 9 () + Ay 01 (2) + ... + A; 9, (2)

Ao, A4, ....., Ap étant des constantes. On détermine leurs valeurs de maniére
& rendre minimum I’expression :

b= 3 [1— 8 An]

On obtient :

_ (g9
A= (o 90)

La valeur correspondante e, , du minimum de E, est :

aw=0n— & M@

(1) Pour des raisons de symétrie, ¢, () continuera & figurer dans ce qui suit.
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Le coefficient de corrélation r,,, devient maintenant :

n P
e — Sy —m)- (yy) + T A(yo)
1p — i=1 1 0
2(yl——-'n'/)2
——
D
—— i=1
119 ——————

n
z (y—m,)?
1=1
m, désignant comme d’habitude la moyenne des y. On a ,de méme :
n
Cup = (1 - rl:’p) iE‘ (y. - m,)'.

L’erreur moyenne devient maintenant :

—— '
€p = \/1 — i 9

o, désignant la déviation type des y.

§ 15. — On voit ainsi que la valeur de la quantité ¢,,,, quantité qui est
susceptible de mesurer la corrélation, par rapport a la loi parabolique, dépend
a la fois du coefficient de corrélation et de la déviation type. Donc, une étude
de la corrélation qui se bornerait & considérer seulement. le coefficient de corré-
lation, indépendamment de la variabilité serait sinon erronée, du moins
incompléte.

- .
Les quantités P sont comparables entre elles, dans ce sens que, si I'on
Y m" . P . .
considére deux ou plusieurs couples de séries statistiques de la valeur plus

. € N
ou moins grande du rapport 7”1! correspondant & chacun de ces couples, on

peut déduire qu’il y a moins ou yplus de corrélation, par rapport & la loi para-

bolique, entre les deux séries qui constituent ce couple.

La valeur de ¢,,, étant déterminée, on peut répondre & la question que nous
nous sommes posée plus haut, savoir s'il existe ou non, une dépendance de la
forme (P) entre les z, et les iy, donnés. On dira qu’il existe une pareille dépend ance
8'il est admissible de commettre dans I’évaluation des y une erreur relative

€ , . g :
de I'ordre ﬁ! sans que le phénoméne auquel ces quantiués se rattachent en

- ’ y . . ’ . . - . ’
soit modifié. Ainsi, pour les phénomeénes physiques on déduira une dépen-

€1p

dance (P), toutes les fois que le rapport —* sera inférieur & I'erreur des ins-

. , 2 v ’ . .
truments d’observation; pour les phénoménes économiques, il suffira, en géné-
ral, que ce rapport soit de 'ordre des dixiémes, etc.

§ 16. — Considérons, comme application les trois séries statistiques sui-
vantes :

Circulation fiduciaire (janvier 1922-décembre 1925).

Indice du dollar (janvier 1922-décembre 1925).

Indice du codt de la vie (janvier 1922-décembre 1925).



— 369 —

que nous avons précédemment reproduites. Multiplions d’ahord chaque terme
de ces séries par :
@
M
M étant 1a moyenne de la série & laquelle appartient le terme multiplié. De
cette manicre, la moyenne de chacune des nouvelles séries obtenues devient
100. l.es séries ainsi transformées présentent un intérét particulier, au point
de vue statistique. Les différents calculs se simplifient et les coefficients de
corrélation, calculés pour les nouvelles séries sont les mémes que ceux relatifs
aux séries données, Nous désignerons dans la suite var x la nouvelle série qui
correspond & la circulation fiduciaire, et par y celle qui correspond a P'indice
du coit de la vie.
Le détail des calculs est indiqué dans le tableau qui se trouve a la fin du
mémoire.
On trouve :

Coefficients k (M. March)

27
Circulation fiduciaire — indice du dollar k1,3 = —=———=——= = 0,053.
V164 . 1535

Indico du dollar — indice du coat de 1n vie ks =~ 0,026
naic ar — indice du co p R == T/ = — .

dice du dollar ( ( ut de 1a vie #a \/1535.849‘ y
Indice t del Circulation fiduciaire * 17 0,046

R o, Circulati sire ko = e = .
ndice du cout de la vie Ircuiation nauciaire s, lel‘ 8&9 ’
Cocfficients de variabilité.
Circulation fiduciaire 7, = 12,2
Indice du tollar = 13,9
Indice du coit de la vie n, = 23,9
Coefficients de corrélation r (M Pear<on)
. 6092
Circulation fiduciaire —- indice du dollar Ty = =——= =0.7474
V7126 . 9322
11880
Indice du dollar — indice du cott de la vie Mvs = —===———= =0,7407.
V9322 . 27599

. . . . 13438
indice du cofit de 1a vie — circulation fiduciaire 7s1 = ——==—=——=—= = 0,9580.

V7126 . 27599

11 est & remarquer que les coefficients k et r relatifs & la circulation fiduciaire
et au coiit de la vie ont des valeurs plus grandes que celles des autres coefficients.
De plus, la valeur ¢;,; correspondante & ces deux séries est !

6, =V 1 — 0,9582 24 = 6,859 « 7.

I.e rapport m étant de Pordre des dixiémes, on déduit qu'il existe une

dépendance linéaire entre la circulation fiduciaire et le prix de la vie. Pour
déterminer cette dépendance, employons la méthode d’interpolation parabo-
lique de Tchebycheff. On trouve :

7 @) =— ok ";”) L (@) + 2= o — my = o — 100
_ (Y9 @91 _
o= —m, =100 A, = PT5— 188

y=A, ¢ () + A1 y, () = 100 + 1,886 (v — 100)
Yy= 1,886 xr— 88,6.
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CALCULS RELATIFS

CIRCULATION FIDUCIAIRE INDICES DU DOLLAR
vy EN LH A, al. a? af Vi 8 L 'Y a3
1922
79 1 1 —A 441 ) — 9.261 194.487 69 | + 1 1] —31 961
78 —2 4 | —2 484 | — 10.648 234.256 68| — 3 9| —3211.024
80 —1 1 | —20 400 | — 8.000 160.000 M| — 1 1| —29 841
84 —1 1 | —19 361 | — 6.859 130.321 72 — 2 4| —28 784
82 0 0 | —18 32 [ — 5.832 104.976 7| — 5 25 | — 26 676
82 —1 1 | —18 324 | — 5.832 104.976 79| — 8 64 | —21 441
83 —1 1 | —17 289 | — 4.913 83.521 87| + 6 36 | —13 169
84 —4 16 | —16 256 | — 4.096 65.536 81 0 0| —19 361
88 —1 i1 | —12 144 | — 1.728 20.736 8| — 3 9| —19 364
89 0 0| —11 121 | — 1.331 14.641 84 0 0| —16 256
89 +1 1 | —11 124 | — 1.331 14.641 8 | — 3 —16 256
88 0 0 | —12 144 | — 1.728 20.736 87 | —19 361 | —13 169
I 1.003 27 3.409 | — 61.560 1.148.821 937 519 6.299
— 1 | —12 144 | — 1.728 20.736 106 | — 3 91 + 6 3
—_ 1 | —1 124 | — 1.331 14.641 109 | + 5 25| + 9 8
—1 1 | —10 100 [ — 1.000 10.000 104 | — 7 49 | + 4 16
—_ 1 | — 9 81 | — 729 6.561 1ML + 7 49 | + 11 121
—4 16 | — 8 64 | — 512 4.096 104 | + 1 11 + 4 16
—2 4 | — 6 36 | — 216 1.296 103 | — 1 + 3 9
—1 & | — 4 16 | — 64 256 104 | — 10 100 | + & 16
—3 9 | — 2 4| — 8 16 114 1 + 3 91 +14 196
—0 0 + 1 11 + 1 1 11 — 3 91 +11 121
—3 9 + 1 11 + 1 1 114 | + 3 9| + 14 196
—0 0 + 4 16 | + 64 256 11| + 9 81| +11 121
+ 2 4 + 4 16 | + 64 256 102 | — 5 26| + 2 4
50 600 | — 5.458 58.016] 1.293 367 933
—_ 1 + 2 & + 8 16 107 | + 6 6 + 7 49
0 0 + 3 9| + 27 81 104 0 0l + 1 1
+1 1 + 3 9| + 27 81 101 0 0] + 1 1
0 0 + 2 4 + 16 100 | — 6 36| + 1 1
—8 36 + 2 4 + 16 107 | — 11 1211 + 7 49
+3 9 + 8 64| + 512 4.096 118 0 0} +18 324
—3 9 + 5 25 | + 125 625 118 | + 4 16 | + 18 324
—1 1 + 8 64 | + 512 4.096 114 | + 13 169 | + 14 196
—9 4 + 9 81 | + 729 6.561 104 | + 4 16| + 1 1
0 0 + 11 124 ) + 1.334 14.644 97 0 0)— 3 9
—1 1 + 11 124 | + 1.331 14.641 97 | —10 100 | — 3 9
+4 1 + 12 144 | + 1.728 20.736 107 + 6 36| + 7 49
3 650 6.3416 65.606] 1.269 494 1.013
0 0 + 11 A2 | + 4.331 14.641 401 | — 2 41 + 1 1
+1 1 + 11 1241 | + 1.331 14.641 103 | — 4 16 | + 3 9
0 0 + 10 100 | + 1.000 10.000 107 | — 17 49 | + 17 49
— 1 + 10 100 | + 1.000 10.000 114 | + 3 91 + 14 196
—1 1 + 11 121 [ 4+ 1.331 14.641 111 0 0 +11 121
—1 1 + 12 144 | 4+ 1.728 20.736 11| + 4 16 | + 11 121
—3 9 + 13 169 | + 2.197 28.561 107 | + 4 16 | + 7 49
—3 9 + 16 256 | 4+ 4.096 65.536 103 | — 4 16 | + 3 9
0 0 + 19 361 { + 6.859 130.321 107 | — @ 41 + 7 49
+1 1 + 19 361 + 06.859 130.321 109 — 5 W+ 9 81
+1 1 + 18 3241 4 5.832 104976 114 Q 0 +14 196
+ 17 289 | + 4.913 83.5H¢1 114 + 14 196
24 2.467 38.477 627.895| 1.301 155 1.077
TOTAL GENFRAL . . .| 164 7.126 | — 22.195( 1.900.338] 4.800 1.535 9.232

Sur ce tableau les V

1 Vs V, représentent les valeurs respectivement de la circulation fiduciaire, de Vindice
des Vy, V,, V,s0it 100. —

8i (i = 14, 2, 3) désigne la différence des deux valeurs consécutives des V..
A; désigne Pécart & la moyenne.
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A LA PERIODE 1922-1925

— — —— —— —’_—___-“*'—‘--'
INDICES DU COUT DE LA VIE DETERMINATION DES k DETERMINATION DES r Determinalion
— R T—— - ~ -
Vs 3 LH 'Y I'H 8, & 8y 35 & &, Ay Ay A, 4, Ay A, (A
64 0 0 — 36 1.296 + 1 0 [1} + 651 + 1.116 756]— 15.
64 0 0 — 36 1.296 + 6 0 0 + 704 | 4+ 1.152 I 792 + 17.
64 0 0 — 36 1.296 + .1 0 0 + 580 + 1.044|+ 720|— 14.
64 0 0 — 36 1.296 + "2 0 0 + 532 + 1.008]|+ 684 — 12.996)
64 | + 1 1 — 36 1.296 0f— b5 0 + 468 + 936 + 648|— 11.664
63 | — 1 1 — 37 1.369 + 8|+ 8| + 1 + 378 + 177 + 666]— 11.988
66| + 1 1 — 36 1.296 — 6|+ 6| — 1 + 22 + 468 | + 612]— 10.644
631 — 3 9 — 37 1.369 0 0] +12 | 4+ 304 + 703|+ 592 —
66 | — 3 9 — 34 1.156 ~ 31+ 9| + 3 + 228 + 646 | 4+ 408|—
69 | — 6 36 — 31 961 0 0 0 + 176 + 496 | 4+ 34| —
75 — 4 16 — 25 625 — 3]+ 9| — 4 + 176 + 400+ 275|—
9] — 2| 14 |—21 441 0 0 0] + 142 | + 273|+  252|— 3024
802 1 13.647 +12 1 + 27| +11 + 4.560 + 9.019|+ 6.746]—119.162
84 | — 4 16 —19 361 + 3| +12| + 4 | — | — 114+ 228|—
85 | — 7 49 — 15 225 — 51 —3 ]| + 7] — 99 | — 1351 + 165]—
92 | + 10 100 — 8 64 + 7| —70 —10 | — 40 | — 32|+ 80—
82 | —15 225 — 18 324 — 71 —105| +15 | — 99 | — 198 + 162|—
97 | + 2 4 — 3 9 — 4|+ 2| — 8| — 32 | — 12|+ %b|—
95 | 4+ 1 1 — 5 25 + 2| — 1| — 2| — 18 | — 15] + 30—
94 | + 2 4 — 6 36 +20 | —20| — 4 | — 16 | — 24|+ %b|—
92 | — 3 9 — 8 64 —_ 9l — 9| + 9| — 28 | — 112| + 16|—
95 [ — 5 25 — 5 25 0 + 15 0 + 11 | — 55— 5|—
100 | — 1 1 0 0 — 91— 3| + 3 + 14 0 0
101 0 0 + 1 1 0 0 0l + 44 | 4+ 114 4] 4+
101 | — 4 16 + 1 1 —10 | + 20 — 8 + 8 + 2]+ &) 4+
1.115 50 1.135 —42 | —194 | + 6 | — 327 | — 684) + 732]—
105 | — 2 4 + 5 25 — 6| —12] + 2| + 14 | + 35|+ 10] +
107 | + 1 1 + 7 49 0 0 0 + 3 + 1+ 1|+
106 | + 3 9 + 6 36 0 0] + 3 + 3| + 6)+ 18] +
103 | — 1 1 + 3 9 0 6 0 + | + 3|+ 6| +
104 | + 1 1 + 4 16 +66 | —11 ] — 6 + 14 + 28|+ 8|+
103 | — 1 1 + 3 9 0 0 — 3 + 144 + 54| + %] +
104 | — 7 49 + 4 16 —12 | — 28 4+ 2 + 90 + 721+ 20| 4
1M1 | — 2 4 + 11 121 —13 | — 26| + 2 + 12 | + 154 + 88| +
113 { — 3 9 + 13 169 — 8| — 12| + 6 + 9 + 13|+ 17| +
116 | — 2 4 + 16 256 0 0| — 33 | — 48| + 176] +
118 | — 3 9 + 18 324 +10 | + 30( + 3 | — 33 | — 541 4 198} +
121} — 5 p1) + 21 441 + 6 | —30| — 5 + 84 + 147 + 52| 4
1.311 117 1.361 +43 | — 83| +23 + 419 + 47|+ 938) 4+
126 | — 6 36 + 26 * 676 0] + 12 0] + 1] + 2|+ 86| +
132 | — 3 9 + 32 1.024 — 4 | +12| — 3 + 33 + 96| + 352 4
135 | + 2 4 + 35 1.225 0| — 14 0 + 70 + 245+ 350} 4
133 | — 3 9 + 33 1.089 — 3| — 9] + 3 + 140 + 462) + 330 +
136 | + 1 1 + 36 1.296 0 0] — 1 + 121 + 396| + 396] 4
135 | + 6 36 + 35 1.225 — 4| 4+ 2] — 6 + 132 | + 385+ 420| 4+
129 | — 4 16 + 29 841 —12 1 —16] +12 | + 91 + 2034 377 +
133 | + 8 64 + 33 1.089 +12 | — 32 | — 24 + 48 + 99|+ 5281 4+
125 | — 2 4 + 25 625 0| + 4 0 + 133 + 175 + 475] 4+
1271 + 1 1 + 27 729 — 5| — 5| — 1 -+ 171 + 43|+ 513] 4+
126 | — b 25 + 26 676 0 0| — 5 +, 262 | + 364+ 468| 4
131 + 31 961 + 238 + 434| 4 527] +
1.568 205 11.456 —16 | — 24 | — 23 + 1.440 + 3.128|+ 5.022|+
4.796 849 27.599 + 27 | —294 | +17 | + 6.092 | + 11.880)+ 13.438|— 44.367

du dollar et del’indice du cot de 1a vie, multipliées par des facteurs convenablement choisis, de maniére que 1a moyenne|
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Voici maintenant les valeurs qu’on obtient pour la série y en interpolant
d’aprés cette derniére égalité :

|
VALEURS VALEDRS VALEURS VALEURS

ANKRES données interpoltes i ANNFES donnéés interpolées

1922 : 1924 :
Janvier. . . . . . 64 61,4 l Janvier. . . . . . 105 104,5
Février. . . . . . 64 60,6 Février, . + . . . 107 105,9
ars. . .. . 64 62,7 Mars. . . .". . . 106 105.8
vl . oLl 84 63’8l avell o o1l 103 103,9
ai. . P 64 66,7 dMal. . . .. .. 104 104,9
Juin. . . .. .. 63 65,8 fJuin . . L. o . 103 115,2
Juillet . . . . . 64 67,1 i| Juillet . . 104 109,1
Aolt. . . . . . . 63 70,5 1AotGt. . . . . . . 111 115,2
Septembre, . . . . 66 76,9 l| Septembre, . . . . 113 117,5
Octobre. ., . . . . 69 79,1 i| Octobre. . . . . . 116 120,7
Novembre, . . . . 75 79,0 Novembre. . . . . 118 124,0
Décembre, . . . . 79 76,5 Décembre. . . . . 121 122,9

1928 : 1925 -
Janvier. . . . . . 84 78,0 Janvier. . . . . . 126 120,1
Février. . . . . . 85 79,4 Février. . . . . . 132 119,8
Mars., . . .. .. 92 80,3 Mars. . . . . . . 135 19,6
Avril, . . .. .. 82 82,9 | Avril, ... . . 133 19,8
Mai. . c e e e 87 84.6 Mal. . . . .. 136 9,8
Jdin . “ e s 95 88,7 1Juin . . . . 135 122,9
Juillet . . . . . . 94 92,1 Juillet . . 129 124,0
Aott. . . . . . . 92 96,8 odt. . . . . .. 133 131 ,1
Septembre. . . . . 95 101,6 Septembre. . . .\ . 125 136,5
Octobre. . . . . .|, 100 102,4 Octobre. . . . . . 127 136,9
Novembre. . . 101 108,0 Novembre, . . . . 126 133,4
Décembre. . . . . 101 107,0 | Décembre. . . . . 131 131,6
e — —— —— e e ——————— —

§ 17. — Bien qu’il soit exagéré de chercher a vérifier un phénoméne écono-
mifque & plus d’un dixiéme prés, nous avons — & titre d’exemple — calculé
un terme de plus pour notre interpolation. On obtient :

(2290) __ 49 196 (22 ¢) _ 1.403.005

(%0 90) or9)  7.126 = 196,9
+%5 93 (£) = (z — 100)2 + 3,4 (xr — 100) — 148,5
*** (y ?l) == — 2.709.2 (02 ?2) == 2.606_466,5

«*e Ay = — 0,00104.
Le coefficient r,,, et I'erreur ¢,, sont respectivement :

1,886 < 13.438 4 0,00104 < 2.709,2
bk \/ 27599 = 0,9583

E,2 = Ji -_ rl?g Ny — 6’8[!9.

Done, il faudrait, pour tenir compte des termes qui proviennent du poly-
ndéme ¢, (), corriger les valeurs des y déja obtenues par la premiére interpo-
lation, d’une erreur relative de I'ordre de :

€1,1— &1,2 _ 6,859 i 6,849 .
0 — 0 — 0000L

Or, une telle correction scrait dépourvue de tout sens, étant donné que les
z et les y sur lesquels on a eflectué I'interpolation ont été calculés avec une
erreur relative de l'ordre des centiémes. (ette simple remarque constitue &
elle seule la vérification de I'existence d’une dépendance linéaire entre le
cotit de la vie et la circulation fiduciaire.

Serban GHEORGHIU.



