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N» 10. — OCTOBRE 1030 

LE PROBLÈME DE LA RECHERCHE 

DES 

COMPOSANTES CYCLIQUES D'UN PHÉNOMÈNE 

(Thèse présentée à VInstitut de Statistique de V Université de Paris 
pour Vobtention du diplôme de statisticien.) 

INTRODUCTION 

Le présent travail est divisé en quatre parties; les deux premières ont trait 
à un problème du calcul des probabilités : celui de l'interpolation linéaire lorsque 
toutes les coordonnées sont affectées d'erreurs. 

C'est la troisième partie qui constitue le but de nos recherches. Noua y 
exposons une méthode d'interpolation trigonométrique de la marche d'un 
phénomène dont les périodes nous sont inconnues. 

On trouvera dans la dernière partie deux applications de cette méthode : 
la première est celle à laquelle Lagrange a appliqué un de ces deux procédés 
d'interpolation trigonométrique, et dont nous parlerons dans le texte; l'autre 
porte sur la variation de la quantité de pluie tombée annuellement à Parie. 

Nous croyons nécessaire d'avouer que l'ordre de cet exposé n'est pas celui 
que nous avons suivi pendant notre travail, et que c'est en cherchant à résou­
dre le problème qui fait l'objet du troisième chapitre, que nous avons été amené 
à nous poser et à solutionner la question par laquelle commence cet essai. Nous 
avons interverti dans leur exposé, l'ordre chronologique des résultats parce 
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que, comme on le verra, la question de l'interpolation linéaire peut être consi­
dérée indépendamment de celle de l'interpolation trigonométrique. D'ailleurs, 
ce fait nous a permis également de raccourcir de beaucoup la longueur des 
démonstrations. 

Avant de commencer l'exposé des résultats que nous avons obtenus, nous 
tenons à remercier d'une façon toute particulière MM. Lucien March et Geor­
ges Darmois, professeurs à l'Institut de Statistique de l'Université de Paris, 
qui furent pour nous de véritables maîtres auprès desquels nous avons tou­
jours trouvé — pendant nos études à cette Institution — des conseils bien­
veillants. Qu'il nous soit permis de leur exprimer ici toute notre vive grati­
tude, ainsi que notre admiration. 

PREMIÈRE PARTIE 

LE PROBLÈME GÉNÉRAL DE L'INTERPOLATION LINÉAIRE 

1. Uénoncé du problème. — Soit, pour fixer les idées, un espace à trois dimen­
sions. Dans cet espace, considérons un plan. On mesure les coordonnées d'un 
nombre de points Mt, M 2 . . . , Mn contenus dans ce plan. 

Soit (x\j yl, z{) les coordonnées exactes du point Mv Les mesures nous don­
nent pour ces mêmes coordonnées (x\ + £„ y\ -f- T)„ Z\ + &) où & ^ Ç* sont 
les valeurs qu'ont pris, dans ce cas particulier, trois variables aléatoires dont 
la loi de probabilité est celle de Laplace-Gaus* (1) : 

(i) / ( î , i i O = -;—'.e 
(2*) 

où : 

(2) H (Ç, n, ç) = an Ç« + a^ r,« + azt ? + 2a t 3 tf + 2a8i tf + 2 a u ÇTJ • 

et D étant discriminant de cette forme quadratique. 
Ne connaissant que les mesures effectives : 

xt^zx't + ti, yt = y'i + nn zi = zri + Ki 

on se demande quelle est la position la plus probable qu'on peut attribuer au 
plan contenant les points Mi9 ou bien quelles sont les valeurs qu'il faut attribuer 
aux coefficients de son équation : 

(3) Ax + By + Cz + D = 0 

Le problème mis sous cette forme contient comme cas particulier, celui, 
déjà classique, où une seule des trois coordonnées serait affectée d'erreurs. 
On sait que dans ce cas on obtient comme solution un des trois plans que l'on 
appelle improprement de régression. 

(1) Cette supposition, que Ton fait assez souvent dans le calcul des probabilités, est motivée 

Sar le fait que si la vraie loi de probabilités satisfait à des conditions très générales, la loi 
e Laplace-Gauss en constitue toujours une approximation suffisante. Voir G. DARMOIS, 

Statistique mathématique. Paris, G. Doin, 1928, pp. 232 et sq. 
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2. Pour résoudre ce problème, nous ferons usage de la fonction caractéris­

tique de la loi (1) qui est e~~* {UiV>V9) où : 

(4) K {u, v, w) = a11 u2 + a22 v* + a88 w* + 2 a28 v w + 2 a81 w u 4- 2 a12 w e 

En développante2 u ,r ,w>en série, d'après une propriété de la fonction 
caractéristique on obtiendra : 

(5) a11 = cr| fl22 = a* a33 = a* a23 = rrr<yr̂  a81 = 7 ¾ ^ a18 = 7-^(7^ 

les c et les r ayant la signification habituelle. 
On sait, par ailleurs, que les formes H (£, v), Ç) et K (u, v, w) sont adjointes, 

ce qui nous permet de donner, en fonction de c et r les valeurs de aiU a22* • • 
car si A = | aift | alors : 

H (5,11,0 = - | 

h ? 0 

On montre, en se servant des relations (5), que la forme K (n, e, w) se décom­
pose en trois carrés positifs et que par conséquent la surface dont l'équation 
en coordonnées tangentielles est K (u, v, w) = aH2 est un ellipsoïde. Et puisque 
que H et K sont adjointes, l'ellipsoïde, dont l'équation ponctuelle sera : 

(6) H (Ç, * ç) = h 

aura comme équation tangentielle : 

(7) h K (u, v, w) = *2 

h étant un paramètre positif. 
Ces ellipsoïdes sont les surfaces de densité constante de la distribution (1), 

et la probabilité pour que le point (£, Y), Z) soit compris entre les ellipsoïdes 
H = A et H = h + dh sera : 

(8) e-*dft 

Soit maintenant Pf le point ayant comme coordonnées [x{J y{, zt) et pre­
nons Vz point Mi comme origine. Considérons l'ellipsoïde homothétique à (6), 
de centre Mt et passant par P{ : 

(9) H (Ç, 1,, ç) = A, 

où h{ se détermine par les conditions imposées : h, = H ( ,̂ ?)„ Ç,) 
La probabilité pour que voulant mesurer les coordonnées du point M{ ont 

ait obtenu celles de Pf, sera e~hl dh{. La probabilité pour que voulant déter­
miner Mj, M2 . . . , Mn on ait obtenu Pt ï P 2 . . . , Pn, sera : 

(10) e-*i + fc2+ • • + h»dh1dhi.. dhn 

Mais les positions des points Mt, M2l M3, Mn, nous sont inconnues. A ohaque 
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ensemble de n points correspond une valeur de l'expression (10). Nous prendrons 
pour Mtï M2 , . . . les points qui rendront maxima cette expression. Ce seront 
Us positions les plus probables,. 

Ces positions rendront minima la somme : 

(11) * = *! + *, + -. + ». 

Remarquons d'abord que les points Mt doivent être contenus dans le même 
plan (3), par conséquent il y a deux faits à envisager : 
jg^l0 La variation du plan (3). 
* 2° La variation des positions des points Mt dans ce plan. 

Afin d'obtenir le minimum de s nous allons décomposer l'influence de ces 
deux variations. Nous allons choisir d'abord les positions des points Mi? telles 
que, quel que soit le plan les contenant, s soit un minimum. Ensuite parmi 
toutes les positions que peut occuper ce plan, nous prendrons celle qui nous 
donnera pour s un minimum minimorum. 

Pour nous conformer à ce procédé, nous chercherons premièrement le mini­
mum de ht dans l'hypothèse que Mi vérifie l'équation Ax + By + C2 + D = 0. 
Il est évident que pour que ^ soit rendu minimum, il faut que Mt soit le point 
où l'ellipsoïde homothétique à (9), de centre Pf et tangent au plan (3), touche 
ce plan. Prenons ^ comme centre, l'équation d'un ellipsoïde de centre P4 et 
homothétique à (9) sera : 

(12) H(X,Y,Z) = g, 

L'équation du plan (3) deviendra : 

(13) AX + B Y + CZ + Axt + Byt + Cs, + D » 0 

ÏFPour que ces deux surfaces soient tangentes, il faut que les coordonnées 
tangentielles de (13) : 

(14) u == A v = B w = C t = Axi + Byi + Czi + T> 

vérifient l'équation tangentielle de (12) : 

gi K (w, v, w) = fi 

ce qui nous donne immédiatement : l?/* 

MM a - (Asi + Bfr + Cfr+D)! 
l lt>) gi - K (A, B, C) 

Il est très facile de se rendre compte maintenant que le minimum de h a 
justement la valeur donnée par (15). 

Il nous reste donc à trouver les valeurs de A, B, C, D, qui rendent minima 
la somme : 

m) •' _ 4 (ASi + B^-f-Cfr + D)2 

< ' s — x K (A, B, C) 

Faisons tout de suite une remarque : les valeurs qui rendront minima s7 

annuleront sa dérivée partielle par rapport à D. Donc : 
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Cette relation exprime que la position la plus probable du plan cherché passe 
par le centre de gravité des points P^ Si l'on prend alors ce centre comme ori­
gine des coordonnées, D = 0, il ne nous reste plus qu'à déterminer A, B, C, 
de manière à avoir un minimum de : 

M7> ^ (As, + By, + Cz,)2 

(1J) ^ i K(A,B,C) 

où à cause de l'homogénéité et de la symétrie, on peut toujours supposer C « 1* 
3. La recherche des valeurs de A et B qui rendent minima s dépend de la 

résolution d'un problème plus général : 

Étant donné deux formes quadratiques non homogènes ; 

(18) / (x, y) = an x2 + 2 an xy + a^ y2 + 2 a13 x + 2 a^ y + a^ 
g (x,y) = &us2 + 2 bl2xy + b^y2 + 2 bl2x + 2 6»y + &, 

pour quelles valeurs de x, y le rapport : 

(19) '**>-&8 
est-il minimum? 

Pour la résolution de ce problème, nous allons faire usage de l'interprétation 
géométrique. 

Les équations / = 0, g = 0, représentent dans le plan deux coniques; or, 
deux coniques admettent toujours un triangle autopolaire commun (1). En 
prenant ce triangle comme triangle de référence leurs équations deviennent : 

F (X, Y) = a X2 + b Y2 + c Z2 G (X, Y) = a'X2 + V Y2 + c'Z2 

où ; 
X = « x + ç y + t = 0 

(20)' Y = a ' * + p ' y + Y' = 0 
Z^eTx + ry + i'^0 

sont les équations des côtés M N , N L , L M , du triangle autopolaire* 
Nous supposerons également que l'on ait : 

(21) X + Y + Z = d 

et que par conséquent : 

(22) X + Y + Z = 0 

représente la droite de l'infini (2). 

Avec cela le rapport 9 (a?, y) devient : 

A /v VN aX2 + bY2 + cZ2 

9 *A' 1} s a' X2 + 6' Y2 + c' Z* 

où on regardera X, Y comme variables indépendantes, Z étant liée avec ces 
dernières par l'intermédiaire de (21). 

(1) Voir G. SALMON, Traité de géométrie analytique à deux dimensions. Paris, Gauthier-
Villars, 1884, t. I, p. 431. 

(2) Nous n'insistons pas sur les différents cas singuliers qui pourraient se présenter, car 
ils n'ont aucun rapport avec les applications que nous avons en vue. 
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Les valeurs qui rendront minimum ce rapport, vérifieront le système. 

m\ r 8 F _ P * G - o r a F - F 'G - o 
(23) G Fx F âx ~ ° G n ' Î T - 0 

Ces deux équations représentent deux cubiques, et les solutions du système 
nous seront données par leurs neufs points d'intersection. 

Remarquons tout d'abord que le système (23) sera vérifié par les solutions 
communes à F = 0, G = 0, c'est-à-dire par les quatre points d'intersection des 
coniques F et G. Soit A, B, C, D, ces points, les points L, M, N, seront les in­
tersections : 

(AB, CD), (AC, BD), (AD, B C) 

En tenant compte de la relation (21) on aura : 

a z az 
a x ~ ~ * aY - 1 

et les équations des cubiques (23) s'écriront : 

ty\ ( ri) Y 2 ttab' ~ a'b) X + ( k ' ~~ b'cW + ( a c ' ~ *'c> (X + Z) XZ = 0 
( ' (r2) X2 [{a'b — ab')Y + (or' — a'c)Z] + (bc' — b'c) (Y + Z) YZ = 0 

Examinons les points à l'infini. Pour cela nous ferons dans les équations de 
(F*) et (r2) : 

Z - - (X + Y) 

et un calcul facile nous montre que les deux cubiques ont deux points com­
muns à l'infini, I et J, donnés par l'intersection de la droite de l'infini, avec le 
faisceau : 

(ab' — a'b) X Y — (X + Y) [(a'c — ac') X + (bc' — b'c) Y] = 0 

Les équations (24) nous montrent que les cubiques considérées, passent 
également par L, M, N, la cubique (ri) étant tangente à L M en L, à M N, 
en N et la cubique (r2) à L M en M, à N L en N. 

Nous avons donc trouvé géométriquement les neufs points qui vérifient 
le système (23). Mais ces points ne constituent pas tous, des solutions du pro­
blème que nous nous sommes posé au commencement de ce paragraphe. 

Nous en écarterons premièrement les solutions infinies, les deux points à 
l'infini I et J. 

Nous en écarterons ensuite les points A, B, C, D, car pour ces points le rap­
port 9 (x, y) est indéterminé et l'indétermination ne peut pas être évitée, sa 
valeur dépendant de la direction suivant laquelle on se rapproche d'un de ces 
points. 

En effet, supposons les deux coniques passant par origine alors : 

_ an x2 + 2 a12 xy + a&y2 + 2 a^x + 2 a^y 
* V> y) — bn x

2 + 2 bnxy + b22 y2 + 2 blzx+ 2 b2, y 

soit y = mr, la direction suivant laquelle on se rapproche de l'origine, on aura : 

T / \ %3 + «23^ 

x = oy = o 
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valeur qui dépend de m, sauf si les coniques sont tangentes en ce point, c'est-

à-dire si T ^ = T ^ . Or? dans ce dernier cas, l'origine se confond avec deux 
#13 "23 

des points L, M, N, cas qui sera prévu dans une autre catégorie, la dernière, 
celle-même de ces points. 

Pour obtenir les coordonnées de L, M, N, on résoudra le système : 

{ 'bux + b^y + bn Ja x + b^y + b^ bn x + b^y + b^ r 

qui exprime la condition pour que les polaires d'un même point, par rapport 
aux deux coniques considérées, soient confondues. 

En éliminant de (25) les inconnues x, y, on obtiendra l'équation : 

(26) «a — b^r a^ — b^ a^ — b^r = 0 
«31— *31r 0 3 2 - ¾ ^ 0 3 3 - ¾ ^ 

connue sous le nom de l'équation en r des deux formes (18). Une fois cette 
équation résolue, le système (25) nous permettra d'associer à chaque racine ^ 
un couple de valeurs (xv yt) parmi lesquelles se trouveront les solutions 
cherchées. 

Remarquons qu'avec ces notations le système (25) nous donne : 

<"> »«*»»-JfeS--» 
relation qui nous permettra d'atteindre complètement notre but. 

En effet, c'est cette relation qui nous indique qu'il faut attribuer à x} y, 
les valeurs du couple (x^ yx) qui correspond à la plus petite racine de l'équa­
tion en r, pour avoir un minimum minimorum de 9. 

D'ailleurs un calcul facile nous montre qu'avec les notations employées 
n h r 

dans ce paragraphe, les racines de l'équation en r seront égales à : ->» r/> -? (1). 
4. Une fois ce résultat obtenu, nous allons examiner en particulier le cas 

où, à la place de 9 nous avons le rapport (17). On aura : 

A2 Stf + 2 AB Hxt yt + B2 2y? -fc 2 A Sa, y, + 2 B £y, zt + Sz? 
r ~~ A2 o| + 2 AB r5, ^ o, + B2 a* + 2 A ru ^ ac + 2 Br^ a, ^ + aj 

Comme le numérateur et le dénominateur de cette expression sont des 
formes quadratiques non homogènes, et qui se décomposent, toutes les deux, 
en trois carrés positifs, d'après la remarque faite à la fin du paragraphe précé­
dent, les racines de l'équation en r correspondante seront toutes positives. Cela 
nous montre que le minimum de s" est positif, résultat auquel il fallait s'at­
tendre. 

5. Remarques. — Comme application immédiate des résultats précédents, 
nous considérerons le cas classique auquel nous avons fait allusion plus haut 
et où seule la coordonné z est affectée d'erreurs. On aura pour ce cas particulier 
ff£ = 0 , CT̂  = = 0 . 

* * • • • • • 1 • . . - • . . 1 i . . . . , • 

(1) Sur cette question, voir également C. JORDAN, Cours d'analyse, t. 1, p. 396. 
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L'équation en r se réduit à une équation du premier degré : 

Eœf HXi y4 Hxt z, 
2¾ y, Sy? Sy, z, = 0 
S#< Zi Sy, z, Sz? — r 

où on a supposé <rç = 1. Avec les notations habituelles : 

Syz Sza; Say 
Pts: 

>/sya. s** 
P s i ^ 

SZ3 

\/Sz2. Sa;2 Pl2 : 

s/S»2. Sya 

on obtient : 

r = 

1 Pl2 Pi» 

P21 1 P23 

Psi Psi l 
Sz2 

1 Pit 
Pu 1 

pour le minimum de s". Par le système correspondant à (25) on a : 

A = -

Pu P12I 
P 2 S l 

1P12 

Pl2 1 

B = 

1 Pis 
P21P23I */S z\ 

V 2y 2 , | 1 P12 

P12 1 

résultats auxquels on est arrivé par d'autres voies. 
6. Le cas d'une distribution plane est particulièrement.instructif parce que 

l'équation en r peut être résolue analytiquement. 
La plus petite de ces racines sera : 

^x*+*\Vy*-2n^ 
2 c j « 5 ( i - i t o 

et d'ici on déduit ; 

2 (nr a, «x, 1 x* — af S Xy) 

Le cas où les erreurs sur l'abscisse et sur l'ordonnée auraient le même écart 
type et seraient indépendantes, a été examiné par H. Poincaré dans son Calcul 
des probabilités, p . 249. H. Poincaré le rattache à la méthode des moindres 
carrés et indique comme valeur la plus probable de A celle qui rend minima 
la somme des carrés des distances des points P t à la droite Ax + y = 0. C'est 
ce cas particulier qui nous a suggéré la méthode que nous avons employée 
pour la résolution du cas général. E t bien que distinctes en apparence, les deux 
méthodes se rapprochent beaucoup. En effet, pour le cas traité par H. Poin­
caré, la valeur de gx (15) devient, en supposant les écarts types égaux à l'imité : 

(Axt + ytf 
*'- A2 + 1 

ce qui représente bien la distance de P2 à la droite Ax + y = 0. Nous n'in­
sisterons pas davantage sur le problème qui a fait l'objet de cette partie. On 
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comprendra que la démonstration donnée ici reste la même, quel que soit le 
nombre de dimensions de l'espace considéré, et que les résultats obtenus seront 
valables, çprès les modifications de rigueur, pour le cas le plus général. 

DEUXIÈME PARTIE 

INOICES QUI MESURES L'APPROXIMATION OBTENUE PAR INTERPOLATION 

7. Indices de linéarité. — Dans le problème de l'interpolation on ne se con­
tente pas d'indiquer seulement les méthodes qui nous mèneront à l'expression 
qui pour chaque cas particulier représentera approximativement la loi d'un 
phénomène; une fois cette question résolue, on cherche un indice qui mesure 
l'approximation, ou plutôt Terreur, que Ton commet par l'introduction de 
l'expression interpolée. La recherche de cet indice constitue une question aussi 
importante que celle de l'interpolation même. Parfois, le choix de cet indice, 
car il peut revêtir les formes les plus diverses, est indiqué d'une manière toute 
naturelle par les formules d'interpolation, mais en général cette question pré­
sente des difficultés d'ordre technique auxquelles viennent s'ajouter celles de 
l'interprétation pratique. 

On sait que si l'on veut faire une interpolation linéaire pour les couples de 
valeur (x{, y{), (x2, y>)..., (xn, yn) où x est parfaitement connu, la somme des 
carrés des erreurs commises sur chaque couple a comme valeur : 

Vl L ï*?.y?J 

On prend alors comme indice de l'approximation l'expression 

(28) i = 
\/Stf. S,Vf 

que l'pn appelle également indice de linéarité. Il varie entre — 1 et + 1 et 
c'est sa valeur absolue qui nous donne une idée de l'approximation obtenue» 

Il est clair que le choix de cet indice est plus ou moins arbitraire, car nous 
pouvons fort bien le prendre égal à i2 ou à 1 — i2 ou bien à une autre fonction 
de i, continue et monotone entre 0 et 1. 

Ce n'est que par considérations de simplicité et par des rapprochements avec 
le coefficient de corrélation que l'on s'est fixé à l'expression (28). Pour les autres 
cas qui peuvent se présenter dans le problème de l'interpolation, on cherche 
à imiter les calculs précédents et à trouver une expression semblable, à celle 
de i. 

Supposons, par exemple, que l'on veuille faire une interpolation parabolique 
d'ordre deux. Soit 91 (x), 92 (x) deux polynômes de degré un et deux res­
pectivement, et tels que l'on ait : 

2 h W = 0 S ?2 (xè) = 0 S h (*4) 92 (xt) = 0 

l t e SÉRIE — 72e VOLUME — N° 10 16 
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et supposons S xt =?= 0, 2 y< = 0. Nous aurons : 

? 1 {x) = x ? 2 (.r) = 3 ) 2 - ^ 3 : - ^ 

avec 

« l - V ^ - 2 / r 2 ~ „ 

La formule d'interpolation sera : 

lF (x) = *x ̂  (x) + aa ?2 (x) 

où : 

sy,*i(*,) _ ^^2(^)(1) 

La somme des carrés des erreurs commises sur y sera, d'après les formules 
indiquées précédemment : 

v „* ) i _ P >• ?i <*')? _ L!^3J(£,)12 l 
- » ' | S y ? v ? ? w v ,/? v ?,5 CTi) ( 

et l'on voit que pour avoir un indice de linéarité de deuxième degré, nous pou­
vons prendre : 

2 VSy?S ?M*,) ^ 3 0 2 ^ , ) 

ou bien îf ou 1 — îf, etc . . 
De tout cet exposé nous retiendrons quelques conclusions qui nous seront 

très utiles plus tard. 
Tout d'abord nous remarquerons que c'est l'expression du minimum de la 

somme des carrés des erreurs qui nous a permis de trouver un indice de linéarité. 
Ensuite, en nous tenant à la valeur absolue de l'indice, on voit que celle-ci 

atteint ses limites 0 et 1 dans les deux cas extrêmes : 
1° Si les données ne contiennent aucune erreur et alors la courbe interpolée 

passe par tous les points; 
2° Si l'introduction de la courbe interpolée ne diminue en rien la fluctuation 

de y. En effet, lorsque i = 0 la somme des carrés des erreurs reste égale à S y] 
c'est-à-dire à ce qu'elle était auparavant. 

8. Considération sur Véquation en r. — Avant de chercher un indice qui 
mesure l'erreur commise par l'interpolation linéaire dont nous nous sommes 
occupé dans la première partie de ce travail, nous démontrerons une propriété 
de l'équation en r qui nous sera utile plus loin. 

Désignons par dl (x, ?/, 2..., £, r) le premier membre de l'équation en r tel 
qu'il se présente dans la relation (26) et lorsque les coordonnées des points 
considérés sont r, y, z..., t. Pour plus de simplicité, supposons dans ce qui 
suit que les écarts types a,, a .., G. soient égaux à l'unité. 

L'équation <.ft (.r, y; r) =- 0 peut être considérée comme la conséquente 

(1) Voir G. DARMOIS, op. cit., pp. 282-283. 
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de deux équations (R, (x; r) = 0 01 (y ; r) = 0; l'équation <& (x, y, z; r) •= 0 
est la conséquente de 61 (x, y ; r) = 0 <ft (y, 2 ; r) = 0 (K (2, # ; r) = 0; etc. 

Remarquons d'abord que l'équation t?l (a;:r) = 0a comme racine r ^ •= Sa:*. 
Soit, par ordre de grandeur croissante j^v* f, r^)2 „... r^Jl * 1M racines 
de l'équation <R (x, y, 2..., t; r) = 0. 

On voit immédiatement d'après la forme même de Jl (.r, y; A*) que les racines 
de l'équation (K (a;, y; /•) — 0 sont séparées par les racines de ses antécédentes 
c'est-à-dire que : 

(29) <R (a?, y; rl\>) < 0 * (.r. y; r'!,') < 0 

On aura également : 

(-0) (R (x; rSg) > 0 A (y; 1¾) > 0 
<R (a?; tf») < 0 3f (y; /•'») > 0 

Considérons l'équation : 

* to y»*; *•) = 
ï x2 — r S xy — rr^ S a£ — rr^ 
S xy — rrT: S y2 — r Zyz — r rrr | œ 0 
S zx — r /v; ï 2/y — r />, S 22 — r 

en développant d'après la dernière ligne et la dernière colonne, on aura : 

(K (x, y; r) (S z2 — r) — (S yz — rrrC)2 (S a:2 — r) — (S a* — rr=02 (S y2 — r) 
+ 2 (S zz — rr-) (S yc — /r,:) (S rry — jy^) = 0 

En faisant r = r£* il ne reste dans le premier membre que les trois derniers 
termes. Or, ces termes constituent une forme quadratique e n S n — rrrl, 
S xz — rrlv Par hypothèse, le discriminant de cette forme sera nul pour 
r = r^ et comme d'après (30) S a ; 2 - 1¾ > 0 S y2 — rJJJ > 0 celle-ci sera 
un carré négatif. Pour r = /-¾ le carré sera positif. 

Par conséquent : 

(31) <R (a:, y, 2; /¾) < 0 cR (r, y, 2; 1¾) < 0 

* (*, 2// ^ ) > 0 cR (a-, y; r?;.) < 0 (K (x, y; r%) > 0 

Les racines de tK (a?, y; r) = 0 séparent donc les racines de tfl (a*, y, 2 ; r) = 0. 
Supposons, en général, que les racines de oi (a*, 7/,... u; r) -= 0 séparent celles 
de J l (a,, y,... M, V ; r) = 0. Considérons l'équation conséquente à cette dernière : 
dH (x, y, 2,... w, c, J ; r) = 0. Développons d'après la dernière ligne et la dernière 
colonne, on aura : 

(32) <R (*, y,... ç, t; r) = (S *» —>) <R (a:, y,... e; r) + F 

où F est une forme quadratique homogène en S xt — rr^^yt—rr^.... Re­
marquons que cette forme est, à un facteur de proportionnalité près, l'ad­
jointe de la forme : 

4> = (S a:2 — r) X2 + (S y2 - A-) Y2 + .... 

+ 2 (S ay — /r*,) XY + 2 (S xz — rr;)YZ + .... 
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Faisons dans (32) r = r^mmmUV. Le premier terme s'annule et il ne nous 
reste* plus que la forme F [r = r̂ mmaUV]. Or, pour cette valeur de r le 
discriminant de la forme $ s'annule également : elle se décomposera dans 
m — 1 carrés tout au plus, m étant le nombre des variables x,y,... u, e. Dans 
ce cas sa forme adjointe F sera identiquement nulle ou égale à un carré (1). 
Puisque dans cette forme les coefficients de S xt — rr-^, S yt — rr^... sont 
égaux à — cR, (y, 2,... v; r), — dl (x, 2,... v; r)... et puisque par hypothèse : 

<R (y, 2,... 9; /¾....) > 0 iR (x, 2,... v; r(:i.v) > 0.... 

On aura : 

<R (vy, *,-« <s *; *•£....) < o 

On démontre de la même manière que : 

<R (x, y, 2,... 0, *; r(Jl/r..*) > 0 iR (x, y, z,... p, J; /$»...)•< 0... 

En tenant compte du fait que OU (a;, y, z,.. c, £; 0) > 0 car l'équation 
dl (#, y,... i; r) — 0 n'a pas de racines négatives, et des inégalités que nous 
venons de démontrer, nous pouvons énoncer la propriété suivante : 

Les racines d'une équation en r sont séparées par celles d'une quelconque de ces 
antécédentes. 

9. L'indice de l'erreur commise par l'interpolation linéaire générale ou indice 
de satisfaction. — Les considérations que nous avons faites (paragraphe 7) sur 
l'indice de linéarité nous conduisent à considérer pour notre problème le mini­
mum de s", or nous savons (27) que : 

(33) minimum s" = r0 

r0 étant la plus petite des racines de l'équation en r. Nous avons d'ailleurs 
montré que dans ce cas la probabilité, pour que l'espace linéaire calculé : 

A x + By + Cz -f.. + L '= 0 

se confonde avec le vrai, est proportionnelle à e~~r° valeur qui varie de 1 à 0, 
lorsque r0 varie de 0 à + oo. 

Nous pourrions donc prendre r0 comme indice de l'erreur commise. Le théo­
rème établi au paragraphe précédent nous montre que l'erreur n'est pas aug­
mentée par l'introduction d'une coordonnée nouvelle. Ainsi pour le cas d'un 
ensemble de points dans l'espace à trois dimensions l'erreur commise par l'in­
terpolation d'une droite est tout au moins égale à celle commise par l'inter­
polation d'un plan. En effet, le théorème mentionné nous montre que : 

(34) rl> > r<¥ > r% > ... > r™.., > ... 

Pour la même équation en r, nous distinguons deux cas extrêmes : 
-

(1) La démonstration de cette proposition ne rencontre aucune difficulté. • On pourrait 
d'ailleurs l'établir immédiatement en se servant d'une relation démontrée dans R. D'ADHÉ-
MAR, Leçons sur les principes de Vanalyse, Paris, Gauthier-Villars, 1912, t. 1, p. 102. Théo­
rème IV. 
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1° r0 a sa plus petite valeur 0. 
2° r0 atteint sa plus grande valeur. 
Examinons ces deux cas. 
1. Dans ce cas l'interpolation se fait sans aucune erreur; l'espace linéaire 

interpolé passe par tous les points. On voit que pour avoir r0 = 0 il faut : 

(35) 8 = 

S x; Sa?4 yt S# t 2, ... 

Sy t xh Sz/Î 2 ¾ zt 

VtiXt 2ttyi S tx Zi ... 

ZXiU 

Ey«r< 

Sfl 

= 0 

or, d'après les propriétés des matrices 

(36) 

a?j a?2 

h h 

S 

a?, a?. ,xk 

Vu 

U tj. 

la somme étant étendue à toutes les combinaisons 1,/,...¾ de m nombres pria 
parmi 1, 2, n. La condition (35) exige que tous les déterminants du seôond 
membre de (36) soient nuls. Cela ne peut avoir lieu que si tous les points P{ se 
trouvent dans le même espace linéaire à m — 1 dimensions passant par origine. 

Cet espace constitue la solution du problème d'interpolation. 
2. Comme r0 est la plus petite racine de l'équation en r, elle est plus petite, 

ou tout au plus égale, à la plus grande des racines de cette même équation. 
Dans ce dernier cas l'équation en r a toutes ses racines égales (1). Comme d'au­
tre part la plus grande des racines est égale au maximum maximorum de s", 
il s'ensuit que s" = cte et réciproquement, car pour que s" soit constante il 
faut avoir : 

Sa:2 S y2 

( 3 7 ) - 3 - = 
S i2 S xy S xz 

ru *l °n r* 'OE*i i 
= T 

et sous ces conditions l'équation en r a toutes ces racines égales à T. Donc 

(38) max. r0 = T 

Mais dans ce cas (37) la position de l'espace que l'on veut interpoler, n'est 
plus déterminée, toute position ayant la même probabilité proportionnelle 
à ë~ T de se confondre avec la vraie. Les chances de nous approcher de la vérité, 
ne sont pas augmentées par l'interpolation. 

On reconnaît dans ce qui précède les deux cas limites que nous avons ren­
contrés pour l'indice classique de linéarité. 

10. Cependant, nous ne pouvons pas rester à r0 comme indice de satis­
faction, car son échelle de variation de 0 à T, T pouvant varier jusqu'à l'in­
fini, n'est pas déterminée et n'est pas la même pour tous les cas, ce qui rend 
impossible la comparaison de deux interpolations. Il faut que l'indice varie 

(1) On laissera de côté, bien entendu, les racines infinies, d'ailleurs dans ce cas l'équation 
en r n'est plus de degré /n. 
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entre deux limites bien déterminées, que l'on prend habituellement égales 
à 0 et à 1. Pour cela nous n'avons qu'à considérer comme indice cherché l'ex­
pression : 

(39) p - j 

qui varie, en effet, de 0 à 1 lorsque l'on passe du cas 1 au cas 2. 
Pour que la formule adoptée (39) puisse nous servir en pratique, il faut trou­

ver pour T une expression en fonction des données. Le choix de cette expres­
sion n'est pas complètement déterminé. On peut prendre pour T, par exemple, 
toute expression de la forme : 

W (S x\ S y2 . . ., S a;y, S a% . . .) 
V (a», o» . . . r;r a, or, r^ o; Or . . ~ 

*JP étant une fonction homogène de degré un. On peut également prendre 
pour T une des fonctions symétriques des racines de l'équation en r : 

r(D + /-(2),. +r<m> 

m 

•r-y/i r( l) r(2) + r(\) r(3) + . . . _|_ r[m-ï) ,(m) 

m (m — I) 

[rU )]2 + [r^] 2 + . . . + |><m>]2 

m 

Laquelle faut-il choisir? Car selon ce choix, les valeurs de p provenant de la 
même équation en r, seront différentes et ne coïncideront qu'aux limites. 

Nous essaierons de faire un choix parmi cette foule de possibilités en nous 
guidant des lumières que peuvent nous apporter en cette matière, les cas par­
ticuliers. 

Pour que la détermination de la position la plus probable de l'espace : 

Ax + By + Cz+ . . . + L = 0 

soit possible, il est absolument nécessaire que les points dont on mesure les 
coordonnées ne se confondent pas en un seul. 

Supposons pourtant qu'il en soit ainsi et prenons cet unique point comme 
origine. (On sait que sa position probable est le centre de gravité des points 

p,)-
D'après ce que nous avons vu plus haut, puisque la détermination dans ce 

cas-là d'un espace n'est pas possible, on aura : 

sw = T 

D'autre part, comme sous cette hypothèse nous connaissons l'unique point 
que l'on a visé, nous ferons usage de la relation (11) : 

6 - / , | h2 I . . f hn 
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Le point P, se trouvant sur l'hyperellipsoïde : 

H (x, y,z . , t) =• H (x„ yuZi . . U) 

on aura (9) : 
h, = H (2,^,,2,, . . t,) 

donc : 

(40) » - S H (a;,,y„z„ . . I,) 

Il est facile de se rendre compte que sous les conditions (37) on aura : 

(mk) =~ 

V 7?» l *• r5, /v, . . n? 
Zxylr^.. AV 

il wcf r,,, rTç . . 1 

2 H (a;,, yn zt . .,*,) = 

1 Xxyru 

1 r5*» Sy2rr,!: 

rzi^yttri . . 1 
+ = /w'T 

où m' est le nombre des variables qui entre effectivement dans la composi­
tion de H. Il est clair qu'il peut être inférieur à /n, nombre des coordonnées 
a-, y, 2,... t. Du rapprochement entre s" (40) et (40 bis) nous sommes conduits 
à prendre : 

1 — m' 

et par conséquent (39) devient : 

, , , v m' rQ 
( 4 l ) P = ~ 2 H (xnynzt . " ,« , ) 

Dans le cas où /w = /»' l'expression que nous avons adoptée pour T devient : 

T = r(i) + r<2) + . . . + r(m) 

m 

relation facile à démontrer si on tient compte de la forme de l'équation en r et 
de (40 bis). 

Et avec cela le choix dont nous parlions plus haut est fait ; nous ne voyons 
pas comment il aurait pu être motivé davantage. 

Maintenant en partant de (41) on peut varier à l'infini les indices d'approxi­
mation. En le prenant égal à (41 bis) 

Î = V / 1 - P 

on aura la généralisation de l'indice de linéarité du paragraphe 7. 
Cette nouvelle expression a également l'avantage de généraliser celle du 

coefficient de corrélation multiple. Si l'on s'arrête à (41), une faible valeur de p 
sera l'indice d'une suffisante approximation obtenue par l'interpolation. 

Pourtant l'estimation de ce fait par la grandeur de p reste, comme pour 
tous les autres indices employés en statistique, une question d'appréciation 
subjective et spéciale à chaque cas. 
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TROISIÈME PARTIE 

L'INTERPOLATION TRIGONOMÉTRIQUE 

11. Dans cette troisième partie nous ferons une application des résultats 
précédents à une méthode qui nous permettra de calculer d'une manière pré­
cise les périodes d'un phénomène. 

La recherche de la périodicité que peut accuser une série de données cons­
titue un problème d'analyse harmonique. Ce problème ne se pose pas de la 
même manière si la période ou plutôt les périodes du phénomène que l'on étu­
die, nous sont ou non connues. 

Lorsque les périodes sont connues l'interpolation trigonométrique ne pré­
sente plus que les difficultés de toute autre interpolation. La méthode des 
moindres carrés, appliquée dans tout ce qu'elle a de plus simple, nous permettra 
dans ce cas, de calculer les amplitudes et le décalage dans le temps des périodes 
et de résoudre complètement, par cela même, la question. La connaissance 
des périodes apparaît donc comme absolument nécessaire pour pouvoir pro­
céder à cette interpolation. 

Malheureusement, dans la plupart des cas, nous ignorons complètement les 
grandeurs des périodes, voire leur existence; c'est précisément le cas de nom­
breux phénomènes pour lesquels les disciplines, dont ils font l'objet, n'ont pas 
encore pu découvrir les lois. Les recherches de statistique mathématique ayant 
comme but l'étude de l'existence d'une périodicité ne peuvent certainement pas 
combler cette lacune, mais Les résultats obtenus par cette voie nous donneront 
des suggestions nouvelles et nous ouvriront des horizons plus larges. Elles 
permettront également de vérifier l'exactitude des hypothèses restées encore 
sous forme d'ébauches, et en attendant que ces lois soient découvertes ou 
complétées, nous pouvons toujours dire en face des résultats de la statistique 
mathématique : les faits sont là. 

Il y a plusieurs méthodes à employer pour la recherche des périodes d'un 
phénomène et chacune de ces méthodes peut être transformée et adaptée à 
chaque cas particulier. On trouvera un exposé des travaux faits jusqu'à pré­
sent dans cette direction dans Encyclopédie des sciences mathématiques pures 
et appliquées, édition française, tome II, volume 5, p. 82. 

De toutes les méthodes, la méthode graphique reste toujours la plus simple 
et la plus éloquente. Mais pour qu'elle puisse nous mettre en évidence la pério­
dicité, il faut que celle-ci ne soit pas trop cachée. Or, il y a deux causes prin­
cipales qui empêchent nos yeux de découvrir sur le graphique un mouvement 
périodique ; la première est la trop grande fluctuation des écarts accidentels 
par rapport à l'amplitude de ce mouvement, et la seconde, la superposition 
de plusieurs périodes. Les cas auxquels la méthode graphique a pu s'appliquer, 
sont des cas heureux, car il est bien rare qu'au moins une de ces causes n'a­
gisse pas. Un cas où la périodicité est manifeste sur le graphique est celui du 
nombre des taches solaires. 
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Lorsque la périodicité ne peut pas être mise en évidence à l'aide de cette 
première méthode, il faut demander au calcul ce que le graphique n'a pu nous 
donner. Dans cette voie, les méthodes les plus connues et les plus commodes 
à la fois sont celle do Buys-Ballot et celles de Lagrange. 

12. La méthode de Buys-Ballot. — On trouvera un exposé détaillé et une 
intéressante application de cette méthode dans : Chr.-H.-D. Buys-Ballot, 
Les changements périodiques de température dépendant de la nature du soleil 
et de la lune, mis en rapport avec le pronostic du temps déduits d'observations 
néerlandaises de 1729-1846. Utrecht, Keminik et fils 1847, pp. 35 et sq. 

Le principe en est contenu dans le premier des cinq théorèmes établis empi­
riquement par l'auteur. Ce théorème est le suivant : 

« Si l'on a une série de nombres ?/,, y2, yz... qui croissent ou décroissent sui­
vant une certaine loi dont la période est de n intervalles, les sommes : 

sl = Vl + 2/1 + n + y\ + 2n + • • • • 
s2 = V* + Hl + n + yi + In + . . . . 

Sn = yn + ytn + ytn + . . • • 

auront la même loi de périodicité que la série initiale ». 
Le théorème II nous montre que si la période est différente de n intervalles, 

les sommes obtenues plus haut deviennent à la longue presque égales. Les autres 
théorèmes nous donnent le moyen de nous approcher plus vite de la vraie 
valeur de la période sans faire trop d'essais. C'est une méthode simple et claire 
à la fois. 

Cependant il y a bien des cas — les plus intéressants, paraît-il — pour les­
quels cette méthode, tout en nécessitant des calculs, ne nous apprend rien de 
plus que la méthode graphique. Car si les écarts accidentels effacent dans le 
graphique le mouvement périodique du phénomène, pour que l'application 
du théorème I nous le mette en évidente, il faut que l'on dispose d'une série 
de données assez grande, pour que les erreurs contenues dans les sommes s, 
soient réduites. Si cette condition n'est pas remplie, et si surtout l'amplitude 
du mouvement cyclique est faible, la méthode de Buys-Ballot ne pourra rien 
nous donner. 

Et même si les observations sont suffisamment nombreuses les calculs que 
cette méthode nécessite, et qui augmentent avec le nombre des données, de­
viennent presque inextricables, à moins que l'on n'ait pas une idée quelconque 
sur la grandeur do la période. C'est justement ces deux circonstances qui ont 
permis à Buys-Ballot d'arriver assez rapidement à un résultat; son calcul 
portait sur les données quotidiennes de quarante années, et il savait a priori 
que la période était comprise entre vingt-six et vingt-sept jours (Voir op. cit., 
p. 40). 

On peut considérer cette méthode comme un complément utile de la mé­
thode graphique, et dans les cas où elles peuvent s'appliquer ensemble, la 
première nous donnera des indications que précisera par lç calcul la seconde. 

V SÉRIE — 72« VOLUME — N© 1Q 16 bÎ9 
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13. Les méthodes de Lagrange. — Dans la première méthode de Lagrange 
on considère la fonction génératrice : 

> (0 = yo + 2/i* + j/a *2 + + yntn+ . . . 

de la série d'observations. On cherche par une voie que nous n'exposerons pas 
ici, si cette série est récurrente ou non. On en trouvera l'exposé et deux appli­
cations au calcul des inégalités planétaires dans ; Œuvres de Lagrange, tome VI, 
p. 507. 

La deuxième méthode que Lagrange a donnée comme un complément de 
la précédente, est basée sur le calcul des différences. On sait que la suite des 
différences de différents ordres, d'une série de données, peut nous renseigner 
sur le degré du polynôme qui sera le plus indiqué pour une interpolation para­
bolique. Ce fait a amené Lagrange à rechercher s'il n'y avait pas une méthode 
analogue pour l'interpolation trigonométrique, et c'est ainsi qu'il a édifié son 
second procédé. (Voir Œuvres de Lagrange, tome VII, p. 547 et sq.) 

Ces deux méthodes d'une toute autre précision que celle de Buys-Ballot, 
ont pourtant un inconvénient : tout en permettant un calcul précis de la valeur 
des périodes, les résultats auxquels elles nous amènent sont trop influencés 
par les écarts accidentels. D'ailleurs on peut se rendre compte en se rapportant 
aux mémoires de Lagrange que ses méthodes ne font intervenir dans les calculs 
qu'un très petit nombre d'observations, et elles sont loin de faire usage de 
l'ensemble de la série. Lagrange ayant appliqué sa première méthode pour 
trouver les périodes de l'équation du temps de Mayer, est pourtant arrivé à 
des résultats très voisins des valeurs que l'on avait obtenues par d'autres 
voies plus directes. Mais la raison du succès de la méthode est d'un ordre que 
nous avons déjà mentionné plus haut : c'est la faible fluctuation des écarts 
accidentels par rapport à l'amplitude du mouvement. Il nous semble donc que 
les méthodes de Lagrange, tout en étant d'une précision beaucoup plus grande 
que celles que nous avons exposées antérieurement, se heurtent presque aux 
mêmes difficultés. 

Le but que nous nous sommes proposé en commençant ce travail, a été 
d'essayer de trouver une méthode qui tienne compte de toutes les données 
et qui nous permette par là de soustraire les résultats à une influence trop 
pesante des écarts fortuits. Nous nous sommes inspiré des travaux de 
Lagrange et notamment des principes qui sont à la base de sa deuxième 
méthode. Peut-être, aurait-on pu édifier une méthode se basant sur la fonction 
génératrice l (t). Nous ne l'entrevoyons pas pour le moment et d'ailleurs la 
méthode à laquelle nous avons été amené, nous paraît offrir l'avantage de ne 
demander que des opérations qui, pour la plupart, sont de celles qui se ren­
contrent dans toute interpolation. 

14. Considérations générales. — Supposons que par les méthodes connues, 
on soit arrivé à éliminer le mouvement de longue durée du phénomène consi­
déré et que nous nous trouvions en face des données ne renfermant plus que : 

1° Une composante constante que nous appelerons la normale; 
2° Plusieurs composantes de nature trigonométrique, les composantes cycli­

ques; 
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3° Et finalement une composante qui constituera l'écart et que mous consi­
dérerons comme fortuite. 

Soit y0, y{ ..., yn__\ les données; on aura d'après l'hypothèse faite (1) : 

y0 = y + m sin a + «0 

(42) yx = y + m sin (a + «) + 6l 

yn ^ ! = y + w sin [a + (rc — 1) a] -f en _ 4. 

Pour trouver la normale y, prenons la moyenne arithmétique des y{ : 

v , m . n* . (n — 1 \ , Êo + « i + • « « n - i 
(43) Y = ^ + — ^ s m T s m V " 2 - a + a ) + n 
x ' n sin * 

Comme nous avons distingué dans la partie non cyclique de yt une compo* 
santé constante et une autre fortuite, nous aurons : 

Valeur probable de P 0 + £l + 'n ' + 6 ^ 1 ] = 0 

car si cette relation n'était pas vraie, cela signifierait qu'il eût fallu prendre 
une autre valeur pour la composante normale. Quant au terme de (42) renfer­
mant des lignes trigonométriques, on voit qu'il diminue lorsque n croît et sauf 
cela — si n n'est pas suffisamment grand — on peut toujours s'arranger pour le 
rendre nul, ce qui arrive si : 

, , , , n a _ n — 1 , 
(44) ~Y = k n ou — s — « + a = *« . 

Le première de ces relations peut se mettre SQJIS la forme rc=ftT ou T = — 

est la valeur de la période. Cela signifie qu'il faut porter le calcul sur un nom­
bre entier de périodes. Pour satisfaire à la seconde relation (44) il faut que le 
milieu de l'intervalle du temps auquel appartiennent les données soit un cen­
tre de symétrie de la courbe représentant la marche du phénomène. Bien 
entendu, ces deux moyens pour rendre nul le deuxième terme de (43) suppo­
sent implicitement la connaissance delà période ou, ce qui revient au même, 
du mouvement cyclique, qui en pratique ne nous est connu qu'ensuite. Cepen­
dant, on doit reconnaître que ce n'est pas là un obstacle qui nous empêche 
de tenir compte des considérations précédentes, car la représentation graphi­
que nous permettra toujours de satisfaire d'une manière, soit-elle même lar­
gement approximative à une des conditions (44); une ignorance si complète 
du mouvement périodique d'un phénomène ne peut pas être conçue; et 

(1) Nous supposons pour l'instant qu'il n'y ait qu'une composante cyclique. Cela 
n'enlèvera rien aux conclusions qui vont suivre. Plus loin, lorsqu'il sera nécessaire, 
nous considérerons le cas général. 
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d'ailleurs elle rendrait la recherche de la périodicité dépourvue de tout fonde­
ment. La relation (43) nous donnera sous ces conditions : 

15. Relations entre les différences d'une série périodique. — Une fois la compo­
sante normale éliminée, les données ne renfermeront plus que la composante 
cyclique et la composante fortuite. Pour les calculs qui vont suivre, nous ferons 
abstraction de cette dernière. Choisissons comme origine du temps le moment 
d'une des observations et soit : 

A-3, A_2, A_t, Ao, Ax, A2, A8, • . . . 

la série ainsi obtenue. On aura : 

A— 3 = m sin (a — 3«) 
A~ i = m sin (a — 2a) 

(45) A— i = m sin (a — a) 
AQ = m sin a 
Ax = m sin (a + a) 
Â  = m sin (a + 2a) 
As = m sin (a + 3a) 

Calculons les différences secondes 

B-2 = A- i — 2 A - 2 + i _ 3 = — im sin2 R sin (a — 2«) 

B _ i = A o — 2 A _ i + A - 2 = — 4w sin2 ̂  sin (a — a ) 

(46) B0 — A, — 2Ao + A _ i = — km sin2 ~ sin a 

Bx =Aa — 2Aj +Ao = — 4 /w sin2 ~ sin (a + a) 

B8 =Ag — 2A8 + At = — 4 w sin2 * sin (a + 2a) 

Nous remarquons qu'en passant de (45) à (46) les termes respectifs se trou­

vent multipliés par—[2 sin ^) 2 ; donc en prenant les différences secondes de 

(46), c'est-à-dire les différences quatrièmes de (45), on aura : 

C-1 = + 16 m sin4 ̂  sin (a — a) 

(47) C0 = + 16 m sin* ^ sin a 

{̂  = + 16 m sin4 * sin (a + a) 

la propriété énoncée se reproduisant à l'infini. 
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On voit ainsi que le tableau à double entrée 

d) 

A_ 3, B— 3 
A-2 , B _ 2 
A _ i , B _ i 
Ao , "o 

A* , B 2 

C_ 3, D_ 3,. 
C-2, D-2 , . 
C-i, D_i,. 
L0 , D0* ,. 
Cx , & ,. 
C2 , D2 ,. 
C3 , 1 ) 3 , 

a les éléments d'une même ligne en progression géométrique dont la raison, 

toujours la même, est égale à — ( 2 sin TS) • 

S'il y a deux composantes cycliques : 

A, = % sin (ax + i *t) + m^ sin (a2 + ic^) 

les calculs seront identiques à ceux que nous avons faits précédemment avec 
cette différence qu'ils porteront sur deux termes au lieu d'un seul. Les éléments 
d'une ligne de (I) seront formés par l'addition des termes de même rang de deux 

progressions géométriques, dont les raisons seront — (2 sin^ ) 1 — (2 sin -*) • 

Pour m composantes cycliques, le tableau (I) sera formé d'éléments cbtenus 
par l'addition des termes de même rang de m progressions géométriques, les 

mêmes pour la ligne, et dont les raisons seront — (2 sm5) > — /2 sin^) »... 

- ( 2 - . * ) • • 

Prenons une ligne de ce tableau; adoptons les notations : 

ck = mh sin (ak + i*k) zk = — ( 2 sin ^ j 

on aura 
A, = cx + ca + . . . + cm 
B . = Cl % + C2 H + • • + Cm Zm 

Ct = cxzl + c2zî+ . . + cm & 

Li = cxzl + c2z>2+ . . + c m ^ 

Soit T, T', T", . .T(m), m+1 termes consécutifs de cette suite; par élimination 
de cl7 c2,.. cm, on obtiendra : 

(48) 

T 1 1 . . .1 
1 Zi Z2 . . .zm 

1 Z\ Z2 . . *Zm 

J(m) zm -ç . . . j 

Maintenant si : 

(49) Zm + Pl Z™-i + . . . . + Pm_i Z + pm = 0 

est l'équation ayant comme racines zu z2,.. zm la relation (48) devient : 

(50) T<™>+ f t T<™-i)+ . . . + ^ - 1 ^ + ^ ^ 0 . 
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Par conséquent entre m + 1 termes consécutifs d'une même ligne du ta­
bleau (I) existe une relation de récurrence, cette relation étant la même pom\ 
toutes les lignes, car elle ne dépend que des raisons z{, z2,... zm (1). 

La liaison qu'il y a entre l'équation en Z (49) et la relation de récurrence 
(50) est à la base de notre recherche; c'est elle qui nous permettra le calcul 

des périodes Tj = — • 
a, 

16. Examen du cas théorique. — Pour fixer les idées supposons qu'il n'y ait 
que deux périodes; la relation (50) nous donne : 

/ > 2 ^ 2 + />iB_2 + C-2 = 0 
p2A-i + f t B - i + C - i = 0 

(51) p2A0 + f t B 0 + C 0 = 0 
P2 \ +Pi^i + C i = 0 
p2\ + px B2 + C2 = 0 

Les inconnues du problème sont p{, p2 et s'il n'y avait pas de composante 
aléatoire, deux de ces relations suffiraient pour déterminer les valeurs de ces 
inconnues. Bien entendu pour que cette détermination soit possible il faut que 
le système formé par ces deux relations ne soit pas incompatible. On trouvera 
parmi (51) deux relations pour lesquelles : 

(52) A / B , 
AA B, 

^=0 

car si tous ces déterminants étaient nuls, on n'aurait plus deux composantes, 
les relations (51) étant, le cas échéant, remplacées par : 

(53) A A, + B, = 0. 

Nous pouvons donner à ces considérations une interprétation géométrique. 
Soit un espace à une infinité dénombrable de dimensions. Le tableau (I) sera 
représenté dans cet espace par un certain nombre de points. Nous savons d'a­
vance (50) que tous ces points doivent se trouver dans le même espace linéaire 
passant par l'origine des coordonnées. Soit m le nombre de ces dimensions. Il 
pourra dans ce cas être déterminé par m points de (1) ne se trouvant pas tous 
dans un espace linéaire à un nombre moindre de dimensions. Maintenant, si 
nous ne pouvons pas trouver parmi les points (I) m points qui satisfassent à 
cette condition, ce sera parce que tous ces points se trouvent dans un espace 
linéaire à m—1 dimensions tout au plus. Ce fait nous montrera que nous avons 
fait une estimation en plus du nombre des dimensions de l'espace linéaire conte­
nant les points (I) et qu'il faudra le diminuer. 

17. Cas réel. — Les considérations précédentes portant sur un cas qui ne se 
présente jamais en pratique où la composante aléatoire intervenant fait que 

(1) Lagrange considérait également un deuxième tableau formé par les demi-sommes des 
différences consécutives d'ordre impair. Ce tableau dont nous n'aurons pas besoin, jouit 
des mêmes propriétés que (I). 
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toutes les relations (50 et en espèce (51) ne soient plus qu'approximatives. 
Déterminer p{, p% à l'aide de deux relations (51) serait faire un calcul trop sou­
mis à l'erreur contenue dans ces relations. Le problème de la détermination 
de p{, /?2 se présente sous une autre forme : 

Sachant que les relations (51) sont vérifiées d'une manière approximative 
quelles sont les meilleures valeurs à attribuer à p{, p%? 

Pour le résoudre nous ferons usage des résultats obtenus dans la première 
partie de ce travail. 

Il s'agit de déterminer un plan : 

/ ^ + /^2/ + 2 = 0 

à l'aide de ses paramètres directeurs ply p2. Nous avons pour le déterminer une 
suite de points (À„ Bz, C,) (1) mais qui ne se trouvent plus dans le même plan 
parce que leurs coordonnées sont entachées d'erreurs. Nous reconnaissons là 
le problème énoncé paragraphe 1. 

Soit et la composante aléatoire contenue dans Ax\ prenons son écart type 
comme unité. Les écarts de Bt et Ct seront respectivement : 

ci + i — 2e, + et-\, 61 + 2 — 4 ^ + 1 + 6 ^ — 4 ^ - 1 + ^ - 2 . 

Si £, •*)> 5 désignent ces écarts, on aura : 

a? = 1 a* = 6 a? = 70 rr* aA <rç = — 20 r̂ = a; <J; = 6 r*, 9i a„ = — 2 

relations qui nous permettront d'obtenir les coefficients atki a%k (5). 
Ensuite l'équation en r : 

SA?—r £ A, B, + 2 r S A, C, — 6 r 
SB,A, + 2r SB? — 6 r SB,C, + 20r = 0 
SC, A,— 6r 53 0,8, + 201- SCf —70r 

nous donnera r0 et le système correspondant à (25) : 

P2 3 A? + Pl S A, B, + S A, C, _ p 2SA,B t + ^ S B f + ^'B^Q _ 
p , - 2 P l + 6 — -2/^ + 6^-20 ~r° 

nous permettra de trouver les valeurs les plus probables de px et p2. 
Une fois ces valeurs trouvées on obtiendra en résolvant l'équation en : 

Z* + ftZ + ft = 0 

les valeurs de zu z2 ^
 n o u s donneront a1? a2 c'est-à-dire les périodes T4 et 

T2. 
Il n'est nullement besoin d'insister davantage sur cette méthode. On com­

prendra facilement que la marche à suivre est la même quel que soit le nombre 
des périodes. 

(1 ) Remarquons ici que l'on aurait pu prendre trois autres termes?consécutifs du tableau (I). 
Si nous employons les trois premiers, c'est parce qu'ils sont ceux que le calcul nous met 
immédiatement en évidence et parce que les erreurs qu'ils contiennent sont les plus petites 
de toutes les autres On sait, en effet, que dans les différences d'une série de termes affectes 
d'erreurs, les erreurs s'accumulent et leur écart type augmente avec l'ordre de ces diffé­
rences. 
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Quant aux calculs qu'elle comporte, nous devons faire remarquer qu'ils 
sont les mêmes que ceux qu'on rencontre dans l'interpolation linéaire : calcul 
des différences, des sommes de carrés, et des sommes de produits. Il n'y a que 
la seule difficulté que peut présenter la résolution des équations en r et en Z, 
dont les degrés peuvent être assez élevés, qui interviennent comme élément 
nouveau. On se servira, pour les résoudre, d'une des méthodes connues, basées 
sur le principe des approximations successives. D'ailleurs il est bien rare 
qu'un phénomène présente plus de trois périodes, ce qui limite pratiquement 
au quatrième le degré des équations à résoudre pour atteindre le but proposé. 

18- Indice de satisfaction. — En face d'une application pratique de la mé­
thode d'interpolation trigonométrique que nous venons d'exposer, nous serons 
dans l'impossibilité de savoir s'il faut faire une interpolation à une, à deux... 
composantes cycliques. Nous avons montré à la lin du paragraphe 1G que si 
la composante fortuite n'existe pas, le calcul nous avertira toujours si nous 
avons fait une estimation trop grande des périodes. Pour le cas, tel qu'il se 
présente en réalité, nous demanderons à l'indice étudié dans la deuxième par­
tie de nous renseigner, dans la mesure où cela sera possible, sur cette question. 
Voilà comment il faut procéder : 

Supposons que nous n'ayons aucune idée sur les périodes du phénomène 
que nous voulons étudier. Nous ferons alors l'hypothèse provisoire qu'il n'y 
a qu'une seule période. On calculera alors comme ci-dessus, la valeur de 
cette période. Mais pour arriver à trouver cette valeur, nous savons qu'il faut 
faire d'abord une interpolation linéaire, dans le plan. Nous calculerons la va­
leur de l'indice de l'approximation obtenue par cette interpolation, en BOUS 

servant des formules (41) et (41 bis). Nous obtenons ainsi une valeur 
de i. Si cette valeur est suffisamment approchée de l'unité, nous nous 
arrêterons là; si elle est insignifiante, alors nous passerons plus loin et nous 

' calculerons la valeur de i sous l'hypothèse de deux périodes; de trois 
périodes, etc. Nous obtiendrons ainsi une suite de valeurs de i : 

(54) i(i>, *<*>, i(3),... f<n)... 

Nous nous arrêterons là où l'approximation mesurée par ces valeurs sera 
jugée suffisante; ensuite on passera au calcul de zx et de a,-

Remarquons que pour calculer la suite (54) il est suffisant de connaître les 
valeurs correspondantes de r0, c'est-à-dire de résoudre les différentes équations 
en r. Les calculs seront abrégés ai nous tenons compte de la propriété des équa­
tions en r démontrée plus haut paragraphe 8 (34). 

Nous ne pouvons pas affirmer en général que la suite (54) soit croissante ; 
mais si la périodicité que nous cherchons à découvrir existe, elle se fera sentir 
par l'allure de cette suite et nous estimons que si cette dernière accuse un léger 
mouvement croissant nous aurons une indication assez précieuse de l'existence 
de la périodicité. 

Une fois que l'on s'est ainsi lixé sur le tiombre des périodes, on passe au 
calcul des px et à la résolution de l'équation en Z. 

19. Remarques sur les racines de Véquation en Z. — Comme les racin.es zt 

http://racin.es


- 2 4 1 -

sont égales à — ( 2 sin ̂  j » pour que l'expression mathématique qui représente 

la marche du phénomène étudié puisse être mise sous la forme d'une somme 
de sinus, il faut qu'elles soient toutes comprises entre — 4 et 0. Toute racine 
qui n'appartient pas à cet intervalle ou qui présente un degré de multi­
plicité supérieur à l'unité, constitue par conséquent un cas singulier de la 
solution. Nous allons examiner successivement toutes les hypothèses que l'on 
peut faire sur les racines zx. 

1° z > 0. L'équation qui lie a et z : 

(55) cos a =- 1 + | 

ne pourra plus nous donner une valeur réelle pour x. Cette équation mise sous 
la forme : 

e1* + e- lct = 2 + z 
nous donnera 

(56) « . = 2 + s d V * + 4« 
2 

et puisque le deuxième membre est positif, on aura a = i w. Le terme 
m sin (a + i a) de l'expression de A^ sera remplacé par : 

(57) c e"x + c' e— w3C 

Par un calcul direct, on peut se rendre compte que les parties afférentes à 
ce terme contenues dans Av Bt, Ci? forment une progression géométrique dont 
la raison est : 

(go. 4\2 

(57 bis) z={e
 e„ ' > 0 

C'est cette équation que nous emploierons à la place de (55) pour le cas d'une 
racine positive. 

2° z < — 4. Dans ce cas le deuxième membre de (56) sera négatif, donc : 

a = 7: + i (x) 

L'expression qui remplacera m sin (a + a x) dans Ax sera : 

(58) (c e w3C + c' e~ w3C) cos iz x 

Un calcul direct nous montre que la valeur de o sera donnée par l'équation : 

(58 bis) z = — 
^ + 1 ) 2 

3° z imaginaire. — Soit z == u + iv ; puisque l'équation en Z a les coefficients 
réels, elle admettra également la racine conjuguée z' = u — iv. A ces deux 
racines correspondront deux racines imaginaires conjuguées de a * 

a == e + i 03 ar = 9 — i w 
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La relation (55) nous donnera : 

(59 bis) (eu + £— w) cos e = 2 + u 
(ew — e- ») sin 0 = v 

L'expression afférente à ces deux racines z et z' sera : 

(59) (c emX + c' e— mX) cos 6 a; + (c" e*** + c*" e— •*) sin G # 

On Vérifie aisément que si A^ se réduit à (5£) on aura : 

[2 (1 + 2 cos2 0) — 4 (&» + e «•) cos e + e2» + e- *-] A, -^ 
+ 2 [2 — (e» + e- ») cos 0] Bt +- Ct = 0 

Il apparaît clair maintenant que l'équation en Z a comme racines : 

(ew + e~ °) cos 0 — 2 ± i (e{i — e~ <») sin 0 

ce qui nous mène au système (59 bis). 

4° Racines multiples. — Nous n'insisterons pas davantage sur ce cas. La 
méthode qui consiste à faire tendre plusieurs racines vers la même valeur et 

- à suivre les modifications que subit l'expression de A^ nous donne le résultat 
suivant : si une racine est de l'ordre de multiplicité X les parties correspondantes 
se multiplient par les polynômes de degré X— 1. 

L'expression la plus générale que nous pouvons prendre pour Ax sera d'a­
près ce que nous avons établi plus haut : 

Ax = S (P, __ i cos ax-\- Q\- i sin *x) + 
+ S ( P v - i e-* + Q , - i e--*) + 
+ S (Pu - 1 *** + Qti - 1 e- »*) cos Bx + 
+ S (PV-i '"* + QV-i e~ "*) sin 0 a 

où S (0 signifie une somme de termes analogues à t et Px _ i9 Qx __ { des polynô­
mes de degré X — 1. 

20. Détermination des constantes. — Nous avons montré jusqu'à présent 
quelle est la voie qu'il faut suivre pour trouver les valeurs les plus probables 
à attribuer à a, 9, o,... L'expression générale de Â . renferme encore des cons­
tantes qu'il faut déterminer en nous servant toujours des données d'observa­
tion. C'est la méthode des moindres carrés qui nous permettra de résoudre ce 
second problème. 

Soit, pour fixer les idées, un phénomène qui présente deux périodes et pre­
nons comme origine du temps le moment de la première observation. 

Soit : 

-A-O) -^1? -^2i*• An 1 

les données du problème. Il faudra alors trouver une expression de la forme : 

(60) A (x) = m sin (a + *x) + n sin (b + $x) 

qui s'approche la plus possible des valeurs données par l'observation, a et $ 
étant déjà déterminées. 
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Adoptons les notations : 

(61) m sin a = w m cos a = p n sin b = a # cos b = x 

l'expression deviendra dans ce cas : 

(62) A (x) = <*> cos ax + p sin a# + a cosfte + T sin p# 

Nous prendrons comme inconnues *>, p, a, -c et nous obtiendrons ensuite 
m, n, a, b par les relations : 

(63) m = ^ 2 + p2 n = v'02 _j_ x2 jg a = - «g6= -

Nous prendrons pour a, p, or, T} les valeurs qui rendront minima la somme 

"fl[A,-Awr 

Ces valeurs seront données par le système d'équations : 

(64) 1' [A (i) — AJ cos U = 0 ï [A (0 — A,] sin ia = 0 

S [A (i) — A,] cos # •= 0 S [A (i) — AJ sin îp = 0 

En tenant compte des relations : 

*(»-P) _ ( " - ! ) ( « ~P) ^ n(«+p) _ (7 i~l ) («+p) 
B I U 

2 sin U sin ip = 
sin x—- cos s sin — x — cos ~ 

n ~ 1 . . . . 2 & 2t 1 

2sin ;Lô-? ' 2 s i n ^ 

. w(«-p) (n—1) («_p) . n(«+?) (AI — l ) (« + p) 
M 1 sin o cos y - sin 2

 c o s 2 
2: cosïacos;p==: r h r x i 

2 sin -çy— 2 sin ^ 

8in^=Ê)sin^-zJH^Zli) sinMM±)8in(^ll)(fL + i) 
n ~ l . 2 2 2 ^ 

S Sin*aCOSip = r + — p r 
2sinï-=-P 2 s i n ^ 

et de celles qu'on peut encore en déduire, on obtiendra d'une manière plus 
simple, les coefficients des inconnues du système (64). Il ne nous reste plus 
qu'à calculer directement les termes libres. 

Ensuite la résolution de (64) ne présente plus aucune difficulté analytique. 
La marche à suivre sera la même quels que soient les termes qui entrent dans 

la composition de A (v). 
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QUATRIÈME PARTIE 

APPLICATIONS 

21. Quelques remarques. — Avant de passer .aux applications que nous avons 
annoncées dans l'introduction, nous croyons utile d'étudier quelques modi­
fications que l'on peut apporter à la méthode d'interpolation trigonométrique 
exposée précédemment et qui nous permettront de rendre les calculs que celle-
ci comporte, plus simples et plus courts. 

Supposons, comme nous l'avons fait plus haut, que le phénomène considéré 
n'ait qu'une seule période : 

(66) Ai — m sin (a + ia) + ef 

Nous aurons : 

(67) Ai — i + Ai +1 = 2 m sin (a + ia) cos « + ei _ i + a +1 

Prenons pour Bt cette dernière valeur et faisons sur la suite ainsi obtenue 
la même transformation que sur celle de Ax : 

d == B t _i + Bi + i = 4 m sin (a + ia) cos2 a + et __ 2 + 2 e, + 6i+ 2 

En continuant ainsi, nous obtenons un tableau analogue à (1) et ayant les 
mêmes propriétés; l'équation en Z aura comme racines 2 cos at et la discussion 
faite au paragraphe 19 reste valable pourvu qu'on y remplace l'intervalle 
( - 4,0) par ( - 2, + 2). 

La modification que nous venons d'apporter à la définition deBi? Cv... nous 
offre deux avantages. D'abord le calcul de ces expressions est plus simple que 
si elles représentaient des différences. Ensuite, les écarts type et les coefficients 
de corrélation des erreurs qu'elles contiennent, 

(68) of = 1 aj = 2 a2
5 == 6 

r,', a< a i = 0 /\,ç aTi ar = 0 r^ o? aç = 2 . . . . 

sont plus petits que ceux qu'on trouve dans la troisième partie, paragraphe 17. 

22. Une autre question que nous devons élucider est la suivante : 
L'équation qui nous donne la valeur de la période T : 

z 
cos a — o 

a deux racines positives comprises entre 0 et 2TC, à savoir : a0 et 2rc — OLQ ; il 
9 9 

en résulte deux valeurs pour T : — i . Il est facile de nous rendre compte 
a 0 ^7u — Oo 

que ces deux valeurs de a nous mènent à la même expression de A„ et que la 
période est celle qui correspond à la plus petite valeur a0. 
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En effet, comme l'interpolation ne porte que sur une suite discrète de valeurs, 
les valeurs intermédiaires n'ayant même, assez souvent, pas de sens, nous , 
aurons deux expressions de Ax : 

m sin (a + i a0) m sin {a' — i a0) 

correspondant respectivement à a0 et 2^ — OLQ. Or, comme a et a' sont à déter­
miner ensuite, on voit que l'on arrivera à rendre ces deux expressions identi­
ques en prenant a' = iz — a. 

2/TT 

Pour T il y aura également deux valeurs : — qui peuvent varier de 2 à 
a0 

l'infini, w — qui reste comprise entre 2 et 1. C'est la première qu'il faut 
prendre comme période. En effet, les sinusoïdes : 

sin (TC + i oo) sin i (2* — a0) 

ont les mêmes valeurs pour i entier, mais la seconde passe toujours au moins 
par un minimum ou un maximum entre deux valeurs consécutives de i (1), 
ce qui ne peut pas être admis dans le cas d'une suite discontinue (Voir fig. 1). 
Pour un phénomène susceptible d'une interprétation continue la question est 
plus délicate; dans ce cas, il faut tâcher d'avoir des observations plus serrées 
dans le temps. Il faut donc avoir au moins deux observations dans l'intervalle 
que mesure une période pour que cette période puisse être mise en évidence 
par le calcul ou par le graphique. 

23. Pour aplanir une courbe représentant la marche d'un phénomène, pour 
faire disparaître en quelque sorte ses aspérités, on se sert en statistique de la 
méthode des moyennes mobiles. La nouvelle courbe obtenue par ce procédé 
indique d'une manière plus nette la tendance séculaire du mouvement. Que 
pouvons-nous conclure en ce qui concerne les variations cycliques ? Reprenons 
le cas d'un phénomène à une seule période : 

A = m sin (a + i a) + et (i = 0, 1,... n — 1) 

Si l'on prend les moyennes successives de k années, on aura : 

. ka 
m s i n 2 . / , k~ 1 \ , e0 + e1 + ...+ eh-i „.m 2 * —1 \ , 0̂ + ^ + . . . -

M0 = — — - sin [U + -J- «J + Y-
k sin 2 

. ka 
m sin 

/AUX M T - /„_,* + 4 \ , el + e2+ ...+ek (69) Mx = 7 - 7 - s m (aH Y~*)+ k 
A sin 2 

(1) Les maxima et les minima de sin x (2 7c — a0) ont lieu pour : 

X ~~ 2 TU — a0 — 2 (2TU — <%0) 

La différence entre deux valeurs consécutives de x : est plus petite que l'unité • 
are — a0 
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. k* 
m sin -rT , o i A v , , , 

M 2 . / , 2w — A — 1 \ en-ft + e n - / n - i + . . . + e n - i 
ft sin 7y 

,(.. 

On voit que la suite des moyennes mobiles admet la même période, ou en général 
les mêmes périodes, que la série dont elle dérive, à moins que l'on n'ait : 

(70) k = /¾ T 

cas où la période a ne se retrouverait plus dans la série M^ 
Cette proposition nous permettra de faire — comme on le verra par la 

suite — une vérification des résultats obtenus parle traitement de la série A{. 
Il faut toutefois remarquer que si l'on se sert de la suite (69) les composantes 
aléatoires ne sont plus indépendantes entre elles, lorsque l'on passe d'un terme 
au suivant. Mais ce fait ne modifie en rien les résultats précédents; il suffit 
pour qu'ils gardent toute leur, valeur que les composantes fortuites^ 

K — e* + e* + A + " ' + ei + * ~ * 
** 

aient la même loi de probabilité ; or, comme la loi de Laplace-Gauss est stable (1) 
cette condition est contenue implicitement par les hypothèses que nous avons 
faites sur e{. 

Pour la suite M;. il est préférable d'employer les différences successives d'or­
dre pair pour former le tableau (1). Dans ce cas on aura : 

À (ej + k~ e i - i ) Y &3(Cj + ft - i — et _ 2) 

ru = l C, = ^ 

et en supposant la fluctuation de e%- égale à k2. 

(71) a| = k o\ = 4 a| = 40 
r^ <*; *,, = — 2 r\r a$ or = 4 v t a , « r = — 12 . . . . 

relations valables pour k > 3. 
24. Premier exemple. — Interpolation de l'équation du temps de Mayer. — 

C'est à ce cas que Lagrange a appliqué son premier procédé (2). Il avait éga­
lement annoncé une application de sa deuxième méthode, mais qui n'a pas 
paru. 

Les données sont puisées dans Mayer, Tabulae Solares..., et sont également 
espacées dans le temps; elles sont au nombre de 20 : 

+ 7m36s, — 2m48s, + 4m34s, — 15m35s, + 3m40s, + I0m31s, — 3ra52s, + 5m498, 
— 13m438, — lm12*, + 12^528, — 3m57&, + 5m58*, — 10m57s,— 6m08, + 14m20s 

— 3mlB, + 5m5s, — 7m37s, — 10m16s 

(1) Voir pour cette question de la stabilité d'une loi de probabilité, P. LÉVY, Calcul de 
probabilités, Gauthier-Villars, Paris, pp. 252 et suiv. 

(2) Voir Œuvres, t. VI, p. 588. 
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En prenant les chiffres arrondis en minutes on aura (1) : 

Ï A ! = 1250 Z B? = 1928 2 C? = 4360 

S At Bt - — 923 S A, C, = 2074 23 B, C( = — 2572 

Avec ces données nous aurons l'équation en r : 

— 4r3 + 10.984 r2 — 6.937.506 r + 78.133.320 = 0 

dont la plus petite racine est : 

r0 = 11,46 

Le système (25) : 

1250 p2 — 923 Pl + 2074 _ — 923 p2 + 1928 Pl — 2575 
2/>2 + 2 - — 27;; = H'46 

nous donne : 

Pl = 0,8572 ft = — 1,01719746 

et par conséquent l'équation en Z sera : 

Z2 + 0,8572 Z — 1,01719746 = 0 

En résolvant cette équation nous aurons les cosinus de a et P 

cos a = 0,3336 cos p = — 0,7622 
d'où : 

,a = 70O31 p = 139°40' 

Les valeurs théoriques de a et P étant respectivement 70° et 140° on peut 
considérer que l'interpolation nous a suffisamment approchés de la vérité, 
surtout lorsqu'on tient compte que nous avons négligé, dans les données, les 
secondes. 

Si l'on fait porter le calcul sur les chiffres exacts transformés en secondes, 
on obtient : 

S A? = 4.453.216 S B? = 7.970.120 S C = 16.751.073 
£ A, B, =. — 3.425.333 S A, Bt = 7.598.751 £ B, Ct =— 10.339.686 

Comme par rapport à ces valeurs la racine r0, de l'ordre d'une dizaine, peut 
être négligée nous la supposerons égale à zéro; le système correspondant à (25) 
devient (2) : 

4.453.216 p2 — 3.425.333 Pl + 7.598.751 = 0 
-3.425.333 p2 + 7.970.120 pt ~ 10.339.686 = 0 

d'où : 

A = — 1,05414345 Pl = 0,8425 

(1) Comme le phénomène en question a la normale nulle — indication fournie par la théo­
rie — les A, seront égaux aux données d'observation. 

(2) Remarquons que dans ce cas-là, la question revient à calculer pl9 p2i par la méthode 
des moindres carrés. 
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ce qui nous donne : 

a = 69°52' p = 139°58' 

valeurs tout à fait satisfaisantes. Lagrange avait obtenu par son premier pro­
cédé, en se servant de la fonction génératrice : 

« = 69°45' p = 140°2' 

(Voir op. cit., p. 597). 
Nous nous arrêtons ici pour le premier exemple, que nous avons traité en 

vue d'une comparaison avec les valeurs de a et P données par la théorie, afin 
de pouvoir nous faire une idée de l'ordre d'approximation que l'on peut obte­
nir par cette interpolation. 

25. Deuxième exemple. — Périodicité de la quantité de pluie tombée annuelle­
ment à Paris. — On trouve dans l'Annuaire statistique de la Statistique générale 
de France, 42e volume, 1926, p. 9, les quantités de pluie tombée annuellement 
à Paris de 1851 jusqu'à 1926, les chiffres mesurant en millimètres le niveau 
de cette quantité. 

Les données ont été recueillies à l'Observatoire de Paris jusqu'en 1890 et 
à l'Observatoire du Parc de Saint-Maur, à partir de 1891. Le fait que la suite 

. entière d'observations n'a pas été effectuée dans le même endroit ne peut 
avoir qu'une influence imperceptible sur son allure et sa distribution car la 
pluie n'est pas un élément météorologique intimement lié à l'endroit d'obser­
vation, comme la température, par exemple (1). 

D'ailleurs les deux observatoires se trouvent dans la même région pluvio-
métrique. 

Pour calculer la normale, nous avons tenu compte des considérations du 
paragraphe 14 et nous avons choisi comme intervalle de temps sur lequel 
porteront nos calculs, 1854-1915. Sur le graphique qui représente les quantités 
successives de pluie tombée annuellement, on peut se rendre compte que les 
années 1854 et 1916 sont des maxima. Nous avons donc cherché par ce choix 
à satisfaire approximativement la première des relations (44). 

Nous aurons donc une série de 62 données qu'on trouvera dans la colonne (2) 
du tableau n° 1. 

Le total de cette colonne nous donnera la valeur présumée de la normale : 

34239 ___ 0 y = —gg"" = 552,2 mm. 

La colonne (3) du même tableau représentera les écarts des données par 
rapport à 552, arrondis en centimètres pour la simplicité des calculs qui vont, 
suivre. 

(1) Le mouvement de la température est, en effet, profondément influencé même par un 
changement de l'emplacement du thermomètre enregistreur. Les conditions qui détermi­
nent la pluie, par contre, s'étendent sur une région entière et même si dans cette région tous 
les endroits ne reçoivent pas la même quantité de pluie, il est à prévoir que cette quantité 
se nivellera si la période d'observation est suffisamment grande — dans notre cas c'est l'an­
née — et que cela aura lieu pour tous les points de la région, 
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Ce sont ces écarts qui' constitueront pour nous la suite des A, et qui ne ren­
fermeront plus que les composantes cycliques et aléatoires. Les colonnes 4 
et 5 sont dérivées de celle de A, par les relations : 

B< = A J _ i + A , + i C, = B l _ 1 + B i + 1 

Les autres représentent les carrés de A„ B„ C, et leurs produits. 
Nous avons : 

SA? = 
SA,B, 

3591 S B? « 5235 
= 1608 S A, C, = 5225 

SC! = 14.353 
S B, C, = 3762 

= 2 r2 — 12417 r + 16.213.221 = 0 

L'équation en r correspondant à une seule période sera 

3591 — r 1608 

1608 5235 — 2 r 

d'où i 

r0 = 1867,5 

Pour le calcul de P nous nous servirons de la relation : 

r(i) + r<2) 12417 
T = 

donc : 

et par conséquent 

(72)" 

p «= J = 0,6016 

0,63 

Cette valeur n'est pas assez forte, mais elle peut être considérée comme suffi­
sante. 

En passant à l'hypothèse de deux périodes nous aurons : 

3591 — r 1608 5225 — 2 r 
F (r) = 1608 5235 — 2 r 3762 

5225 — 2/- 3762 14353—6 r 

= _ 4 ra + 40.468 r2 — 121.532.317 / + 102.182.587.734 = 0 

Pour trouver la plus petite racine de cette équation nous tiendrons compte 
des inégalités (34). Et pour commencer nous allons essayer r = 1.500 < 1867 : 

F (1500) = — 2.562.877.766 

Donc cette valeur est trop grande; nous aurons ensuite : 

F (1400) = 378.633.934 

La méthode de Newton appliquée à l'intervalle (1.400, 1.500) nous donne : 

r0 = 1412,0 
F (1412) = 1.122.210 
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Comme vérification nous ferons r = 1.412 dans l'expression de l'équation 
en r mise sous forme de déterminant et nous aurons en effet : 

2179 1608 2401 
1608 2411 3762 
2401 3762 5881 

1.122.210 

Cette vérification est à recommander car elle peut nous révéler les erreurs 
que nous aurions pu faire dans les calculs, or comme les calculs sont assez 
longs, un contrôle direct serait plus difficile. 

La valeur correspondante de p sera : 

4 x 3 x 1412 
40.468— = °>4187 

d'où 

(73) i = v/l — ? = 0,75 

ce qui constitue un progrès appréciable par rapport à la valeur (72). 
On pourrait continuer de la même façon en introduisant une nouvelle période 

et en calculant l'équation en r du quatrième degré; cependant, nous nous arrê­
terons là. D'abord parce que nous traitons ce sujet à titre d'exemple, ensuite 
parce que le graphique, lui, ne paraît nous indiquer qu'une seule période et 
que la valeur de i (73) est assez bonne. Toutefois nous reviendrons là-dessus 
(paragr. 27). 

26. Calcul des périodes. — Une fois la racine r calculée, nous passerons au 
•calcul de pt à l'aide du système (25). Nous choisirons pour ce calcul les équa­
tions qui sont le moins influencées par le fait que l'on n'a qu'une valeur appro­
chée de /\ Nous tiendrons compte également que ces équations nous donnent 
p{, />2 sous forme de quotients de deux déterminants et qu'il faut le plus possi­
ble éviter une erreur trop grande aux dénominateurs, qui influe davantage 
sur le résultat qu'une erreur des numérateurs. Ainsi pour le calcul de a sous 
l'hypothèse d'une seule période, nous aurons : 

d'où 

donc 

et : 

_ ÏBÏ~2T0_ 1500 _ 
PI- ziÇïïi 1608 = — ° ' 9 3 2 8 4 

cosa = 2 = — § = 0,46642 

a = 620127 

(74) T = J ^ > = 5,79 ans 

On aura également pour le cas de deux périodes : 

p2 (E A; — /•„) f Pl ^ A, B, {- S Af Uf — 2 r 0 = <> 
p2 2 A, Bt + Pl (- Bi — 2 /0) + 2 B, C, = 0 
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ou : 
2179 p2 + 1608 Pl + 2401 = 0 

1608 ft + 2411 Pl + 3762 = 0 

ce qui nous donne : -

/½ = — 0,09763653 Pl = — 1,62546 

l'équation en Z sera : 

Z2 ~ 1,62546 Z + 0,09763653 = 0 

et par conséquent : 

cos ax = 0,78150 cos ^ = 0,03124 

On obtient : 

(¾ = 38036' (¾ = 88010' 
et : 

360° 360° 
(75) Tj = ÔQS-QÎT' = 9»33 a n s T2 -= âko~7ô' = 4>08 a n B 

27. Analyse des résultats précédents. Méthode des moyennes mobiles. — Ep 
premier lieu, pour faire une discussion de ces résultats, il faut voir comment ils 
s'adaptent sur la suite des données. 

Prenons les années de maxima et de minima qu'accuse le graphique, nous 
aurons : 

Années de 
maxima 

Intervalle Années de 
minima 

Intervalle 

1854 
1860 
1866 
1872 
1877 
1882 
1886 
1892 
1896 
1905 
1910 
1915 

6 
6 
6 
5 
5 
4 
6 
4 
9 
5 
5 

1855 
1864 
1870 
1874 
1879 
1884 
1890 
1894 
1899 
1907 
1911 

9 
6 
4 
5 
5 
6 
4 
5 
8 
4 

Les moyennes des intervalles qui séparent deux maxima et deux minima 
sont respectivement égales à 5,5 ans et 5,6 ans, valeurs qui s'approchent de 
la valeur de T (74). Et si la régularité surtout des premiers maxima espacés 
de 6 et 5 années pourrait nous faire adopter une seule période, la période des 
intervalles égaux à 9 et 4 ans, dans les deux séries, nous forcent à pousser 
plus loin notre analyse. 

Pour cela nous emploierons la méthode des moyennes mobiles dont nous 
nous sommes occupés plus haut. 

En effet, la méthode que nous avons employée pour le calcul des périodes, 
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comme toute autre méthode d'interpolation, suit par l'introduction de chaque 
nouveau paramètre une adaption croissante aux données d'observation, qui 
ne cesse que lorsque le nombre des conditions devient égal au nombre de ces 
dernières. Or, même si l'existence d'une période de 5,79 ans avait une réalité, 
le calcul pour permettre un plus grand approchement de la réalité aurait 
scindé cette période en deux par l'équation en r du deuxième degré, en trois, par 
l'équation du troisième degré, etc.. 

Il faut donc essayer d'avoir sur les résultats de ces méthodes des renseigne­
ments d'un ordre différent de la simple valeur de l'indice i. Cet indice est une 
mesure de l'approximation obtenue par interpolation mais ce qu'il nous faut 
surtout, c'est de savoir si nous nous approchons ou nous nous éloignons de 
la vérité, l'approximation étant dans cette direction un facteur important 
sans en être l'unique critérium. 

Nous prendrons les moyennes des groupes successifs de quatre années. Ce 
choix est motivé par la remarque faite à la fin du paragraphe 23. Car si le 
phénomène étudié présente en effet deux périodes T = 9,33 et T = 4,08, sur 
la série des moyennes mobiles il n'apparaîtra plus qu'une période égale à 
9 ans environ. Si par contre il apparaît une période égale à 5,8 ans environ, 
nous aurons un motif de plus pour incliner à admettre que le phénomène n'a 
qu'un seul cycle. On trouvera dans le tableau n° 2, colonne (2) les moyennes 
sur quatre années. Dans ce cas, la normale étant la même que pour la série 
initiale, on calculera les écarts des chiffres de cette colonne par rapport à 552. 
On prendra ces derniers pour Ax (1). La colonne (4) contiendra les B t=A2 Ai_ i 

Cela étant, on obtient : 

S A? = 92.620 SB? = 75.183 2 ^ 6 , = -43.185 

L'équation en r sera, en tenant compte des relations (71) : 

92.620 — 4 r — 43.185 + 2 r 
— 43.185 + 2 r 75.183 — 4 r 

= 12 r2 — 498.472 r + 5.098.505.235 = 0 

La plus petite racine est : 

r0 = 18219,45 

ce qui nous donne : 

S B? — 4 r0 no/*7A 

d'ot t ; 

z = — 0,34170 

Donc : 

cos a = 1 + | = 0,82915 
• ' • • • - » • " ' . . . i i • • • 

(1) Pour ce cas, afin de suivre de plus près les données d'observations, nous avons fait 
porter le calcul sur la hauteur de la quantité de pluie tombée exprimée en millimètres. 
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cette équation nous donne : 

a = 33° 59' 

et par conséquent : 

T = 10,6 ans 

Le résultat que nous venons de trouver, d'après les considérations exposées 
plus haut, nous autorise à attribuer à l'existence de deux périodes de la quan­
tité de pluie tombée annuellement à Paris, plus de vraisemblance qu'à l'hy-
thèse d'un seul cycle. 

28. Détermination des paramètres. — Cela étant, le mouvement cyclique du 
phénomène sera exprimé par la formule : 

A, = mx sin (¾ + i x 38°36') + m^ sin (a2 + i X 88°10') 

= wj sin 10¾ + p! cos io^ + o> sin io^ -j^ p2 cos ¾̂ 

dont les constantes o{J ç{, o>2, ?2 seront déterminées par la méthode des moin­
dres carrés (paragr. 20). Prenons l'année 1854 comme origine du temps; on 
trouvera dans le tableau n° 3 les valeurs successives de i x 38036' et i x 88°10' 
réduites d'abord à la première circonférence colonnes (2) et (6), ensuite au pre­
mier quadrant. Les autres colonnes contiennent les valeurs naturelles des 
sinus et cosinus correspondants qui nous permettront d'avoir immédiatement 
les seconds membres des équations normales du problème (64) : 

61 61 

£ A, sin IOJ = + 17,99 S A, cos i*x = — 66,66 
O O 

61 61 

S A, sin ia2 = — 15,55 S A, cos io^ — — 54,90. 
o o 

Pour calculer les coefficients des inconnues du système (64) nous ferons usage 
des relations (65). D'abord pour réduire les arcs qui y entrent à leurs carres-, 
pondants de la première circonférence, nous aurons : 

61 x 38036' s 194036' 62 x 38o36' = 223ol2' 

61 x 88°10' = 66°10' 62 x 88°10' = 154°20i 

61(88°10'-38°36') = ? j ^ , 62 (88»10' - 38°36') __ %m> 

61 (88Q10' + 38Q36Q ^ ^ ^ , 62 (88°10' + 38°36') _ ^ ^ , 
À A 

et par conséquent : 

" . . . „„ sin 233«12' cos 194°36' „rt „ 
S «n- ^ - 31 215T38W = 3 0 ' 3 8 

" . . sin 233°12'sin 194°36' ntn 
S sin i*r cos u, - 2 sin 38°36' P ' 1 6 



— 254 — 

!!, . . . . sin 96°34' cos 71<>47' sin 329°46' cos 266°?3' nnr 
1 sm », sin ^ = 2 sin 24047^— 2 sin 63» 23- °'35 

" . . . sin.96°34'sin71°47' , sin 329°46'sin 266°23' 
1 1 » t* o o . . * - 2 3in 24047-^- + - 2 - Ï H l * W — " ~ ° ^ 

" . . . sin 96<>34' sin 71°47' sin 329°4f>' sin 266°?3' t tn 1 cos ta, sin i*, - _ 2 _ i n _ _ _ _ + 2 s i n ^ , = 1,42 . 

" . . sin 9G°34'cos 71°47' , sin 329°4G' cos 266°23' nnn 
l o o i ^ r o . ^ - — 2 ~ 8 i n 2 4o4 7 , + 2' sin 0.i"23' " ^ 9 

v -~s • 04 8 in 154«20' cos 66°10' 9A fti * s»n* ^ = 31 2 8 in 88o1(y 30,91 

" . . . sin 154°20'sin 66<> 10' nnn 
S an** cos w, - 2 sin 88°10' " °'20 

" . . • - , , sin 154«>20'cos 66«10' ' .. nrt S cos* ,«, = 31 + 2 s i n g ^ y - 31,09 

Les équations normales seront : 

30,38 c^-f 0,16 ? 1 + O^coa— 0,83 & = 17,99 
0,16 Wl + 31,62 Pl + 1,42 o>2 + 0,39 H = — 66,66 

0,35 Wl + 1,42 ft + 30,91 <o2 + 0,20 o2 = — 51,95 

— 0,83 uh + 0,39 ?1 + 0,20 <*, + 30,91 o2 = — 54,90 

d'où 

Wl = 0,5762 P l = — 2,0113 u>2=—1,7517 p2=—1,7138 

avec ces valeurs on obtient en se servant des valeurs des colonnes (4), (5), 
(8), (9) du tableau n° 3, les valeurs successives de Ar On trouvera à la fin un 
diagramme qui permettra de se faire une idée de l'accord entre la marche réelle 
du mouvement et celle de sa marche cyclique obtenue par les calculs précé­
dents : 

{a) At - 2,0922 sin (27M8' + i x 38o36') + 

+ 2,4506 sin (224o22' + i x 88ol0'). 

On trouvera en trait pointillé, à titre d'exemple, la représentation graphique 
de la sinusoïde obtenue sous l'hypothèse d'une seule période : 

(«') A, = 2,06 sin (7ol3' + / x 62012'). 

29. Les ajustements exprimés par les relations (a) et (a') sont les résultats 
de deux interpolations; l'une faite pour trouver la valeur des périodes, l'autre, 
pour déterminer l'amplitude et les valeurs à l'origine. 
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L'indice de satisfaction, introduit dans la deuxième partie, nous permettra 
de mesurer en quelque sorte la différence qu'il y a entre nos hypothèses sur 
la marche cyclique du phénomène et la réalité. Il ne faut pas perdre de vue 
que dans nos calculs, les composantes cycliques ont été supposées telles qu'elles 
puissent être représentées par la variation du sinus, ce qui n'arrivera pas tou­
jours. 

Pour mesurer maintenant la concordance entre la marche représentée par 
l'une des expressions (a) et (a') et le mouvement réel, nous ferons usage des 
coefficients de covariation. 

Il est tout naturel de mesurer l'écart de deux courbes dans leur ensemble 
par la somme des écarts de leurs ordonnées respectives. 

Ainsi si u„ vx sont les valeurs successives des ordonnées correspondantes de 
deux courbes et si l'on prend l'écart en valeur absolue, on obtient comme indice 
de satisfaction : 

e = S | u% — v% \. 

Si l'on prend les carrés des écarts on aura : 

S («, - 9,)* = (S »? + ,?) ( l - ^ ¾ ¾ ) 

Des considérations analogues à celles exposées plus haut (paragr. 7) nous 
conduisent à prendre comme indice de covariation : 

S ni + S c»f 

On voit que si les ordonnées de deux courbes sont proportionnelles v~ ±%ui 

valeurs qui constituent les extrémités de k. Ces valeurs dépendent de a, donc k 
n'a pas une échelle de variation fixe. 

Pour éviter cela on remplace dans ['expression de k la moyenne arithmétique 
de S ^2 et S vx par l̂ ur moyenne géométrique et on obtient ce que M. L. March 
appelle coefficient de covariation tendancielle (1) : 

- w, vt 

(76) v'S M,2, s vi 

qui varie entre — 1 et + 1- Bien entendu pour les mêmes valeurs de u et v, 
k < i. 

Si l'on veut obtenir un coefficient de covariation différentielle, c'est-à-dire 

(1) Voir L. MARCH, Principes de Statistique, ch. XXII, Félix Alcan, Paris. 1930. 
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un indice qui mesure la concordance entre les directions de deux courbes on 
appliquera la formule précédente aux différences premières de u{ et v{ : 

S A M,. A vt 

(77) / = 
\ / s (A ut)

2. S (A 9i)* 

Les valeurs des indices considérés seront : 

e* = 408,96 f = 0,28 f = 0,28 • 

pour l'ajustement à deux périodes, et : 

e' = 407,97 V = 0,21 /' = 0,12 

pour l'ajustement à une seule période. 
Les valeurs nous montrent qu'entre les deux ajustements il n'y a pas une 

très grande différence, sauf en ce qui concerne la covariation différentielle, 
quant à Vécart des deux courbes mesuré par la valeur de e, il n'y a pas de dif­
férence. D'ailleurs les valeurs de i et /, même pour l'ajustement à deux périodes, 
ne sont pas significatives. 

La faible valeur de ces indices peut être interprétée de plusieurs façons : 
1° La méthode employée plus haut pour déterminer l'amplitude et les va­

leurs à l'origine n'est pas celle indiquée pour ce cas; 
2° Ou les hypothèses que nous avons faites sur la périodicité du phénomène 

ne sont pas satisfaisantes; 
3° Ou bien la dispersion de la composante fortuite est trop grande par rap­

port à l'amplitude du mouvement cyclique. 
Il nous semble que le calcul seul ne pourrait jeter une lumière complète sur 

cette question. 
30. Nous tâcherons cependant d'améliorer les ajustements (a) et (a') en 

partant du fait que si l'on multiplie les ordonnées de l'une de deux courbes 
par un facteur X les valeurs de i et / restent les mêmes. 

On cherchera alors la valeur de X pour laquelle : 

F (>) = ï | », - \çê | 

soit minima. 

Adoptons les notations — = U, i \ v/\ = V, et supposons que l'on ait : 

Ux < U2 < U3 < . . . < U, 

La fonction F (X) sera représentée graphiquement par une ligne polygonale. 
Elle ne pourra atteindre sa plus petite valeur que dans un point de disconti­
nuité de sa dérivée, laquelle ne s'annule qu'exceptionnellement. 

D'ailleurs la ligne polygonale qui représentera la variation de F (X) sera une 
' ligne convexe dont la concavité tournera vers les grandes valeurs de k 
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En effet, on aura pour : 

X < Vi F' (>)=*— S V, 
1 

Ux < X < TJS F' (¾) = — S V, + 2 V, 

U . O K U a F'(X) = - S V < + 2(V1 + V1) 

U» < X F' (X) = iî V, 

Les valeurs successives de F' (X) forment une suite non décroissante. Le 
minimum de F aura lieu pour : 

si : 

(78)- 'il'v, < | Ê v , SV, >£ÊV,. 
1 ^ 1 1 ^ 1 

Ces inégalités nous montrent que V; est la valeur médiante de la suite dis­
continue et ordonnée : 

On la trouve à l'aide d'un tableau de valeurs cumulées. 
Le minimum sera donné par : 

min F(X) « J (2 L V. - ï V,) — ï V, j? + â V, J 

Un cas intéressant est celui où chaque écart | ux — X ç% | est rapporté à 
la valeur absolue de l'ordonnée vx. 

On aura Vx= 1 ; la valeur de X qui rendra minima la fonction $ (X)=S ' ' 

sera, d'après les relations (78) la médiane de la suite U4, U 2 , . . . Un. 
Remarquons que s'il y a plusieurs valeurs égales 

Uft = Uft+1 = Uft + 2 = • • • 

elles ne seront considérées qu'une seule fois, la valeur correspondante de V 
étant Vft +V f t + 1 +V f t + 2 + . . . 

A l'aide du tableau IV, on obtient, en tenant compte des considérations 
précédentes : 

j ïï V, = 59,24 

pour le cas de l'interpolation à deux périodes. 
Or : 

56,22 < 59,24 < 59,83. 
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A ces valeurs de Yt correspondent les valeurs de Û  : 0,91 et 1,11. Donc 
X = 1,11. 

De même pour l'interpolation à une seule"'période X = 1,46. 
En introduisant ces facteurs de proportionnalité dans les expressions (a) 

et (a'), on aura : 

e' = 398,90 e" = 408,32 

ce qui nous montre que l'ajustement à une seule période s'adapte mieux à la 
réalité que celui à deux cycles si l'adaptation est mesurée par la somme des 
écarts absolus des ordonnés des deux mouvements. 

La différence entre e' et e" n'est pas très sensible, même après l'introduction 
du facteur X. 

Si, toutefois, on considère les données comme un échantillon d'une distri­
bution continue, il sera préférable, même avec le sacrifice de voir augmenter 
l'indice e, de prendre pour X une valeur interpolée. Ainsi pour les deux cas 
que nous avons traités, on pourrait prendre : 

X = 1,08 \ = 1,44 

Enfin, nous signalons également comme moyen de comparaison entre les 
deux ajustements l'analyse de la distribution des écarts par rapport à leur 
écart type. 

31. Conclusions. — Dans le présent travail, nous avons essayé de construire, 
partant de principes assez simples, un procédé de recherches des valeurs des 
périodes d'un phénomène cyclique et dans cette voie nous avons été conduits 
par trois desiderata : 

1° De permettre par un calcul bien déterminé d'arriver au résultat; 
2° De faire dépendre ce calcul de l'ensemble de la suite des données aux­

quelles on l'applique; 
3° De lui donner une base positive en envisageant la question du point de 

vue du calcul des probabilités. 
Nous espérons que, par les résultats obtenus, nous ne nous sommes pas 

trop écartés de notre but. Mais, avant de terminer, c'est sur ces résultats que 
nous voulons insister et montrer quelle est l'importance que nous, tout d'abord, 
leur accordons, cela afin de ne pas faire preuve d'un manque complet d'esprit 
critique. 

Nous devons commencer par insister sur le fait que le procédé auquel aboutit 
notre travail est en premier lieu un procédé d'investigation et de contrôle. 
Les résultats auxquels il nous conduit ne sauraient être pris que pour des con­
clusions très probables; ils ne pourront jamais passer pour des lois établies 
d'une manière absolue. Car il ne faut jamais oublier que ces résultats sont la 
solution d'un problème de probabilité des causes : l'épreuve est déjà faite et 
les conditions qui l'ont déterminée ne sauront se ressentir des conclusions de 
notre calcul. 

Dans cette dernière partie, nous avons traité un cas à titre d'exemple d'appli-



— 259 — 
• 

cation de cette méthode. Nous nous sommes efforcés d'apporter dans les ana­
lyses des résultats obtenus le maximum de rendement du procédé de recher­
ches. Mais nous ne pouvons avoir qu'une tendance, une simple tendance, 
d'admettre que le mouvement de la quantité de pluie tombée à Paris présente 
les deux périodes trouvées par le calcul. Il faut pour que cette tendance se 
transforme en certitude que d'autres considérations d'un ordre plus lié au 
phénomène viennent l'appuyer. Nous ne l'avons pas fait parce que cette 
recherche constitue une question toute différente de celle que nous avons 
traitée. 

Les résultats précédents sont loin d'épuiser même les premiers points du 
problème. Le calcul de la position probable de l'espace linéaire (3) et celui des 
erreurs à craindre sur les valeurs introduites en sont les plus importants. Nous 
espérons que les recherches que nous poursuivons actuellement dans cette 
direction nous permettront de revenir plus tard sur ce point. 

Fig.1 

Représentation (jraph'tcjue de s/n (n+~)etdesin srrx 
3 
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Tableau L 

Calculs pour l'interpolation trigonométrique de la quantité de pluie tombée annuellement 
à Paris, 

=9= 
(1) (2) (3) 

Années 

1854 
1855 
1856 
1857 
1858 
1859 
1860 
1861 
1862 
1863 
1864 
1865 
1866 
1867 
1868 
1869 
1870 
1871 
1872 
1873 
1874 
1875 
1876 
1877 
1878 
1879 
1880 
1881 
1882 
1883 
1884 
1885 
1886 
1887 
1888 
1889 
1890 
1891 
1892 
1893 
1894 
1895 
1896 
1897 
1898 
1899 
1900 
1901 
1902 
1903 
1904 
1905 
1906 
1907 
1908 
1909 
1910 
1911 
1912 
1913 
1914 
1915 

Hau­
teurs 
en 
mm. 

A/ 

736 
465 
637 
533 
519 
591 
699 
479 
539 
456 
398 
533 
685 
583 
540 
493 
413 
521 
686 
598 
447 
497 
542 
654 
638 
473 
529 
511 
572 
514 
388 
558 
656 
469 
485 
496 
482 
588 
587 
524 
493 
508 
654 
620 
553 
418 
444 
465 
540 
536 
518 
638 
595 
546 
567 
666 
750 
480 
609 
645 
626 
654 

34.239 

19 

9 
5 
0 
2 
12 
20 

6 
10 
8 
10 

(4) 

223 

— 2 
— 3 

— 7 
— 1 
— 9 
—15 
— 2 

— 1 
— 6 
— 1 4 
— 3 

—10 
— 5 
— 1 

— 8 
— 2 
— 4 

— 4 
—16 

— 8 
— 6 
— 5 
— 7 

—13 
—11 
— 8 
— 1 
— 1 
— 3 

— 7 

204 

B/ 

28 

6 
2 
12 

14 

(5) 

8 
2 
9 
7 
12 
22 
5 

26 
3 
14 
20 

—10 

—16 
—16 
—11 
— 1 

—15 
— 9 

-11 

—12 

— 8 
—14 
— 3 
— 5 
— 7 

—13 
—13 
— 1 
— 3 

— 2 
— 7 

— 6 
—11 
—21 
—12 
— 9 
— 4 

Gi 

34 

18 

26 

12 

14 

17 
9 

21 
29 
17 
48 
8 

40 
23 

— 7 

— 3 

—10 

—20 
—14 
—11 
—19 
—10 

—20 
— 8 
—14 
—16 

— 5 
— 6 

— 3 
— 1 
—27 
—23 
—30 
—16 
— 1 
— 2 

(6) 

A,* 

(7) 

B,2 

4 
9 
16 

225 
49 
1 
81 

225 
4 

196 
9 
1 
36 
196 
9 

196 
25 
100 
25 
1 

100 
81 
64 
4 
1 
4 
16 
256 
1 

121 
64 
36 
25 
49 
16 
16 
9 
36 
16 
100 
49 
0 

169 
121 
64 
1 
1 
9 
81 
25 
0 
4 

144 
400 
49 
36 

3.591 

(8) 

C* 

36 
4 

144 
9 

196 
258 
256 
121 
1 
1 

169 
9 

225 
81 
0 
4 
16 
0 

121 
25 
64 
4 
49 

144 
0 
64 
196 
9 
25 
49 
25 
169 
169 
1 
9 
1 
4 
49 
16 
9 

100 
36 
121 
441 
144 
81 
16 
64 
4 
81 
49 
144 
484 
25 
676 
9 

5.235 

(9) 

A/B/ 

64 
324 

1 
676 
361 
4 

729 
289 
100 
144 
4 
4 

144 
225 
49 
16 
4 
49 
25 
9 
49 
225 
100 
49 
400 
196 
191 
361 
100 
0 

400 
64 
196 
256 
0 
25 
36 
4 
16 
196 
9 
1 

729 
529 
900 
256 
1 
4 

289 
81 
441 
841 
289 

2.304 
64 

1.600 

12 
6 

48 
45 
98 
16 
144 
165 
2 
14 
39 
3 
90 
126 
0 
28 
20 
0 
55 
5 
80 
18 
56 
24 
0 
16 
28 
48 
5 
77 
40 
78 
65 
7 
12 
4 
6 
42 
18 
30 
70 
0 

143 
231 

16 
54 

— 4 
390 
133 

(10) 

Ai Ci 

243 
255 
20 
168 
6 
2 
72 
210 
21 
56 
10 
70 
25 
3 
70 
135 
80 
14 
80 
28 
44 
304 
10 
0 

160 
48 
70 
112 
0 
20 — 
18 . 
12 — 
16 — 
140 . 
21 — 
0 

9 
4 
24 
18 
45 
0 
24 
264 
100 
182 
18 

14.353 +2.202 

— 594 

351 
253 
240 
16 
1 . 
6 — 

153 

Cil) 

B/C/ 

45 
0 
58 
204 
960 
56 
240 

+5.475 

— 250 

48 
36 
12 
78 
266 
32 
432 
187 
10 
12 
26 
6 

180 
135 
0 
8 
8 
0 
55 
15 
56 
.30 
70 
84 
0 

112 
154 
57 
50 
0 

100 
104 
182 
16 
0 
5 

12 
14 
16 
42 
30 
6 

297 
483 
360 
144 
4 
16 
34 
81 
147 
348 
374 
240 
208 
120 

+ 4597 

— 835 
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Tableau II. 

Calculs pour la recherche de la période de la série des moyennes mobiles. 

(D 

No 

d'ordre 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 

(2) 

Moyennes 
sur 

4 années 

593 
539 
570 
585 
572 
562 
543 
468 
481 
518 
550 
585 
575 
507 
492 
528 
556 
563 
557 
521 
535 
583 
577 
573 
538 
521 
531 
496 
508 
529 
518 
542 
501 
483 
513 
538 
545 
548 
528 
545 
569 
584 
561 
509 
470 
461 
496 
515 
558 
572 
574 
586 
593 
631 
616 
626 
621 
590 
633 

(3) 

Écarts 

M, 

41 

18 
33 
20 
10 

23 

4 
11 
5 

31 
25 
21 

17 
32 

6 
20 
22 
34 
41 
80 
64 
74 
69 
38 
81 

-13 

— 9 
—84 
—71 
—34 
— 2 

—45 
—60 
—24 

—31 
—17 

—14 
—31 
—21 
—52 
—44 
—23 
—34 
—10 
—51 
—69 
—39 
—14 
— 7 
— 4 
—24 
— 7 

—43 
—82 
—88 
—56 
—37 

(4) 

A*M, i-i 

85 

3 

88 
50 

53 
51 

50 
34 

19 
27 

13 

35 

23 
48 

37 
7 

13 
33 
38 

24 

10 

32 

26 

74 

-16 
-28 

- 9 
-54 

-45 
-58 

- 8 
-21 
-13 
-30 

—54 

— 3 2 

—41 

—65 

— 5 
—18 
— 4 
—23 

— 9 
—38 
—19 

—13 

—30 
—11 

— 5 

—55 

—15 
—26 

(5) (6) 

M', ( A* MJ-I) 2 

169 
324 

1.089 
400 
100 
81 

7.056 
5.041 
1.156 

4 
1.089 

529 
2.025 
3.600 

576 
16 

121 
25 

961 
289 
961 
625 
441 
196 
961 
441 

2.704 
1.936 

529 
1.156 

100 
2.601 
4.761 
1.521 

196 
49 
16 

576 
49 

289 
1.024 

81 
1.849 
6.724 
7.744 
3.136 
1.369 

36 
400 
484 

1.156 
1.681 
6.400 
4.096 
5.446 
4.761 
1.444 

92.620 

7.225 
256 
784 

9 
81 

2.916 
7.744 
2.500 

25 
9 

2.025 
3.364 
2.809 
2.601 

64 
441 
169 
900 

2.500 
1.156 
2.916 

4 
1.024 

361 
729 

1.681 
1.521 

169 
1.024 
1.225 
4.225 

529 
2.304 

25 
324 
16 

529 
1.369 

49 
81 

1.444 
361 
169 

1.089 
1.444 
169 
576 
900 
121 
100 
25 

1.024 
3.025 

676 
225 
676 

5.476 

75.183 

(7) 

M, X A* M. _ , 

60 

486 

170 

192 

50 

861 

736 

560 

195 
252 
28 
92 

728 

220 

1.312 

1.664 

2.812 

10.508 

— 1.105 
— 288 
— 924 

— 90 

— 7.392 
— 3.350 

— 6 
— 1.485 
— 1.334 
— 2.382 
— 3.060 

— 84 
— 143 
— 150 
— 1.550 
— 578 
— 1.674 

— 672 
— 266 
— 837 

— 226 

— 572 

— 1.190 

— 1.173 
— 3.312 

— 888 
— 49 
— 153 
— 1.216 
— 171 
— 559 
— 2.706 
— 3.344 

— 888 
— 180 
— 220 

— 170 

— 4.400 

010 
794 

—53.693 
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Tableau III 

Calculs relatifs aux équations normales, 

(D (2) (3) (4) 5) (6) (6) (8) (9) (10) 

Première période a, — 38°36' Deuxième période a2 = 88°10' 

Valeurs 

de i 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
U 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
*>0 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 

i «, 

réduit 
à la 

!*• cire. 

0« 
38° 36' 
77« 12' 

115° 48' 
154»24' 
193°00' 
231° 36' 
270° 12' 
308° 40' 
347° 24' 
26*00' 
64° 36' 
103°12' 
1410 48' 
180° 24' 
219° 00' 
257« 36' 
296° 12' 
33*0 48' 
13« 24» 
52«» 00' 
90° 36' 
129«12' 
167» 48' 
206° 24' 
245« 00' 
283° 36' 
322« 12' 
0°48' 
39° 24' 
78<» 00' 
H6036' 
155012' 
1930 48' 
232o 24' 
271*00' 
309O 36' 
348ol2' 
26o 48' 
650 24' 
104O 00' 
142°36' 
181ol2' 
2190 48' 
258» 24' 
2970 00' 
3350 36' 
14«12' 
52o 48' 
910 24' 
130« 00' 
I680 36' 
207O 12' 
2450 48' 
284« 24' 
3230 00' 
1° 36' 
40° 12' 
78° 48' 
1170 24' 
156« 00' 
194« 36' 

réduit 
au 

1 *r quadr. 

0» 
38°36' 
770 12' 
25o48' 
640 24' 
13000' 
51°36' 
0°12' 
38°48' 
77024' 
26o00' 
640 36' 
130 12' 
51° 48' 
0°24' 
390 00' 
77o36' 
26ol2' 
64o48' 
13o24' 
52o 00' 
0*36' 
39» 12' 
77«48' 
26» 24' 
65« 00' 
13«36' 
52ol2' 
Oo 48' 

39°24' 
78o00' 
26« 36' 
65ol2' 
13o48' 
52« 24' 
lo 00' 

39«36' 
78*12' 
26« 48' 
65«24' 
14o 00' 
52°36' 
10 12' 
39°48' 
78° 24' 
270 00' 
650 36' 
14ol2' 
52° 48' 
1°24' 
40° 00' 
78°36' 
270 12' 
65»48' 
140 24' 
530 00' 
1*36' 
40° 12' 
78°48' 
27° 24' 
66° 00' 
140 36' 

Sini«x 

0,000 
0,624 
975 
900 
432 

• 225 
• 748 

—1,000 
—0,779 

218 
438 
903 
974 
618 
007 

• 629 
• 977 
• 897 
• 426 
232 
788 

1,000 
0,775 
211 

- 445 
• 906 
• 972 
• 613 
014 
635 
978 
894 
420 

• 239 
• 792 
•1,000 

—0,771 
- 205 

451 
909 
970 
607 

- 021 
- 640 
- 980 
- 891 
- 413 

245 
797 

1,000 
0,766 
198 

- 457 
- 912 
- 968 
- 602 

028 
645 
981 
888 
407 

- 252 

cos U2 

1,000 
782 
222 

• 435 
• 902 
• 974 
• 621 
004 
627 
976 
899 
429 

• 228 
• 786 

—1,000 
—0,777 
- 215 

442 
905 
973 
616 

- 011 
- 632 
- 977 
- 896 
- 423 

235 
790 

1,000 
0,773 
208 

- 448 
- 908 
- 971 
- 610 

018 
637 
979 
893 
416 

- 242 
- 794 
-1,000 
-0,768 
- 201 

454 
911 
969 
605 

- 024 
- 643 
- 980 
- 889 
- 410 

249 
799 

1,000 
0,764 

194 
- 460 
- 914 
- 968 

i«2 
réduit 
à la 

!*• cire. 

O* 00' 
880 10' 
176o 20' 
264o 30' 
352° 40' 
80« 50' 
169° 00' 
257o10' 
3450 20' 
73° 30' 
16lo40' 
2490 50' 
338o 00' 
66« 10' 
154o20' 
242« 30' 
330° 40' 
58o 50' 
147000' 
235010' 
3230 20' 
51° 30' 
139040' 
2270 gf)' 
316o 00' 
44010' 
132o20' 
220° 30' 
308o 40' 
36o 50' 
125000' 
213010' 
301° 20' 
29o 30' 
117040' 
205O 50' 
2940 00' 
22o10' 
110° 20' 
198° 30' 
286° 40' 
14o50' 
103°00' 
191°10' 
279° 20' 
70 30' 
950 40' 
183»50' 
272° 00' 

0°10' 
88° 20' 
176o30' 
264o40' 
352° 50' 
81°00' 
169°10' 
257° 20' 
345030' 
73040' 
161°50' 
250O00' 
338°10' 

<«2 

réduit 
au 

!•' quadr. 

0o 
88010' 
860 20' 
84« 30' 
82° 40' 
80° 50' 
79o 00' 
77010' 
750 20' 
730 30' 
71° 40' 
69° 50' 
680 00' 
66«10' 
64« 20' 
62° 30' 
60o 40' 
58« 50' 
570 00' 
55010' 
53o 20' 
51*30' 
49° 40' 
47o 50' 
46*00' 
44010' 
42*20' 
40* 30' 
38*40' 
36*50' 
35*00' 
33*10' 
31*20' 
29*30' 
27*40' 
25*50' 
24*00' 
22*10' 
20*20' 
18*30' 
16*40' 
14*50' 
13*00' 
11*10' 
9*20' 
7o 30' 
5o 40' 
30 50' 
2*00' 
0°10' 
88° 20' 
86*30' 
84« 40' 
82*50' 
8lo00' 
79010' 
77*20' 
75*30' 
73*40' 
71*50' 
70*00' 
6P*10' 

sin {«2 cosi« 

Valeurs 

inter 

polées 

0,000 
1,000 
0,064 
- 995 
- 127 

987 
191 

- 975 
- 254 

950 
314 

- 9S* 
- 375 

915 
433 

- 887 
- 490 

856 
545 

- 821 
- 597 

783 
647 

- 740 
- 695 

697 
740 

- 649 
- 780 

599 
819 

- 548 
- 855 

492 
885 

- 435 
- 914 

378 
937 

- 317 
- 958 

255 
974 

- 193 
- 986 

131 
995 

- 666 
- 999 

003 
1,000 
0,061 

- 995 
- 12^ 

988 
187 

- 976 
- 250 

959 
312 

- 940 
- 371 

1,000 
0,032 
-1,000 
-0,095 

992 
160 

- 982 
- 222 

967 
284 

- 949 
S45 
927 
404 

- 901 
- 462 

872 
518 

- 839 
- 571 

802 
633 

- 762 
- 671 

719 
717 

- 673 
- 760 

625 
801 

- 574 
- 837 

519 
870 

- 465 
- 900 

407 
926 

- 347 
- 948 

287 
966 

- 225 
- 981 

162 
994 

- 098 
- 998 

035 
1,000 
0,029 

- 999 
- 093 

992 
156 

- 982 
- 219 

968 
280 

- 950 
- 342 

928 

—3,725 
—3,020 
1,717 
3,292 
0,518 
0,174 
2,145 
1,504 
•2,920 
-4,256 

—0,480 
1,891 
0,089 

—0,358 
2,792 
3,547 

—0,767 
3,547 

—1,582 
0,594 

—1,113 
1,842 
1,891 
4,533 
1,532 
2,121 
1,176 

—0,503 
—1,708 
—3,610 
—0,305 
3,810 
2,677 

—0,537 
0,018 
1,692 

—0,822 
—4,336 
—2,582 
1,861 
2,232 
-0,156 
0,679 
3,195 
1,288 

—3,359 
—3,645 
0,018 
0,932 
•1,095 

—0,067 
3,688 
3,427 

—1,181 
—3,057 
—0,599 
0,090 

—2,386 
1,985 
2,518 
4,306 
0,862 
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Tableau IV 
Calculs pour rendre minimum e. 

Ajustement à 2 périodes 

IN» 
d'ordre 
initial 

48 
85 
56 

6 
19 
14 

1 
5 
8 

59 
36 
41 
16 
40 
39 
29 
49 
12 
38 
55 

4 
23 
15 
45 
54 
32 

9 
18 
50 
30 
53 
27 
61 
10 
44 
24 
52 

2 
22 
58 
47 
26 
46 
60 
33 

3 
25 

7 
28 
20 
37 
21 
62 
43 
34 
17 
42 
U 
51 
31 
13 
57 

Vi 

—400,00 
—300,00 
— 20,00 
— 13,53 
— 8,86 

1,46 
1,69 
1,86 
2,11 
2,19 
2,21 
2,44 
2,65 
2,72 
2,93 
3,01 
3,77 
3,87 
3,97 
4,10 
5,23 
5,88 
6,98 
8,00 
8,47 
8,54 
9,01 

11,63 
14,71 
14,81 
18,18 
25,00 
31,25 
42,86 
51,61 

155,56 
222,22 

Vi 

0,02 
0,02 
0,60 
0,17 
1,58 
0,36 
3,73 
0,59 
1,50 
1,99 
1,69 
2,23 
3,55 
1,86 
2,58 
1,71 
0,93 
1,89 
4,34 
3,06 
3,29 
1,89 
2,79 
1,29 
1,18 
3,81 
2,92 
3,55 

1,10 
3,61 

3,43 
1,18 
4,31 
4,26 
3,20 
4,53 
3,69 
3,02 
1,84 
2,39 
3,65 
2,12 
3,36 
2,52 
2,68 
1,72 
1,53 
2,15 
0,50 
0,59 
0,82 
1,11 
0,86 
0,68 
0,54 
0,77 
0,16 
0,48 
0,07 
0,31 
Q,09 
0,09 

Valeurs 

cumulées 

de Vi 

0,02 
0,04 
0,64 
0,81 
2,39 
2,75 
6,48 
7,07 
8,57. 

10,56 
12,25 
14,48 
18,03 
19,89 
22,47 
24,18 
25,11 
27.00 
31,34 
34,40 
37,69 
39,58 
42,37 
43,66 
44,84 
4*,65 
51,57 
55,12 
56,22 

59,88 

63,26 
64,44 
68,75 
73,01 
76,21 
80,74 
84,43 
87,45 
89,29 
91,68 
95,33 
97,45 

100,81 
103,33 
106,01 
107,73 
109,26 
111,41 
111,91 
112,50 
113,32 
114,43 
115,29 
115,97 
116,51 
117,28 
117,44 
117,92 
117,99 
118,30 
118,39 
118,48 

Ajustement à 1 période 

N* 

d'ordre 

initial 

24 
56 
21 
33 
57 
30 
31 
36 
50 
52 
48 
26 
2 
39 
8 
37 
42 
6 
15 
29 
9 
49 
45 
54 
23 
32 
4 
55 
14 
40 
5 
51 
12 
28 
20 
22 
38 
34 
16 
58 
35 
43 
60 
25 
18 
3 
61 
46 
17 
11 
19 
10 
44 
41 
59 
13 
27 
62 

7 
47 

1 
53 

U; 

-125 ,00 
- 41,38 
- 31,25 
- 17,74 
- 10,31 
- 10,26 
- 8,12 
- 5,95 
- 5,56 
- 5,03 
- 5,00 
- 4,60 
- 4,15 
- 3,81 
- 3,43 
- 3,40 
- 3,20 
- 2,92 
- 1,30 
- 1,25 
- 0,*4 
- 0,53 

0,00 
0,00 
0,69 
0,69 
0,98 
1,20 

1,50 
1,73 
2,02 
2,12 
2,56 
3,03 
3,74 
3,94 
4,51 
4,61 
4,72 
4,93 
4,98 
5,06 
5,45 
5,84 
5,98 
6,57 
6,97 
7,28 
9,33 
9,57 

10,94 
11,32 
11,32 
12,28 
12,50 
13,33 
20,83 
26,83 
73,08 
83,33 

0,08 
0,29 
0,32 
0,62 
1,94 
0,39 
1,97 
0,84 
0,18 
1,79 
1,60 
1,74 
1,93 
1,05 
2.04 
2,06 
1,25 
1,37 
0,77 
1,60 
1,19 
1,90 
1 4 3 
1,85 
1,44 
1,45 
2,03 
1,67 

2,05 
2,06 

2,00 
1,73 
0,99 
1,89 
1,95 
1,65 
1,07 
2,03 
1,33 
1,52 
1,27 
2,03 
2,01 
1,78 
0,55 
1,54 
1,34 
1,98 
2,01 
2,06 
1,50 
0,94 
0,64 
0,53 
0,53 
1,14 
0,16 
0,75 
0,72 
0,41 
0,26 
0,06 

Valeurs 

cumulées 

de Vi 

0,03 
0,37 
0,69 
1,31 
3,25 
3,64 
5,61 
6,45 
6,63 
8,42 

10,02 
11,76 
13,69 
14,74 
16,78 
18,84 
20,09 
21,46 
22,23 
23,83 
25,02 
26,92 
28,35 
30,20 
31,64 
33,09 
35,12 
36,79 
38,84 
40,90 
42,90 
44,63 
45,62 
47,51 
49,16 
51.11 
52,18 
54,21 
55,54 
57,06 
58,33 
60,36 
62,37 
64,15 
64,70 
66,24 
67,58 
69,56 
71,57 
73,63 
75..13 
76,07 
76,71 
77,24 
77,77 
78,91 
79,07 
79,82 
80,54 
80,95 
81,21 
81,27 

N.-B. — Le numéro de novembre commence au folio 283. 

Le Gérant : R. WALTHER 
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