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MERITES COMPARES DES DIVERS INDICES DE CORRELATION ¢

AUTEURS UTILISES

De Fiverri (B.) : Sui metodi proposti per il calcolo della differenza media (Metron
vol. VIII, no 1, 1931).

De FIN)ETTI (B.) et Pacierro (U.) : Calcolo della differenza media (Metron, vol, VIII, ne 3,
1930).

FricueT (M.) : Deux conférences faites au séminaire de calcul des probabilités, le 9 novembre

1945 et le 24 mai 1946 :

Sur le coefficient dit de corpélation (C. R., 1933, p. 107 et 268-269).

Sur le coefficient de corrélation et sur la corrélation en général (Rep. Inst. Int. Stat.,
1933, P. 1, p. 1-8).

Gini (C.) : Di una misura, della dissomiglianza tra due gruppi, di quantita e della sue appli-
cazioni allo studio delle relazioni statistiche (Atti del reale istituto venetd di scienze
lettere ed arti) (Année académigue, 1914-1915, t. LXXIV, 2¢ partie, p. 185-213).

GurporTi : Qualche consideratione sulla differenza media (Awui, VII, riunione scientifica,
p. 372-385, 1942-1943). ,

Jorpan (C.) : Critique de la corrélation au point de vue des probabilités. Colloque consacré
4 la théorie des probabilités, VIIe partie, p. 15-33.

Risser (R.) : Les principes de la statistique mathématique, 2¢ partie, corrélation, cova-
riation (Journal de la Société de Statistique de Paris, n° 10, octobre 1936 (1-41).

Risser (R.) et TRaynarD (C.) : Les principes de la statistique mathématique.

Turonct (P): L’école moderne de statisticiens italiens (Journal Soc. Stat. de Peris,
janvier-fevrier 1946).

A — MoDpE D’EMPLOI DES DIVERS INDICES DE CORRELATION

Etant donnée une population d’individus, nous mesurons deux caractéres X
et Y pour chacun des individus. Il peut arriver que ces caractéres soient rigide-
"ment liés. Ainsi, dans une population de cercles la connaissance du rayon X
de I'un d’eux permettra de déterminer sans aucune ambiguité sa surface Y.
“Par contre, dans une population humaine, si nous considérons tous les indi--
vidus ayant le méme poids X, nous leur trouverons des tailles différentes Y.
Toutefois, de la connaissance du poids, nous pouvons déduire certains rensei-
gnements sur la taille; nous exprimerons ce fait en disant que les variables

aléatoires X et Y sont liées.

D’une maniére plus précise, si la probabilité que Y = y; correspondant a
une valeur donnée X = x; n’est pas égale & la probabilité de Y; dans la tota-
lité des expériences nous dirons que z; et y; sont liées. Si, au contraire :

Pr(Y=y|z)=Pr(Y=y) 1

X et Y seront dites indépendantes pour les valeurs %,, % Si les variables aléa-
toires X et Y sont indépendantes pour toutes les valeurs z, et y;, elles seront
dites indépendantes.

Nous ne considérerons ici que les indices de corrélation empiriques, c’est-
a-dire les indices que nous pouvons déduire du cas pratique ou les variables
aléatoires X et Y sont susceptibles d’un nombre fini de valeurs z,, Zg, ...Zp,
Y15 Yoy Yy, €6 00 nous déduisons V'indice du nombre de fois ny, que les carac-
téres z,, y; ont été observés. Soit N; le nombre de fois qu'on observe X = x,,
N, le nombre de fois qu’on observe Y = y;, N le nombre total d’observations.

(1) Communication présentée a la séance du 15 janvier 1947,
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On pourra ainsi, par exemple, calculer divers indices de corrélation entre le
nombre d’aurores boréales observées une année X déterminée, en un lieu
déterminé et le nombre de jours de pluie (Y), entre la variété d’un poirier X
et le nombre de poires récoltées Y.

Nous dirons alors que Y est fonction univalente de X si # = z, entraine
que Y = y,, et nous dirons que nous avons indépendance si, quels que soient
tetj:

=¥ @

Dés lors, il est logique, comme I’a dit M. Fréchet dés 1934, d’imposef & tout
bon ndice de corrélation I d’étre compris entre O et 1 et de vérifier les quatre
conditions suivantes :

X o p <% X Xn TOTAL
L} 11 LY fin N,
vr By ny L N
Um L Nm Nim N'm
TOTAL . . . N, ya Na N

1. 81Y est fonction univalente de X, I = 1.

2. héciproquement, 511 = 1,Y est fonction univalente de X.
3. Si X et Y sont indépendantes, I = 0.

4. 811 = 0, X et Y sont indépendantes.

Examinons quels sont les indices de corrélation vérifiant les quatre condi-
tions.

Il — INDICES CONNUS VERIFIANT LES QUATRE CONDITIONS

Gini, en 1914, Charles Jordan en 1938, et M Fréchet en 1946 ont successive-
ment donné des formules d’indices vérifiant les quatre conditions, mais si
Gini et Jordan ont vraisemblablement eu 'intuition que leur indice vérifiait
les quatre conditions, ni I'un ni I'autre ne I’ont démontré complétement, et
aucun des deux n’a formule nettement les conditions que doit vérifier un bon
indice.

Ce n’est que le 9 novembre 1945 que M. Fréchet a annoncé que Pindice de
connexion de Gini vérifiait les quatre conditions et le 24 mai 1946, il a montré
que Pon peut construire une infinité d’indices vérifiant les quatre conditions
fondamentales. Nous allons montrer que les trois indices mentionnés ci-dessus
sont d’un calcul rapide et qu’ils doivent, par conséquent, étre employés dans
la pratique. Il me semble personnellement que tous tirois doivent susbister
parce qu’ils répondent & des besoins légérement différents, mais laissons au
temps le soin de décider.

1. L’indice de connexion de Gini.

La définition théorique de cet indice est peut-tre un peu compliquée, mais
son calcul, d’abord trés long, a été rendu tres simple par de Finetti et Salvi-
416 SERIE — 88¢ VOLUME — NO8 9-10 23
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mini; il est méme plus rapide que celui du coefficient de -corrélation
linéaire, méme dans le cas ol ’on dispose de moyens trés perfectionnés (ma-
chines a calculer électriques pour le coefficient de corrélation linéaire, hélice
& calcul pour I'indice de Gini). Nous donnerons donc en annexe la définition
théorique de I'indice de Gimi et la démonstration du fait qu’il vérifie les
quatre conditions et prendrons provisoirement pour définition de l'indice
de connexion de Gini G, la formule suivante :

NE:‘JE #+1—y)|s;— N, S|

M IR AU A ©)

avee

it Ml

JN’ s
IWl NS, = 3 N,

13
=1 4 =1

On notera la simplification supplémentaire qui intervient dans le cas ou
les intervalles y, , ; —y, sont égaux entre eux. Dans ce cas, G prend la forme :
Nz s, —N,§,

C=33Ns, (NN}
J

Application numérique de cette méthode.

Connexion entre la distribution des périodes orbitales et 1a durée des éclipses :

x DUREF D’UNE ECLIPSE EN HEURES
TOTAL
Y 2 4| 6|8 |10]12 |14 |16 |18 | 20 |22 |2 T
12| 8| a6 | 7|89 |10|lu]|1
| e | e | e | e { e | e | | e | e | e

o | 10 0 2 | 8 8

q.| 40 1 1 8 | 2 ] 2 - 11
3 0 | 2 s | ¢ | 2 9

100 | 8 2 1] 1 4

g5 |0 | 4 1 1 2

g | 160 5 1 1

E 190 8 1 1

220 | 7 1 ¥ 2

TOTAL 2] 7| 8185|042l 1]e}lo]a2 38

Puisque les périodes orbitales forment une progression arithmétique, on
obtiendra encore le coefficient de Gini en leur substituant (au numérateur
comme au dénominateur) les nombres 0, 1, 2, 3....

Faisons la somme cumulée des fréquences de chaque colonne dans la table.
(Nous écrivons ainsi que I'indice de dissemblance est 1a moyenne des segments
compris entre la fonction de répartition a priort et la fonction de répartition
liée & la variable Y.)

Remarquons qu’une simple hélice & calcul munie de repéres multiples permet
d’effectuer en bloc la multiplication de la deuxidme colonne par n’importe quel
nombre. On pourra donc transcrire & vue sans opération manuelle, sans effort
pour accoupler deux nombres tous les résultats d’une colonne avec trois ou
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quatre chiffres significatifs. Le calcul apparait ainsi comme trés faisable en
35 minutes-temps mentionné par Salvimini.

Calcul du numérateur.

8| 28, | prFF |8,/ | 7 8| DIOF |8,;|8 8, | DOF |8, |58 | DIFF |85 | 987 | oF | 8, | 48 | DrEE.
2 0,42 | 1,58 | 6 1,48 | 4,62 | 0O 0,63|0,63]0 1,05} 1,05 | 0 1,90 | 1,90 ] 0 0,84 | 0,84
2 1 7 3,50 | 3,60 | 38 1,50 | 1,50 | 2 2,50 | 0,50 | 3 4,50 | 1,50 | 2 2 0
2 1,47 |1 0,58 | 7 5,16 | 1,84 | 8 2,2110,79] 5 3,60 | 1,317 6,63 | 0,37 | 4 2,96 | 1,05
2 1,68 | 0,82 | 7 5,00 ' 1,10 | 8 2,58 | 0,47 | 5 ,22 10,781 9 7,68 | 1,42 | 4 3,37 | 0,63
2 1,79 | 0,21 1 7 6,27 |1 0,73 | 8 2,68 10,3215 4,48 |1 05219 8,05 | 0,95 | 4 8,68 | 0,42
2 1,84 | 0,18 | 7 6,45 | 9,66 | 8 | 2,76 | 0,24 | 5 4,61 10,39 | 9 8,20 | 0,71 | ¢ 3,60 | 0,81
2 (1,89 0,11)7 |6,63]|0,37]|3 [2,84|0,26|5 |474|0,26|0 |8,53]0,47]4 |3,80]0,20
21, = 3,01 71 = 12,61 31, = 4,11 51, = 4,81 91,= 7,382 41, = 8,45
8,7 | 28, | poF¥ |8y | 28, | DIFF | 8y, | 8, | DOFF [8,0;| 28, | DIFF 8, S,; | prFF
0 |0,42|0,42]0 [0,42|0,42]0 |0,21]0,21]0 |o0,42 0,42 9 |o0,21]| 0,21
0 1 +1 0 1 1 0 0,60 | 0,50 | O 1 1 0 0,50 | 0,50
L] 1,47 | 1,47 {0 1,47 | 1,47} 0 0,741 0,74 ] O 1,47 | 1,47 0 0,74 | 0,74
1 1,68 | 0,68 } 1 1,681 0,680 |0,84)| 0,840 1,68 | 1,68 0 0,84 | 0,84
2 1,79 | 0,21 | 1 1,79 (0,79 | 1 0,80 (0,11 |0 1,79 | 1,79 0 0,80 | 0,89
2 1,84 | 0,16 | 1 1,84 |1 0,84 11 0,92 ({0080 1,84 | 1,84 T 0,92 | 0,08
2 1,80 { 0,11 | 1 1,80 10,8011 10,95|0,06]1 1,89 | 0,¢9 1 0,95 | 0,05
21, = 4,05 21, = 6,09 1, = 2,53 21,,= 9,09 1,, = 8,81 -

Calcul du denomtnateur (Méthode de de Finetti Paciello).

On doit ici supposer comme au numérateur que y, . , — y, = 1 et non pas
30. On a alors :

x, |x—xs,| 58, x—ws ) Le dénominateur est done :
8 sg‘ 240 . Dgp= 1386 x 2 = 2.772
19 . 1
B 10 280 SNI =391 + 12,61 + 411 + 481 + 7,32 + 345,
§§ § i§§ 1 4,05 + 6,00 + 2,53 + 9,09 + 3,31 = 61,28.
61,28 x 38
ToraL 1 888 G= 2772 0,840.

2. L'indice de Jordan.

Cet indice est défini par:
_ (n? ] »
eyt @
Son calcul est extrémement rapide. Dans le tableau suivant, qui donne les
2
—n—‘l, 2 il suffit d’effectuer les additions :

TABLEAU
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FX 2 4 6 8 10 12 14 16 (18| 20 [22|2a| w
10 0,25 | 0,648 0,808
40 0,013 | 0,272 | 0,072 | 0,000 | 0,090 0,587
70 0,200 | 0,197 | 0,111 < 0,508
100 0,111 0,126 | 0,126 0,861
180 ¢ 0,256 0,6 0,750
160 1|1
190 0,5 0,500
220 0,250 0,25 0,500

| 0,25 |o0,666 |0,272 | 0,272 | 0,308 {0,201 |0,87%5 | 0,876 |0,50,75 1 | 5,040
5,049 — 1
J2 = "—'8——1— = 0,578 J = 0,75

La valeur de cet indice reste inchangee non seulement quand nous remplagons
z par une fonction de z (Cf. Indice de Gim), mais encore quand on remplace ¥
par une fonction croissante de y. Pour cette raison, quoique cet mndice soit
valable dans le cas general, 1l s'impose particulierement quand X et Y sont
toutes deux des variables qualitatives (Ex. : corrélation entre la couleur des
theveux et celle des yeux).

3. L’wnduce diagonal de M. Fréchet.

Cet indice est égal &
I\ I
¢

d = ‘\? N; ()‘. -‘-l— p.‘)
ou A et ., sont définis graphiquement de la mamére suivante : eonsidérons

les courbes en escaher s, (y), S’ (y) obtenues en faisant correspondre & tout
nombre y, les valeurs

J J
s,= 32 n, et & =32 N,

Fig. 1

X est le maximum du segment découpé par ces deux courbes sur des paral-
léles & la seconde bissectrice. Soit y,, la plus petite médiane empirique de
Y, — c’est-a-dire le nombre y,,, correspondant au plus petit s, supérieur &

5 - M sera le plus grand des segments découpés sur la deuxiéme bissectrice
par la courbe s,, (y) et la courbe f, (y) telle que f, (y) = O siy < y,p
f, (4) = 1 poury >y, -

Mode opéragoire. — On tracera les courbes s,, (y) et f, (y) sur un papier
millimétrique et la courbe S, (y) sur un calque et on lira la mesure dela ~
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projection des distances indiquées sur I'un des axes de coordonnées
I'exemple précédent donne :

EN ), =v2[2 %0604 7 x0,60+3x05045x026+9 x 021 +4 x 0,30
42%060+1%X076+2X%X08 +0X...+1x08] =147,06y2

SN o =v2[2X0+7X04443Xx0+5x040+9 x 0,33+ 4 X 050 +2

X 0,50 4+2 X050 +1X042x050+0x..+1x0]=1095y2

Lo 1105
*s = 17,06 + 10,05

Cet indice est & peu prés trois fois plus long & calculer que I'indice de Jordan
et deux fois plus long que I'indice de Gini, mais il présente sur ce dernier 'avan-
tage d’étre beaucoup moins sensible aux perturbations apportées par I’obser-
vation aléatoire d’une grande valeur de Y.

= 0,60.

P X ;
{060 H
b g Yot j oo {ose
080 026 | ... - - jos0
0 o . 040 vt aee
PR
i
H
: .
— S — — —
— -
{ f
Arremsessmesasnes, Neseed ='
foneconcarsansrase sasen =3
™ of:
0.0 033
0,14 §
i
e H
— — — P
——yd o
)4 XV
0.50 0,74 034
[ [} .0
——— JE— a—
[——\ o
X
030
0,50
L .
'Y ~r )

(—'—'—"' Biz, 2.
Sensibilité.
M. Fréchet se proposant de construire un grand nombre de variables aléa-

toires dont le choix ne soit pas subjectif, partit de Tidée qu’une ligne aléa-
toire convenablement choisie pourrait lui donner une infinité de telles variables
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aléatoires. Il choisit comme ligne aléatoire la forme du crine humain,” qui
s’exprime en coordonnées polaires par une équation de la forme p = f (v).

Les coefficients du développement en série de Fourier sont des v. a. qui
sont trés liées. M. Fréchet a fait effectuer le calcul pour le coefficient de corré-
lation linéaire, 'indice de Gini et I'indice diagonal. On voit que ces trois indices
varient grossiérement dans le méme sens et que I’amplitude de variation de
I'indice diagonal est plus grande que celle des deux autres. Peut-étre serait-il
préférable d’employer I'indice diagonal dans le cas ou les v. a. X et Y sont, trés
hées et I'indice de Gini dans celut ou elles le sont trés peu?

I — INDICES NE VERIFIANT PAS LES QUATRE CONDITIONS

1. Coefficient de corrélation linéaire.

2En,( —X) (@ —Y)

r = — = (3)
VEN (z, — X2 X 2N, (5 — V)
avec
v _ 3 Nz v_5 N Y,
X =332 Y =2y )

10 Si Y est fonction univalente de X, r peut avoir une valeur quelconque.
I1 peut méme étre nul si la courbe y (z) est symétrique par rapport a la droite.

y = Y. Ce n’est que dans le cas trés particulier ou Y est fonction linéaire de
X quer = 1.

20 Sir =1, Y est fonction univalente de X (et méme fonction linéaire.)

30 Siles v. a. X et Y sont indépendantes r = 0.

4° Sir = 0,les v. a. X et Y ne sont pas en général indépendantes.

D'une maniére plus précise, il faut et il suffit pour que r = 0 que I’ensemble
des points z = n,, = z,, y = y, de I'espace a trois dimensions soit symé.
trique par rapport a ’un ou I'autre des plans z = X ouy = Y.

Le coefficient de corrélation linéaire apparait donc plutét comme un indice
de dissymétrie que comme un indice de corrélation.

Enfin M. Fréchet a signalé un trés grave défaut du coefficient de corrélation
linéaire. Son manque de précision. En eflet, s1 pour un seul point z, et y, sont
trés grands, cette observation, qui aurait trés bien pu ne pas avoir été faite,
fera varier r dans des proportions considérables, car pour un seul z; = =,
y, = =, r prend la forme indéterminée .

2. Rapport de corrélation de Pegrson.

Son carré est défini par ;

W= = AN (8)
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On peut d’ailleurs 1’écrire également :

2 _{ M 32".
=1l
oy

9

De (6) on déduit que :

1. Si'Y est fonction univalente de X, 4% = 1;
2. Sin? =1, Y est fonction univalente de X;
De (5), on déduit que :

3. Si X et Y sont indépendantes, qn = 0;

4. Mais siq = 0, on ne peut affirmer que X et Y sont indépendantes, on '

peut seulement dire que Y, garde une valeur constante.
On peut écrire :

EZn,(® — X) (y, — ?)

72 X _ 7 [2
\/EN‘(as\—X)szN‘E[n—"Nﬂ—Yl

Indice de Jordan J.
7 © /ndice diggona! de M.Fréchet £,

@ /Indice simple de connexion de Gini 6.
W Ropport de corrélation de Pesrson »,
o Coellicrent de corrélotion linesire ¢

Fig. 3.
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Donc r est égal au produit, de 1? par le coefficient de corrélation linéaire entre
X et Y. Ce résultat déja obtenu par M. Fréchet montre que v est toujours pré-
férable a r.

3. Ltndice I' de M. Fréchet.
M. Fréchet a proposé comme indice, en 1919, et en attendant mieux :
EN Al e, —e |+ p—p I
=N TenF e [T 1=

p,, ¢tant la valeur équiprobable (dite aussi valeur probable) et i, étant
’écart probable, quand z est donné égal & z,. q et p les quantités correspon-
dantes, quand z n’est pas donné.

1 et 2. On voit que 0 < I’ < 1, que pour I’ = 1., = 0, quel que soit z,
donc Y est fonction univalente de X et réciproquement si Y est fonction uni-
valente de X, I’ = 1.

3. Sion a indépendance 1’ = 0.

4. Si I’ = 0, on ne peut affirmer que I'on a indépendance, mais seulement
que p,, = pet p, = p.

Enfin, dans les distributions théoriques, cet indice n’est pas susceptible de
se mettre sous la forme indéterminée .11 est donc bien préférable au rap-
port de corrélation de Pearson.

II

(10)

, 4. Carré mayen de contingence.

Le premier coefficient trouvé pour caractériser I’indépendance des variables
aléatoires X ot Y est le carré moyen de contingence
(7]
P {4 B 11
? + N N . (11)

J ¢

Cet indice est un nombre positif inférieur & \/(m — 1) (n — 1) et tel que
¢ = 0 ¢’il y a indépendance et réciproquement !

5. Coefficient du carré ~moyen de contingence.
Cest la quantité

C = o,
. T+
Cet indice est toujours inférieur & 1.
1. Mais si nous avons liaisén fonctionnelle univalente, cet indice ne tend pas
en général vers 1, méme quand m et n tendent vers I'infini. '
2. S1C = 1, nous avons liaison fonctionnelle univalente.
3. Si nous avons indépendance, C = 0.

4. Si C = 0, nous avons indépendance. -

€. Le coeffictent de Tschuprow.
Clest : :

o2

12 = ——————
Vim —1) (n — 1)
' 1l est toujours inférieur & 1
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Et en outre :

1. Si nous avons liaison fonctionnelle, univalente, cet indice n’est pas en
général égal & 1; il n’en est ainsi que si m = n.

2. Sit? = 1, nous avons liaison fonctionnelle univalente entre X et Y.

3. Si nous avons indépendance t* = 0.

4. Si<® = 0, nous avons indépendance.

B — DEFINITION THEORIQUE DES INDICES DE CORRELATION
' VERIFIANT LES QUATRE CONDITIONS

Dans la précédente partie, nous avons dit quels sont les indices de corré-
lation actuellement connus qui vérifient les quatre conditions fondamentales
et nous avons donné la formule qui, & notre avis, permet de les calculer le plus
rap.dement possible. Mais en partant de cette formule, la démonstration pra-
tique du fait que ces indices vérifient les quatre conditions est souvent mal-
aisée. Aussi avons-nous jugé utile de reproduire ici les raisonnements qui nous
ont conduits aux formules ci-dessus.

I — L’INDICE DE CONNEXION DE GINI

r:&n = x = | T

3 4
considérons le groupe ¢ v | o~ wr | W
%h iy
formé des N N, quantités v | m o *y | Ny
Ym Pam [ Nnm "m ‘
8 :
uivantes N % N, N -

N X n; quantités égales & y,

N X ng - Ya
N X n; -— Y ’
N X nm - y'

et le groupe T’ formé des quantités suivantes :

N’y N, quantités égales 3 y,
N, N, - ¥
N'm N. - Ym
Rangeons les N N, quantités du groupe ¢’ par ordre de grandeur croissante
(ou au moins non décroissante).
Soit : .
mll, m'z...--mll ----- m, NN: ces quantités.

De méme, rangeons les N N; quantités du groupe T’ par.ordre d¢ grandeur
croissante.

Soit
Mgy Mrgyeeeesiiny mr xx. Ces quantités.

(On aura : Mrs = Yp» Mz = Ypevseeeans moxe:. = Ym)-
ire gERIE — 88 VOLUME — N©°8 9-10 24
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Posons :
1 ™
L=fN Z, | mu—mnl (14)
1 NN: NNi
D, = szx I’EI | ma — ma | (15)

L’indice de connexion de Gini sera donné par la formule

NI
SND (16)

G =

1. L’indice de dissemblance.

Pour comprendre les raisons logiques qui ont poussé Gini & définir par cette
formule son indice, il est indispensable de se familiariser avec une autre notion
également introduite par Gini : celle d’indice de dissemblance entre deux grou-
pes d’individus sur chacun desquels on mesure un certain caractére.

Supposons par exemple que nous voulions comparer la taille des Francais
a celle des Italiens.

Gini dira que la population francaise est semblable & 1a population italienne,
si la proportion des individus qui ont une taille déterminée est la méme en
France et en Italie, et cela, quelle que soit cette taille.

S’il n’en est pas ainsi, les deux populations seront dites dissemblables.

Calcul de Uindice diagonal de M. Fréchet.

Ceci posé, il n’est pas difficile de caractériser la dissemblance qui existe
entre la taille de ces deux populations, que nous supposons pour simplifier étre
toutes deux égales 4 40 millions d’individus.

Il suffira de supposer les Francais rangés par ordre de taille croissante, soit :

a; ag...a @0 om0 o0 leurs tailles et de méme les Italiens.
soit
b, bg...b be.oo o leurs tailles.

et de calculer la quantité

I =Ia1—b1|+|a|—ba|+ +la—5]+ +]a4o.oooooo""bn;m.ml
AB 40.000.000

I1 est clair que cette quantité appelée indice de dissemblance entre les deux
populations est nulle si les deux populations sont semblables.

Si nous voulions comparer la taille des 40 millions de Francais et des 180 mil-
lions de Russes, on serait amené a considérer la population F’ de 360 millions
d’habitants semblable & la population francaise et la population R’ de 360 mil-
lions d’habitants semblable & la population russe et & calculer 'indice de dis-
semblance, entre ces deux populations, autrement dit nous considérons une
population fictive F’, dans laquelle 9 Frangais ont la taille a, et une popula-
tion fictive R’ dans laquelle deux Russes ont la taille b,, et nous calculons
'indice de dissemblance entre ces deux populations.
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Appelons :

a’y a3 @),  @moeoo les tailles des individus de F’

et
by by b, Yiuewew les tailles des individus de R’
On aura : : '
L = Iall_blll‘*'lals""b'sl"*' +}a';—'b’;[+: +la'mxo"—b'm.w|
A 180.000.000

Les quantités a’;, b’;, qui occupent le méme rang dans deux populations
F’ et R’, comprenant un méme nombre d’individus, seront dites individus
cogradués ou quantités cograduées.

L’indice de dissemblance entre deux populations A et B s’obtient donc en
prenant la moyenne arithmétique des valeurs absolues des différences des
quantités cograduées des populations A’ et B’ respectivement semblables &
A et B.

On congoit que sous cette forme le calcul de I'indice de dissemblance peut
étre trés long, mais divers théorémes énoncés par Gini permettent de simplifier
considérablement ce calcul.

Lemme. Soit deux populations A’ et B’ chacune de n individus contenant
t individus ayant la méme taille, la somme des valeurs absolues des différences
entre les quantités cograduées de ces populations est égale & la somme des-
valeurs absolues des différences entre les quantités cograduées de deux popu-
lations qui s’obtiennent en supprimant les ¢ individus de méme taille.

a) La proposition est évidente si les individus qui ont la méme taille occu-
pent le méme rang dans les deux populations, c¢’est-a-dire si 'on a ax = bg.
On supprime ainsi des différences nulles, ce qui n’a pas d’inconvénient.

B) Siles individus qui ont la méme taille n’occupent pas le méme rang dans
les deux populations, c’est-a-dire si I'on a : ag = bg , , dans la somme

s=lay—b |+ +lag_1—bg 1|+ |tx—bx|+ + k1= x|+ +]|W—b—

toutes les différences a, — b; pour lesquelles K <L < K + z sont positives, on
peut donc supprimer les valeurs absolues pour ces différences, et supprimer
les deux quantités égales ay et by . .. Il vient:

s=|ay—b;|+...4| a5 _1—bg _1|—bxtax 1 —bx 4.1} Ox 4ot |0k 42 b 1—bx 4o 44

Fot| @G — bal
, Ou encore :

s=|a; — b1]+m+{ax-x—bx,—1l+}ax-;-x—bxf‘{"
+ | Og 42 — b o1 | + laK+z+1'—bK+a:+l| +ot | @y — nl

On peut aussi se servir d’un des trois théorémes suivants, qui sont & peu
prés évidents :

Pour obtenir la somme des valeurs absolues des différences entre les quan-
tités cograduées de deux populations A et B, chacune de » individus, il suffit
de faire la somme de toutes les tailles a’; b”, et de soustraire toutes les tailles
@’y b'; ol a'; et b’, désignent |les quantités cograduées (ou tailles cograduées)
pour lesquelles on a @, > b, et ol a”; et b”; désignent celles pour lesquelles
on a a; << by
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Corollaire 1. — Si le plus petit individu de la population A est plus grand que
le plus grand individu de la population B, I'indice de dissemblance de ces deux
populations est égal a la différence des moyennes arithmétiques des tailles
des individus de chaque population.

Ce corollaire est vrai méme si les deux populations n’ont pas le méme
nombre d’individus.

Corollatre 2. — Si pour toute taille y supérieure a y,, les individus de taille y
se rencontrent avec une fréquence supérieure dans la populationA et si pour
toute taille y inférieure & y, les individus se rencontrent avec une fréquence
supérieure (ou du moins non inférieure) dans B, 'indice de dissemblance est
égal a la différence des moyennes artihmétiques des tailles de chaque popu-
lation.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de supprimer les individus de méme
taille, pour étre ramené au cas précédent, si les deux populations A et B ont
le méme nombre d’individus. S’il n’en est pas ainsi, on remplace A et B par
des populations A’ et B’ qui leur sont semblables et ’on démontre le théoréme
sur ces populations.

Corollaire 3. — L’indice de dissemblance est égal a la différence des moyennes

artihmétiques des tailles des populations A et B, quand les histogrammes de
ces tailles se coupent au plus en un point.

2. Calcul du numeérateur de Uindice de Gini.

Ceci posé, on comprend aisément pourquoi Gini a adopté la formule 16 pour
son indice de connexion, :
=N, I
IN,D,

Dans cette formule, I, est I'indice de dissemblance entre le :™¢ groupe par-
tiel et le groupe total, ou, ce qui revient au méme, entre un groupe i’ semblable
aiet un groupe T’ semblable 4 T, chacun de NN, éléments.

Les quantités D, donnent un ordre de grandeur de la dissemblance qu’on
devrait attendre.

- a) Méthodes de Gini.

Les méthodes de Gini sont au nombre de deux. .

1o Dans la premiére, on applique la formule (14) en groupant les quantités
qui ont la méme valeur.

Calculons ainsi 'indice de Gini sur I’exemple que nous avions choisi (indice
de connexion entre la durée d’une éclipse et la période orbitale). En vertu
de la remarque précédemment faite, nous savons que nous aurons encore I’in-
dice de Gini en substituant aux diverses périodes observées les nombres 0, 1,
2, 3.

, Nous avons groupé ensemble'les m,, ayant la méme valeur y, et les mpg
ayant la méme valeur yy.

Les différences |y — Yk | entre les modalités du caractére sont indiquées en

face de la fréquence par laquelle cette différence doit étre multipliée.
On a:

I N, I =391+ 12,61 + 4,11 4 481+ 7,32 + 3,45 + 4,05 4 6,09 4-
+ 9,09 + 2,53 + 3,34 = 61,28.

G =
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Nous remplagons les groupes B et T par les deux groupes semblables 8’ et

T’ qui ont le méme nombre de quantités : 911 X 61.518
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dans B’ et T’ nous supprimons les quantités communes; nous obtenons ainsi
*les groupes B’ et T’,.
Les différences entre les quantités cograduées sont alors rapidement obte-
nues :

60.670 x |2 —5| = 182.010

117.696 x |3 — 5| = 235.392

2.390.170 X |4 — 5] =2.390.170

3.000.881 x |6 — 5| = 3.000.881

114,963 x |7 — 5| = 229.926

60.670 x |8 — 5| = 182.010

dont la somme est 6.220.389
L’indice de dissemblance IP est done :
6.220.389

Is = 56 100,201 — 01241

Si nous opérions de méme pour I, nous trouverions dans la colonne a,’la
méme chose que dans la colonne T,’ et pour la colonne T’, (correspondante
a4 T,’) la méme chose que pour §';.

Done :
6.220.389
L = 55670 % 61.581 — %:001.665.
On trouve pour l'indice de Gini :
SN _0,003.476 _ o 00

G=3$ND, = 0,017.465

¢) Méthode de Salvimini.

Dans le groupe i’ il y a N. n,) quantités m,; égales & y;; convenons d’appeler
m,, celle & laquelle nous attribuons le rang le plus petit; celle & laquelle nous.
attribuons le rang le plus grand sera alors m,, | y 5,

De méme, dans le groupe T’, N,N; quantités sont égales & y,; nous conve-
nons d’appeler mq,. celle & laquelle nous attribuons le rang le plus petit
Mz, Ny Celle dont le rang est le plus grand.

Posons :

1
=N, 2

S$i§, >s,, onaj” > j’; donc m,’ = my,.
Or d’apres le corollaire (1) de Gini, I'indice de dissemblance est égal & :

M1

1
N’
1

12
S)=N,

1
. = N—‘N-" | (2 m’,]( -3 m’“) - (2 m”m -_— Zm"m) I

olt m’,x, m'yx désignent les quantités pour lesquelles m,x => mpg ot ot m"x,
m’px désignent celles pour lesquelles m,; << mry.. '

La méthode de Salvimini consiste & voir quelle est la contribution dans cette
somme des termes m,; et n 1, qui sont égaux & ¥g.

a) Si§, >s,,S;,4>>s, .1, la contribution apportée par les termes consi-
dérés a I'indice de dissemblance est :

“‘=[su+l —su—(sll —SJ—-I)]yK
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ou encore : .
¢ ®= [“‘ S+ l"‘“ Si,41) + (8, < S.r)lyx
b) Si§, <8, S ii1<8s,40
on trouve
o =[—(s;+1—S4+1)+ (s, — Sy
c) S+1<8,+1 S >s,
on trouve :

oy =[— (3-1+1\—S'z+1)+51—5'a]%
d) SiS41>8,+1 S <s,ona:
=[— B +1—5y4+1)+8,—5]y

En résumé, on a toujours :

!

N o =[—[s,+1 =8 4] + |5 =81y
D’ou

o

NN,,2, ¥

—S | W+ —w)

- L

NN,,

Nous avons donné dans la précédente pame un exemple d’application de la
méthode de Salvimini qui est, je crois, la plus rapide.

"Mi MMa

2 — CALCUL DU DENOMINATEUR
Pour calculer la quantité 2N, D,, nous sommes amenés a faire les opérations
suivantes :

d’olr
1 L) NN
END, = 2w, 2, Nm 3, 1y — mom|
Remarquons que
2n,=N% il vient :
— o ’ 'm"‘l
IN, D, ,?1 N :E'; 4————-NN'
1 NN,
- N— kSl r§1 IMm - mwt'
Ol mq, désigne la re quantité du groupe T.
La quantité
1 L ¥ x
N‘Z’N'D'=ﬁk§1f§xlmr_m”{ {20} + -

est appelée différence moyenne (avec répétition) des quantités du groupe todak.
C’est la moyenne des valeurs absolues des différences obtenues en associant
chaque quantité du groupe T avec toutes les quantités de ce méme groupe.
Cette différence moyenne a été introduite en 1869 dans la statistique par
I’astronome allemand W. Jordan (Uber die Bestimmung der Genautgkeit
mehrfach wiederholter Beobachtungen einer Unbekanten. Astronomische Nach-
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!
richten 74, 1766-1767). Elle est de nos jours employée d’une maniére courante
par P’école italienne qui a donné diverses maniéres de la calculer. Ces résultats
ont été rassemblés par de Finetti (3) et récemment Thionnet (8) a reconstitpé
les diverses démonstrations. Nous signalerons ici les principales méthodes em-
ployées :

a) Méthode de Gini.
On a, si
i<a<N+1-—3
My — Mys |+ | Mpe — Mz x40 | =] My~ Mrypr-, |

En -opérant de méme, quelque soit i, on voit que :
1
A3=ﬁ22lmr.—m'l‘u+x—-l’|N+1—-2i[ (21)

Ce qui peut encore s’écrire, J1U désignant une médiane :

N
M= i3 N4 14— 2| me—OW).

Application numérique. — Appliquons cette méthode & ’exemple des éclipses.

ELEMENTS DISTANCE
2 DIFF. graduelle PRODUIT
d N+1—2
7 0 7 87 259
7 (1} 7 85 246
] 9 6 88 198
5 (1] ] 81 156
4 0 4 20 116
4 (1] 4 27 108
3 g 3 26 5 9 1386
8 ] 28 89
] 1 2 21 42 Ag = _x_.r
3 1 2 19 88 38
2 1 1 17 17 . .
2 1 1 15 16
] 1 1 18 13
2 1 1 11 11
2 1 1 9 9
2 1 1 7 7
2 1 1 b b
2 3 1 1 8 8
2 1 1 1 1
TOTAL « o ¢ v « o o o 1.886

b) Méthode de De Finetti-Paciello.
On écrit :
Jmy — my, | =My, 11 — Mn, |+ | Mps 55 2= M, 41 -‘l-.+]mn - f}lru'_.;}
et on trouve :
2 ¥-1 .
AB:’N'BE,‘(N_M""T'H‘"”‘M (22)
\
Cette méthode est, croyons-nous, la plus rapide. Nous en avons donné plus

haut une application & ’exemple des éclipses, appliquons-le & I’exemple de la
linaria spuria citée plus haut.
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1 N—1 PRODUIT
AN .
1 61 580 61 580 Dot ;
7 61 574 431 018
200 61 201 |17 774 890 2 x 33.216.128
61 850 281 |14 271 850 Ag = —6lenE = 0,0174.65.
61 571 10 615 710 (61.581)
61 580 1 62 580
38 216 128

¢) Methode de Gint-Czuber.

Cette méthode s’obtient en séparant les termes positifs et négatifs dans la
méthode de Gini (méthode a).
Posons :
N N
S= 3 (N+1—2)mn §= 3 im

11 vient :
de= (8 = 8) (23)

Ou, en tenaxnt compte que S’ + 5" = N (N + )M (M désignant la moyenne
arithmétique)

45 —2N(N+ )M 2N(N+1)M—4S
Ag = Ne = N2

Application a Vexemple des eclipses.

, In’ (0’ +1D)|n (n+1) PRO- , (0’ (0’ +1)n (n+1) PROD
L i - oOF | Jom n.n 5 5 DIFF X
— —— ———
7 02 ] o |" 8 21 0 08 36 0 36 0
6 2-8 3 18 1 9-19 190 86 164 154
] 84 4 20 2 |19-28 406 190 216 432
4 4-6 21 10 11 44 8 | 2882 528 406 122 368
3 6-10 b5 21 84 102 4 | 32384 596 528 67 268
2 |10-19 190 55 186 270 5 | 8436 630 595 85 176
1 |19-80 465 190 276 275 6 | 8536 666 630 36 2168
0 | 80-38 741 4656 276 0 7 |8638 741 666 7% 525
8= 750 8 =|2 186

L 2(2136 —750) _ 2.772
o 382 T3
On peut auss: calculer NM :
NM=1Xx1+18+12+8+5+6+14=74
A =9 (2 x 2436 — 74 x 39) _ 2.272
g =

382 383

L'1NDiCcE DE GINI VERIFIE LES QUATRE CONDITIONS FONDAMENTALES

a) La démonstration de ce fait est basée sur le théoréme de Gini qui suit :
« La somme des n valeurs absolues des differences qui s’obtiennent en accou-
plant chacune & chacune les n quantites du groupe " avec,les n quantités
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du groupe T’ sera minima quand chaque quantité de i’ est acoouplée avec la
quantité cograduée de T".
En effet :

1o Sinous avons: my, <<my Mgy < Mgy,
un calcul élémentaire montre que :

[mu—m‘l‘k’l'l‘fmtz—'mw]<|mh—‘m/w|+[mn"-'m“l (24)

D’une maniére plus précise, on peut écrire que la différence entre le membre
de droite et celui de gauche est égale & deux fois la partie commune aux seg-
ments m;,, m,; et myy, mqp.

20 Ceci posé, nous appelons disposition originelle celle que nous observons
en accouplant les quantités du groupe i” avec celles du groupe T’ d’une maniére
quelconque.

Soit my la quantité qui, dans la disposition originelle, est accouplée avec m,
Soit m,, la quantité qui, dans la disposition originelle, est accouplée avec nty,

Si nous modifions les couples en accouplant m,, avec sa cograduée my, et
mettons mq, & la place qu’occupait m.y,,nous obtenons une disposition nouvelle

que nous appellerons disposition réduite au premier degré.

Disposition | ... Myeeees veres Mpieenn.
originelle | ... MTteeees eones Mrieees.
Disposition réduite | ..... Mg ceree eeren Migperene
au premier degré | ... Mrteeees uees Mepyeen.

En accouplant de méme m;,, mr,, on obtient la disposition réduite au second
degré.

11 est clair que la disposition réduite au NN,*™® degré est celle dans laquélle
toutes les quantités cograduées sont accouplées.

Appelons S, la somme des valeurs absolues des différences q\ui correspon-
dent & la disposition originaire.

S, la somme de ces mémes quantités dans la disposition réduite au premier degré,
S, la somme de ces mémes quantités dans la disposition réduite au n me degré.

On a, d’aprés (24) :

(24) So > S, > > 5> > S =1, (25)

Donc le théoréme est démontré.

b) Or D; est la moyenne arithmétique de quantités S, (obtenues en associant
une fois et une seule, tout m,, a tout mq,), qui sont toutes supérieures ou au
moins égales & I;; donc D; > I, et

I

NI
G.=sNp,<?

10 Si Y est fonction univalente de X, G = 1.

En effet, dire que Y est fonction univalente de X, ¢’est dire que dans chaque
groupe partiel i, Y n’est susceptible que d’une valeur y;. Dés lors, toutes les
quantités S;sont égales & I, et, par conséquent, aussi leur moyenne I..

D =1, (25)
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Et comme 25 a lieu quel que soit le groupe i considérsé,
S ND =2N1I donc G=1.

20 Si G = 1, Y est fonction untvalente de X.
En effet G = 1 entraine 2 N, I, =2 N, D, ; ce qui ne peut se produire en vertu

de I, < D; que si quel que soit ¢ D, =1, (26).
Mais on a :
D=JmS§,
Ou, d’apreés (25) :
S > 1
On ne peut avoir D, = I; que si, quelle que soit la digposition envisagée, ona :
. =8, @7)

Ceci posé, supposons que dans le i®™® groupe partiel se trouvent au moins
deux quantités différentes y, et y,; ces deux quantités se retrouvent certajne-
ment dans le groupe total; dés lors les deux permutations, ou ’on a :

Groupe i..... Ypeere Ypoooos et ... Ypooree Yhoorne
Groupe T..... Yxeeeer Youeee

ont des sommes S, et S, différentes, ce qui est inconciliable ave¢ (27).

Donc, & chaque valeur X = z, ne correspond qu’une seule valeur de Y ==y,
ce qui caractérise une liaison fonctionnelle.

30 Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes G = 0.

En effet, dans ce cas, tous les groupes partiels sont semblables au groupe

total; donc tous les I, sont nuls et, par suite également leur moyenne arith-
métique I.

D’autre part, le dénominateur de 'indice de Gini ne sera nul, lui aussi, que
si toutes les quantités du groupe total sont égales entre elles; on a en effet
dans ce cas, a la fois indépendance et liaison fonctionnelle. Y = C* quel que

soit X et 'indice de Gini prend la forme indéterminée 9

0 -
40 §iC =0, X et Y sont indépendantes.

Le dénominateur étant une somme d’un nombre fini de quantités finies, ne
peut étre infini. On doit donc aveir :

ENL=0 ou I=0,
quel que soit Z, les I, étant des quantités positives. Done chaque groupe ¢ est
semblable au groupe T; donc X et Y sont indépendantes.
IT — L’inpicE pE CHARLES JORDAN
Nous pouvons indifféremment écrire I’indice de Jordan (de ¥ en X) :

_ [Nn,— N, N2
e e R | v 28)

Soit :

— n,
"“(m-—n[‘“‘”. 2 NN',]
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La deuxiéme forme étant manifestement d’un calcul plus rapide, c’est cette

derniére que nous avions préalablement indiquée.

I — L’INDICE DE JORDAN VERIFIE LES QUATRE CONDITIONS

Du fait que %” < 1l résulte que :

J
224 d}z.«W (29)

Le premier membre est égal & m et le second & (m — 1)J2 + 1.
Done :

m>m—10)I4+1 o 3L
10 Si Y est fonction univalente de X, J2 = 1.

n \ .
En effet, nous avons alors =7 = 1 pour une valeur j et une seule, quel que

Nl
soit ¢ fixé. |
Done :
n, n,n
ZXR =23 N, @0
m =(m—1)J% 4+ 1.
Done J% = 1.

20 8§i J2 =1, Y est fonction univalente de X.

Cette démonstratlon manque dans Jordan, mais il est aisé de la rétablir :

Si J2 = 1, chacun des deux membres de 1’inégalité (29) est égal & m; donc onm
a D’égalité (30).

v
Or de f’l\-}! < 1, résulte que (30) ne peut avoir lieu que si a tout ny; 5= 0 éor-

n
respond un N" = 1.
s

.oz : ! . R, .
Mais = n, = N, nous ne pourrons donc avoir —N" = 1 que si daus
3

=1
la 1ome cJolonnq il n’y a qu’un seul élément, autrement dit que si Y est fonction
univalente de X. .
30 St X et Y sont indépendanies J2 = 0.
En effet, on a alors %” = -1%-’ quel que soient i et j.
i
Donec :

—_

2, N—NN,;=0. £31)

Et Ion voit sur la forme (28) que J2 = 0.

4° 51 J? = 0, X et Y sont independanies.

En effet, on voit sous la forme (28) que ’égalité (31) est vérifiée quelle que
soient ¢ et j; done X et Y sont indépendantes.

Jordan a montré que dans le cas des tables & deux lignes et deux colonnes
son indice est égal & r et a .

11 a également fait remarquer que ‘son indice ne peut étre égal & I'unité que
dans le cas ot m << n. C’est en effet dans ce cas seulement que cet indice peut
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dtre égal & I'unité. Aussi M. Fréchet a-t-il suggéré de prendre pour X la variable
aléatoire qui posséde le plus grand nombre de classes (c’est-a-dire de lire le
tableau dans un sens tel que 1'on ait toujours m << n).

DISTRIBUTION DE J2

Dans la pratique, le statisticien ne trouvera jamais un indice de corrélation
égal & zéro ou & un.

En effet : ¢

a) 11 est aisé d€ montrer que si dans une population pour laquelle les carac-
téres X et Y sont indépendants, on préléve un grand échantillon, il y a une
probabilité nulle pour que I'indice de corrélation soit nul.

b) D’autre part, si Y est rigoureusement fonction univalente de X, il y a
une probabilité nulle pour que les classes aient été choisies de telle sorte que
Pindice de corrélation soit égal 4 ’unité.

11 parait dong indispensable d’établir des tests permettant d’affirmer que
nos indices de corrélation sont compris entre certaines limites avec une certaine
quasi-certitude.

Remarquons toutefois que la question que nous venons de soulever pose un
probléme de probabilité inverse sur la solution duquel les divers probabilistes
ne sont pas d’accord.

Il sort du cadre de cet exposé de donner leurs positions respectives. Nous
nous bornerons sumplement ici & considérer un échantillon de N individus
prélevé dans une population infinie (d’indice de Jordan J). Nous trouverons
sur I’échantillon un indice de Jordan J'.

11 est aisé de calculer EJ’2 et 6 J'2 Ceci résulte immédiatement d’un calcul
fait dans RissEr et TRAYNARD (Les principes de la statistique mathématique,
p- 193) pour la quantité :

pi=(m—1)J%
Appelons :

P, la probabilité d’observer le couple z, y,
P, la probabilité d’observer z,
P la probabilité d’observer y,

M. Risser montre que :

E (?lﬁ) —_ ?g + % 2:‘ Jz Py (Pu _ pii) (P'J _ P,J)

P2P3
___1__ pv! (Pl_pl') (P’J —pll) (2 pII_Pl P'J) veous
+ sz': }2‘ i P3Pp/3 +
a b
=¢ +x+ it
ol a et b sont uniquement fonction des P, P’, p,..
D’ou :
= T2 a b
E(J )=J +N(m_1)+ (m_i)N=+ ......
L ]

Cette formule est d’autant plus utile que N est plus grand.
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On a toujours :
E(J?) > 1% doncsi J2=1, E j2=1.

résultat évident a priori puisque alors J’2 = 1 presque certainement.
En cas d’'indépendance des variables aléatoires, X et Y on trouve :

1 1

slpf] =g+ x3 + 75 T

11 donne I’expression de a et constate que @ = 0 si X et Y sont indépendantes.
On a évidemment :

a(J'g) == (%

m—1
11 est & remarquer que dans le cas du coefficient de corrélation linéaire,
I’écart type est beaucoup plus grand. Quand les variables aléatoires X et Y
. . . 1
sont indépendantes, il est en effet de’ordre de \/-—%— (i1 est méme égal & \7-—N- en'
premiére approximation dans le cas ot X et Y obéissent & une loi de Bravais).

Robert FEron.
DISCUSSION

M. FrEcHET. — Je signalerai d’abord que M. Féron a trop modestement
omis de rappeler que c’est lui qui a reconnu, dans I'indice de Jordan, un véri-
table indice de corrélation et m’en a informe.

En ce qui concerne les quatre conditions que j’ai énoncées et auxquelles
doit satisfaire un véritable indice de corrélation, il doit &tre entendu que ces
conditions étaient déja dans 'esprit de tous ceux qui avaient réfléchi sur ce
sujet mais qu’elles n’étaient généralement ni énoncées explicitement ni démon-
trées complétement.

Il n’est pas trés étonnant que I'indice J de Jordan publié peu de temps avant
la guerre se soit peu fait connaitre pendant cette période tragique. On pourrait
au contraire s’étonner d’avoir vu le coefficient de connexion, G, de Gini tomber
dans I'oubli ou 'indifférence pendant un si long intervalle de temps.

Ce fait s’explique sans doute, d’une part parce que sa définition primitive
qui a I'avantage de mettre bien en lumiére pourquoi il repére la corrélation —
est assez longue & exposer; d’autre part, et plus encore parce que cette défi-
nition conduisait a des calculs trés longs exigeant six ou sept fois plus de temps
que celui de r. Mais la formule simplifiée qu’a rappelée M. Féron conduit au
contraire & un calcul trés rapide du méme ordre que celui de r, peut étre plus
bref quand les intervalles de valeurs de 1 sont égales.

En ce qui concerne l'indice diagonal, d, il semble que pour un calculateur
pourvu de machines le calcul de 7, G ou J soit un peu plus court. L’indice dia-
gonal, d, posséde peut-étre cependant une sensibilité plus grande comme je
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I'ai signalé ailleurs (1). Il n’est d’ailleurs pas impossible qu’on puisse substi-
tuer plus tard au calcul graphique que j’ai proposé un calcul numérique de d,
dirigé de fagon & le rendre plus automatique et plus rapide.

En terminant, je félicite M. Féron pour la clarté qu’il a su maintenir dans le
résumé ou il a condensé l'essentiel de plusieurs travaux.

M. Rov. — 1° En écoutant I'exposé de M. Féron, complété par les explica-
tions de M. Fréchet, je n’ai pu m’empécher d’établir une certaine analogie
entre ’évolution des recherches concernant les indices de corrélation, et celle
que ’on a observé pour la définition des indices de prix ou de quantités : recours
4 des procédés empiriques, nécessité de procéder a des recoupements, difficultés
de faire appel & des principes d’ordre rationnel, etc... »

20 J’ai demandé ensuite la maniére dont se comportaient les divers indices
de corrélation pour un méme matériel statistique.

M: Fréchet m’a répondu en invoquant exemple des retards dans I'influence
des variations d’une grandeur sur celle d’une autre grandeur qui en dépend,
et en insistant sur le fait que les écarts présentés par ces divers indices étaient
peu significatifs, tandis que les courbes traduisant les variations de ces indices
au voisinage du maximum permettaient, au contraire, de faire un choix entre
¢es indices.

3¢ J’ai indiqusé, & titre d’exemple susceptible de permettre la comparaison

des indices de corrélation, le retard entre les variations de I'indice des prix de
gros et celles de 'indice des prix de détail. J’ai signalé a ce propos, les études
faites par M. Bowley il y a prés de trente ans.
" M. BATICLE a été vivement intéressé par la communication de M. Féron
et par les explications complémentaires de M. Fréchet. Il souligne 1utilité d’un
indice de corrélation répondant aux quatre conditions énoncées par M. Fréchet
ainsi que celle du choix possible entre les indices de corrélation corrects pour
Papplication qu’on a en vue.

En particulier, 'étude de 1'auto-corrélation d’un ensemble d’observations
d’un méme phénomeéne, mais faites & des époques différentes, peut présenter
un grand intérét, et lorsqu’on dispose d’un indice de corrélation qui est « sensi-
ble » au voisinage de zéro, on peut déterminer avec une certaine précision,
I'intervalle de temps au bout duquel les séries statistiques correspondant au
début et a la fin de Pintervalle deviennent pratiquement indépendantes. =

M. RissEr. — Dans sa trés intéressante communication, M. Féron a bien
voulu tout d’abord nous indiquer les sources bibliographiques auxquelles il
a eu recours, et nous signaler tout particuliérement les travaux de M. Gini
en 1914, de MM. de Finetti et Paciello en 1930, de Finetti en 1931, et enfin
ceux de MM. Jordan et Fréchet sur la délicate question de la correlation.
Rappelons & ce propos qu’en 1934, I'Institut international de Statistique ayant
constaté que certains statisticiens employaient sans précautions probables
le coefficient de corrélation, avait jugé utile de mettre & 'étude emploi de ce
coefficient, et chargé M. Fréchet d’établir un rapport sur cette question de la
corrélation.

Nous savons que de nombreux statisticiens utilisaient & cette époque, pour

(1) Anciens et nouveauz indices de corrélation. Leur application du calcul des retards éco-
nomiques. Econometrica, vol. 15, janvier 1947.



représenter le coefficient de dépendance entre deux variables statistiques (z, y),
le coefficient

ZZ ny (@, —a) @ — b)

\/2 n, (& — a)? \/2 n, Yy, — b)z
ou n,; n'est autre que le nombre de fois que le couple (z, y.) prend le couple
de valeurs (x;, y;) avee n, = 2, Nygy My = E:nw, et ol a et b sont les valeurs
moyennes de z, et de y,.

Les fausses interprétations observées jusqu’alors de ce coefficient, auraient
été probablement évitées en modifiant appellation de r, et en le désignant
avec M. Fréchet, coefficient de linéarité.

Or b, étant le centre de gravité de la file ¢, on constate, comme I’a montré
M. Fréchet, que on peut écrire :

(z,—a).n .(b,—0b)
r=emnavecp = VI n (@ —a)? yIn, (b — b)?

et m n’étant autre que le rapport de corrélation de Pearson.
\/v (b,— b)2
Sn, —op

On voit ainsi apparaitre dans r un nombre ¢, qui est un facteur étranger
3 la dépendance de (z, y), et vient, en quelque sorte, fausser sa mesure.

M. Fréchet a le premier montré que tout bon indice de corrélation doit &tre
compris entre 0 et 1, et vérifier les conditions suivantes :

10 Si y est fonction univalente de z, I'indice I est égal 4 1 (en module);

20 Et réciproquement, si cet indice est égal & 1, y est fonction univalente de z;

3° Si z et y sont indépendants, [ = 0;

4o Réciproquement si I = 0, z et y sont indépendants.

Si le rapport m de corrélation de Pearson, jouit bien des propriétés 10, 20, 30
indiquées ci dessus, on ne peut pas affirmer que z et y sont indépendantes,
mais dire seulement que y,, garde une valeur constante. Or MM. Gini et Jordan
ont les premiers donné des formules d’indices qui ne pouvaient étre critiquées,
sans montrer toutefois que ces indices vérifiaient les quatre conditions; c’est
M. Fréchet qui a démontré d’une part que I'indice de M. Gini satisfaisait aux
conditions exigées, et d’autre part que I’on pouvait construire toute une série
d’indice répondant & la question.

M. Féron nous a fait remarquer que l'indice de M. Gini mérite une mention
spéciale ainsi que ceux de MM. Jordan et Fréchet doivent tous subsister, du
fait qu’ils répondent & des besoins un peu différents; il lui revient le mérite
d’avoir apporté des modifications heureuses dans la présentation des calculs de
M. Gini, et de faciliter grandement la tache des calculateurs.

Pour ma part, je serais fort reconnaissant & M. Féron, s’il voulait bien & la
suite de sa communication, montrer — grace & un exemple — comment I'on
procéde au calcul des indices de corrélation de MM. Gini et Fréchet, en ayant
soin de donner au lecteur et cela sans craindre d’entrer dans le détail des
opérations — tous les renseignements utiles.



